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Erster Abschnitt.
Der Wiirfel und der Quader.

Ein Wiirfel wird so auf einen Tisch gestellt, dall eine seiner Begrenzungsflachen

in die Tischfliche fillt; ein Drahtmodell des Wiirfels.
Die Wiirfel (von Wurf) des bekannten Spieles, die Pflastersteine haben Wmfel—

gestalt. Vollkommener stellt den Korper das Modell dar.

Die Hauptausdehnungen des Wirfels. | § 1/ :
Der Wiirfel (Fig. 1) nimmt einen Raum ein, der von allen Seiten begrenzt
ist. Ein von allen Seiten begrenzter Raum heil}t ein Fio. 1.
Korper. Der Wiirfel ist ein Korper. R |
Die Geometrie betrachtet an den Korpern nur die Eigen- HK ”&
schaften des Raumes, den sie einnehmen, und sieht von dem } : - F
Stoffe, der den Raum erfiillt, ab. | ' T
Der Wiirfel vst nach drev Hauptrichtungen ausgedehnt: D
nach der Limnge, der Breite und der Hdhe. B g e L
~ Der Schiiler zeige diese drei Ausdehnungen (Dimen-
sionen') @) an dem Modell, b) an der Figur! A B
‘Die Grenzen des Wiirfels. § 2. f

Die Grenzen eines Korpers heifen Flichen. Wieviel Flichen hat der Wiirfel?

Alle Fliachen des Wiirfels sind ebene Fléchen.
Jede Fliche des Wiirfels ist mach zwev Hauptrichtungen ausgedehnt: nach

der Linge und nach der Breite (Hdhe).
Der Schiiler zeige an dem Wiirfel und an der Flgur an verschiedenen Fléchen

diese beiden Ausdehnungen! |
Die untere Fldche, auf welcher der Wiirfel steht, und die obere Flache |

heiBen Grumdflichen; die obere wird auch Deckfliche genannt. Die iibrigen
vier Klachen werden als Seitenflichen bezeichnet. Die Seltenﬂa.chm bilden

den Mantel, alle Grenzflichen die Oberfléche. :
Durch Erwe1terung einer Begrenzungsfliche des Wiirfels nach allen Seiten

erhdlt man die Ebene. Sie ist unbegrenzt.

b ]

Die gegenseitige Lage der Flidchen eines Wiirfels. § 3.(
1. Die beiden Grundflichen treffen nie zusammen, soweit man sie auch |

er weitert; sie heilen parallel?).
Gibt es am Wiirfel auch parallele Seitenflichen? Wieviel Paare paralleler

Flachen kommen am Wiirfel vor?
1) Lat. dimensio, Abmessung.
2) QGriech. parallelos (wapdiinlog), nebeneinanderlaufend.

1#
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2. Jede Seitenfliche trifft mit jeder der Grundflichen zusammen, sie
schneiden einander. Dasselbe ist bei zwei benachbarten Seitenflichen der Fall.
Am Wiirfel stehen je zwel einander schneidende Flichen senkrecht (normal?)

aufeimnander.

Die Kanten des Wiirfelé.

- Wo zwei Flichen eines Wiirfels einander schneiden, entsteht eine Linie,

welche eine Kante des Wiirfels genannt wird. Wieviel Kanten hat ein Wiirfel ?

Wenn der Wiirfel aus einem undurchsichtigen Stoffe besteht, so sind nicht alle
Kanten sichtbar. Ist das Auge des Beobachters vor dem Wiirfel etwas links und ober-
halb desselben, so sind die in Fig. 1 ausgezogenen Kanten sichtbar, d1e gestrichelten

hingegen unsichtbar.
[ Alle Kanten des Wiirfels sind gerade Linien.

( Eine Lamie hat nur eme Ausdehnung: die Lange.
Alle Kanten des Wiirfels sind gleich lang.
Die Kanten an den Grundflichen heiBen Grundkanten, die iibrigen Kanten

Seitenkanten.
Wieviel Grundkanten und wieviel Seitenkanten hat der Wiirfel ¢

a) Lage der Kanten des Wiirfels gegeneinander .

Die Kanten des Wiirfels haben gegeneinander eine dreifache Lage.

- 1. Der Wiirfel hat Kanten, welche einen Punkt gemeinschaftlich haben,
ste schmeiden einander in diesem Punkte (Schnittpunkt).

2. Es gibt Kanten, welche dieselbe Richtung besitzen, sie treffen nicht
zusammen, so weit man sie auch verlangert. Sie heillen parallel.

3. Der Wiirfel besitzt auch Kanten, die weder parallel sind noch emander
schneiden, auch wenn sie beliebig verldngert werden; sie liegen nicht in der-
selben Flache. Derartige Kanten heillen emander kreuzende.

Der Schiiler suche alle drei Arten von Kanten auf!

Zwei parallele oder zwei einander schneidende Kanten liegen in derselben
Ebene, zwei einander kreuzende Kanten sind aber nicht in derselben Ebene

enthalten.

b) Lage der Kanlten des Wiirfels zu den Flichen. :

Die Kanten des Wiirfels haben gegen die Flichen desselben eine dreifache
Lage. Es gibt Kanten, welche z. B. die untere Grundiliche nicht treffen, auch
nicht bei beliebiger Erweiterung beider. Es finden sich aber auch Kanten,
welche die untere Grundfliche treffen. Von den ersteren sagt man, dall sie
mit der betreffenden Fliche parallel sind, von den letzteren, dal} sie dieselbe
schneiden. (Schnittpunkt?) Drittens gibt es auch Kanten, die in einer Fliche
liegen.

Der Schiiler suche am Wiirfel die Kanten auf, welche @) mit der unteren
oder oberen Grundfldche parallel sind, ) sie schneiden, ¢) in ihr liegen!

Ebenso beziiglich einer Seitenfléiche.

1) Lat. normalis, regelrecht. .
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Alle Kanten des Wiirfels stehen auf den Fliachen, welche sie schneiden, -~
senkrecht. '

¢) Die von den Wiirfelkanten gebildeten Figuren. ~
Eine nach allen Seiten begrenzte ebene Fléche heilit eine ebeme Figur. Die
Grenzlinien einer Figur werden ihre Seifen genannt. Jede Fliache des Wiirfels
ist eine wierseitige Figur. Da die Seiten gerade Linien sind, heilit die Figur
geradlinig; da alle Seiten gleich sind, heildt sie gleichseuteg.

Die Gleichheit der Seiten kann mit Hilfe des Zirkels nachgewiesen werden.

Alle Grenzlinien einer Figur zusammen bilden ithren Umjfang. Der Umiang
einer Flache des Wiirfels ist eine gebrochene Linie. |

Die Ecken des Wiirfels. | §/ o

Die Grenzen einer Linie heilen Punkte. Jede Kantenlinie des Wiirfels
wird von zwei Eckpunkten dieses Korpers begrenzt. Wieviel Eckpunkte hat
der Wiirfel? Wieviel Kanten und wieviel Flichen stoBen an einem Eckpunkte

des Wiirfels zusammen ?
Ewm Punkt hat kewme Ausdehnunyg.

Eigenschaften der Flachen des Wiirfels. § 6.

Zwei Kanten, welche einander schneiden, bilden emnen kael Wieviel
Winkel kommen in jeder Fliche des Wiirfels vor? Wieviel am ganzen Wiirfel ?

Die Kanten, welche einen Winkel bilden, heillen die Schenkel und der
Eckpumkt, in dem sie zusammentreffen, der Scheitel des Winkels.

Die Schenkel stehen aufeinander semkrecht (normal).

Ein Winkel, dessen Schenkel aufeinander senkrecht stehen, heiBt ein rechier.

Die Flichen am Wiirfel sind daher rechtwinklig; da man mit Benutzung
zweier Wiirfel je zwei dieser Winkel zur Deckung bringen kann, so sind sie
gleich; jede Fliche am Wiirfel ist also auch gleichwinklig. Eine Flgur welche
WIEIGhSBItlg und gleichwinklig ist, heiBt regelmdpig. Das regelmiBige Viereck
heiit Quadratl). Am Wiirfel ist also jede Fldche ein Quadrat.

Die Flichen am Wiirfel haben gleiche Grife und gleiche Gestali; infolge-
dessen lassen sie sich so aufeinander legen, daB sie einander decken,; sie sind

kongruent ®).

Diagonalen am Wiirfel; Diagonalschnitte des Wiirfels. - 8 /. :

Verbindet man zwel gegenuberhegende Eckpunkte eines Quadrates durch
eine Gerade, so erhdlt man eine Diagonale®) desselben.
Jedes Quadrat hat zwei Diagonalen, die untereinander
oleich, aber grofler als eine Seite sind. Die Diagonalen eines
Quadrates sind zu den Seiten desselben schief. Die Winkel
zwischen den Diagonalen und den Seiten eines Quadrates
heilen spitze. (Kig. 2.)

Fig. 2.

¥

1) Von quadratus, lat. viereckig. g
2) Lat. congruens, iibereinstimmend. __
*) Griech. dia (ded) durch, gonia, (ywvia) der Winkel; eine durch Winkel gezogene Strecke.




§ 1/3.

!
:

vordere rechte Ecke, f) die untere hintere linke und benenne sie in Fig. 1! Ebenso
am Quader Fig. 3!

2. Ist der SchluB richtig: Ein Wiirfel (oder Quader) hat 8 Eckpunkte, an jedem stoBen
3 Kanten zusammen, also hat der Wiirfel (Quader) 24 Kanten? Ebenso: Ein
Wiirfel (oder Quader) hat 6 Flichen, jede hat 4 Seiten, also hat der Wiirfel 24 Kanten ?

3. Zeige a) am Wiirfel, ) am Quader parallele Kanten, die in derselben Wiirfelfliche
(Quaderflache) liegen, und solche, bei denen dies nicht der Fall ist! Wieviel parallele
Kanten lassen sich in eine Gruppe vereinigen? Wieviel solche Gruppen gibt es?

4. Die eine Kante eines Wiirfels kreuzenden Kanten «) am Drahtmodell, ) in Fig. 1

aufzusuchen. Wieviel sind es?
5. Am Drahtmodell eines Wiirfels die Diagonalen des Wiirfels anfzusuchen. Welche

Eckpunkte der Fig.1 verbinden sie? Ebenso beim Quader.
6. Markierung eines Wiirfels durch 4 Metallstibe, die mit Spitzen in ein Brett gesteckt
werden. Zeige den Verlauf der Diagonalen der Flichen und der Diagonalen des

Wiirfels! Ebenso fiir einen Quader.
7. Nenne in Fig.1 a) die Deckfliche, b) die vordere, ¢) die hintere, 4) die rechte,

e) die linke Seitenfliche des Wiirfels!
8. Verfahre ebenso bei dem Quader in Fig. 3] Welche Fliche ist die Grundfliche ?

Wo ist das Auge des Beobachters zu denken?
9. Aus Wiirfeln a) einen Quader, b) eine quadratische Saule zusammenzusetzen.
10. Was fiir ein Korper entsteht, wenn man die Deckfliche eines Wiirfels mit der
Grundfléiche eines gleich groflen zusammenfallen 1a8t? In was fiir Korper wird
ein Wiirfel durch eine zu zwei Seitenflichen parallele Ebene zerschnitten ?

Zweiter Abschnitt.

Gerade Linien, Winkel.
Netz des Wiirfels und des Quaders.

Die gerade Linie; Bestimmung ihrer J.age.

~ Durch einen Punkt lassen sich unzéhlig viele gerade Linien in allen méglichen
Lagen ziehen. Sie haben verschiedene Richtungen. Ist noch ein zwewier Punkt
oegeben, so geht von allen diesen geraden Linien nur eine einzige durch beide

Punkte.
Die Lage evner geraden Lanve 1st demmach dureh zwer Punkte vollkommen

! bestimmi.

Eine gerade Linie wird mit Hilfe des Lineales gezeichnet.

Priifung des Lineales auf seine Richtigkeit:

Die Kante des Lineales muBl vollkommen gerade sein. Dies ist der Fall, wenn
sie, in entsprechender Weise vor das Auge gebracht, als Punkt erscheint. Oder man
zieht durch zwei Punkte nach der Kante des Lineales eine Linie, klappt es um und
zieht durch dieselben zwei Punkte nach derselben Kante wieder eine Linie. Fallen
diese beiden Linien zusammen, so ist die benutzte Kante geradlinig.

Aufgaben:
1. Wieviel vertikale gerade Linien sind durch einen Punkt méglich ?
2. Wieviel horizontale gerade Linien sind durch einen Punkt moglich ?



3. Wieviel schrage gerade Linien sind durch einen Punkt mdglich ?
4. Nach dem Augenmalbe drei Punkte so zn wéhlen, dal sie in derselben geraden lee
liegen; die Richtigkeit der Wahl mit dem Lineale zu priifen.

Unbegrenzte und begrenzte gerade Linien.

1. Ist eine gerade Linie nach beiden Seiten unbegrenzt, so heillt sie ein
Strahl (BC, Fig. 4) oder kurz Gerade. Nimmt man in einer Geraden einen Punkt A4
an, so wird sie in zwei Teile geteilt, welche von diesem Punkte aus in zwei ein-
ander entgegengesetzten Richtungen ausgedehnt sind und Halbstrahlen genannt
werden. FEwn Halbstrahl 1st demmach eime durch einen Punkt (Grenzpunkt) halb
begrenzte gerade Lante. Er wird durch den Gr enzpunkt A und eimen zweiten

in ihm liegenden Punkt B (C) oder durch einen einzigen Buchstaben a be-

zelchnet.
2. Nimmt man in einer Geraden zwel Punkte an (Fig. 5), so heit der durch

sie begrenzte Teil der Geraden eine Strecke. Die beiden Grenzpunkte nennt
Fig. 4. Fig. 5.

A B
C R R :

o 0

L ¥

> O

man ihre Endpunkie oder auch den einen den Anfangspunki, den anderen den
Endpunkt. Eme Strecke wird durch die an ihre Endpunkte gesetzten Buch-
staben benannt. So heilt die Strecke in Fig. 5 AB. Oder man schreibt an die
Strecke einen kleinen Buchstaben.

Die zwischen zwei Pumkien gezogene Strecke st die kiirzeste Verbindumgslinie
derselben und wird deshalb die Entfernung oder der Absiand (Distanz) der beiden

Punkte genannt.

- Aufgabe: ;

Nenne a) naeh Fig. 1, b) nach Fig. 3 die Kanten der unteren Grundfliche, der
Deckflache, der rechten Seitenfliche, der linken Seitenfliche des Wiirfels be-
ziehungsweise des Quaders! Suche die hintere rechte Seitenkante, die vordere linke
Seitenkante in beiden Korpern auf! Benenne die eingezeichnete Diagonale des Wiirfels,
des Quaders! Wie liegen die beiden Ecken, welche die Diagonale verbindet? Nenne
alle horizontalen, alle vertikalen Kanten der beiden Korper!

Vergleichung zweier Strecken hinsichtlich ihrer Lénge.

Um zwei Strecken hinsichtlich ihrer Ldange zu vergleichen, lege man sie s0
aufetnander, daB sie einen Endpunkt gemeinschaftlich haben. Fallen die anderen
zwel Endpunkte ebenfalls zusammen, so sind die beiden Strecken einander
gleich. In Zeichen AB = CD (Fig.6). Wenn aber die anderen Endpunkte
der beiden Strecken nicht zusammenfallen, so sind die Strecken umgleich, und
zwar ist diejenige die kleinere, deren zweiter Endpunkt zwischen die Endpunkte
der anderen fallt; diese ist die groBere. In Fig. 7 ist EF griofler als GH oder
GH kleiner als EF. (In Zeichen EF > GH oder GH < EF.)

Die Vergleichung zweier Strecken nach ihrer Lénge wird, wenn das Auf-

e

{15.

einanderlegen selbst nicht moglich ist, mit Hilfe des Zirkels oder mit Hilfe
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eines Papierstreifens, auf dem man die Lénge einer der beiden Strecken durch
4 Marken bezeichnet hat, ausgefiihrt.

E Eine Strecke hat nur eine Lage, eine Grofe, hingegen zwer Richtungen, die
| entgegengesetzt sind: AB (Fig. 6) von 4 nach B und von B nach 4.
Aufgabe:
& Zeichne nach dem AugenmaBe nebeneinander zwei gleiche Strecken und priife
ihre Gleichheit mit dem Zirkel oder mit einem Papierstreifen!
Fig. 6. Oy T
Ai T _-"B .E.?i'_ : "'"IF

C'L_ = ' /) | gf.

§ 16 Zeichnendes Rechnen mit Strecken.

A. Addition zweier oder mehrerer Strecken. Um zwei oder mehrere Strecken
zn addieren, legt man sie in einer Geraden so nebeneinander, daB der Endpunkt
Fig. 8. der ersten mit dem An-
o ‘ | fangspunkte der zweiten,
A 5.5 der Endpunkt der zweiten
30 : - mit dem Anfangspunkte
| der dritten Strecke usw.
e Mt b , c | zusammenfallt; die Strecke
A B'  gwischen dem Anfangs-
punkte der ersten und dem Endpunkte der letzten Strecke ist die gesuchte
Summe. In Flgur 8 15t AB=a-+ b+

2, Subtmktzon zwever Strecken. Um zwel Strecken
zu subtrahieren, legt man die klemere so auf die
- : griBere, daB zwei Endpunkte derselben zusammen-
o { fallen; die Strecke zwischen den anderen Endpunkten
ist die gesuchte Differenz (Unterschied). In Fig. 9

g 1o ety ; 1 ist AB=0b—a.
3. Multvplikation evner Strecke mil evner ganzen
Zahl. (Vervielfachen einer Strecke.) Eine Strecke wird mit einer ganzen Zahl

multlphzlert (Verwelfacht) indem man sie in der frither angegebenen Weise
so oft als Addend

(o}

Fig. 9.

T T

I setzt, als die ganze
A B Zahl anzeigt. Ist z. B.

* ] die Strecke A3
g A B JCI s | % (Kig. 10) mit 4 zu

multiplizieren oder zu
vervierfachen, so trigt man sie auf einer Geraden viermal nebeneinander auf;
es ist dann AE = AB X 4 oder AE das Vierfache von AB.

Die Addition, Subtraktion und Multiplikation von Strecken ist mit Hilfe

des Zirkels auszufiihren.
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4. Dwisvon ener Strecke. a) Durch eine ganze Zahl (Teilung). Eine Strecke

durch eine ganze Zahl dividieren heiBt, sie in so viele gleiche Summanden
zerlegen, als die ganze Zahl anzeigt. Der Quotient ist eine Strecke. Ist eine

Strecke in 2, 4, 8, 16 ... gleiche Teile zu teilen, so teile man sie vorliufig nach

dem Augenmalle in zwei, jede Hilfte wieder in zwei, jedes Viertel wieder
in zwel gleiche Teile usw. und priife jedesmal die Richtigkeit der Teilung
mit dem Zirkel. Ist eine Strecke in sechs gleiche Teile zu teilen, so teilt man
sie zuerst in zwei gleiche Teile und jede Hilite in drei gleiche Teile.

b) Durch eine Strecke. Eine Strecke durch eine Strecke dividieren heiBt
untersuchen, wie oft die letztere in der ersteren enthalten ist. (Messung.) Der
Quotient ist eine Zahl. Z. B. (Fig. 10): AE : AB =4,

Die Halbierung einer Strecke nach dem Augenmafe fillt um so genauer aus,
je kiirzer sie ist. Man kann daher in folgender Weise verfahren. Man trage mit Hilfe

des Zirkels die nach dem Augenmale geschiitzte

Hilfte der Strecke von den beiden Endpunkten aus -5
auf. Ist diese kleiner als die genaue Hiil{te, so erhalt C D
man die Fig. 11. Durch Halbierung der Strecke CD % o B

nach dem Augenmale wird die ganze Strecke aus-

reichend genau halbiert.
Wie stellt sich das Verfahren dar, wenn die gescha,tzte Halfte zu gmB ist?
Der Schiiler teile nach diesem Verfahren eine Strecke in 2, 4, 8 gleiche Teile!

Aufgaben (zuerst nach dem Augenmafe zu zeichnen und dann zu priifen):

1. Es sind drei horizontale Strecken zu zeichnen, beziiglich ihrer Lancre AN verglelchen

und zu addieren.

Es sind drei vertikale Strecken zu zeichnen und zu addieren.

Zwel vertikale Strecken zu zeichnen und ihre Differenz zu ermitteln.

Es 1st eine gegebene Strecke mit 7 zu mult1phz1eren

Es ist ) eine horizontale, b) eine vertikale, ¢) eine schriige Strecke in 6, 8, 10 gleiche

Teile zu teilen.

St Lo

Messen der Streeken.

Auf der Division einer Strecke durch eine Strecke beruht die Bestimmung
der La,nge einer Strecke, d. 1. das Messen derselben.
Eine Strecke messen heillt untersuchen, wie oft eine als Léngeneinhert
angenommene Strecke in der zu messenden enthalten ist. Die Zahl, welche

dieses anzeigt, heillt die Mafzahl der Strecke.
Die Einheit des Lingenmafles wm Osterreich und den meisten europiischen

Staaten st das Meter) (m); es wird wn 10 Dezimeter (dm) a 10 Zentumeter (em)

a 10 Millimeter (mm) eingeteilt. 1000 Meter = 1 Kelometer (km), 10 Kilometer =

I Myriameter (um).
Zum Ausmessen der Langen dienen Stdabe von Holz oder Metall, ‘auf welchen

eine oder mehrere Léngeneinheiten nebst den Interabteilungen aufgetragen
sind; sie heilen Mafstabe.

1) Griech. metron (uéroov), MasB.

;o

SN

Vi
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Zur Messung lédngerer Strecken, z. B. auf dem Felde, dient
a) das MeBband; es ist etwa 10 m lang, mit einer Zentimeterteilung ver-

sehen und mittels einer Kurbel auf einer Rolle aufwickelbar.

b) Die Melkette; sie besteht aus einzelnen Gliedern von etwa 2 dim Liénge,

welche durch Ringe verbunden sind. Die einzelnen Meter sind durch Ringe
von besonderer Gestalt erkenntlich gemacht.

Soll eine Strecke AB (Fig. 12) auf dem Felde gemessen werden, so 1st sie

zuerst abzustecken. Dies geschieht mit Hilfe der Fluchtstibe (zirka 2 m langer,

A

: mit einer eisernen Spitze versehener Stdbe). Die Punkte
Fig. 12, A und B werden durch vertikal eingesteckte Flucht-

D E B C stibe markiert. Der Beobachter stellt sich so in

e % ® einem Punkte C auf, daBl der Stab A durch B gedeckt

wird. Ein Gehilfe steckt dann zwischen A und B weitere Fluchtstiabe in
D, E, ... so ein, daBl sie von C aus nient gesehen werden. Die Punkte 4, D,
E, B liegen dann in einer Geraden.

Anfingern ist anzuraten, zur Ubung des AugenmaBes verschiedene Liingen

zuerst anniherungsweise mit dem Auge abzuschitzen und dann mit dem Malstabe
genau zu messen; der Schiiler ermittle in dieser Weise die Lénge und Breite a) eines
Buches, b) eines Tisches, ¢) einer Schulbank; ferner die Lidnge, Breite und Hohe

eines Zimmers!

Der Schiiler zeichne nach dem AugenmaBe zwel Punkte in dem Abstande von

a) b em, b) 12 em, ¢) 20 em und priife die Richtigkeit mit dem Mabstabe!

x 1.

Aufgaben:

Die Summe folgender Strecken zu suchen:

a) 3dm 8em 5mm, 7dm 9em 6 mm, 8 dm 6 mm;
b) 3 km 86 m, 5 km 817 m.

Die Differenz folgender Strecken zu suchen:

a) 3m 8dm Hem, 1 m 2 dm 3 em;

b) 13m 4 dm 7 cem, 8m 9 dm 8 em;

¢) 4 km, 1 km 27 m.
Die Strecke 3 m 8 dm 9 em a) mit 3 zu multiplizieren, ) ihren 5. Teil zu berechnen.

Wie oft sind 3 km 826 m in 15 km 304 m enthalten?
Auf dem Felde eine Strecke abzustecken, ihre Lange zu schéitzen und durch Messung
die Schitzung zu priifen; sodann diese Strecke abzuschreiten und die Lénge eines
Schrittes zu berechnen.
Der Schiiler markiere auf dem Felde zwei Punkte durch Fluchtstdbe und schiitze
ihren Abstand! Sodann ist die Strecke zwischen diesen Punkten abzuschreiten und
ihre Linge mittels der in Aufgabe 5 ermittelten Schrittlinge zu berechnen.
Schiitzung der Breite eines Flusses, wenn der Standort unmittelbar an dem einen
Ufer liegt. |
Priifung dueser Schiitzung. Man riicke den Hut gegen das Gesicht so weit herab,
daB die Sehlinie lings des Hutrandes den gegeniiberliegenden Punkt des anderen
Ufers trifft. Dann drehe man sich so weit, da diese Sehlinie ein erreichbares Objekt
am diesseitigen Ufer, das als eben vorausgesetzt wird, trifft. Die Strecke zu diesem
Objekte ist sodann abzuschreiten. Beispiele fiir die Anwendung desselben Verfahrens
im Kriege, wenn der Hut durch die Handfliche ersetzt wird.
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§ 18. Der verjiingte MaBstab.
Will man eine in der Natur gemessene Strecke auf dem Papiere zeichnen,

so geschieht dieses gewdhnlich nicht in der wahren GréBe, sondern in einem -

kleineren, verjiingten Mafe. Es wird nimlich angenommen, daB eine bestimmte
Lange, z. B. 1 em auf dem Papiere eine bestimmte Lﬁnge z. B. 1 m oder 20 m,
in der Wirklichkeit vorstellen soll.

Ein Malstab, auf welchem die in der Wirklichkeit ubhchen Langenmale
verkleinert aufgetragen sind, heiBt ein verjiingter Mafistab, im Gegensatze

zu einem naturlichen Maﬁstabe auf welchem die Léngeneinheit in ihrer wa,hren

Grobe aunfgetragen wird. Fig. 13.
W .o W i 7 Fi
PR R MRS SRR T o | |
B9 % 71 B R i 3 = j |
Aufgaben:

1. Kinen MaBstab von 3 m, dem man auch Dezimeter entnehmen kann, in der Ver-
jingung 1 m = 3 em natiirlicher GréBe zu zeichnen.
Zeichne (Fig. 13) eine Gerade, trage auf ihr 3 em natiirlicher GroBe 3 mal auf und
teile dann den ersten Teil links in 10 gleiche Teile!
2. Ziehe drei Gerade und trage mit dem obigen Mafistabe auf die erste 2 m,auf die
zweite 1 m D dm, auf die dritte 2 m 7 dm auf!
3. Ziehe drei Strecken und bestimme nach dem obigen Maflstabe, wieviel Meter und
Dezimeter die Lénge einer jeden angibt!
4. Zeichne einen Ma,Bstab von 5 m, auf dem 1 m des natiirlichen MaBes gleich 2 em
ist und auf dem man noch 5 em des natiirlichen MaBes ablesen kann! Da 100 em
des natiirlichen Mafes durch 2 em oder 20 mm dargestellt werden, so werden 5 em
des natiirlichen MaBes durch 1 mm dargestellt.
Zeichne mit beliebiger Verjiingung einen MaBstab von 40 m so, daf man noch
Meter abnehmen kann!
Anwendung des verjiingten Malstabes bei Zeichnungen von Grundrissen, von
Gebduden, von Maschinen, von Landkarten usw.
Die Spezialkarte der Osterreichisch-Ungarischen Monarchie ist in dem MaBstabe
1 : 75000 hergestellt; was bedeutet das? Wie lang ist auf dieser Karte 1 km?
Welche Entfernung in der Wirklichkeit stellt 1 em der Karte dar?
Vergleichung zweier Geraden hinsichtlich ihrer gegenseitigen Lage.
1. Zwei gerade Linien, welche in derselben Ebene liegen und, wenn sie

e

noch so weit verlingert werden, nie zusammentreffen, Fig. 14.

heilen gleichlaufend oder -parallel. In Zeichen: A B

AB||CD (Fig.14). Der zwischen ihnen liegende Teil X : Y/

der Ebene heiBt ein Parallelstreifen. :
2. Zweigerade Linien, welche, hinreichend ver- Fig. 15.

langert, zusammentreffen, heillen ungleichlaufend
oder micht parallel, wie AB und CD (Fig.15). Zwei :
nicht parallele Gerade sind gegen den Sehnittpunkt [F -~

konvergierend), von demselben aus divergierend?). 4 -1

1y Ausdem Lateinischen: konvergierend zusammenneigend, divergierend auseinanderneigend.

f
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Aufgaben:

1. Welche Lagce gegeneinander haben die Strecken, welche von den Punkten eines

frei fallenden Korpers beschrieben werden?

2. Welche Lage gegenemander haben die von einem leuchtenden Punkte ausgehenden

Strahlen ?

§ 20. Entstehung und Bezeichnung eines Winkels.

Dreht man den Halbstrahl O4 um O (Fig. 16) im Sinne des Pleiles in die
Lage OB, so schlieBt er in dieser Lage mit der urspriinglichen OA einen Winkel
ein, dessen GroBe durch die Grifle der Drehung bestimmt ist. Nenne a) die

Schenkel, b) den Scheitel des Winkels! (§ 6.)

- Man bezeichnet einen Winkel entweder durch einen Buchstaben am Scheitel
oder durch einen kleinen Buchstaben, den man in die Offnung des Winkels
setzt, oder durch drei Buchstaben. Im letzteren Falle steht ein Buch-
stabe am Scheitel und die zwel anderen an beliebigen
Punkten der beiden Schenkel; diese Buchstaben werden bei
der Benennung eines Winkels in einer solchen Ordnung ge-
lesen, daB der am Scheitel stehende die Mitte einnimmt. Der
Winkel in Fig. 16 heit: Winkel O oder Winkel m oder

Fig. 16.

B .
7,
A>

Winkel AOB oder Winkel BOA.

Sind die Schenkel eines Winkels Strecken, so ist seine Grifie unab-
héngig von ihrer Liénge.

§ 21. Vergleichung zweier Winkel beziiglich ihrer GroBe.

Um zwei Winkel beziiglich ihrer GriéBe miteinander zu vergleichen, legt man

A

Fig. 17.

sie 80 aufeinander,
daBl die Scheitel
und einPaarSchen-
kel zusammenfal-
len;fallt dasandere
Paar Schenkel
gleichfalls zusam-
men, so sind die
beiden Winkel
gleich; im  ent-
gegengesetzten
Falle ungleich, und
zwar 1st derjenige
der kleinere, dessen
zweiter Schenkel
zwischen die
Schenkel des an-

./ deren {fillt.
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In Fig. 17 ist <t ABC = <X DEF, in Fig. 18 & GFH < < JKL.
Schneide zwel Winkel aus emem Blatte Papier aus und vergleiche sie .nach
threr Grole!

Einteilung der Winkel hinsichtlich ihrer GroBe.

Dreht sich der Halbstrahl 04 (Fig. 19) in einer Ebene um seinen Grenz-
punkt O so lange, bis er in die Rmhtung OC kommt, also eine Vierteldrehung
ausfithrt, so sagt man, er steht auf seiner ursprunghchen Richtung senkrecht
oder normal (in Zeichen: CO | AO) und nennt den dadurch entstandenen Winkel
einen rechten (Bezeichnung: R.).

Fiithrt man mit dem Halbstrahl OC neuerdings ein Viertel einer Umdrehung
aus, so kommt er in die Lage OF, man erhalt

wieder einen rechten Winkel COE. Die beiden Fig. 19.
rechten Winkel geben als Summe den Winkel C
AOE, dessen Schenkel in dieselbe Gerade nach A

entgegengesetzten Richtungen fallen. Ein
- solcher Winkel heif3t ein gestreckter; er entsteht
durch eine halbe Umdrehung Ein rechter
Winkel ist also die Hélfte eines gestreckten.
~Alle rechten, ebenso alle gestreckten Winkel
sind emander oleich.

_‘ Betrigt die Drehung des Halbstrahles 04
" weniger als eine halbe Umdrehung, so heiBt der entstandene Winkel ein hohler
oder konkaver'); jeder hohle Winkel ist also kleiner als ein gestreckter. Ein
Winkel AOB, zu dessen Entstehung weniger als eine Viertelumdrehung
erforderlich ist, heit ein spiizer und ein Winkel AOD, zu dessen Entstehung
mehr als eine Viertel-, jedoch weniger als eine halbe Umdrehung erforderlich
ist, ein stumpfer. Beide heilen schzefe Winkel.

Setzt man die Drehung iiber eine halbe Umdrehung fort, so erhélt man zu-
nichst erhabene oder konvexe?) Winkel (AOF); {ithrt man eine ganze Umdrehung
aus, so einen vollen Winkel.

Fiihre diese Drehungen mit einem Schenkel des Fig. 20.

Zirkels aus und zeige die dadurch gebildeten Winkel!

Emen rechten Winkel zeichnet man mit Hilfe des
Winkelbrettes, welches drei Winkel enthilt, von welcher
einer ein rechter ist. Welche Winkel sind die beiden
anderen ?

Priifung der Richtigkeit des kaelbrettes Man
" legt es in der Lage ABC (Fig. 20) gegen ein Lineal und
zieht nach der Kante AC eine Linie; sodann klappt
man das Winkelbrett bei unverinderter Lage des

e o

A<

) Lat. concavus, hohl.
?) Lat. convexus, gewdlbt.

L] ol L !
sy
-

f e
T _1 4 .._.: ]
P 1
3 - _"'"1: 'l-'_u
/LN T R
.If . = e o

: -
ey
| L
s i jo0 iy Wi
> 3
e
d Lo |
: ]
i F !
4

e



16

Lineals um und zieht nach derselben Kante wieder eine Linie. Fallen diese
beiden Linien zusammen, so ist das Winkelbrett richtig,

Mit Hilfe des Winkelbrettes konnen die Awufgaben gelost werden:

1. Von einem Punkte auBerhalb einer Geraden auf diese die Senkrechte

zu fallen.
9. In einem Punkte einer Geraden auf diese die Senkrechte zu errichten.

Aufqaben:

1. Zwischen welechen Winkeln liegt ein stumpfer, zwischen welchen ein erhabener
Winkel ?

2. Nenne Gegenstinde im Lehrzimmer und auBerha.lb desselben, an denen a) rechte,
b) spitze, c) stumpfe Winkel vorkommen!

3. Was fiir einen Winkel beschreibt die Windfahne, wenn sie sich @) von Nord nach
' Siid, b) von Ost na.ch Siid, ¢) von Ob/.t iiber Siid nach Siidwest, d) von West iiber

K (Ost nach Siidosf,’ e) von West iiber' Ost nach Siid dreht?

4, Was fiir einen Winkel beschreibt der Minutenzeiger einer Uhr in 5, 10, 15, 25, 30,
40, 60 Minuten?

5. Was fiir einen Winkel bilden die beiden Zeiger einer Uhr um 2, 3, 4, 5, 6 Uhr?

6. Mit Hilfe des Winkelbrettes und des Zirkels a) ein Quadrat, b) ein Rechteck zu
zeichnen. In beiden Figuren die Diagonalen zu konstruieren. Der Schiiler iiber-
zeuge sich, daB sie im Quadrate gleich lang und normal zueinander sind! Welche
Eigenschaft haben sie in beiden Beziehungen im Rechteck ?

7. Der Schiiler zeichne in passender Verkleinerung eine Tischplatte, messe eine Dia-
gonale der Figur und berechne mittels der Verjiingung des Malstabes die wahre
Linge! Er priife dieses Resultat durch direkte Messung der Diagonale!

8. Welcher Unterschied ist zwisechen senkrecht (normal) und vertikal? Der Schiiler
offne einen Zirkel so weit, daB die Schenkel aufeinander senkrecht stehen; er halte
den einen Schenkel in horizontaler Lage fest und bringe den zweiten in a) die ver-
tikale, b) die horizontale, ¢) eine schriige Lage! Andert sich dabei die gegenseitige
Lage der beiden Schenkel?

\§ 23. Netz des Wiirfels und des Quaders.

Die zusammenhangende Zeichnung der Grenzflichen eines Korpers in
einer einzigen FEbene heiit das Netz dieses

iy B Korpers.
Das Netz des Wiirfels entsteht, wenn man
lings einer geraden Linie vier Quadrate neben-

e J einander auftrigt und {iiberdies an den ent-

gegengesetzten Seiten dieser Reihe von Quadraten
noch zwel Quadrate konstruiert (Fig. 21).
Welche Figur bildet im Netz der Mantel
des Wiirfels? Wie groB ist die Grundlinie, wie-
groB die Hohe? Den Wiirfel mit Hilfe seines

Netzes herzustellen.

Aufgaben :

1. Das Netz eines Quaders (am besten eines Modelles) zu zeichnen, dessen Grund-
flichen Rechtecke sind. Welche Figur ergibt sich fiir den Mantel? Wie grof ist
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die Grundlinie, wie groB ihre Hohe? Den Quader mit Hilfe des Netzes zu

modellieren.
. Das Netz einer quadlatlschen Siule zu zeichnen, bei welcher jede Seltenkante

doppelt so groB ist als eine Grundkante. Diese Siule zu modellieren.

3. Der Schiiler zeichne einen Wiirfel und trage den Diagonalschnitt ein, Welcher
durch die vordere linke und die hintere rechte Seitenkante bestimmt ist; ferner die
beiden Diagonalen des Wiirfels, welche dieser Schnitt enthilt! Das Netz dieses

Wiirfels zu zeichnen.

Dritter Abschnitt.

Kugel, Kreis, Anwendung auf die kael

Die Kugel und der Kreis. ,, § 24.

Der in Kig. 22 dargestellte Korper ist eine Kugel. Beispiele sind eine
- Kegelkugel und annahernd eine Orange. i R R

Die Kugel ist von einer einzigen krummen Fliche begrenzt, deren Punkte
von einem innerhalb derselben liegenden Punkt, dem Fig. 22.
Mittelpunkte oder Zemlrum, gleich weit abstehen.
Die Strecke zwischen einem Punkte der Oberfléche
und dem Zentrum heil3t Halbmesser oder Radius?);
eine Strecke, welche zwei Punkte der Oberflache
einer Kugel verbindet und durch den Mittelpunkt
geht, heillt Durchmesser (Diameter?). Alle Radien
und daher auch alle Durchmesser einer Kugel sind
emander gleich.

Vergleiche die Lénge eines Durchmessers mit
der eines Halbmessers! |

Unterschied zunschen ebenen und krummen Flachen. Bel einer ebenen Fliche
fallt die Verbindungsstrecke zweier beliebiger ihr angehiériger Punkte ganz
m die Fliache, bel einer krummen Fliche i1st dies nicht der Fall.

Eckwge und runde Korper. En eckiger Korper ist nur von ebenen Flichen
oegrenzt, alle iibrigen Korper heilen runde. Mithin sind der Wiirfel und der
Quader eckige, die Kugel ist ein runder Korper. |

Schneidet man eine Kugel durch eine Ebene, so Fig. 23.
erhélt man als Durchschnittsfigur der Kugelfliche mit Y,
dieser Ebene eine krumme Linie, welche Kreis genannt / i

A

wird. (Modell.)

Alle Punkte des Umfanges (Peripherie®) eines
Kreises haben von einem Punkte seiner Ebene, dem
Mttelpunkte (Zentrum?*), denselben Abstand.

a) Enistehung der Kreislinie.

Dreht sich eine Strecke OA4 (Fig. 23) um den

1) Lat. radius, Speiche eines Rades. — 2) Griech. .di&metro‘s (6tdueroos). — *) Griech.
peripherein (megupéoewy) herumtragen. — 4) Griech. kentron (xévzpor), Spitze eines Zirkels.
MoCnik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f. d. 1. b. & KI. der Mittelschulen. 2
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Punkt O in der Ebene so lange, bis sie wieder in ihre urspriingliche Lage kommt,
so beschreibt der Punkt A eine Linie, deren Punkte von O gleichen Abstand
haben, (welchen?) also einen Kreis. O ist der Mittelpunkt, 40 ein Radius,

AD ein Durchmesser. Die von der Kreislinie eingeschlossene Flgur helﬁt

Kreisfliche.
Konstruktion?) eines Kreises mit Hilfe des Zirkels?). Zwei Kreise mit gleichen

Radien sind kongruent (§ 6).
b) Punkt und Kress.
Ein Punkt liegt auf, auBerhalb oder innerhalb einer Iu eislinie, je nachdem

sein Abstand vom Mittelpunkte (Zentralabstand) gleich dem Radius, grofer
oder kleiner als dieser ist.

¢) Die Gerade und der Kreis.

Eine Gerade kann mit einer Kreislinie zwer Punkte oder nur einen Punkt

oder gar keinen Punkt gemeinschaftlich haben.
Eine Strecke AB (Fig. 24), welche zwei Punkte

o e ey des Umfanges verbindet, heillt eine Sehne. Geht eine
D Sehne durch den Mittelpunkt, so ist sie ein Durchmesser.

s Eine Gerade CD, welche durch die Verlingerung

h einer Sehne AB iiber ihre Endpunkte hinaus entsteht,

heillt eine Sekante®). Eine Gerade EF, welche mit der

& Kreislinie nur einen Punkt A gemeinschaftlich hat und
in allen andern Punkten ganz auBerhalb des Kreises
lieet, heilit eine Tangente?) des Kreises.

d) Teile der Kreislimae.

Jeder Teil des Umfanges, wie z. B. AB (Fig. 24),
wird ein Kreisbogen genannt; die Hilfte des Umfanges heiBt insbesondere ein
Halbkrers, der vierte Teil ein Quadrant’), der sechste ein Seztant®), der achte
ein Oktant?). Um die GroBe eines Kreisbogens im Vergleiche zum ganzen
Kreisumfange angeben zu konnen, teilt man diesen in 360 gleiche Teile und
nennt einen solchen Teil einen Bogengrad®). Ein Bogengrad (°) wird in
60 Bogenminuten®) (") und eine Bogenminute in 60 Bogensekunden'?) () ein-

getellt.

- Aufgaben:

1. Wieviel Bogengrade kommen auf einen Halbkreis, wieviel auf den Quadranten,
Sextanten, Oktanten, den dritten, fiinften, zehnten Teil des Kreisumfanges ?

9. Der wievielte Teil des Kreisumfanges ist ein Bogen von 10°, 20°, 30° 36°, 40°,
60°, 90°, 120° ?

3. Wieviel Grade legt scheinbar die Sonne @) in 24 Stunden b) in einer Stunde zu-
riick ? Welehe Zelt braucht sie zu .1° ?

-‘.'-——"--‘

1) Lat. constructio, Zusammenfiigung. — 2) Lat. cireulus, Kreis. — 2) Lat. secare,
schneiden. — %) Lat. tangere, beriihren. — °) Lat. quadrans, der vierte Teil. — ©) Lat. sextans,

der sechste Teil. — 7) Lat. octans, der achte Teil. — ®) Lat. gradus, Sehritt, Stufe. — ?) Lat.

minutus, verkleinert. — 1°) Lat. secundus, der folgende.
!
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e) Teile der K'rezsﬂcwhe
. 1. Der Krevsabschnitt oder das Krezssegmentl) 15t ein Teil der Kreisfliche,

welcher von einer Sehne AB (Fig. 24) und dem durch diese abgeschnittenen
Bogen begrenzt wird.

2. Der Krewsausschmit oder Kreissektor?) (AOB, Fig. 24) 15t ein Teil der
Kreisfliiche, welcher von zwei Halbmessern und dem zwischen diesen liegenden
Bogen begrenzt wird. Der Winkel am Mittelpunkte heiit Zentriwinkel.
Schneiden die Halbmesser A0 und BO (Fig.24) nur eimen Sektor heraus?
Wieviel Bogen, Zentriwinkel, Kreisabschnitte und Kreisausschnitte gehoren
zu emer Sehne? Sind sie gleich ? Konnen sie gleich sein? Wenn man von dem
zu einer  Sehne gehorigen Kreisbogen, Zentriwinkel, Kreisabschnitte oder
Kreisausschnitte spricht, meint man immer den kleineren.

) Entstehung der Kugel.

Man kann sich eine Kugel durch eine halbe Umdrehung eines Kreises NASB
um den Durchmesser NS (Fig. 25) entstanden denken; der Durchmesser NS
heilt die Achse, seine Endpunkte werden die Pole Fig . 25.
der Kugel genannt. In den einzelnen Lagen
bildet die sich drehende Kreislinie die Meri-
diane®); die Kreislinien, z. B. CD, welche die
Punkte der sich drehenden Kreislinie beschreiben,
heien Parallelkreise. Die Meridiane sind alle
emander gleich, die Parallelkreise haben ver-
schiedene GroBe. Der grolite Parallelkreis ist
der Aquator®) AB, d. i. derjenige Kreis, welcher
von dem Halbierungspunkte A des Halbkreises
NAS beschrieben wird.

Der Aquator und jeder Meridian teilen die
Kugel in zwei gleiche Teile, welche Halbkugeln oder Hemisphdren®) heilen.

Diese Bezeichnungen werden namentlich von der Erde gebraucht, wenn
sie als Kugel gedacht wird.

Der zwischen zwel Parallelkreisen liegende Teil der Oberfliche einer Kuvel
heiflt eine Kugelzones), der durch eine Ebene abgeschnittene Teil eine Kugel-

mauitze. (In der Geographie ebenfalls eine Zone.)

Der Schiiler vergleiche die Linge des Aquators der Erde mit der eines Meridianes
unter Voraussetzung der Kugelgestalt‘

Die geographische Meile ist - der Linge eines Grades am Aquator, die Seemeile
ist 1 der geographischen Meile, a,lso die Lange einer Bogenminute ‘des Aquators.
Die geogra.phlsche Meile betragt 7420 m, die Seemelle 1855 m.

- Aufgabe:

Wie lange braucht ein Schiff bei einer Geschwindigkeit von 20 Seemeilen in der
Stunde um den Atlantischen Ozean am Aquator zu durchfahren?

1) Lat. segmentum, Streifen. — 2) Lat. sector, Zerschneider. — ?) Lat. meriﬂlanus, mit-
tigig. — 4) Lat. aequare, gleichmachen. — %) Aus dem Griech. = Halbkugel. — ¢) Griech.

zone (Cawvn), Giirtel.
9 *
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Konstruktionsaufgaben.

1. Einen Punkt in der Ebene zu bestimmen, welcher von emem gegebenen
Punkt einen gegebenen Abstand hat.

Beschreibt man aus dem gegebenen Punkt als Mittelpunkt mit dem ge-
oebenen Abstand als Halbmesser einen Kreis, so geniigen alle Punkte dieser
Kreislinie den Bedingungen der Aufgabe.

Eine Aufgabe, welche unendlich viele verschiedene Auflosungen zulaft,
heilit unbestimmit im Gegensatze zu einer bestimmien, welche entweder nur eine
einzige Auflosung oder eine beschrinkte, genau bestimmbare Anzahl von Aul-
losungen besitzt; nach der Anzahl der Auflésungen ist sie ein-, zwei- oder mehr-
deutig. Die vorliegende Aufgabe 1st demnach unbestimmt.

Emme Aufgabe heilt berbestimmit, wenn mehr Bedmgunfren gegeben sind,
als zur Auflosung erforderlich sind.

Z. B. Von einem gegebenen Punkte 4 mit einem gegebenen Radius 7 einen
Kreis zu beschreiben, der durch einen bestimmten Punkt B geht; die Aui-
cabe ist nur moglich, wenn r = AB ist. Sonst ist sie unmoglich. Im allge-
meinen sind iiberbestimmte Aufeaben unlosbar, weil die gegebenen Stiicke
die zur Auflosung erforderlichen Bedingungen meist nicht erfiillen.

2. Einen Punkt in der Ebene zu bestimmen, welcher von zwel gegebenen

Punkten einen vorgeschriebenen Abstand hat.
Es seien (Fig. 26) A und B die gegebenen Punkte,

o CD der gegebene Abstand. Die gesuchten Punkte miissen

C— D  in den Durchschnittspunkten zweier Kreise liegen,
"M welche von den Mittelpunkten 4 und B mit CD als
Radius beschrieben werden. Da im allgemeinen die

beiden Kreislinien einander in zwei Punkten M und
S g o N schneiden, so gibt es zwei verschiedene Punkte,
A{_ : -:‘::B welche der Aufgabe geniigen.
fagt ’ Bei welcher Grofie von CD erhdlt man a) einen,
b) keinen Punkt? (Zeichnungen.) :
Die Aufgabe kann also eindeutig oder zweideutig
bestimmt, aber auch unmoglich sem.
3. Einen Punkt in der Ebene zu bestimmen, welcher von zwel gegebenen
Punkten verschiedene gegebene Abstinde hat. Die Auflosung ist der in

Aufgabe 2 analog.?)

Messen der Winkel.
1. Zur Messung der Winkel nimmt man einen bestimmten Winkel als Ein-
heit an und untersucht, wie oft er in dem zu messenden Winkel enthalten ist.
Die Einheit des WinkelmaBes ist der 90. Teil eines rechten Winkels. Dieser

L
l“
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‘wird ein Winkelgrad genannt. Der 60. Teil eines Winkelgrades heilit eine

Winkelminute, der 60. Teil einer Winkelminute eine Winkelsekunde.

1) Griech. analogos (avdloyog) entsprechend, iibereinstimmend.
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Die Grade, Minuten und Sekunden werden wie bei den Bogen ‘durch
° ', " bezeichnet. |

$-+9

Wieviel Grade hat @) ein gestreckter, b) ein voller Winkel?

Zwischen welchen Grenzen liegt ein hohler, ein spitzer, ein stumpfer,
ein erhabener Winkel?

2. Bei der Drehung des Halbstrahles (Fig. 27) OA um O bis OB entsteht
der Winkel A0B und zugleich beschreibt der Punkt A des Halbstrahles den
Bogen AB; setzt man die Drehung so weit fort, Yoy o7
daB Winkel BOC = Winkel AOB wird?), so ist auch, s
wie man sich, wenn die Zeichnung auf durchschei-
nendem Papier gemacht wird, durch Zusammen-
falten desselben um OB iiberzeugen kann, Bogen
AB += Bogen BC. Zu gleichen Winkeln bei O .
(Zentriwinkeln) gehoren daher auch gleiche Bogen;
zu jedem Winkelgrade, jeder Winkelminute und
Winkelsekunde gehort je ein Bogengrad, eine Bogen-
minute, eine Bogensekunde.

Wegen dieser Ubereinstimmung ist es moglich,
einen Winkel durch den Bogen zu messen, zu welchem er als Zentriwinkel
gehort, obwohl Bogen und Winkel ungleichartig sind. |

Zum Messen und Auftragen der Winkel bedient man sich des Wankel-
messers oder Transporteurs®) (Fig. 28). Dieser ist ein in 180 Grade eingeteilter
' Halbkreis aus Papier, Holz
oder Metall, bei welchem die
Kante 0...180 den Durch-
messer und der Punkt M den
Mittelpunkt vorstellt.

Fig. 28.

Fig. 29.

180

Wie grob sind die beiden Winkel, die in Fig. 28 durch M A4 und den Durch-
messer des Transporteurs 0...180 gebildet werden ? _

Wieviel Winkel bilden in Fig. 29 die beiden Halbstrahlen OA und OB?
Bestimme die GroBe beider! Merke dir: Unier dem Winkel zweier Halbstrahlen
versielit mam den Fkleineren, wenn nicht das Gegenteil ausdriicklich gesagt 1st.

2 - 1) Die gleichen Winkel A0B und BOC in Fig. 27 kann man dadurch erhalten, daB man
einen Winkel aus Papier ausschneidet und mit Hilfe desselben die Winkel AOB und BOC
80 zeichnet, wie es die Figur verlangt. — 2) Franz. transporteur, Ubertrager.
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Aufgaben.:

1. Wieviel Grade hat der Winkel, den der Stundenzelger einer Uhr in 1, 3, 5, 6, 8,
10 Stunden beschreibt?

. Wie groB ist der Winkel, den der Minutenzeiger in 1, 4, 15, 34, 48 Zeitminuten

beschreibt?

3. Wie grob ist der Winkel, welchen die beiden Zeiger einer Uhr um 1, 2, 4, 7, 9, 11 Uhr
bllden?

4. In welcher Zeit bescehreibt a) der Stundenzeiger, b) der Minutenzeiger einen Winkel
von 45° 60°7?

0. Eine Windfahne dreht sich im Sinne der Bewegung eines Uhrzeigers a) von N nach
NNO, b) von ONO nach SSO, ¢) von SSW nach NW; wie gro8 ist der von ihr
beschriebene Winkel?

6. Zeichne beliebige Winkel, schitze zuerst ihre GriBe nach dem AugenmaBe und
mif sie dann mit dem Transporteur! '

7. Zeichne zuerst nach dem Augenmafe einen Winkel von 90°, 45°, 60°, 30°, 80°,
50°, 120°, 175°, 200°, 270°, 285°, 300° und priife die Zeichnung mit dem Trans-
porteur! Welche von diesen Winkeln sind a) spitz, b) stumpf, ¢) erhaben?

8. Die Stellung der Zeiger einer Uhr um 5 Uhr nach dem AugenmaBe zu zeichnen
und die Richtigkeit der Zeichnung mit dem Transporteur zu priifen.

9. Die Peripherie des Kreises des Schiffskompasses ist in 32 gleiche Teile geteilt, welche
Striche genannt werden. (KompafBrose). Wieviel Grade kommen auf einen Strich?
Um wieviel Striche dndert sich der Kurs des Schiffes, wenn dle Fahrtrichtung
von N nach NNO gedndert wird? .

. Messung der Winkel im Freien.

Zur Messung der Winkel im Freien kann der in Fig. 30 abgebildete Apparat?)
verwendet werden. Er besteht aus einem geteilten Kreise, der mit der Achse
des Apparates durch drei Speichen
verbunden ist. Um den Mittelpunkt
des Kreises 1st eine Schiene drehbar,
welche zwei Visiere?) trigt, von denen
jedes mit einem Sehloch und mit einem
rechteckig en Ausschnitte versehen ist,
in welchem sich ein feiner Faden be-
findet. Der Mittelpunkt des Teilkreises
mufl in den Scheitelpunkt des zu
messenden Winkels gebracht werden.
Sieht man dann durch das Sehloch
gegen den Faden in-der Richtung des
einen = Schenkels des Winkels, dreht
dann die Schiene, bis die Sehlinie in die Lage des zweiten Schenkels kommt,
s0 kann man den Winkel mit Hilfe einer Marke, die an der drehbaren Schiene -
angebracht ist, an dem Teilkreise ablesen.

Je nachdem der Teilkreis in eine horizontale oder vertikale Ebene gebracht
wird, kann man Horizontal- oder Vertikalwinkel mit dem Apparate messen.:

1) Von Ohmann. D.-R.-P. — 2) Lat. videre, schen.

Do

Fig. 30.
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Aufgaben:

1. Stelle dich gegeniiber einem Hause auf, schétze den Horizontalwinkel, welchen
die Sehlinien gegen die Kanten des Hauses einschliefen, und priife die Schitzung
mit dem Winkelapparat! Andere den Abstand von dem Hause mehrmals und ver-
fahre jedesmal in gleicher Weise! Wie éndert sich der Winkel bei Annéherung an
das Haus? Suche einen Standpunkt auf, fiir welchen der genannte Winkel 90°
betrigt!
Verfahre in dhnlicher Weise mit dem Vertikalwinkel, den die Visierlinien nach
der untersten und obersten horizontalen Kante eines Hauses miteinander bilden!
3. Schiitze in verschiedenen Abstinden die GrioBe des Winkels, den die Sehlinien
nach den Réndern einer Bogenlampe miteinander bilden! (Als Anhaltspunkt diene
die Angabe, daBl uns der Mond und die Sonne im Mittel unter einem Winkel von 30’
erscheinen.)

0O

Komplementédre') und supplementire') Winkel. § 28.

Betrigt die Summe zweier Winkel 90° so heillen sie komplementire kael
jeder der beiden Winkel wird das Komplement des anderen genannt.

Betrigt die Summe zweier Winkel 180°, so heilien sie supplementidre Winkel;
jeder wird das Supplement des anderen genannt.

Aufgaben:

1. Wie groB ist das Komplement eines Winkels von a) 35°, b) 48° 12’, ¢) 75° 8’ 42"'?

2. Wie groB ist das Supplement eines Winkels von a) 55° b) 96° 20, ¢) 137° 21’ 28"’ ?

3. Wenn zwei Winkel gleich sind, welche Eigenschaften haben a) die komplemen-
tiren, b) die supplementiren Winkel?

Ubertragen eines Winkels und eines Kreishogens. § 29.

Macht man die Fig. 27 mit den Sehnen AB und BC auf durchscheinendem
Papier und faltet es nach der Linie BO zusammen, so sicht man, daB die Sehnen
AB und BC einander decken. Mithin
gehoren in demselben Kreise zu
gleichen Zentriwinkeln und gleichen
Bogen auch gleiche Sehnen. Um-
gekehrt gehiren auch zu gleichen
Sehnen in demselben Kreise gleiche ; »
Zentriwinkel und gleiche Bogen. Das- M :
selbe gilt auch von den Sehnen und Zentriwinkeln in gleichen Kreisen. Diesen
letzteren Satz benutzt man zum Ubertragen eines Winkels und eines Kreis-
bogens.

Es sei der Winkel AOB (Fig. 31) an den Schenkel 0’4’ zu iibertragen. Man
beschreibe aus O und O’ mit dem Radius OM Kreisbogen, mache Sehne M'N’ =
— Sehne MN und ziehe durch N’ den Halbstrahl O'B’. Weshalb ist Winkel

A O'B' = Winkel 40B?

Fig. 31.

A0

1) Lat. complementum und supplementum: Ergénzung.
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Durch Ubertragen der zu einem Kreishogen gehirigen Sehne kann auch
ein diesem Bogen gleicher in demselben oder in einem gleichen Kreise ermittelt

werden.
Nach dem Augenmafe auszufithren und sodann mit dem Zirkel zu priifen.

Zeichnendes Rechnen mit Winkeln und Kreisbogen.

1. Addition der Winkel. Zwei Winkel ABC und DEF (Fig. 32) werden

addiert, indem man sie so nebeneinander legt, dall sie den Scheitel und ein Paar
Fig, 32 Schenkel  gemein-

~ schaftlich haben und
G | F"\ das andere Paar
' / Schenkel auf die ent-
D~y gegengesetzten Seiten
' des gemeinschaft-

lichen féllt. In Fig. 32

1st L ABG = X ABC
B E 4 x DEF

Die Addition ist auch nach dem Augenmalie auszufiihren und dann mit dem
Zirkel zu priifen.

2. Subtraktion der Winkel. Zwei Winkel ABG und DEF (Fig. 32) werden
subtrahiert, indem man den kleineren so auf den grolleren legt, da sie den
Scheitel und ein Paar Schenkel gemeinschaftlich haben und das andere Paar
Schenkel auf dieselbe Seite des gemeinschaftlichen fallt. In Fig. 32ist <t ABC=?

Ebenfalls auch nach dem Augenmale auszufiihren.

3. Multvplikation eines Winkels mit exner ganzen Zahl. (Vervielfachen eines
Winkels.) Ein Winkel AOB (Fig. 33) wird mit einer ganzen Zahl multipliziert
(vervielfacht), indem man ihn in der oben angegebenen Weise so oft als Addend
setzt, als die ganze Zahl anzeigt. In Fig. 33 ist ¢ AOE = X AOB X 4.

Auch nach dem Augenmafie vorzunehmen.

4. a) Diwision evnes Winkels durch ewne ganze Zahl. (Teilung eines Winkels.)
Einen Winkel durch eine ganze Zahl dividieren heit, ihn in so viele gleiche
| e Summanden zerlegen, als die ganze Zahl an-

PR zeigt. Der Quotient ist also ein Winkel. Zu
E diesem Zwecke beschrelbe man aus dem
' Scheitel des zu teilenden Winkels mit einem
beliebigen Halbmesser einen Kreishogen,
welcher beide Schenkel durchschneidet, und
teile den zwischen den Schenkeln liegenden Teil
des Kreisbogens zundchst nach dem Augen-
malbe In so viele gleiche Teile, als die ‘ganze
Zahl anzeigt. (Priifen mit dem Zirkel!) Ver-
bindet man . jeden Teilungspunkt mit dem
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Scheitel des Winkels, so erscheint dieser als Summe so vieler glelcher Winkel,

X AOE
als die ganze Zahl anzeigt. In Fig. 33 ist o ?

Der Schiiler nehme auch mit Hilfe des Transporteurs die Teilung eines
- Winkels vor! |

b) Division eimes Winkels durch emmen Winkel. (Messung.) Dadurch wird
. untersucht, wie oft ein Winkel in einem anderen enthalten ist. Der Quotient
. ist also eine Zahl. Z. B. (Fig.33) <t AOE : <t AOB ="

Das zeichnende Rechnen mit Kreishogen mit gleichen Radien wird in
gleicher Weise wie das mit Winkeln ausgefiithrt. Es ist Fig. 32: Bog. AG =
- = Bog. AC -+ Bog. DF, ferner Bog. AC = Bog. AG— Bog. DF, Fig.33: Bog. AE =
Bog. AE

4

= Bog. AB X 4, ferner Bog."AB =

Aufgaben:

Was fiir ein Winkel ist die Summe a) eines rechten und eines spitzen, b) eines
rechten und eines stumpfen, ¢) eines gestreckten und eines hohlen Winkels ?
Wie grob ist die Summe aller Winkel, die in einer Ebene um einen gemeinschaft-

lichen Scheitel liegen?

Wie grof} ist die Differenz @) eines gestreckten und eines rechten, b) eines vollen
und eines gestreckten, ¢) eines vollen und eines rechten Winkels?

4. Was fiir ein Winkel ist die Differenz a) eines rechten und eines spitzen, b) eines
stumpfen und eines rechten, c) eines gestreckten und eines stumpfen d) eines
vollen und eines erhabenen, ¢) eines vollen und emes stumpfen, ) eines vollen und

eines spltzen Winkels ?

!—-I.

s o

gestreckten Winkels?

Was fiir ein Winkel ist die Halfte a) eines rechten, b) eines stumpfen, ¢) eines

.gestreckten, d) eines erhabenen, e) eines vollen Winkels?

Die Summe folgender Winkel zu suchen: |

a) 52°, 39°, 124° und 76°;

b) 28° 24' 30", 33° 45’ 56", 4° 28" 53", 22° 16’ 37".

8. Die Differenz folgender Winkel zu suchen:
a) 128°, 3°;
b) 216° 34’ 28", 78° 24’ 17"

e} (e 161 47 h3e-I3T 5Tl

d);23°, 14° 25’ 38",

9. Den Winkel 43° 38" 35" a) mit 3 zu multiplizieren, b) in 5 gleiche Teile zu teilen.

10. Untersuche, wie oft ein Winkel von @) 8°, b) 15° 28/, ¢) 12° 35’ 49" beziiglich in
einem Winkel von a) 96°, ) 108° 16/, ¢) 100° 46’ 32"’ enthalten ist!

11. Einen Winkel von a) 60°, b) 120° zu zeichnen, ihn nach dem AugenmaBe in 2,
in 3 gleiche Teile zu teilen und das Resultat mit dem Transporteur zu priifeh.

12. Zwei gegebene Kreisbogen desselben Kreises oder gleicher Krelse a) zu addieren,
b) zu subtrahieren. :

13. Einen Krelsbogen zu verdreifachen.

‘ 14. Einen Kreis in 6 gleiche Telle zu teilen. Man trage den zu einem Teile gehm 1.gen

S o

Was fiir ein Winkel ist das Doppelte a) eines rechten, b) eines stumplien, ¢) eines

§ 31.
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Zentriwinkel mit Hilfe des Transporteurs auf und ‘bestimme die anderen Teile
durch Ubertragen der zum ersten gehorigen Sehne!
Der Schuler vergleiche die zu einem Sechstel der Kreisperipherie gehorige
Sehne mit dem Radius!
15. Wie kann man die Peripherie eines Kreises in drei gleiche Teile teilen?
16. Die Peripherie eines Kreises in 10 gleiche Teile zu teilen. (Aufgabe 14.)

§ 32. Neben- und Secheitelwinkel.

a) Nebenwinkel (Fig. 34). Verlingert man einen Schenkel eines Winkels
iiber den Scheitel hinaus, so entsteht sein Nebenwinkel. Welcher Winkel ist
zu AOB der Nebenwinkel? Welcher zu BOC?
Welcher zu AOD? Nebenwinkel sind also zwei
D Winkel, welche einen Schenkel gemeinschaftlich
-B\ haben, und deren zwei andere Schenkel nach

entgegengesetzten Richtungen in einer Geraden
\ liegen.

- B Suche in Fig. 34 einen Winkel, welcher der
s 0 ¢ Summe zweier Nebenwinkel gleich ist, und priife
die Richtigkeit des Satzes:

Die Summe zwever Nebenwinkel st gleich zwer Rechten oder 180°.

Zwel Nebenwinkel sind daher so voneinander abhangig, da} durch die Grife
des einen die des anderen bestimmt ist. Wenn der erste ein spitzer, rechter,
stumpfer ist, was gilt von dem zweiten? Wie grof ist jeder von zwei gleichen
Nebenwinkeln? Wenn der eine von zwei Nebenwinkeln zu- oder abnimmt,

was geschieht mit dem anderen?
Kann zu jedem Winkel ein Nebenwinkel konstruiert werden ?

b) Scheitelwinkel (Fig.35). Verlingert man beide Schenkel des Winkels
BOD iiber den Scheitel hinaus, so entsteht sein Scheitel-
winkel. Nenne zu jedem der Winkel in Fig. 35 den Scheitel-
winkel! Wieviel Nebenwinkel hat ¢ und wieviel Scheitel-
winkel ? Scheitelwinkel entstehen durch dieselbe Drehung;
denn dreht man (Fig. 35) AB um O im Sinne des Pfeiles
bis in die Lage CD, so beschreibt A0 den kael a, BO den
Winkel ¢; daher ist a = ¢. (Modell!)

Zwei Scheitelwinkel sind daher einander gleich. :
Kann zu jedem Winkel ein Scheitelwinkel konstruiert werden ?

Fig. 34.

Fig. 35.

Aufqaben:

1. Wie groB ist der Nebenwinkel eines Winkels von a) 65°, ) 28° 40, ¢) 115° 48,
y a) 3% 19-92'5¢ -
2. Von zwei Nebenwinkeln ist der eine doppelt so grof als der andere. Wie grof3

ist jeder?
3. Wie grof ist der Winkel, der von den Halblerungshmen zweier Nebenwinkol ge-

bildet wird?
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. 4. Wenn in Fig. 35 der Winkel a 69° 17 26" betragt, wie groB ist jeder der Winkel
b e 47

. Die Winkel der Fig. 356 sud der Grofie nach voneinander abhingig. Wieviel miissen

gegeben sein, damat die Grofie der wbrigen schon bestimmt vst?

Vierter . Abschnitt.

- Das rechtwinklige, gleichschenklige und gleichseitige Dreieck.
Erklarungen. S 33{ il

1. Zieht man in dem Quadrate ABCD (Fig. 36) die Diagonale AC, so

| zerfillt es in zwei geradlinig begrenzte Figuren, von welchen jede drei Eck-

- C und ¢’ (Fig. 38). Verbindet man C mit A und B, so
 erhélt man ein Dreieck ABC, welches zwei gleiehe

i |

. zu bestimmen, welcher von 4 und B den Abstand
. 4 ¢m hat.

- punkte hat. Nenne diese Figuren! Kine solche Figur Fig. 36

heilt ein Dreieck. Die von den Eckpunkten begrenzten D C
Strecken heillen die Seiten, thre Summe wird der Umjfang e

des Dreieckes genannt.
Das Dreieck ABC (Fig. 36) hat zwel gleiche Seiten,

AB und BC; ein solches Dreieck heiBt ein gleichschenk-

liges; die gleichen Seiten heiflen die Schenkel, die dritte

Seite wird die Grundlinie (Basis'), der gegeniiberliegende | ok
Eckpunkt der Scheitel des Dreieckés genannt. Es hat A B '

ferner bei B einen rechten Winkel, es heiit daher ein
rechtwinkliges Dreieck. Mit Riicksicht auf Seiten und Winkel ist es ein rechi-
winklig gtewhschenkhges Dreleck.

Zieht man in dem Rechtecke ABCD (Flg 37) die Diagonale AC, so zerfillt
es in zwel rechtwinklige Dreiecke; in jedem sind alle 1 Fie 30
Seiten ungleich, daher sind sie rechtwinkh’g ungleich- e
sertige Drelecke.

2. Gegeben ist die Strecke AB = 3 ¢m; einen Punkt

Auflosung nach § 25, 2. Man fmdet zwel Punkte

~ Seiten AC und BO hat. Es hat nur scluefe kael es ist daher ein schwfwmklzg
' gleichschenkliges Dreieck.

- 3. Gegeben ist die Strecke AB = 3 ¢m; einen Punkt zu suchen, welcher

~ von jedem Hckpunkte dieser Strecke den Abstand 3 e¢m hat.

Auch diese Aufgabe wird nach § 25, 2 aufgelost. Man findet zwei Punkte

- Cund €' (Fig. 39). Verbindet man C mit A und B, so erhélt man ein Dreieck,
~1n welchem alle drei Seiten gleich sind. Es heilt ein gleichseitiges Dreieck.

Jedes Dreieck hat drei Winkel. Wieviel anliegende und gegeniiberliegende

1) Griech. basis (Bdo:c).
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Winkel hat jede Seite? Von wieviel Seiten wird jeder Winkel emgeschlomen .
und wie liegt die dritte Seite? |
Nenne “die drei Seiten und die drei Winkel des Dreieckes ABC (Fig. 37 )' :
Nenne zn jeder Seite die anliegenden und den gegen-f
iiberliegenden Winkel! Nenne zu jedem Winkel diel
Seiten, von welchen er einge-'

schlossen wird, und die Seite,

. welche ihm gegeniiberliegt! |

In jedem rechtwinklizen®
Dreiecke werden die den’
rechten Winkel einschlieBenden®
Seiten Kathetent), die diesem |
Winkel gegeniiberliegendeSeite ||
wird Hypotenuse?) genannt.
Nenne die beiden Katheten
und die Hypotenuse des Drei-
eckes ABC (Fig. 36 undj

Fig. 38.

Fig. 37)!
Unter einer Hihe eines?
' Dreieckes versteht man die}

Senkrechte von einem FEcl-! |

| punkte auf die gegeniiber-

liegende Seite. Diese wird die Grumdlinie des Drei-%

L. eckes genannt. i

§ 34. Die Winkel des rechtwinkligen, gleichschenkligen und gleichseitigen Dreieckes.__i'

- Schneidet man das Rechteck ABCD (Fig.37) aus und zerschneidet es®
nach der Diagonale AC, so liBt sich das Dreieck 4 BC mit dem Dreiecke CDA "
so zur Deckung bringen, dal BC mit DA, AB mit CD zusammenfillt. Es '
zeigt sich also, daB die mit m, ebenso die mit n bezeichneten Winkel emander |
gleich sind. Da die Summe dieser vier Winkel 180° ist, so ist die Summe der
AC anliegenden Winkel m - n = 90°. B
~a) Dwe an der Hypotenuse eines rechiwinkligen Dreieckes liegenden kael
betragen zusammen 90°. Daher st die Swmme aller Winkel eines rechiwinkligen
Dreieckes 180°. 3

Zieht man in dem gleichschenkligen Dreiecke ABC (Fig. 40) und in dem
glelchseltlgen Dreiecke ABC (Fig. 41) die Hohe auf AB, so zerfillt jedes in
zwel rechtwinklige Dreiecke ACD und BCD. Die Summe der Winkel dieser
zwel Dreiecke betréiigt 360°; von ihren 6 Winkeln gehoren aber die beiden bei D
hegenden rechten Winkel den urspriinglichen Dreiecken ABC nicht an; dle
Winkelsumme eines jeden betrigt daher 180°. i

1) Griech. kathetos (xdderoc) hinabgelassen (senkrechte Linie). |
*) Griech. hypotemo (Jmoreivw) darunter spannen, nimlich unter den rechten kael
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b) Die Summe der kael eines gleichschenkligen umd ewnes glewhseztzgen

Dre@eckes 18t 180°.

; so deckt das Dreieck BCD das
DrelecL ACD, der Winkel B ist

Schneidet man das Dreleck Fig. 40 aus und faltet es nach der Hohe CD,
Fig. 40.

' daher dem Winkel A gleich. C Fig. 41,

- Grumdlinie ewnes glevchschenk-
| luigen Dreveckes sind ewnander
: glevch.

. eck in bezug auf jede Seite als

. Grundlinie gleichschenklig ist,
i" so gilt der Satz:

10.

11

- Es ergibt sich der Satz:

Do

o€

¢) Die Winkel an der

Da ein gleichseitiges Drei-

A PAEAY 1 Ry TRy -

d) Die drez Winkel eines gleichseitigen Dreieckes sind einander glewh daher

* zst seder 60°.

Aufgaben: ?
Der Umifang eines gleichschenkligen Dreieckes ist 4 m 9 dm 8 em, die Grundlinie
1m 4 dm 2 em; den Schenkel zu berechnen.
Der Umfang eines gleichseitigen Dreieckes ist 13 m 8 dm; wie gro ist eine Seite ?

Ein Winkel an der Grundlinie eines gleichschenkligen Dreieckes ist 68° 40’; wie
orof} sind die beiden anderen Winkel?

Ein Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes ist a) 70° 30°, b) 114° 40’;
die Winke] an der Grundlinie zu berechnen.

Welche Winkel der GroBe nach kénnen die Winkel an der Grundlinie eines oleich-

schenkligen Dreieckes nur sein? Was fiir Winkel kénnen am Scheitel eines glelch-_

schenkligcen Dreieckes vorkommen ?

. Wie grob} ist jeder der Winkel an der Hypotenuse eines rechtwinkligen gleich-

schenkligen Dreieckes ?

4. Ein Winkel an der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes ist 58° 36'; wie

orof} ist der andere Winkel an dieser Seite?

. Wenn ein Winkel an der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes um 15°

) zonimmt, b) abnimmt, wie éndert sich der andere der Hypotenuse anhegende
Winkel ? -

nimmt, b) abnimmt, wie éndern sich die Winkel an der Grundlinie?

Einen Winkel von a) 60°, b) 120° zu konstruieren:

a) durch Konstruktion eines gleichseitigen Dreieckes,

b) durch Konstruktion eines Nebenwinkels von 60°. |

Die drei Hohen @) eines rechtwinkligen, b) eines gleichschenkligen, ¢) eines gleich-
seitigen Dreieckes zu zeichnen. |

§ 35.

. Wenn der Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes um 10° a) zu=
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Fiinfter Abschnitt.

Ausmessung des Qua,drates und Rechteckes, des Wiirfels un I
des Quaders. '

Der Umfang einer von Strecken begrenzten Figur.

Der Umfang einer von Strecken begrenzten Figur wird durch die Summierung

der Liangen aller Begrenzungslinien gefunden.
Wenn eine Seite eines Quadrates a) 3 m, b) 4 dm 7 em 9 mm ist, wie gro

ist sein Umfang? |
Wenn zweil anstoBende Seiten eines Rechfeckes a)4 m und 6 m, b)3 m b5 dm

8 em und 4 m 6 dm 7 em sind, wie groB ist sein Umfang ?

Fliche des Quadrates und Rechteckes. |
Um den Flachenimhalt einer Figur zu bestimmen, mufl man irgend einj_

bestimmte Fliche als Ewnheif annehmen und untersuchen, wie oft sie in de

zu messenden Fliche enthalten ist. Die Zahl, welche dieses anzeigt, heiS
die Mafzahl der Fliche.

Als Ewnheit des Flachcnmafes nimmt man ein Quadrat an, dessen Seite

der Einheit des Langenmales gleich ist, von welcher dann das Quadrat den®

Namen erhalt Ein solches Quadrat heiBt ein®

, ke Quadraimeter (m?), ein Quadratdezimeter (dm?) .
D * 5 i C je nachdem die Seite einem Meter, Dezimeter. ...
E | gleich 1st.
___________ ’__,,' Wenn eine Fliche 12 m2? miBt, wie heifit ihre:
Sy MaBzahl ?
‘ : E a) Fliche des Quadrates. Betrigt eine Seite des E
TSN :‘ i Quadrates ABCD (Fig. 42) 3 em, so kann man ]ede--j
| ; ’ Seite in drei gleiche Teile teﬂen deren jeder 1 ¢m®
AR KR ist. In welche Figuren zerfillt das ganze Quadrat’

4 B qurch die Verbindung  der gegeniiberliecenden
Teilungspunkte? Wieviel sind in einer Reihe, wieviel Reihen sind vorha.nden"-ﬁ
Leite den Satz ab: A

Die Mafizahl fiir -den Flicheninhalt eines Qua,dmtes wird gefunden, wenn
man die Mafizahl ewner Seite mit sich selbst multipliziert. i

Ein Quadrat, dessen Seite 10 dm betrégt, hat 10 dm? X 10 = 100 dm?®
Inhalt. Ein solches Quadrat ist nun 1 m2, also ist |

1 m? = 100 dm?.
Ebenso folgt: |
1 dm? = 100 em2. 1 km? = 1000000 m?
1 em?® = 100 mm?, 1 pm* = 100 km?.

Der Schiiler zeichne ein Quadratdezmleter und teile es in Quadra.t-— -

zentimeter! | :
Beim Bodenﬂachenmaﬁe heilit eine Fliche yon 100 m? ein Ar (a), eine .-,d

Flache von 100 Ar ein Hektar (ha).
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Ist eine Seite emes Quadrates 3'4 m, so betragt sie 34 dm; die Fliache des

Quadrates enthélt also 1156 dm? oder 11°56 m2. Die gleiche MaBzahl fiir Quadrat-
meter als Einheit ergibt auch die Multiplikation 3'4 X 3'4. Die oben fiir die
| Berechnung der Fliche eines Quadrates ausgesprochene Regel gllt daher auch
in welchem Falle?
; Bei allen Berechnumgen wihle der Schiiler selbst Gfter Beispiele aus seimer
' Umgebung, schitze zundchst die fiir die Berechnung erforderlichen Grifen und
' mache einen Uberschlag iiber das zw erwartende Resultat, wenn notwendig mit
Abrundung der Mafizahlen. Dueses ist sodann durch genawe Messung und Berech-
nung zu prijfen.

Aufgaben:
1. Die Seite eines Quadrates ist a) 21 m, b) 5 m 4 dm, ¢) 359 mm, d) 0:715 m. Wie
grof ist 1. der Umfang, 2. der Flicheninhalt?
2. Der Umfang eines Quadrates ist 3 m 2 dm; wie groB ist der Flicheninhalt ?
3. Wieviel kostet ein quadratischer Bauplatz von 36 m Seitenlinge, wenn man das
- Quadratmeter mit 11 K 20 h bezahlt?
4. Ein quadratisches Zimmer mit der Seite 5m 6 dm soll mit einem Parkettboden
belegt werden. Wie grob sind die Kosten, wenn 1 m? mit 7 K berechnet wird?
B, Wem‘jede Seite evnes Quadrates verdoppelt, verdresfacht . . ., auf die Hdilfte, esw Drittel

. verklewnert wird, so dndert sich sowohl der Umfang als auch die Fliche. Der Schiiler
ze@ge durch ewne Zeichnung, daf dadurch der Umf.ﬁmg sich i demselben Mafe dndert
wie die Seite, die Fliche hingegen viermal, neunmal . .. so grof beziehungsweise auf
i 3 --- der fritheren Grife verklemert wird.

6. Wenn der Zoun um emnen quadratischen Garten 1000 K kostet, was kostet er, wenn
jede Seite des Quadmtes a) doppelt so grof, b) halb so groff gemacht wird ?

(. Wenn die Vergoldung ewner quadratischen Platte 4 K kostet, was kostet die einer Platte
a) von doppelter, b) von halber Seitenlinge?

b) Fliche des Rechteckes. Die Seiten des Rechteckes in Fig. 43 betragen
4 em und 3 em. Zéhle die Anzahl der Flichen- - ' Fie. 43
einheiten nach Reihen und priife den Satz: i e,
Dive Mafizahl fiir den Flacheninhalt eimes |
Rechteckes wwrd gefunden, indem man die
Mafizahl der Grundlinie mit der Mafzahl de'r Gb Vg

Hohe multipliziert.

Kiirzer pflegt man diesen Satz auch so aus-
zusprechen:

Der Flicheninhalt eines Rechteckes ist

oleich dem Produkte aus der Grundhme und |
der Hoéhe. A g

Konnte man auch in ahnlicher Weise den Satz fiir die Flachenberechnung eines
Quadrates aussprechen ? Weshalbsind aber die beiden letzten Sétze nichtstrengerichtig ?

Der Schiiler priife in gleicher Weise, wie es beim Quadrate (§37, a) geschehen
ist, ob die oben zunéchst fiir ganze MaBzahlen der Seiten angegebene Regel
fiir die Berechnung des Flicheninhaltes eines Rechteckes auch dann gilt, wenn
die MaBzahlen Dezimalbriiche sind; z. B. fiir die Seiten 3'4 dm und 42 dm.
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Aufqgaben:
A, Bestimme 1. den Umfang, 2. den Flicheninhalt folgender Rechtecke:
a) Grundlinie 92 m, Hohe 58 m;
b) < 12 m 3 dm 3 em, ny 224ml °

v/ 2. Eine Tischplatte ist 1-4 m lang und 1-2 m breit. Wie groB ist ihre Fliche?

3. Jemand kauft einen Bauplatz von der Form eines Rechteckes, 34 m 4 dm lang
und 19m 2 dm breit, und bezahlt das Quadratmeter mit 10 K. Wieviel kostet
der Bauplatz?

4. Wieviel Ar hat ein rechteckiger Garten von 38 m Linge und 32 m Breite?

5. Ein Acker ist 116 m lang und 18 m 5 dm breit. Wieviel Weizen wird zur Aussaat
erfordert, wenn man aunf 1 a 21 | Weizen rechnet?

6. Em Hof von 18 m Liinge und 12 m Breite soll mit Steinplatten belegt werden,
welche 3 dm lang und ebenso breit sind. a) Wieviel Platten sind erforderlich ? 5) Wie
hoch kommt die Pflasterung, das Quadratmeter zu 162 K gerechnet?

1. Wie dndert sich dve Fliche eines Rechieckes, a) wenn ber unqgeinderter Hihe die Grund-
linae verdoppell wird, b) ber ungednderter Grundlinie die Hohe verdoppelt wird, ¢) Grund-
linte und Hohe verdoppell werden? Wie dndert sich in diesem Falle der Umfang des
Rechleckes? Dive Resultate sind durch Zeichnungen zu bestitigen.

Beispiele nach der am Schilusse von § 37, @ angegebenen Art wiirden bieten: ein |

Buchdeckel, eine Fensterscheibe, eine Tischfliche, eine Wand des Schulzimmers, eventuell |

der Schulhof usw. |

§ 88. Ausmessung des Wiirfels und des Quaders.

Bei der Ausmessung der Korper hat man die Oberfldche und den Kubik-
whalt derselben in Betracht zu ziehen.

Unter der Oberfliche eines Korpers versteht man die Summe aller Grenz-
flichen. Um daher die Oberfliche eines Korpers zu erhalten, braucht man
nur den Flicheninhalt jeder Grenzfliche zu bestimmen und alle gefundenen
Flachen zu addieren. Die Summe der Seitenflichen heilt insbesondere die

Sevtenoberflache des Korpers.
Der Raum, welchen die Oberfliche emes Korpers einschlieft, heLBt sein

Kubikinhalt oder Volumen. (Rauminhalt.)

Um den Kubikinhalt eines Korpers zu bestimmen, nimmt man irgendeinen
bekannten. Korper als Ewnheit des KubikmaBes an und untersucht, wie oft
sie in dem gegebenen Korper enthalten ist. Die Zahl, welche dieses angibt,
heiBt die Mafzahl fiir den Kubikinhalt des Korpers. _

Als Ewnheit des Kubikmafes wird ein Wiirfel (Kubus) angenommen, dessen
Kante der Einheit des Léngenmales gleich ist, also ein Meter, ein Dezimeter

. betrdgt, und der dann beziehungsweise Kubikmeter (m3), Kubikdezimeter
(dm?®), ... heiBt. Einen Korper messen heilt also untersuchen, wieviel Kubik-
meter, Kubikdezimeter usw. in ihm enthalten sind.

a) Ausmessung des Wiirfels.

1. Oberfliche.

Der Schiiler priife die Richtigkeit des Satzes:

Die Oberﬂa.che eines Wiirfels ist gleich dem sechsfachen Produkte aus der

UMaﬁzahl evner Kante mat sich selbst.

PRSI W | S amm—
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2. Volumen.

Aus Kubikzentimetern soll man einen einzigen Wiirfel bilden, dessen Kante
3 em betrigt. Wieviel Kubikzentimeter kommen in die unterste Schichte?
‘Wieviel Schichten miissen gemacht werden? — Wieviel Kubikzentimeter
enthéalt also der ganze Wiirfel? (Modell.)

Der Schiiler priife die Richtigkeit des Satzes:

Die Mafizahl des Volumens eines Wiirfels ist gleich dem Produkte der Ma-
zahlen der drev an eimer Ecke zusammenstofenden Kanten. -

Ein Wiirfel, dessen Kante 10 dm betragt, hat
10.10.10 dm® = 1000 dm?3.
Ein solcher Wiirfel ist nun 1 Kubikmeter; also ist
1m? = 1000 dm?
Ebenso folgt: - 1 dm3= 1000 em?
1 em® = 1000 mm?.
1 Kubikdezvmeter heilit als HohlmaB 1 Later; 100 Liter =1 Hektoliter.
Der Schiiler priife die Giiltigkeit des obigen Satzes fiir die Volumsberech-
nung eines Wiirfels fiir den Fall, da die Malizahl einer Seite ein Dezimalbruch
ist, in dhnlicher Weise, wie es fiir die Fldche eines Quadrates untersucht wurde.

(§ 37, a.) Die Seite des Wiirfels sei 3:2 dm.

b) Ausmessung des Quaders.

1. Oberflache.

Die Oberfldche setzt sich aus der doppelten Grundﬂache und dem Mantel
Zusammen.

Mit Hilfe des Netzes des Mantels eines Quadels priife der Schuler die Richtig-
keit des Satzes:

Die Mafizahl des Inhalies des Mantels eines Quaders st gleich dem Produkie
aus der Mafzahl des Umjanges seiner Grundfliche und sevner Hoihe.

Die Linge, Breite und Hohe a) einer Schachtel, N
b) eines Zimmers zu messen und die gesamte Oberfliche =

zu berechnen. | -.
2. Das Volumen. | E/ Ry )
Bilde aus Wiirfeln, von denen jeder 1 em® mift,

einen Quader von 3 em Lénge, 2 ¢m Breite und 4 em
Hohe! Wieviel Kubikzentimeter enthélt die unterste | !
Schichte? Wieviel Schichten kommen iibereinander? [~
Wieviel Kubikzentimeter enthiélt mithin der ganze
Quader? (Modell.)

Priife daran und auch an F]g 44 die Rlchtlgkelt
des Satzes:

Die Mafizahl des Volumens eines Quaders ist gleich dem Produkte der Map- J
zahlen der drev an emefr Ecke zusammenstofenden Kanten.

Oder: |

MoCnik-Spielmann, Anfangsgriind ¢ d. Geom. f. d. 1. b. 3. Kl. der Mittelschulen. 3
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Die Mafzahl des Volumens eines Quaders vst glevch der Mafizahl der Grund-

fliche multipliziert mat der Mafizahl der Hohe.

Kiirzer, aber weniger richtig, sagt man auch:
-Das Volumen eines Quaders ist gleich dem Produkte dreier an einer Ecke zu-

sammenstoBenden Kanten. Oder: Das Volumen eines Quaders ist gleich dem Produkte
aus der Grundfliche und der Hohe. |
Der Schiiler priife die Richtigkeit des obigen Satzes fiir den Fall, daBi die

MaBzahlen der Kanten des Quaders Dezimalbriiche sind: z. B. 1°4 dm 2'1 dm,
37 dm!

Aufgaben:

a) Wiirfel.

1. Wie groB ist a) die Oberfliche, b) der Kubikinhalt eines Wiirfels, dessen Kante
a) 12 dm, b) 2 m 3 dm, ¢) 0575 m ist?

2. Es soll ein wiirfelformiges, oben offenes Gefa von 0-38 m Kantenlinge angefertigt
werden. Wieviel Quadratmeter Kupferblech braucht man?

3. Ein wiirfelformiges Gefdl hat 4'8 dm innere Weite. Wieviel Liter falit es?

4, Wie schwer ist ein Wiirfel mit der Kante 3 dm 7 em, wenn 1 dm?® des Materiales
0-86 kg wiegt?

5. Wie dndert sich a) dve Oberfliche, b) das Volumen eines Wiirfels, wenn die Kante
a) verdoppelt,.b) halb so grofi gemacht wird? (Vorzeigen von Modellen !)

6. Ewn Wiirfel von 2 dm Kantenlinge wiegt 16 kg. Wieviel wiegt ein anderer Wiirfel
aus demselben Materval von 6 dm Kantenlinge?

b) Quader.

1. Die Kanten eines Quaders sind d) 12 em, 16 em und 48 em, b) 1:04 m, 1-98 m und
2:64 m. Zu berechnen: 1. die Oberfliche, 2. den Kubikinhalt.

2. Ein viereckiges Gefall von Blech ist 0'6 m lang, 0-5 m breit und 0-4 m hoch. Wie-
viel Quadratmeter Blech ist daran, wenn das GefiB oben unbedeckt ist?

3. Wie hoch kommt eine Kiste zu stehen, die 2 m lang, 1-2 m breit und 1-3 m hoch

1st, wenn 1 m2 mit 1 K 60 A bezahlt wird?

4. Wie gro ist der Kubikinhalt eines Getreidekastens, bei welchem, innen gemessen,
~die Léinge 2 m, die Breite 1 m 3 dm und die Hohe 1 m 4 dm ist? WIBVIGI Hekto-
liter Gerteide kann er aufnehmen ?

5. Eine Mauer ist 21 m lang, 8 dm dick und 8 m hoech. Welchen Druck iibt sie auf
die Unterlage aus, wenn 1 m3 Ma,uerwerk 1634 kg wiegt? Wie grofl ist der Druck
auf 1 m??

1 em® reines Wasser wiegt 1 9. Wieviel wiegt ein mit Wasser gefiilltes Blechkiistchen
von 15 dm Linge, 1'2 dm Breite und 8 em Hohe, wenn das leere Blechkiistehen
155 g wiegt?

(Der Schiiler kann zu dieser Aufgabe auch ein ihm zur Verfugung stehendes
Késtchen benutzen und das Rechnungsresultat durch den Versuch priifen.)

7. Ein Marmorblock hat die Form einer quadratischen Saule; jede Grundkante mIBt
8 dm 7 em, jede Seitenkante 1 m 3 dm; wie groB ist die Oberflache und das Volumen
desselben ?

8. Der Rauminhalt des Schulzimmers zu berechnen. (SchluBabsatz von § 37 a!)




Sechster Abschnitt.

Parallele und normale Gerade.
Gegenwinkel, Wechselwinkel, Anwinkel. § 40.

Werden zwei Gerade von einer dritten geschnitten, so entstehen um die
beiden Schnittpunkte acht hohle Winkel. Die vier Winkel, welche zwischen den
beiden geschnittenen Geraden liegen, heillen unnere, “die

anderen vier dufiere Winkel. Nenne in Fig. 45 die beiden ge- ‘Flg' 12,

schnittenen und die schneidende Gerade (Transversale?); ¥

ebenso die duBeren und die inneren Winkel! g
Ein dullerer und ein innerer Winkel, welche verschie- > g P A

dene Scheitel haben und auf derselben Seite der Schnei-
denden liegen, heillen Gegenwinkel. Zwel dubere oder zwei 0"““‘%”*N
innere Winkel, welche verschiedene Scheitel haben und auf
verschiedenen Seiten der Schneidenden liegen, werden 7
Wechselwinkel genannt. Zwei éuBere oder zwei innere Winkel, welche auf der-
selben Seite der Schneidenden liegen, heilen Anwinkel.

Gegenwinkel : Wechselwinkel: Anwinkel:
a und m, | a und p, a und o,
bt b, L, D0
e 1§ C o gy, B $oe i
1 TR d by M, d by 10,

Der Schiiler zeichne die Fig. 45 so, dal EF horizontal liegt, und nenne die Gegen-
winkel, Wechselwinkel und Anwinkel!

Parallele Gerade. | § 44.
Es sei (Fig. 46) AB || CD.
Bei Parallelverschiebung der Geraden AB bildet sie, da sich dabei 1hre

Neigung gegen EI' nicht éndert, mit dieser stets die- s T

selben vier Winkel; es fallen also, wenn AB nach CD 8 7

gelangt, je zwel Gegenwinkel aufemander, je zwei

Wechselwinkel gehen in zwel Scheitelwinkel iiber und H[;

je zwel Anwinkel werden Nebenwinkel; daraus folgt: 4 cld o
1. Wenn zwei parallele Gerade von ewmer dmttem - ge-

schmttefn werden, S0 sind ¥ C B

a) je zwei Gege%wmkel ewnander glevch;

b) e zwev Wechselwinkel einander gleich,

¢) 7e zwer Anwinkel supplementar.

Der Schiiler priife die Richtigkeit der Gleichungen:

a) a=m | b) a=1p ¢) a +o0 =180°
b=mn o= b+p =180°
€10 e=N ¢ +m = 180°
&—"p a=m d-+n = 180°

1) Lat. transversus, quer.
3*
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Der Schiiler pause den obeen Teil der Fig. 46 ab und versuche, ob er sich mit

dem unteren zur Deckung bringen lift!
/ Umgekehrt i1st auch der Satz richtig: Wenn zwei Gerade von einer dritten

80/ geschmitten werden, dafi entweder zwer Gegenmwinkel oder zwei Wechselwinkel
glereh oder zwev Anwinkel supplementir sind, so miissen die geschnittenen Geraden
parallel sevn.

Daraus ergibt sich die grolle Wichtigkeit der Gegen-, Wechsel- und Anwinkel.
Um mit GewiBheit behaupten zu kénnen, dall zwei Gerade parallel sind, sollte
man zeigen, dal sie, fort und fort verlingert, doch nie zusammentreffen.

Da aber eme solche Verlingerung nicht ausfiihrbar ist, so wird die parallele
Lage zweier Geraden ganz einfach durch die Winkel entschieden, welche ent-
stehen, wenn diese Geraden von einer dritten geschnitten werden.

Ein Lehrsatz besteht aus Voraussetzung und Behauptung. (Suche beide
in den Sétzen 1a, 105, 1 ¢ auf!) Vertauscht man sie miteinander, so erhilt man
die Umkehrung des Lehrsatzes. (Suche Voraussetzung und Behauptung der
Siatze 2 auf!)

Aufqube:

FEB sel in Fig. 46 der Winkel a = 103° 47'25”. Wie groB ist jeder der Winkel b,
lc, d, m, n, 0, p?

Es 1st auch hier die Abhangigkeit der acht Winkel bei paralleler Lage der

Fig. 47. geschnittenen Geraden voneinander zu ersehen.
Wieviel von ihnen sind willkiirlich ?

A c Es sei Fig.47 a = Rund b = R. Die Ge-

, ‘raden AB und CD bilden daher mit der sie

Schneidenden MN gleiche Gegenwinkel, folglich

sind sie_parallel.
ﬁhm zwer Gerade auf einer dritten senk-

J : rechi, so sind sie parallel.
M B D ; N Essei AB || CD (Fig. 47) und a = R. Daraus
folgt, dall auch b = R sein muB.

)ﬂteht von zwes Parallelen die eine auf emer Geraden senkrecht, so steht auch
die andere auf thr senkrecht. :

§ 42. Die Normale auf eine Gerade.

Wenn CD (Fig. 48) senkrecht auf 4B steht, so kann keine andere durch C
- gehende ‘Gerade auf 4B senkrecht steken. Wire z. B. CE | AB, so wiren
m und % als rechte Winkel supplementiir; da sie aber Anwinkel sind, so miiBten
OD und CE parallel sein, was nicht méglich ist, da sie den Punkt C gememschaft—
lich haben.

/ Von einem Pumkie aus lifit sich auf eine Gerade nur eine einzige Normale
fallen. .

Der Punkt D heilit der FuBpunkt der Senkrechten.
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Die Linge dieser vollig bestimmten Senkrechten gibt den Abstand des

Punktes von der Geraden an.
 Auch in einem Punkte einer Geraden lifit sich auf diese nur eine einzige

/Normale errichien.

Aufgaben:

1. Von einem Punkte auBerhalb einer Geracen auf diese die Senkrechte zu fillen.
2. In einem Punkte einer Geraden auf diese die Senkrechte zu errichten.
Die Auflosung beider Aufgaben mit Hilfe des Winkelbrettes wurde schon in
§ 22 gefordert.
Zu ihrer Losung em Frewen dient der FeldwinkelmeBapparat der Fig. 30.
Benutzt werden zwel Visiere, die an den Endpunkten ,
zweler zueinander normaler Durchmesser angebracht und oo,
ahnlich hergestellt sind wie die in § 27 bereits be- C
schriebenen.

a) Von einem Punkte aulerhalb einer Geraden auf
diese die Senkrechte zu féllen und den Abstand des
Punktes von der Geraden zu bestimmen.

Der Punkt wird durch einen Fluchtstab fest- e
gelegt. Der WinkelmeBapparat wird iiber dem schitzungs- 4 TR B
weise angenommenen FuBpunkt des Lotes so aufgestellt,
daf die eine Visierlinie in die durch die ausgesteckte Gerade gelegte Vertikalebene
fallt. Sieht man dann durch das zweite Visier den vertikalen Stab, so ist der FuB8-
punkt des Lotes richtig. Sieht man ihn nicht, so wird der Apparat ohne Anderung
der Richtung des ersten Visieres so lange verschoben, bis man durch das zweite
Visier den Stab sieht. Dann wird die Senkrechte abgesteckt, und es kann ihre

Lange bestimmt werden.

b) In einem Punkte einer Geraden auf diese die Normale zu ziehen.

Der WinkelmeBapparat wird in dem vorgeschriehenen Punkte wie in a) auf-
gestellt. Man blickt dann durch das zweite Visier und it durch einen Gehilfen
einen Fluchtstab in der |
Sehrichtung aufstellen. Fig. 49. Fig. 50.

Dadurch sind zweli
Punkte der Senkrechten “5'/
Z -

4 X
oefunden. 7 ,,..f/ 7
3. Durch einen gegebenen A
Punkt 4 mit einer Ge- | //
\ 7

raden ! die Parallele zu | P L,
konstruieren. o

Die Ausfithrung er- 4
gibt sich aus Fig. 49.
Benutzt wird ein Lineal
L und das Winkelbrett.
(Parallelverschiebung des Winkelbrettes aus der Lage I in die Lage IT) Begriindung
nach § 41, 3.

Verwandt mit dieser Konstruktion ist die in Fig. 50 enthaltene. Begriindung
nach § 41, 2. (Gegenwinkel.)

-

v
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. Durch einen Punkt ist zu einer Geraden nur eine Parallele moglich.

2 4. Ziehe zwei parallele Gerade, wihle mehrere Punkte in der einen und bestimme
ihren Abstand von der anderen! Es ergibt sich: Parallele Gerade haben in ihrem

~ ganzen Verlaufe denselben Abstand voneinander.

5. Auf dem Felde ein Quadrat, dessen Inhalt 1 Ar ist, abzustecken.

6. Auf dem Felde a) ein Quadrat, b) ein Rechteck abzustecken und die Flache zu er-

& mitteln. |

~ § 43. Winkel mit parallelen Sehenkeln.
Der Schiiler vergleiche nach den Pfeilen die Richtungen der Schenkel
Fig. 51. der Winkel m, n, r und s in Fig. 51 von
: den Scheitelpunkten K und J aus und
FE Q bev@ﬁ die Richtigkeit folgender Sétze:
1. Zwer Wainkel, derem Schenkel
paarweise parallel sind, sind gleich, wenn
bewde Paare der parallelen Schenkel nach

A / it { b B
e derselben Seite oder nach entgegengesetzien
- Sevten gerichtet sind. (m = t, t=n usw.)
2 Zwes Winkel, deren Schenkel paar-
m f
' & >
Fol

4
-
ok
‘f_
5;_{(
Rl
e

by "i-'-" = i h’
¥ 5l L TR

weise parallel sind, betragen zusammen
180°, wenn nur ewn Paar der parallelcy
Schenkel nach derselben Seite, das ai dere
aber nach entgegengesetzten Seiten -
richtet ist. (n +r = 180°, m = n usw.)

Siebenter Abschnitt.

Bestimmung einer Ebene. Normale Gerade zu einer Ebene.
Flichenwinkel.

F H

' § 44. Bestimmung der Ebene.

Nenne am Wiirfel (Fig. 1) Flichen, welche durch den Punkt F gehen!
Ist es moglich, mit Hilfe eines Kartonblattes noch andere Ebenen anzugeben,
welche durch diesen Eckpunkt gehen ?
_Durch einen Pumkt kann man unzihlig viele Ebenen legen.
Nenne am Wiirfel (Fig. 1) Flichen, welche durch die Punkte-B und F, also
durch die Kante BF' gehen! Ist es moglich, mit Hilfe eines Kartonblattes noch
- andere Ebenen anzugeben, welche dieselbe Forderung erfiillen ?
urch zwei Punkte oder durch eine Gerade ist die Lage einer Ebene nicht
bestimmt.
Wieviel Flachen des Wiirfels (Fig. 1) gehen durch die Punkte B, F, C,
daher auch durch die Kante BF und durch den Punkt C? Wieviel durch die
Ka&ten FB und FG? Wieviel durch die Kanten BF und CG?
/) Durch drei Punkie, welche nicht derselben Geraden angehiren, durch eine
(Ferade umd ewmen auferhald derselben liegenden Pumkt, durch zwei einander
schnewdende, durch zwei parallele Gerade ist eine Ebene bestimmd.



39

~ Normale Gerade zu einer Ebene. 8 45

Jede Seitenkante eines Wiirfels steht auf der Grundflédche senkrecht. Stellt
man einen Wiirfel auf ein ebenes Brett und steckt knapp neben einer Seiten-
kante einen mit einer Spitze versehenen Draht in dieses Brett, so steht auch
dieser auf dem Brette senkrecht. Legt man nun den einen Schenkel des rechten
Winkels des Winkelbrettes bei der Spitze an den Draht, so fillt bei jeder Drehung
des Winkelbrettes um diesen Schenkel der zwelte Schenkel des rechten Winkels-
in die Ebene des Brettes.

Steht eime Gerade auf ewner Ebene senkrechi, so steht sie auf allen Geraden,
welche durch thren Fufipunkt in der Ebene gezogem werden, senkrecht; wmgekehrt
steht die Ebene auf der Geraden senkrechi.

Da eine Ebene schon durch zwei einander schneidende Gerade bestimmt
wird, so kann man auch sagen:

Wenn eine Gerade eine Ebene schneidet und auf zwei durch ihren Fufpunkt
in der Ebene gezogenen Geraden senkrecht steht, so steht sie auf der Ebene senkrecht.

Winkel zweier Ebenen. §46.

Man schneide ein rechteckiges Kartonblatt parallel zu zwei Seiten des
Rechteckes in der Mitte nach der geraden Linie AB ein (Fig. 52), errichte auf

diese die Normale CD Seat .
Fl . 2. F [ ] 53‘
und drehe die beiden €:2 e

Teile des Blattes um A | |
die Schnittlinie so
welt, bis sie zusam- ¢ A |
menfallen. Nun halte Yy 7 |
man den einen Teil & E D
fest und drehe den ) ;
anderen um  die | .

. B

Schnittlinie. Bei jeder = iz

Lage des letzteren
bilden die beiden Teile einen Flichenwinkel (Keil). Die ihn einschlieBenden

Flachen heilen die Schenkelflichen, ihre Durchsehnittslinic wird die Kante des
Keiles genannt. Die GroBe des Flichenwinkels héngt von der Gréfe der
Drehung der bewegten Schenkelfliche ab. Diese wird durch den Winkel CED
(Kig. 53) gemessen, den die beiden Normalen CE und DE bilden.

Wenn zwei Ebenen eimander schneiden, so bilden sie einen Flichenwinkel
oder Keil. (Schenkelflichen, Kante.) Errichtet man wn einem Punkte der Kante
zwet Normale auf diese (ED und EC in Fig. 53), die eine in der emnen, die zwette
m der anderen Schenkelfliche, so ist der von diesen Normalen gebildete Winkel

evn Mafi der Grife des Keiles.
Wieviel Keile enthilt Fig. 53?7 Unter dem Neigungswinkel zweier Ebenen
versteht man den kleineren der von ihnen gebildeten Flichenwinkel. (VgL § 26.)
Ist der von zwei einander schneidenden Ebenen gebildete Flachenwinkel

ein rechter, so sagt man, die beiden Ebenen stehen aufeinander senkrecht. -
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Merke nach der Anschauung am Wiirfel:
Steht eine Gerade auf einer Ebene senkrecht und legt man durch die Gerade
eine Ebene, so steht auch diese auf der Ebene senkrecht.
- Fig.1: Es ist FB | ABCD, daher auch Ebene ABFE und Ebene BFGC
senkrecht auf ABCD.

§ 41. Aufgaben:
1. Wieviel a) horizontale, b) vertikale Ebenen lassen sich durch einen Punkt legen?

2. Wieviel a) horizontale, b) vertikale, ¢) schrige Ebenen lassen sich durch eine
horizontale Gerade legen?
3. Wieviel Ebenen lassen sich durch eine vertikale Gerade

: Fig. 54. lezen ? Welche Lage haben sie?
4. Fig. 54 stellt drel Stibe dar, von welchen zwei CB und
A | CD in C auf AC senkrecht stehen. Bringt man die

Stibe CB und CD dieser Vorrichtung auf eine Ebene,
welche Lage hat der Stab AC gegen diese IEbene?
5. Mit Hilfe der Vorrichtung Fig. 54 anzugeben die Lage
a) der Normalen in einem gegebenen Punkte einer
Ebene auf diese, b) der Normalen von einem Punkte

= B aullerhalb einer Ebene auf diese. Wieviel Normale sind
£ in beiden Killen moglich ?
Die Normalg von einera Punkte auf eine Ebene gibt

£ D den Abstand dieses Punktes von der Ebene an. Er li3tsich
sofort ablesen, wenn AC mit einer Teilung versehen ist.

6. Gegeben eine Ebene und a) eine mit ihr parallele Gerade, b) eine mit ihr parallele
Ebene. Man bestimme 1. den Abstand verschiedener Punkte der Geraden von der
Ebene, 2. den Abstand verschiedener Punkte der einen Ebene von der mit ihr
parallelen Ebene! -

Man erkennt: Eine mit einer Ebene a) parallele Gerade, b) parallele Ebene
sind itberall gleich weit voneinander entfernt.

7. Den Abstand eines Punktes von einer horizontalen Ebene mit Hilfe des Senkels
zu bestimmen.

8. Eimn rechter Winkel wird um einen seiner Schenkel gedreht; was beschreibt bei
einer vollen Umdrehung der zweite Schenkei?

9. Welcher Winkel mibt den Keil der beiden Flichen des Wiirfels in Fig. 1, die @) in
der Kante BF, b) in der Kante AB einander schneiden ?

10. Auf einem auf einem Tische liegenden Papierblatte sind Winkel von 60°, 90°,
120° gezeichnet. Bilde mit dem in § 46 beschriebenen Kartonblatte Keile, welche
diese Winkel zum Mafe haben!

11. Auf einer Tischiliche steht a) ein Wiirfel, b) ein Quader. Lege durch jeden der
beiden Korper einen vertikalen Diagonalschnitt und bestimme die GroBe der
Flachenwinkel, welche er mit den benachbarten Seitenflichen bildet!

12. Die durch die Angel einer Tiir gelegte Gerade soll vertikal sein; welche Lage hat -
die Tiir in allen Stellungen?
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Achter Abschnitt.

Die Symmetrie’) ebener und korperlicher Gebilde.

Achsiale Symmetrie ebener Gebilde.

1.3 Jmmemsche Lage zwever Punkte. Zwei Punkte P und P’ (Fig. 55) liegen
in bezug auf eine Gerade SS” symmetrisch, wenn ihre gerade Verbmdungshme
e auf der Geraden SS’ normal steht und von ihr halbiert wird.

2. Symmetrische Lage zwever Gebilde Fig. 55.
(Figuren). Zwel Gebilde (Figuren) ABC 'S
und A'B'C’ (Fig. 55) sind in bezug auf
eine Gerade SS’ symmetrisch, wenn
jedem Punkte des einen Gebildes ein P, 2
symmetrisch liegender Punkt desanderen [
entspricht.

Die Gerade SS’ heilit die Symme-
irieachse oder Symmetrale und die
belden Punkte oder Gebilde, welche in
bezug auf S8 symmetrisch liegen,
einander symmetrisch zugeordmet oder
kurz zugeordnet.

Zwel Gebilde, welche einander
symmetrisch zugeordnet sind, konnen

durch eine Dlehung von 180° um die
Symmetrale als Achse zur Deckung gebracht werden, sie sind daher kongruent.

Der Sechiiler iiberzeuge sich davon durch Falten elnes durchschemenden
Papieres mit der Fig. 55 um die Gerade S8’ und Zusammenlegen der beiden
~ Teile!
| Ziwel symmetrisch liegende Gebilde haben dieselbe Lage wie Gegenstand
und Bild, wenn die Symmetrieachse spiegelnd gedacht wird. Das eine Gebilde

kann als Spiegelbild des anderen bezeichnet werden.
Der Schiiler beachte, dall in den beiden symmetrischen Drelecken (Fig. 55)

die gleichen Seiten und dle gleichen Winkel entgegengesetzt angeordnet sind,
in dem einen (ABC) folgen sie in der Richtung der Bewegung eines Uhrzeigers,
in dem anderen (A4'B’C’) in entgegengesetzter Richtung. Die Dreiecke kinnen
nur durch Umklappen zur Deckung gebracht werden.

3. Symmetrische Figuren (Gebilde). Eine Figur (Gebilde) heilt symmetrisch
beziiglich einer Geraden, wenn sie sich durch diese Gerade in zwel symmetrisch
liegende Halften teilen 14ft. Nach der Anzahl der Geraden (Symmetralen),
durch welehe eine Figur (Gebilde) in zwel symmetrische Hilften geteilt werden

kann, heilt sie ein-, zwei-, drei-, mehrachsig symmetrisch. '
Von den bisher betrachteten Gebilden sind die folgenden symmetrisch:

1) Griech. symmetria (ovuuergia), EbenmaB.

§ 48.
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a) die Gerade; jede ihrer Normalen kann als ihre Symmetrale angesehen
werden;

b) die Strecke; die Normale in ihrem Halbierungspunkte ist ihre Sym-
metrale; man nennt sie kurz Streckensymmetrale;

¢) der Winkel; seine Halbierungslinie ist die Symmetrale; man nennt sie
kurz Winkelsymmetrale;

d)t) das gleichschenklige Dreveck; die Hobe auf die Grundlinie ist die Sym-
metrieachse;

e) das gleichseitige Dreieck; jede Hohe ist eine Symmetrieachse;

f) das Quadrat; jede Seitensymmetrale und jede Diagonale ist eine Sym-
metrieachse;

g) das Rechteck, jede Seitensymmetrale ist eine Symmetrieachse;

h) der Kreis. Welche und wieviel Symmetrieachsen besitzt er?

1) ein Kreisbogen, ein Kreissegment, ein Kreissekior; Symmetrieachse ist
die Normale vom Mittelpunkte auf die zugehorige Sehne.

Aufgaben :

1. Es i1st die Symmetrale und ein Punkt gegeben. Der zugeordnete Punkt zu finden.
2. Es ist die Symmetrale und eine Strecke gegeben, Die symmetrisch liegcende Strecke
zu finden. ®
Die Strecke kann a) die Symmetrale selbst, b) erst in der Verlingerung schneiden,
¢) mit ihr parallel sein.

‘§ 49. Symmetrie von Korpern. |
1. Lassen sich zwel Korper beziiglich einer Ebene in eine solche Lage bringen,

Fig. 56. Fig. 57. Fig. 58.

daB jedem Punkte

des einen Korpers

ein symmetrisch lie-

| ~ gender des anderen

| entspricht, so sagt man, die beiden Korper liegen
; symmetrisch beziiglich dieser Ebene.

1 Der Schiiler veranschauliche das Gesagte mit °

i emem Kartonblatte und zwei kongruenten Wiirfeln,

a) tiir die symmetrische, b) fiir die nicht symmetrische

Lage! Jeder der beiden Wiirfel kann im ersten Falle als Spiegelbild des andern

1) Der Schiiler zeichne diese und die folgenden Figuren auf durchscheinendem Papier

und iiberzeuge sich zundchst durch bloBe Drehung um die Symmetralen von der Richtigkeit
der ausgesprochenen Sitze! |
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betrachtet werden. Was ist als Spiegel anzusehen? Derselbe Versuch mit

den beiden Hinden auszufiihren.
2. LiiBit sich ein Kérper durch eine Ebene so in zwei Teile zerschneiden, da

jedem Punkte des einen ein symmetrisch liegender Punkt des andern Teiles
entspricht, so heilt der Korper symmetrisch beziiglich dieser Ebene. Die
Ebene selbst heiit eine Symmetrieebene.

Der Schiiler ermittle Symmetrieebenen des Wiirfels, des Quaders und der
Kugel; ebenso eine Symmetrieebene eines Hauses, des menschlichen Korpers
und zeichne den Sehnitt der Symmetrieebene des Blattes, Fig. 56, der Bliite,
Kig. 57, und des Insektes, Fig. 58, mit der Bildfliche ein! Ein Beispiel eines
symmetrischen Gebildes mit mehreren Symmetrieebenen ist ein Seestern.

Finden sich in den obigen Kérpern (Fig. 56—58) Abweichungen von der streng
symmetrischen Form?

Eigenschaften der Strecken- und Winkelsymmetrale und Konstruktionen auf § 50.
Grund derselben.

a) Es sei CD (Fig.59) die Symmetrale der Strecke AB, also AC = BC
und CD | AB. Verbindet man irgendeinen Punkt M der Symmetrale mit den
Endpunkten der Strecke und dreht die rechte Hélfte der Figur um CD als
Achse um 180°, so
mubB, dadie Winkel
ber C als rechte
¢gleich sind, CB in _
die Richtung von M

CA fallen; welil
BC = AC, fillt
ferner B auf 4, so-
mit BM auf AM. 4 B

C
Jeder  Punkt Ty
der Streckensymmetrale hat also von den Endpunkien der Strecke gleiche Abstinde;

und umgekehrt :
Hat evn Pumkt von den Endpunkten einer Sirecke gleiche Abstiinde, so liegt

er wn der Symmetrale der Strecke.

b) Es sei CD (Fig. 60) die Symmetrale des Winkels A0B, also <¢ ACD =
= < BOD. Fillt man von irgend einem Punkte M der Symmetrale auf die Schenkel
des Winkels die Normalen MP und MQ und dreht die untere Halfte ACD der
Figur um CD als Achse um 180° so mul C4 in die Richtung von CB fallen,
weil <C ACD = <t BCD ist, M@ muB auf MP fallen, weil von einem Punkte
(M) auf eine Gerade (CB) nur eine einzige Senkrechte miglich ist.

Jeder Punkt- der Winkelsymmetrale hat also von den beiden Schenkeln des
Wankels gleiche Abstimde; und wmgekehrt: |
Hat e Punkt von den Schenkeln eines Winkels. gleiche Abstinde, so gehort

er der Symmetrale desselben an.

Fig.59. - Fig. 60.
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¢) Konstruktionen. 3

1. Die Symmetrale einer gegebenen Strecke AB (Fig. 61) zu kon-
struieren. Bestimmt man zwei Punkte C und D so, daB jeder von den End-
| punkten A und B der

s e cegebenen Strecke
~C C oleiche Abstéinde hat, so
/ " ist durch CD die Lage

[ der Symmetrale der
\ : Strecke AB bestimmt.
i d ; M S —V B 9 FEine cegebene
s <ntlh Strecke zu halbieren.

o 0 (Wie Aufgabe 1.)

%( ‘j:r:j‘ 3. Auf eine gegebene
S “D - Gerade AB (Fig. 62) von

einem auBer ihr liegenden Punkte C die Normale zu fillen.

Man bestimme auf der Geraden zwei Punkte M und N, welche von C
gleich weit abstehen, und konstruiere zu MN die Symmetrale CD; diese ist
auf AB normal. -

: : 4. Auf eme

% 2 o gegebene (erade

| AB (Fig. 63) 1u

einem 1in 1hr lie-

genden Punkte C

die Normale zu
errichten.

Man bestimme
' | t | in der Geraden

B, L 1 N A b zwei Punkie M
M ¢ N: D[ und N so, daB

CM = CN ist, und konstruiere die Symmetrale von M N; zu ihrer Bestimmung
ist auller C noch ein zweiter Punkt D erforderlich, fiir welchen DM = DN ist.

5. Die Symmetrale eines gegebenen Winkels BAC (Fig. 64) zu konstruieren,
d. h. den Winkel zu halbieren.

Bestimmt man auf den Schenkeln zwei Punkte M und N, welche vom
Scheitel A gleich weit abstehen, und dann in der Winkelfliiche den Punkt D
so, dab er von M und N gleichen Abstand hat, so ist AD die Symmetrale der
Strecke MN, folglich ist sie auch, wie man sich durch Drehung iiberzeugen
kann, die Symmetrale des Winkels BAC.

Durch diese Konstruktion kann auch folgende Aufgabe gelost werden:

6. Einen gegebenen Kreishogen MN (Fig. 64) zu_halbieren.

Man halbiere den zugehorigen Zentriwinkel.
~ Durch wiederholte Anwendung der Konstruktio: en 2, 5 und 6 kann man
eine Strecke, emmen Winkel, einen Bogen in 4, 8, 16, ... gleiche Teile teilen.

Die Konstruktionen 1—6 kénnen auch im Freien ausgefiihrt werden. Die




erforderlichen Kreisbogen erhélt man dadurch, daf man im Mittelpunkte

15

einen Pflock mit einer daran befestigten Schnur einschligt, einen zweiten
Pflock an dem anderen Ende der Schnur befestigt und mit seiner Spitze bei
straff gespannter Schnur den Bogen einritzt.

1.
. Die Symmetralen zweier Nebenwinkel zu konstruieren und ihre gegenseitige Lage
zu ermitteln.

)

o'
L]

e
L]

(J L
.

Das allgemeine Dreieek.

Aufgaben :
Nenne symmetrische romische Buchstaben und Zahlzeichen!

Einen Winkel a) von 30°, b) von 150° zu konstruieren. Auflésung von @) mit Hilfe
eines gleichseitigen Dreieckes; von b) wie §35, Aufgabe10b. Auflosung von a) auch
durch die Differenz 90°—60°,

Einen Winkel von a) 45°, b) 135° zu konstruieren.

Der Winkel am Scheitel eines gleichschenkligen Dreieckes ist gegeben. Die Winkel
an der Grundlinie zu konstruieren.

Einen Halbkreis in Grade zu teilen oder einen Transporteur anzufertigen. Damit
der Halbkreis von Grad zu Grad geteilt erscheine, muf} er 180 gleiche Teile erhalten.
Zau diesem Ende teile man den Halbkreis zuerst in 3 gleiche Teile; durch zweimaliges
Halbieren derselben ergeben sich 12 gleiche Bogen, jeder von 15°. Wird ferner
durch Versuche jeder solche Bogen in 3 und jeder neu erhaltene Bogen in 5 gleiche
Teile geteilt, so erhédlt man 180 gleiche Teile, deren jeder ein Bogengrad ist.

Verbindet man einen Punkt der Symmetrale einer Strecke mit den End-

punkten der Strecke, so erhélt man entweder ein gleichschenkliges oder ein
gleichseitiges Dreieck; verbindet man aber einen der Symmetrale nicht ange-
horigen Punkt mit den Endpunkten der Strecke, so ergibt sich im allgemeinen
ein Dreleck, in welchem alle drei Seiten ungleiche Lénge haben, welches daher
ein unglevchseitiges Dreieck genannt wird. Das gleichseitige und das gleich-
schenklige Dreieck sind besondere Fiélle des ungleichseitigen.

Neunter Abschnitt.

Das Dreieck, Kongruenz der Dreiecke; das Viereck und das

Vieleck.

1. Das Dreieck; Kongruenz der Dreiecke.

Die Seiten eines Dreieckes.

Die Gerade AB (Fig. 65) ist die kiirzeste Fig. 65.

Linie zwischen 4 und B, also ist die gebrochene

~ Linie ACB, d. i. AC 4 CB grofer als AB.
grofier als die dritte.

4 m sind, ist demnach ein Dreieck moglich; ver-
oleicht man jede dieser dre1l Seiten mit der Differenz
der beiden anderen, so ergibt sich:

In gedem Dreiecke 1ist die Summe zweter Seiten

Aus drei Strecken, deren Léingen 2 m, 3 m und

‘§$1:

§-52.



&ede Seite eines Dreieckes ist grofier als die Differenz der beiden anderen.
Fig. 66. Die Richtigkeit dieser zwei Sitze beziiglich
: der Seite AC an den Figuren 66 und 67 zu
\D priifen.

\ Fig. 67. enn zwei Seiten
3 \ | eines’ Dreieckes 24 .
und 17 m sind, zwischen
welchen Grenzen liegt

die dritte Seite?
welcher Bezie-
hung steht ein Schenkel
eines gleichschenkligen
Dreieckes zur Grundlinie?

A C

Die Winkel eines Dreieckes!).

Verlinge:t man eine Seite eines Dreieckes, so bildet die Verlingerung mit
der anstoBenden Seite einen Winkel, welcher ein Aufienwinkel des Dreieckes
Fig. 68. heiBt, wihrend die drer Winkel im Dreieck wnmnere
| kael sind. CBD (Fig. 68) ist ein 'Aulienwinkel
des Dreieckes ABC.

Zieht man BE | AC, so entstehen die zwel
Winkel o' und y , von denen o’ dem Winkel a als
p Gegenwinkel, »* dem Winkel y als Wechselwinkel
bei Parallelen gleich ist. Die Summe der drei Winkel

a, ﬁ y 1st daher so grofl wie die Summe der Winkel o', 8, ¥

a) Die Summe der drei inmeren Winkel eines Dreieckes ist gleich zwei Rechien
oder 180°.

Labt sich der Beweis dieses Satzes fiir das unglemhseltlge Dreieck auch durch

Teilung desselben in zwei rechtwinklige Dreiecke wie in § 34 fiir das gleichschenklige
und das gleichseitige Dreieck erbringen?

Der Schiiler iiberzeuge sich von der Richtigkeit des Satzes in anschaulicher |
Weise auch dadurch, da8 er ein ungleichseitiges Dreieck auf Papier zeichnet, es aus- |

schneidet, die Ecken abreift und die drei Winkel (wie in Fig. 32) nebeneinander legt;
welcher Winkel mul sich als Summe ergeben?

Dieser Satz lifit erkennen, daﬁ die drei Winkel eines Dreieckes nicht beliebig

gewdhlt werden konmnen,; durch zwei Winkel ist der dritte bestimmd.
Aus dem Satze a) folgt:

b) Zwev Dreieckswinkel betragen zusammen weniger als 180°.
Wieviel rechte, stumpfe, erhabene Winkel kann ein Dreieck enthalten ¥

Leite aus Fig. 68 den Satz ab: |
- ¢) Jeder Aufienwinkel eines Dreieckes ist gleich. der Summe der be@den mmeren

ihim mieht anliegenden Winkel.

T AT g g =

') Die Winkel eines Dreieckes werden mit den griechischen Buchstaben a (Alpha), 8 (Beta),
¥ (Gamma) bezeichnet, und zwar liegt a der Seite a; f der Seite b und y der Seite ¢ gegeniiber.
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E!inteilung der Dreiecke. . | §

1. Nach den Seiten unterscheidet man: ungleichseitige, gleichschenklige und
gleichseitige Dreiecke.

2. Nach den Winkeln: rechtwinklige und schiefwinklige Dreiecke. Das
rechtwinklige enthélt einen rechten, das schiefwinklige nur schiefe Winkel.
Letzteres kann spifz- oder stumpfwinklig sein. Das spitzwinklige enthilt nur
spitze, das stumpfwinklige einen stumpfen Winkel.

Aufgaben: X § 55.
1. In emnem Dreiecke sei der Winkel
A a=65°, b) a= 43°10, ¢) a = 25°46'21",
f =:81% p-=102>27; B = (4° 48" 49", -

Wie grob ist der dritte Winkel ? Was geschieht mit ¢, wenn ¢ um 15° und 8 um
10° zunimmt oder abnimmt?
2. Wie grob ist in jedem stumpfwinkligen Dreieck die Summe der beiden spitzen

Winkel ?

3. Aus zwel Winkeln eines Dreieckes den dritten durch Konstruktion zu bestimmen.
4. In einem Dreiecke sind zwel innere Winkel
a): a ‘=247 ) a =65°12" ¢) a =12° 477 43%;
B:= H2°; B .= 9% 5efts B.= 81% - U5bh%:

Wie grol} ist der nicht anliegende AufBlenwinkel?
- Ein Aubenwinkel eines Dreieckes sei 102° 25’ 39”, ein innerer ihm nicht anliegender
Winkel 40° 40" 52”. Wie grol ist der andere ihm nicht anliegende Winkel ?
6. In einem rechtwinkligen Dreiecke betrigt der eine AuBenwinkel an der Hypotenuse
a) 96°, b) 117° 48', ¢) 133° 56" 50"
Wie groB} ist der zweite AuBenwinkel an der Hypotenuse ?
¢. Wenn ein Aubenwinkel am Scheitel eines gleichschenkligen' Dreieckes 130° ist,
wie grob ist ein Winkel an der Grundlinie? Welcher Satz ergibt sich daraus?
2. Wieviel Aullenwinkel kann man an einer Ecke eines Dreieckes zeichnen? In welcher
Beziehung stehen sie der Lage und Grofe nach zueinander?

o

Die Hohen eines Dreieckes. § 56.

Unter einer Hohe eines Dreieckes versteht man die Senkrechte von einem
Eckpunkte auf die gegeniiberliegende Seite. Diese wird die Grundlinie des
Dreieckes genannt. (§ 33.) Da jede Dreiecksseite als Grundlinie (Basis) an-
gesehen werden kann, hat jedes Dreieck drei Hiohen.

Der Schiiler zeichne @) ein spitzwinkliges, 4) ein rechtwinkliges, ¢) ein
stumpiwinkliges Dreieck und bestimme in jedem die drei Héhen! Im Falle ¢)
ist zu beachten, daB der Fupunkt der Hohe auf die Verlingerung der Grund-
linie iiber den Scheitel des stumpfen Winkels fillt, wenn dieser an der Grund-
linie liegt. Es soll sich ergeben, daB in jedem Dreiecke alle drei Hohen einander
in demselben Punkte schneiden.

Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln eines Dreieckes. § é’

1. In § 34 ¢ wurde gezeigt: | *
DieWinkel an der Grundlvnie eines gleichschenkligen Dreieckes sind einander gleich.
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Da diese Winkel den gleichen Schenkeln gegeniiberliegen, kann man auck

sagen: ~ |
Gleichen Seiten ewnes Dreieckes liegen gleiche Wunkel gegeniiber.

Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes:
9. Gleichen Winkeln eines Dreieckes liegen gleiche Seiten gegeniiber.

Ist (Fig. 69) AB = AD, also das Dreieck ABD gleichschenklig, so sind
die Winkel m und » an der Grundlinie einander gleich.

Dreht man BD um B gegen BC, so bleibt < 4 unge-
dndert, < m wird groBer, daher mufl < » um ebensoviel
kleiner werden (§ 55, Aufg. 1); ist BD nach BC gelangt,
so ist in dem Dreiecke ABC die Seite AC > AB und
zugleich der Winkel ABC > ACB. -

Daraus folgt:

3. Der grifieren Seite eines Dreieckes liegt e grofierer Winkel gegeniiber
und umgekehrt: |

4. Dem qroferen Winkel eines Dreveckes liegt ewne grifiere Seite gegeniiber.
| Welcher Winkel eines rechtwinkligen Dreieckes 1st der grobite? Daher ist
auch welche Seite die groBte? Verfahre in gleicher Weise bei einem stumpf-

winkligen Dreleck!

Fig. 69.

Aufgaben:
1. Die Hohe eines Gegenstandes (Hauses, Turmes usw.), der auf einer horizontalen

Ebene steht, iiber dem Auge des Beobachters zu bestimmen.
Man stelle sich vor dem Objekte so auf, dafl der Vertikalwinkel, unter welchem

die Hohe erscheint, 45° betriigt! Durch welche Strecke ist dann die Hohe des

Objektes bestimmt?
Wie erhilt man nun die Hohe des Objektes beziiglich des Horizontes ?

2 Wenn in einem Dreiecke < A = 72°, < B = 55° ist, welche Seite ist die grifte?
3 Wenn in einem Dreiecke die Seiten 75 em, 48 em, 90 em sind, welecher Winkel ist

der grofite, welcher der kleinste? _
4. Ist es moglich, dafl in einem Dreiecke mit zwei Seiten von 76 mm und 98 mm Linge

der ersten ein Winkel von 95° gegeniiberliegt?

§ 58. Kiirzeste Strecke von einem Punkte @ ) zu einer Geraden, ) zu einer Ebene.

1. Féllt man von einem Punkte 4 (Fig. 70) auf eine Gerade LC die Normale
AD und zieht zugleich mehrere schiefe Strecken AE, AF, AG, so entstehen
' Fig. 70. die rechtwinkligen Dreiecke ADE, ADF, ADQ,
welche die Kathete AD gemeinschaftlich haben.
\ Vergleiche diese mit den zugehorigen Hypotenusen
| und prife die Richtigkeit des Satzes:
Die Normale vst die kiirzeste Strecke, die von
emnem Punkt auf ewne gerade Linie gefdllt werden
kann.

F (Eial
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2. Fallt man von emmem Punkte A (Fig. 71) im Raume die Normale 4B
auf eine Ebene, verbindet B mit irgend einem Punkte C dieser Ebene und zieht
AC, so erhélt man (§45) ein rechtwinkliges Drei-

e eck ABC, m welchem AC als Hypotenuse griofer
A 1st als AB. Man erhilt den Satz:

Die Normale won einem Pumkte auf eine Ebene
15t die kiirzeste Strecke, welche von diesem Punlkte zu

der Ebene gezogen werden kann.

—~ ‘Bestimmungsstiicke eines Dreieckes. § 59.
» B Ein Dreieck enthalt sechs Bestandteile: die drei
I Seiten und die drei Winkel.

1. Ist nur e Bestandstiick eines Dreieckes,
ein Winkel oder eine Seite gegeben so lassen sich
unzahlig viele verschiedene Dreiecke konstruieren, die alle ]enes Stiick ent-

halten. (Konstruktion!) Durch ein Bestandstiick ist also ein Dreieck nicht
bestimmt. 2

2. Auch aus zwei Bestandstiicken: aus zwei Winkeln, aus einer Seite und
einem anliegenden Winkel, aus einer Seite und dem gegeniiberliecenden Winkel
oder aus zwel Seiten konnen unzahlig viele verschiedene Dreiecke konstruiert

werden. (Zeichnung!) Durch zwei Bestandstiicke ist also ein Dreieck ebenfalls
nicht bestimmt.

3. Sind drev Bestandstiicke des Dreieckes gegeben, so kionnen es sein:
a) alle drei Winkel; b) eine Seite und zwei Winkel (die zwei anliegenden oder
ein anliegender und der gegenﬁber]iegende Winkel); ¢) zwei Seiten und der
von 1ihnen eingeschlossene Winkel; d) zwei Seiten und der einer derselben gegen-
iiberliegende Winkel; ¢) alle drei Seiten.

Da durch zwei Winkel eines Dreieckes der dritte Winkel bestimmt ist,
aus zwel Winkeln sich aber kein bestimmtes Dreieck konstruieren lidft, so
wird auch durch drei Winkel ein Dreieck nicht bestimmt. Der erste der an-
- gefiihrten fiinf Félle liefert also keine bestimmte Konstruktion.

Es bleiben demnach nur die letzten vier Falle zu untersuchen iibrig.

Ewn Dreieck zu konstruieren, wenn eine Seite und zwei Winkel gegeben sind. § 60.

Wann ist die Konstruktion nur moglich ?

Die zwel Fig. 79, S
Winkel sind
entweder die
der gegebenen

Seite - anlie- ./ | A=
~genden oder
ein ihr an- £% Pt

liegender und A 3 B
der ihr gegeniiberliegende Winkel.

Modnik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f. d. 1. b. 3. Kl d. Mltfelqchulan 4
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a) Es sei (Fig. 72) ¢ die gegebene Seite und die Winkel o und g die ihr an-
liegenden Winkel. Der Gang der Konstruktion ist aus Fig. 72 ersichtlich.
Man erhilt also aus den gegebenen drei Stiicken nur das Dreieck ABC. Kon-
struiert man mit denselben drei Stiicken ein zweites Dreieck A’B'C’ etwa auf
durchscheinendem Papier, so kann es mit ABC zur Deckung gebracht werden;
es unterscheidet sich von ithm nur durch den Ort, an dem es sich befindet;
es ist nur eine Kopie desselben und mlt ihm kongment

Daraus folgt
i 1. Durch ewne Seite und die bevden vhr anliegenden Winkel vst ein Dreieck
\bestvmmt.
L 2. (L. Kongruenzsatz.) Sind in zwer Dreiecken eine Seite und die beiden thr
anlvegenden Winkel paarweise glewch, so sind die Dreiecke kongruent. (WSW.)
" Das Zeichen der Kongruenz ist L.}

Aus der Kongruenz der Dreiecke ABC und A'B’C’ kann auf die Gleichheit
von welteren drel Paaren der Bestandstiicke geschlossen werden nach dem
Satze: In kongruenten Drevecken liegen gleichen Seiten auch gleiche Winkel und
umgekehrt gleichen Winkeln auch gleiche Seiten gegeniiber. Auf die Gleichheit
welcher Stiicke der beiden Dreiecke in Fig. 72 kann mithin aus ihrer Kongruenz
geschlossen werden?

b) Sind von einem Dreieck eine Seite, ein anliegender und der gegeniiber-
liegende Winkel gegeben, so 1t sich auch der dritte Winkel durch Rechnung
oder durch Zeichnung (§ 55, 3) bestimmen; dann sind aber eine Seite-und die
beiden anliegenden Winkel bekannt. Dieser Fall 146t sich also auf den friiheren
a) guriickfithren und man kann allgemein sagen:

| Durch eine Seite und zwei Winkel ist ein Dreieck bestvmmi.

Da rechtwinklige Dreiecke immer den rechten Winkel gleich haben, so
gllt auch der Satz:

Zwey rechtwinklige Dreiecke sind kongment wenn sie 1. die Hypotenuse und

ewnen sputzen Waunkel, 2. eine Kathete und ewmen glevchliegenden spitzen Winkel
| paarweise glevch haben.

-. Vergleiche die Aufeinanderfolge der Seiten und Winkel in den kongruenten
und symmetrlschen Dreiecken der Flguren 72 und 55! Das Dreieck 4'B'C’ (Flg 2)
148t sich mit ABC durch Verschieben in der Zeichenebene zur Deckung bringen. Wie

in Fig, 557

¢ v —

Aufgaben :

1. Konstrmere ein Dreieck mit der Seite 4 em 9 mm und den anliegenden kaeln
60° und 45°!

~2. Konstruiere ein Dreieck, in welchem eine Seite 47 mm, ein anliegender Winkel
45° und der gegeniiberliegende Winkel 75° betrigt!

> 3. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, wenn gegeben sind:
> a) eine Kathete (5 em) und der anliegende spitze Winkel (30°);
.b) eine Kathete (4 ¢m) und der gegeniiberliegende Winkel (75°);
- ¢) die Hypotenuse (5 em 5 mm) und ein anliegender Winkel (55°)!
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4. Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck, wenn gegeben sind:
a) die Grundlinie (48 mm) und ein anliegender Winkel (75°);
b) die Grundlinie (45 mm) und der gegeniiberliegende Winkel (110°);

¢) der Schenkel (5 em) und ein Winkel (50°) an der Grundlinie!

9. Lin gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die Hypotenuse
(6 e¢m) gegeben ist.

6. Die Hohe eines Ob- Fig. 73. Fig. 4.
jektes zu bestimmen. |

a) Man stellesich vor
dem Objekt AB
(Fig. 73) auf und
messe den Verti-
kalwinkel y unter
welchem die Hohe
erscheint.

Ubertrigt man ¢
das Dreieck ABC
auf den Horizont
an AC (nach WSW), so ist welche Seite die Hohe des Objektes?

b) Man zeichne aus den Stiicken AC, 90° und y das Dreieck ABC in verjiingtem
Malie, messe die Seite AB in der Figur und berechne die wahre Léinge!
Bei einer genauen Messung wiire die Hohe des Auges iiber der horizontalen
Ebene zu beriicksichtigen.

. Die Entfernung zweier Punkte (4 und B) zu bestimmen, wenn man zu einem von
ihnen (B) nicht gelangen kann (Fig. 74).

@) Man wéhle den Punkt C, messe die Winkel BCA und CAB und konstruiere |
auf der entgegengesetzten Seite von AC das Dreieck ACD 2 ACB! Welche Seite
des Dreieckes ACD muB nun gemessen werden ?

b) Ebenso wie in Aufgabe 6 b).

Ewn Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten und der von thnen einge- § 61
schlossene Winkel gegeben sind. | o

Es seien b und ¢ (Fig. 75) die zwei . Fig. 7.
gegebenen Seiten und a der von ihnen -
eingeschlossene Winkel. Der Gang der , C
Konstruktion ist aus Fig. 75 ersichtlich. - b

Wann ist die Konstruktion nur '

moglich ? ‘ i
Da die Konstruktion nur ein 0

Dreieck ergibt, so folgt:

1. Durch zwei Seiten und dem vom thnen eingeschlossenen Winkel st eim
Dreveck bestvmmt. ' |
o (I1. Kongruenzsaiz.) Sind in zwei Dreiecken zwer Sevten und der von thnen

evngeschlossene Winkel paarweise gleich, so sind die Dreiecke kongruent. (SWS.) | |
Wie lautet dieser Kongruenzsatz fiir rechtwinklige Dreiecke?

-]

4.



52

Aufgaben:
¥ Konstruiere ein Dreieck mit den Seiten 4 ¢em und b em, welche einen Winkel von

° einschliefen!
# Zeichne ein gleichsechenkliges Dreieck, wenn dessen Schenkel (48 mm) und der

Winkel am Scheitel (150°) gegeben sind!
Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten 4 e¢m 2 man und 3 em

‘ 6 mm sind!
éls Konstruiere ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten 4 em

= betragen!
5. Die Entfernung zweier Punkte 4 und B (Fig. 76) zu bestimmen, wenn man von

~ dem einen zu dem anderen wegen eines Hindernisses weder sehen noch gehen kann.

Man wiihle C so, daB man die Entfernungen C4, CB und den Winkel ACB
messen kann; wenn C4’ = C4, CB’' = CB gemacht wird, welche Strecke ist dann
ZUu messen?

LiBt sich sodann auch der Abstand des Punktes C von AB ermitteln?

Fig. 6. i Fig. 77.

b
. e -
- -
-t -
= = 4
- =
- ' e T80 e
- =
---"‘---—.——n-—"'-"-'

Lassen sich beide Entifernungen auch durch Konstruktion des Dreieckes ABC
in verjiingtem Malstabe bestimmen?

§62.  Ein Dreieck zu konstruierem, wenn zwev Seiten und der eimer dieser Seiten
gegeniiberliegende Winkel gegeben simd.
Der gegebene Winkel kann der oroferen oder der kleineren der beiden
Seiten gegeniiberliegen..
: a) Es seien (Fig.77) a und b die beiden gegebenen Seiten, und zwar sel
a >b; der der groBeren Seite gegeniiberliegende Winkel sel a.

Man trage den Winkel o avllund mache den einen Schenkel AC gleich der

‘Seite b; dadurch sind zwel Eckpunkte des Dreieckes, 4 und C, bestimmt. Der

~ dritte Eckpunkt B muB in dem zweiten Schenkel 4B und zugleich in der Kreis-

linie liegen, welche aus C mit dem Halbmesser a beschrieben wird. Der Eck-

punkt B mub daher der Durchschnittspunkt dieser Kreislinie mit dem Schenkel
AB sein. Die Kreislinie schneidet den Schenkel AB in zwei Punkten B und B,
und man erhélt somit zwel Drelecke ABC und AB'C. Enthalten belde Drelecke

die gegebenen Stiicke?
Welche Bedingung muB der Winkel a erfiillen, wenn die Aufgabe moglich
.sein soll?




Aus dieser Konstruktion folgt:

1. Durch zwev Seiten und den der grifieren dzeser Setten gegeniiberliegenden
Wankel st ein Dreieck bestimmi.

2. (I11. Kongruenzsatz.) Sind in zwet Dreiecken zwei Seiten und der der
grofferen dieser Seiten gegeniiberliegende Winkel paarweise gleich, so sind die
Drevecke kongruent. (SsW.)

Wie lautet dieser Kongruenzsatz fiir rechtwmkhge Dreiecke ?

Aufqgaben :

'i,. Konstruiere ein Dreieck in welchem die Seiten 35 em und 4'8 em vorkommen
»und der zweiten Seite ein Winkel von 75° gegeniiberliegt! |
. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem dle Hypotenuse 45-mm und eine
Kathete 3 em ist!

b) Es seien ([ig. 78) @ und b die zwei gegebenen Seiten, und zwar a < b,
der Winkel, welcher der kleineren Seite gegeniiberliegt, sei a.

Durch ein dhnliches Verfahren wie oben unter a) erhilt man zwei Drel-
ecke ABC und AB'C, welche beide die gegebenen drei Stiicke enthalten, aber
in der GroBle und Gestalt verschieden Fie. 78
sind. Durch zwei Seiten und den der S

kleineren Seite gegeniiberliegenden l a
Winkel ist also im allgemeinen ein | b
Dreieck nur zweideutig bestimmt; es
kann aus der Gleichheit dieser Stiicke 5 &
auf die Kongruenz der Dreiecke nicht i “\‘

geschlossen werden.
Damit der aus C mit der kleineren
Seite a beschriebene Bogen den Schenkel AB schneide, mull a grofler sein als
die zur dritten Seite gehorige Hohe. Ist die kleinere Seite a gleich dieser Hohe,
so fallen die beiden Schnittpunkte B und B’ in einen einzigen zusammen, d. 1.
der Kreishogen berithrt die dritte Seite, und man erhilt ein rechtwinkliges
Dreieck. Ist endllch a kleiner als die Hohe, so entsteht kein Dreieck. Welche '
Kigenschaft mull der gegebene Winkel haben? "
Ein Dreieck zu konstruieren, wenn alle drev Seiten gegeben sing. § 63.
Die ersten zwel Seiten ki:innen willkiirlich gewéhlt werden; welche Bedin- s
gungen muB die dritte Seite erfiillen, damit die Aufgabe moglich ist? (§ 52.) -
Es seien (Fig. 79) a, b, ¢ die Lingen der drei Seiten. Der Gang der Kon-
struktion ist aus Fig. 79 zu ersehen. Da die beiden zur Bestimmung des Punktes
C dienenden Kreise einander in zwei Punkten C und C’ schneiden, so erhélt
man zwei Dreiecke ABC und ABC’, welche die gegebenen drei Seiten haben.
Diese zwei Dreiecke kionnen aber durch Umklappen des einen um 4 B zur Deckung
~gebracht werden, da AB die Symmetrale von CC’ ist. (Weshalb?)
Daraus folgt:
1. Durch drev Seiten st ein Dreieck bestimmi. =
2. (IV. Kongruenzsatz.) Sind im zwei Dreiecken alle drei Sevten paarweise M
*%

I._

gleich, so sind die Dreiecke kongruent. (SSS.)



Wie lautet dieser Kongruenzsatz fiir gleichseitige Dreiecke?
Auf die Gleichheit welcher Stiicke der Drei-
ecke ABC und ABC’ (Fig. 79) kann aus ihrer

| : Kongruenz geschlossen werden ?

Fig. 79,

N Aufgaben:

CA . Konstruiere mit den Seiten 48 mm, 35 mm, DD mm
ein Dreieck!

. Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seite 42 mm!

3. Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck, wenn die
Grundlinie und ein Schenkel gegeben sind! (Wann
1st die Aufgabe nur moglich ?)

4. Ein gleichschenkliges Dreieck aus dem Umfange

5% und a) der Grundlinie, b) einem Schenkel zu

Sheh s a N konstruieren.

A

§ 64. Abhingigkeit der sechs Bestandstiicke eines Dreieckes voneinander.

Aus den 1 den §§ 60—63 enthaltenen Konstruktionsaufgaben erqibt sich, dafs
die sechs Bestandteile evnes Dreieckes wmicht umabhingig voneinander sind, daf
vielmehr vm allgemeimen aus drev Stiicken die iibrigen sich ergeben.

Der Schiiler zdhle alle moglichen Fille nach den §§ 60—63 auf! Was geschieht,
wenn die gegebenen drev Bestummungsstiicke abgedndert werden, mit den iibrigen
Bestandstiicken 2 -

§ 65. Ein Dreieck zu iibertragen.
Um diese Konstruktion auszufiihren, hat man nur drei Stiicke des gegebenen
Dreieckes zu wihlen, welche ein Dreieck bestimmen, und mit denselben das
neue Dreieck zu konstruieren. Welche Konstruktion ist die einfachste ?

§ 66. Symmetrie des gleichschenkligen und gleichseitigen Dreieckes. Das rechtwinklige
Dreieck mit einem Winkel von 30°.

a) Es sel (Fig. 80) AC = BC, also das Dreieck ABC gleichschenklig. Die
Symmetrale der Grundlinie mull durch C gehen. (§ 50.) Dreht man das Dreieck

C

- BCD um CD um 180°, so deckt es ACD. Folglich ist y =y = 5.

Fig. 80. Drve Symmetrale der Grundlinie ees gleichschenkligen
- Dreveckes, die Hihe, die Strecke zwischen dem Scheitel
und dem Halbverungspunkte der Grundlinie, die Sym-
metrale des- Winkels am Schevtel fallen in dieselbe Gerade.
Das glewchschenklige Dreveck st mithin eine einachsig
symmetrische Figur. Seine Symmetrieachse ist die Hohe.
b) Aus diesen Sitzen iiber das gleichschenklige Dreieck
ergibt sich:
In ewmem gleichseitigen Dreiecke vst jede Hohe zugleich
B eine Seiten- und eine Winkels ymmetrale.
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Das gleichseitige Dreieck st ene dreiachsig symmetrische Figur; jede seiner

drei Hohen ist eine Symmetrieachse des Dreieckes. ‘

¢) Ein gleichseitiges Dreieck zerfallt durch eine Hohe in zwei rechtwinklige

Dreiecke, welche die spitzen Winkel 30° und 60° enthalten. Die dem Winkel
von 30° gegeniiberliegende Kathete ist die halbe Grundlinie des gleichseitigen
Dreieckes und daher auch die Hilfte der Hypotenuse eines dieser rechtwink-
ligen Dreiecke. (Zeichnung!)

Es gilt daher der Satz:
Wenn ein Winkel eines rechtwinkligen Dreveckes 30° betrigt, so ist die gegen-

uberliegende Kathete halb so grofi als die Hypotenuse.

Lo

 Aujgaben:

“Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die Grundlinie (42 mm) und
die zugehorige Hohe (50 mm) gegeben sind.

7 Ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen, wenn die Hohe auf die Grundhme und

der Winkel am Scheitel gegeben sind. Wie grof kann der Winkel am Scheitel sein ?

Eine von vier Strecken begrenzte ebene Figur wird ein Viereck genannt.

Jedes Viereck ABCD (Fig. 81) hat vier Seiten, vier Winkel

und vier Eckpunkte. Die Summe aller Seiten eines Viereckes
heil3t dessen Umjang.

punkte des Viereckes verbindet, heit eine Diagonale.

Fig. 8.

Eine Strecke AC, welche zwei gegenuberhegende Eck-

Wieviel Diagonalen konnen in einem Vierecke gezogen

werden ? B ¢

Winkelsumme eines Viereckes. -

Die Diagonale AC zerlegt das Viereck ABCD in zwei Dreiecke.

Priife die Richtigkeit des Satzes:

Die Summe aller Winkel eines Viereckes st gleich vier Reckten oder 360°.
Wieviel Winkel eines Viereckes bestimmen infolge dieser Bez1ehung die

itbrigen ?

§ 67.

3. Ein rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die Hghe
(35 mm) auf die Hypotenuse gegeben ist. |
4. In welcher Linie liegen die Scheitel aller gleichschenkligen Dreiecke iiber derselben
Grundlinie ?
5. Die drei Hohen eines glelchseltlgen Dreieckes sind emander gleich.
6. Ein glelchseltlges Dreieck aus seiner Hohe (40 mm) zu konstruieren.
7. Von einem Punkte C aulerhalb einer Geraden auf diese im Felde das Lot zu fillen
(Fig. 80). |
Man konstruiere mit Hilfe einer Schnur (§ 50) einen Kreisbogen mit dem
Mittelpunkte C, der die Gerade in den Punkten 4 und B schneidet; halbiert man
sodann mit Hilfe des Mellbandes die Strecke AB in D, so ist die Verbindungs]jnie
CD die gesuchte Normale.
2. Das Viereek.
Erklirungen. '

§ 68.



Wenn in einem Vierecke alle vier Winkel gleich sind, wie grob ist jeder?

Wieviel spitze, rechte, stumpfe oder erhabene Winkel kann ein Viereck
enthalten ? =

Es sollen nur Vierecke mit hohlen Winkeln betrachtet werden.

i | Aufgabe:
V In einem Viereckeist x 4 = 3 B, < B =3 R, ¥ C = 11 R; < D zu berechnen.

| § 69. Arten der ViereeXke.

Mit Riicksicht auf die Lage der gegeniiberliegenden Seiten unterscheidet
man drei Arten der Vierecke.

Fig. 82. Ein Viereck, in welchem Zkeine

~ Seite mit einer anderen parallel ist,

heilit ein Trapezoid!). Ein Vier eck

\ in welchem zwei gegeniiberliegende

/ / / Seiten parallel, die anderen zwei

Seiten aber nicht parallel sind, heiBt

ein Trapez?). Ein Viereck, in Welchem je zwer gegeniiberliegende Seiten parallel

smd heiit ein .Euﬂdmmmmj Wie heillen also die Vierecke der Fig. 827

Mwmmyﬂmmﬂ
- a) Die Winkel.

Je zwev gegeniiberliegende Winkel eines Parallelogrammes sind einander
gleich (§ 43), je zwer an derselben Seite eines Parallelogrammes liegende Winkel
sind supplementar (§ 41,1).

Wie viele Winkel eines Parallelogrammes braucht man infolge dieser
gegenseitigen Abhéngigkeit nur zu kennen, um die iibrigen bestimmen zu kénnen ?

Wenn ein Winkel eines Parallelogrammes 1. ein rechter, 2. ein schiefer ist,
wie sind die iibrigen Winkel beschaffen? Kann man .also von rechiwinkligen
und von schiefwinkligen Parallelogrammen sprechen ?

b) Die Seiten und Diagonalen eines Parallelogrammes.

S Fig. 83 In dem Parallelogramme ABCD (Fig. 83) sei
Sl O der Halbierungspunkt der Diagonale AC, DO und

1l C BO seine Verbindungslinien mit D und B; dreht

0 man das Parallelogramm ABCD um den Punkt O in
der Zeichenebene um 180°), so fillt OC auf OA4 und
OA auf OC, wegen <X DCA = < BAC, CD in die
| i Richtung von AB, wegen < CAD = <& ACB, AD
g | in die Richtung von CB, daher D auf B und CD auf

') Griech. trapezoeides (rgamelosidsjs), trapezihnlich. — 2) Griech. trapeza (rodmela),
Tisch. — 3) Griech. gramme (ypauusj), Strich, UmriB; parallelogrammon (mapaiinid-
yoauuov), die aus Parallelen gebildete Figur. — 4) Der Schiiler mache die Figur 83 auf
Pauspapier, bringe sie mit der Figur des Buches zur Deckung und fiihre die Drehung um
eine durch O gesteckte Nadel wirklich aus.
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AB, DA auf BC, DO auf BO und BO auf DO; da die Drehung 180° betrug, ist
die Linie DOB eine gerade. Daraus folgt:

. 1. In einem Parallelogramme halbieren die Diagonalen einander und die
Gegemsevten sind evnander gleich ; oder : Parallele zwischen Parallelen sind evnander
gleich.

Da Senkrechte auf eine Gerade parallel sind, so gilt der Satz:

2. Parallele Gerade haben vn allen Punlkten vonewmander den gleichen Absmnd.., :

Nimmt man eine Seite eines Parallelogrammes als Grundlinie an, so heit
die Normale zwischen der Grundlinie und der Gegenseite die Hohe des Parallelo-
orammes. | |

Wieviel Hohen hat jedes Parallelogramm ?

Wenn zwei anstollende Seiten eines Parallelogrammes gleich sind, so sind
alle vier Seiten gleich, das Parallelogramm heilit gleichsewtig; sind zwel an-
stoBende Seiten ungleich, so heilit es ungleichseiirg.

Kommen in einem ungleichseitigen Parallelogramme nicht auch gleiche
Seiten vor?

Aufgaben:

1. Sind in einem Vierecke je zwei gegeniiberliegende Seiten gleich, so ist es ein Parallelo-
oramm (§ 63, aus der Gleichheit von Seiten der Dreiecke auf die von Wechsel-
winkeln zu schliefen und § 41, 2). : =

2. Sind in einem Vierecke zwei gegenitberliegende Seiten gleich und parallel, so ist
es ein Parallelogramm. (Mit § 61 und § 41, 2.)

3. Halbieren die Diagonalen eines Viereckes einander, so ist es ein Parallelogramm
(§ 61 und Aufgabe 2).

Einteilung der Parallelogramme...... | § 71.
Mit Riicksicht auf die Grifie der Winkel und der Seiten ergeben sich vier

Arten von Parallelogrammen: das schiefwinklige ungleichseitige Parallelo-

gramm oder das Rhomboid!); das sehief- T

winklige gleichseitige Parallelogramm : =S e

oder der Rhombus'); das rechtwinklige

ungleichseitige Parallelogramm oder

das Rechteck und das rechtwinklige / / / _ﬂ /

gleichseitige Parallelogramm oder das

Quadrat.
Benenne die in Fig. 84 I—IV dargestellten Parallelogramme!

Das_Rechteek. | | §72.
- Das Dreieck ABC (Fig. 85) 1a8t sich durch Umklappen so auf das Dreieck E

| ABD legen, dal Winkel B den Winkel 4, Seite BC die Seite 4D deckt; wohin

fallt AC? |

X v

1) Griech. rhombos (géufoc), thomboeides (goufoetdrjc) rhombusartig.
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1. Die Diagonalen eines Rechteckes sind einander
gleich.

Die Symmetrale EF der Seite AB ist zugleich
Symmetrale des Rechteckes.
“1G Beweis  durch Deckung: Wohin kommt B durch
: eine halbe Umdrehung des Teiles EBCF um EF? In
A E B welche Richtung fillt BC? Wohin der Punkt C7

' Wohin CF?

2. Das Rechteck ist eine zwetachsig symmetrische Figur. Jede der beiden Seten-

symmetralen st Symmetrieachse.

Aufqgabe:
. Zu beweisen, dafl ein Rechteck durch die beiden Diagonalen in zwei Paare kon-

gruenter Dreiecke zerlegt wird. (VgL § 73, Aufgabe 1.) Gilt der Satz auch von einem
Rhomboid ?

§ 73. Der Rhombus.
| In Fig. 86 ist AD = CD = BC = AB. Nach § 50 ist daher BD die Sym-
metrale von AC und AC die Symmetrale von BD.
; Da auch Dreieck 4 BC mit ADC und Dreieck
S abress ABD mit CBD durch eine Drehung um 180° um
SR FE ¢ die Achse AC beziehungsweise BD zur Deckung
| ' gebracht werden kann, so sind auch AC und BD
Symmetralen des Rhombus
1. Jede Diagonale eines Rhombus st die
Symmetrale der andern.
A : 7 2. Jede der beiden Diagonalen ist eine Sym-
metrieachse des Rhombus; er st zweiachsig

symmetrisch.
Daraus folgt, daB die Diagonalen eines Rhombus zuglelch die kaelsy m-
metralen sind.
Aufgaben:
. Zu beweisen, dall ein Rhombus durch die beiden Diagonalen in vier kongruente
Dreiecke zerlegt wird. (Vgl. § 72, Aufgabe!)
2. Die Gleichheit der Hohen eines Rhombus zu beweisen. (§ 60.)

§ 74. Das Quadrat. |
Fig. 87. Das Quadrat ABCD (Fig. 87) vereinigt in sich die
| Eigenschaften des Rechteckes und des Rhombus.
D F C Man hat daher folgende Satze:

1. Die Diwagonalen eines Quadrates sind einander gleich,
jede 1st die Symmetrale der anderen; sie sind die Symme-
---1G  tralen der Winkel, welche sie durchschneiden.

9 Das Quadrat st vierachsig symmelrisch; sowohl
jede der zwei Seitensymmetralen als auch jede der
zwel Diagonalen ist eine Achse desselben.
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Aufgabe:

Zu beweisen, dal ein Quadrat durch die Diagonalen in vier kongruente Dreiecke
~ zerlegt wird.

Das.Trapez.. . | “§ 75.

Unter der Hghe des Trapezes versteht man die Normale zwischen den

parallelen Seiten.
Die nicht parallelen Seiten eines Trapezes werden Schenkel genannt. Sind

sie gleich, so heilit das Trapez gleichschenklig.

Zieht man in dem Trapeze ABCD (Fig. 88) CE | DA, so zerfillt es in ein

Parallelogramm AECD und in ein Dreieck ECB, Welches die zwel Schenkel
und die Differenz der Parallelseiten des Trapezes zu Fig. 88,
Seiten hat. Ist das Trapez ABCD gleichschenklig,
so 1st in dem Dreiecke EBC auch CE = CB, daher
ist Winkel B = E = A. Dann sind auch die Winkel
BCD und ADC gleich (§ 28, Aufgabe 3).

Das gleichschenklige Trapez hat daher folgende A
Eigenschaften : G K

1. Die Winkel an jeder der zwei Parallelseiten sind einander gleich.

2. Die Diagonalen sind einander gleich.
Zu beweisen durch Deckung (oder Kongruenz) welcher Dreiecke? -

3. Das glevchschenklige Trapez ist symmetrisch; seine Achse ist die Symmetrale
- einer Parallelseite (Bewels durch Drehung, dhnlich wie § 72).

eild

D C

I
I
I
I
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!
i |

Das Deltoid. Ry § 176.

Ein Trapezoid, iIn welchem iIn zwel gegeniiberliegenden Eckpunkten je
zwel gleiche Seiten einander schneiden, hei3t ein Delfoid!). (Fig. 89); es besteht
aus zwel gleichschenkligen Dreiecken; iiber welcher
Grundlinie?

. Die Diagonale, welche die Ecken miteinander ver-
bindet, an welcher je zwei gleiche Seiten zusammen-
stoBen, ist

a) die Symmetrale der anderen Diagonale (weshalb ?);

b) die Symmetrale des Deltoides und daher auch der
Winkel, welche sie durchschneidet. (Beweis.)

Fig. 89.

Aufgaben:
/1. Die Winkel eines Deltoides, welche die Symmetra,le durch-
" schneidet, sind 742° und 1063°. Wie grof sind die beiden D
anderen?

9 x A (Fig.89) = 120°34'35”, & C = 87°45'46”. Die Winkel B und D zu be-
"~ rechnen. :

1) Von delta (déira), der griech. Buchstabe A4 (D).
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| § 77. Konstruktionsaufgaben.

Bei allen Konstruktionsaufgaben ist anzugeben, wie die gegebenen Stiicke be-
schaffen sein miissen, damit die Aufgabe moglich ist.

/Kﬂnstruiere ein Quadrat:
) dessen Umfang 1 dm 17 AR
#0) welches mit einem gegebenen Rechtecke gleichen Umfang hat;
¢) wenn die Diagonale (46 mm) gegeben 1st'
Durch wieviel Bestandstiicke wird ein Quadrat bestimmt?

" Zeichne ein Rechteck,
~y wenn eine Seite (32 mm) und die Diagonale (51 mm) gegeben sind;
b) wenn die Diagonale 48 mm betrdgt und die beiden Diagonalen einen Winkel
von 60° bilden!
~6y-Die Kante eines Wiirfels ist 4 em; seinen Diagonalschnitt zu konstruieren.
d) Die Grundkante einer quadratischen Saule ist 3:2 em, die Hohe 5 em; den ver-

tikalen Diagonalschnitt zu konstruieren.
¢) Die Grundkanten eines Quaders sind 3 ¢m und 5 em, die Hohe 6 em. Den vertikalen

Diagonalschnitt zu konstruieren.
- Wieviel Bestandstiicke

Fig. 90. bestimmen ein Rechteck ?
a : 3. Essoll ein Rhombus kon-
; struiert werden, wenn
gegeben sind:
die Seite und ein’
Winkel (54 mm, 30°); )
b) die Seite und eine
Diagonale (46 mm,

58 mm);

/ﬁf die beiden Dlagonalen (50 man, 60 mm);
d) eine Diagonale und ein Winkel. (Die gegebene Diagonale kann durch den Schelte]

des ﬂ'egebenen Winkels gehen oder nicht.)

*Zelchne ein Rhomboid, wenn gegeben sind: __
»2) zwel Seiten (45 mm und 33 mm) und der von ihnen eingeschlossene Winkel 60°;

b) zwei anstoBende Seiten und die durch ihren Schmupunkt gehende Dla.gonale ~.
(38 mm, 44 mm, 50 mm); |

¢) die beiden Diagonalen und eine Seite (44 mm, 56 mm, 40 mm);

d) die beiden Diagonalen und der von ihmen eingeschlossene Winkel (60 mm,

70 mm, 60°)!
Durch wieviel Stiicke wird a) ein Rhombus, 0) ein Rhomboid bestimmt?

Ein Trapez zu konstruieren, wenn eine Parallelseite a, die zwei Schenkel b und c

und der von a und b eingeschlossene Winkel gegeben sind.

- Die Konstruktion ist aus der Fig. 90 zu erkennen.
Da der aus B beschriebene Kreisbogen die Parallele DC in zwei Punkten '

schneidet, so erhdlt man zwei Trapeze: ABCD und ABC'D, welche die gegebenen
vier Stiicke enthalten. Die Aufgabe liBt also im a.llgemeinen zwer Auflosungen »
zu. Wann erhilt man nur ein, wann gar kein Trapez?

~ Zeichne ein Trapez, wenn gegeben sind:
b) die Parallelseiten und die Schenkel (52 mm, 30 mm, 40 mm, 35 mm).

)
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Sind unter den Bestimmungsstiicken eines Trapezes die beiden Parallelseiten
gegeben, so wird die Konstruktion mit Hilfe eines Dreieckes ausgefiihrt, dessen
Grundlinie der Differenz der Parallelseiten gleich ist; die beiden anderen Seiten
sind die Schenkel des Trapezes. (Siehe Fig. 88).
¢) die zwei Parallelseiten und die der ersten anliegenden Winkel (70 mm, 38 mm,

45°, 80°); | _ o
d) die zwei Parallelseiten, ein Schenkel und ein ihm anliegender Winkel (60 mm,
35 mm, 33 mm, 75°). |
6. Konstruiere ein gleichschenkliges Trapez, von welchem gegeben sind:
a) die Parallelseiten (60 mm, 40 mm) und der Schenkel (35 mm);
«b) die Parallelseiten und die Héhe (5 em, 3 em, 26 mm);
¢) die Parallelseiten und ein Winkel (6 cm, 4 em, 110°).

Durch wieviel Stiicke wird a) ein Trapez iiberhaupt, b) ein gleichschenkliges
Trapez bestimmt?
77 Ein Deltoid zu konstruieren, wenn gegeben sind:
) zwei Seiten und die Symmetrale (25 mm,-40 mm, 45 mm);
b) zwei Seiten und die Diagonale, welche nicht die Symmetrale ist (42 mm, 31 mm,
37 mm).
Zahl der Bestimmungsstiicke eines Deltoides ?
8e-Ein Viereck ABCD zu konstruieren, wenn gegeben sind:
a) alle vier Seiten und ein Winkel (4B = 25 mm, BC = 30 mm, CD = 35 mm,
DA = 40mm, < B = 70°); _
b) alle vier Seiten und eine Diagonale (4B = 40 mm, BC = 48 mm, CD = 30 mm,
DA = 36 mm, AC = 56 mm);
_&y=drei Seiten und die beiden eingeschlossenen Winkel (4B = 30 mm, BC = 40 mm,
CD= 35 mm, < B = 60° % C'= 80°);
_#ay"0rei Seiten und die beiden Diagonalen (4B = 50 mm, BC = 60 mm, CD =
= 44 mm, AC = 85 mm, BD = 64 mm). '

Fig. 91. | Fig. 92.

.__«.A --.'] B S
H\.“‘\ . Er i'.: K—?K
\ ; ’*‘!#' " :i'
\_\‘ ;Q?-’-'-f--;. f:’J :', .
Lo, 20 ST S L
B £ A gl ol o

Zahl der Bestimmungsstiicke eines Viereckes. Man beachte, dafi bev allen,
Vierecken infolge der Abhingigkeit der acht Bestandstiicke voneinander eine
geringere Zahl von Bestimmungsstiicken zur Konsiruktvon ausreicht! (Vgl. § 64.)

9. Durch einen gegebenen Punkt A zu evner gegebenen Geraden 1 (Fig. 91) die Parallele

zu konsiruzeren.
Man wihle in der Geraden ! den Punkt B und konstruiere mit AB = r als

Radius von B aus den Bogen AC; sodann bestimme man den Punkt D so, dal er
von C und A die Entfernung r hat. AD ist parallel mit !; denn ABCD ist ein

Rhombus.
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10. Ewne Strecke AB (Fig. 92) in drev gleiche Teile zu teilen.

Man ziehe den Halbstrahl AC und mache 4D = DE = EF, verbinde F
mit B und ziehe EH und DG parallel zu BF. Es ist dann AG = GH = HB. Fiir
den Beweis zieche man DJ | AB, EK | AB und beweise durch die Kongruenz der
Dreiecke ADG, DEJ, EFK die Gleichheit der Strecken AG, DJ und EK und
beachte, dall DJ = GH, EK = HB ist!

A3 einer gegebenen Strecke zu ermitteln.
§ 78. Ein Viereek zu konstruieren, weleches mit einem gegebenen Vierecke ABCD
(Fig. 93) kongruent ist.

Fig. 93. Zieht man die Diagonale BD, kon-

' struliert A EFH £ A\ ABD und iiber FH
das Dreieck FGH L /\ BCD, so ist das
Viereck EFGH L ABCD. Es ist iibrigens.
nicht. nétig, die Diagonale BD wirklich zu
ziehen; man braucht nur die Eckpunkte
E, F, G, H des neuen Viereckes ent-

sprechend zu bestimmen.

3 Das Vleleck
§ . Erklirungen. i

Jede von mehr als vier Seiten begrenzte ebene Figur wird ein Vieleck
oder Polygont) genannt.

; Je nachdem ein Vieleck fiinf, sechs ... Hcken hat, heilit es ein Fiinfeck,
Sechseck usw.

Vergleiche die Zahl der Seiten, Winkel und Eckpunkte eines Vieleckes mit-
einander! Wie groB ist ihre Zahl bei einem Fiinfeck, Sechseck! Wieviel Winkel
liegen an jeder Seite? Wieviel Seiten schlieBen einen Winkel ein?

Eine Strecke, welche zwei Eckpunkte verbindet, die nicht in derselben
Seite liegen, heil3t eine Diagonale des Vieleckes.

Ein Vieleck, in welchem alle Seiten gleich sind, heiBt gleichseitig; ein Viel-
eck, i1 welechem alle Winkel gleich sind, gleichwinklig; ein Vieleck, in welchem
alle Seiten und alle Winkel gleich sind, regelmdfivg.

Die Moglichkeit der Bildung regelmiBiger Polygone liBt sich aus der
Beantwortung folgender Fragen erkennen: Wieviel kongruente gleichschenklige
Dreiecke mit einem Winkel am Scheitel von a) 72°, b) 36° lassen sich um
einen Punkt in der Ebene so herumlegen, daB diese Winkel einen vollen
Winkel ergeben? Wieviel kongruente gleichseitige Dreiecke? Was fiir Poly-
gone entstehen? |

Welches Dreieck und welches Viereck wire in dem obigen Sinne regelméBig ?

Aujfgaben:

1. Wieviel Diagonalen kénnen von einem Eckpunkte in einem Fiinf-, Sechs-, Sieben-,

Acht-, Neun-, Zehnecke gezogen werden? In wieviel Dreiecke wird dadurch ]edes
der genannten Vielecke zerlegt?

1) Griech. polys (wodds), viel und gonia (ywwia), Winkel.



63

Die Anzahl der Diagonalen, die in einem Vielecke von einem Kckpunkte aus
gezogen werden konnen, ist immer um 3 kleiner als die Anzahl der Seiten; und
die Anzahl der Dreiecke, in welche dadurch das Vieleck zerlegt wird, ist um 2 kleiner
als die Seitenanzahl. Will man die Zahl aller Diagonalen eines Vieleckes berechnen,
so hat man die Zahl der Diagonalen, die von einem Eckpunkte aus moglich sind,
mit der Zahl der Eckpunkte zu multiplizieren und das Produkt, da jede Diagonale
zweimal gerechnet wurde, durch zwei zu dividieren.

. Wie grof} ist die Zahl a.ller Diagonalen @) in einem Achtecke, ) in einem Zwoli-
ecke ?

3. In einem Polygon gehen von einem Eckpunkte 7 Diagonalen aus. Wle orol} ist die
Zahl aller Diagonalen des Polygons?

Die Winkel eines Vieleckes. § 80.

Die Winkel eines Polygons kénnen spitz, recht, stumpf und selbst auch

erhaben sein.
Zeichne ein Polygon, in welchem alle diese Arten von Winkeln vorkommen!

Es sollen im fo]genden nur Polygone mit hohlen Winkeln betrachtet werden.

Zieht man von einem Punkte O innerhalb des Polygons ABCDEF (Kig. 94)
zu allen Eckpunkten gerade Linien, so erhélt man so viele Dreiecke, als das
Polygon Seiten hat; die Winkel eines dieser Drelecke
betragen zwei Rechte, daher die Winkel aller Dreiecke
so vielmal zwei Rechte, als das Polygon Seiten hat. F
Gehoren aber alle diese Dreieckswinkel den Polygon-
winkeln an? Welche sind daher noch abzuziehen?

Priife den Satz:

Die Summe aller Winkel eines Polygons st gleich so
vielmal zwei Rechten, als das [Polygon Seiten hat, ver-

mindert wm vier Rechte.

Wie groB ist die Summe aller Winkel eines Fiinfeckes, eines Sechs-, Sieben-,
Acht-, Neun-, Zehn-, Zwolfeckes ?

In einem regelmiBigen Polygon ist ein Winkel gleich der Summe aller Winkel,

dividiert durch ihre Zahl. Es betragt z. B. jeder Winkel
des regelma,Blgen Fiinfeckes 5“;0" — 308
des UsWw.

Der Winkel eines rewelmaﬁlgen Vieleckes 1st von der Seitenzahl ab-
hiingig. Wie éindert er sich, wenn die Zahl der Seiten zunimmt ?

Fig. 94.

Aufgaben:
1. Wieviel Winkel eines unregelméBigen Polygons miissen bekannt sein, um die anderen

durch Rechnung bestimmen zu konnen?

2. Von den Wlnke]n des Finfeckes ABCDE ist A — 28°; jeder der drei folﬂ'enden
ist um die Hilfte groBer als der vorhergehende. Wie grof ist der 5. Wlnkel?

Das regelméiBige Polygon. § 81.

Es sei das Polygon ABCDEF (Fig. 95) regelmiaBig, also AB = BC = CD =
Jund St L B U
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Halbiert man zwei Winkel 4 und B, die an derselben Seite liegen, so ent-
steht ein gleichschenkliges Dreieck ABO. Zieht man von seinem Scheitel O
Fig. 95. zu den iibrigen Eckpunkten die Strecken OC, OD,
OF ..., so wird dadurch das Polygon in lauter
kongruente, gleichschenklige Dreiecke geteilt; denn
wendet man das erste Dreieck ABO um die Seite OB
um, so deckt es das Dreieck BCO: es muBl ndamlich
wegen d = ¢ AB in die Richtung von BC {fallen
und wegen BC = AB der Punkt A auf C; Dreieck
BCO kann ebenso mit dem nédchsten zur Deckung
i gebracht werden usf. Die Strecken OA4, OB, OC . ..
A=~_G -8B sind also einander gleich.

Da kongruente Dreiecke in bezug auf gleiche Seiten auch gleiche Héhen
haben, so sind die von O auf die Seiten gefdllten Normalen OG OH, 0J, .
einander gleich.

Daraus folgt:

1. Halbvert man i eimem regelmdfiigen Polygon zwer aufevnander folgende
Wunkel und verbindet den Schwittpunkt der Halbierungslimien mit den iibrigen
Eckpunkten des Polygons durch Strecken, so wird dadurch das Polygon in kon-
gruente glevchschenklige Dreiecke geteilt.

Sind in einem Polygon diese Dreiecke gleichseitig ?

2. In jedem regelmafiigen Polygone qibt es evnen Punkt, der von allen Eck-
punkten und auch von allen Seiten gleich weit absteht.

Dieser Punkt heilit der Muttelpunkt des regelmifigen Polygons. Er ist der
Schnittpunkt zweier aufeinander folgender Winkelsymmetralen.

Symmetrie der regelmifBigen Polygone.

Beziiglich der Symmetrie der regelmdfigen Polygone gelten folgende Sétze:

1. Sowohl jede Seitensymmetrale als jede Winkelsymmetrale ewnes regel-
mafigen Vieleckes st eine Symmetrieachse (Fig. 95).

Von der Richtigkeit iiberzeugt man sich durch Umwenden um die beziig-
liche Symmetrale.

2. Ewn regelmafrges Vieleck hat so viele S ymmetmachsen als es Seiten hat.

Denn ist die Seitenanzahl des Vieleckes gerade, so haben immer je zwei
gegeniiberliegesde Seiten und je zwel gegeniiberliegende Winkel dieselbe Sym-
metrale. Ist dagegen die Seitenanzahl ungerade, so fallen immer eine Seiten-
und eine Winkelsymmetrale zusammen.

Kongruenz der Vlelecke

Zwei Vielecke sind kongru-
-, 7»» -ent, wenn sie alle Seiten und alle
' Winkel nach der Ordnung paar-
o weise gleich haben.

/ Zwei Vielecke ABCDEF
und A'B'C'D'E'F’  (¥ig. 96),
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welche aus glevch vielen der Ordnung nach kongruenten Dreiecken zusammengesetzt

sind, svnd selbst kongruent.
Denn legt man beide Vielecke so aufeinander, daB zwei gleichliegende

Dreiecke aufeinander fallen, z. B. ABC auf A'B’C’, so kommt auch das zweite
Paar der Dreiecke zur Deckung, folglich auch das dritte Paar ...; daher decken
einander auch die ganzen Vielecke, d. i. sie sind kongruent.

Ein Vieleck zu iibertragen. | | § 84.

Zerlegt man das gegebene Vieleeck ABCDEF (Fig. 97) durch Diagonalen
in Dreiecke und konstruiert das A GHJ L ABC, iiber GJ das A GJK L ACD,
iiber GK das A GKL L ADE

und iiber GL das A GLM L /,//D\ v /K\
AEF, so 1st das Vieleck ? s 3 W
GHJKLM © ABCDEF. Man /[ / el N
braucht iibrigens die Diage- p¢* [ . - 7 im0
nalen der Vielecke nmicht zu | , -~ .~ /*’ \
ziehen, sondern bestimmt nach ~ | /. .-
§ 63 nur die Punkte J, K, ;:U;f;_’f_f'_m__ /B é\,}i’f Z{
L, M. 3 |
Aufgaben: iy | § 85.

,,gsf—'f"Ein Fiinfeck zu konstruieren, wenn die Seiten a, b, ¢, d und die von diesen ein-
geschlossenen Winkel 132°, 120° und 86° gegeben sind.

Man mache (Fig. 98) AB = a, trage in B den Winkel 132° auf; auf dem neuen
Schenkel schneide man BC = b ab,-trage in C den Winkel 120° auf; mache ferner
CD = ¢, zeichne in D den Winkel 86° und schneide DE = d'ab! Zieht man nun AE,
so 1st ABCDE das Verla,ngte Fiinfeck.

@™ 7eichne ein Sechseck, in welchem die Seiten 22 mm, 37 mm, 18 mm, 25 mm, 40 mm
nach der Ordnung die Winkel 120°, 105°, 140°, 135° emschheﬁenl
. LiBt sich ein kael | Fig. 98. | | b1

eines regelméfBigen Poly- |

gones auch aus dem a , d |

Winkel AOB (Fig.95) des v
zu einer Seite des Poly- b E .

gons gehorigen Dreieckes

berechnen ? : 9
4. Wie groB ist die Seiten-

zahl eines regelmifigen '

Polygons, wenn ein

Winkel desselben 140° A 5 “

betrdgt? (Mit Hilfe des Winkels AOB, Fig. 95, welcher zu einer Seite des Poly-

gons gehort.)

Zahl der Bestimmungsstiicke eines Vieleckes.

Man denke sich das Vieleck durch Diagonalen, welche von einem Eckpunkte aus
gezogen werden, wn Dretecke zerlegt. Fiir das erste Dreieck sind drev Bestimmungsstiicke
erforderlich. Fiir das mdchste Dreieck (4. Eckpunkt) zwei weilere Stiicke; ebenso fiir

geden folgenden Eckpunkt.

Moénik-Spielmann, Anfanﬂs*vrunde d. Geom. f. d. 1. b. 3. Kl. d. Mittelschulen. 5

C
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 Waeviel Stiicke bestvmmen ewn Fiinfeck, Sechseck, Siebeneck? Priife daraus die
Ruchivgkest des Satzes: Die Zahl der Bestimmumgsstiicke eines Vieleckes ist gleich der
doppelten Zahl der Eckpunkte weniger drex.

Dieiibrigen Bestandteile des Vieleckes ergeben sich aus diesen Bestimmungsstiicken,
sie konnen also nicht mehr gewahlt werden. Es ist somit auch bei den Vielecken eine
Abhiéingigkeit der Bestandteile voneinander vorhanden. (Vgl. § 64, § 77.)

Ewn regelméfiges Polygon ist durch eine Seite und die Seitenzahl bestimmt. Priife
avesen Satz an dem Dreieck AOB (Fig. 95)!

e | Zehnter Abschnitt.
, : | Der Kreis.

TR Ty,

§ 86./ Zu gleichen Bogen eines Krmlewker Kreise gehdren gleiche Sehmen,
OQZewhe Zentrvwimkel und gleiche Zentralabstinde der Sehmen.

Man zeichne zwei gleiche Kreise, den einen auf gewohnlichem, den zweiten
auf durchscheinendem Papier, und lege den zweiten auf den ersten! Kommen
zwei Bogen zur Deckung, so findet diese auch beziiglich der Sehnen, Zentri-
winkel und der Zentralabstinde der Sehnen statt.

I§ 87. Sehnen des Kreises.

Jede Sehne AB (Fig. 99) eines Kreises kann als die Grundlinie eines gleich-
schenkligen Dreveckes, dessen Scheitel im Mittelpunkte liegt und dessen Schenkel
Halbmesser des Kreises sind, angesehen werden.

Aus § 66 folgt:

( 1. Zveht mam vn evnem Kreise vom Mittelpunkte die Senkrechie auf eine Sehne,

so wird diese halbiert. °
12. Die Symmetrale evner Sehme geht durch den Mittelpunkt des Kreises.

Fig. 99. Fig. 100. Fig. 101.

¥§ 88. Tangenten des Kreises. _
Es sel (Fig.100) AB | OD. Jede zu AB gezogene schiefe Strecke, wie
OL; OF ..., ist langer als die Senkrechte OD; also liegen die Punkte E, F, ...
aubllerhalb der Kreislinie. Die Gerade 4B hat daher mit der Kreislinie nur den
Punkt D gemeinschaftlich, ist also eine Tangente des Kreises. _
Errichtet man auf emmen Halbmesser in dem Endpunkte D (Fig. 100) die
Senlkrechie, so 1st diese ewne Tangenie des Kreises.
- Umgekehri: Die auf ewmer Tangente eines Kreises vm Beriihrungspun ke
i errichiete Normale geht durch den Mittelpunkt des Kreises.
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Der Abstand einer Geraden vom Mittelpunkte eines Kreises heifit der
Zeniralabstand. Ist der Zentralabstand einer Geraden kleiner, ebenso groB
oder grofler als der Radius, so ist beziehungsweise die Gerade eine Sekante,
- eine Tangente oder sie liegt ganz aulerhalb des Kreises; und umgekehrt.

Peripherie- und Zentriwinkel. § 89. l

| Ilin Winkel, dessen Scheitel in der Peripherie eines Kreises liegt und
~dessen Schenkel Sehnen des Kreises sind, heilit ein Peripheriewinkel.

AOB (Fig. 101) 1st ein Zentriwinkel, der auf dem Bogen AB aufsteht;
ACB ist ein Peripheriewinkel, der auf demselben Bogen AB aufsteht.

Ein Peripheriewinkel BDC, dessen zugehdriger Bogen ein Halbkreis ist,
heiBt ein Winkel vm Halbkreuse.

Ewn Pervphervewinkel st dve Hadlfte des Zentruwinkels, der auf demselben § 90. ”
Bogen aujsteht. -

Der Mittelpunkt eines Kreises kann in Beziehung auf einen Peripherie-
winkel eine dreifache Lage haben: er liegt entweder auf einem Schenkel des

Peripheriewinkels |

(Kig. 102 I) oder er liegt
in der Winkelflache des
Peripheriewinkels (Fig.
102 11), oder er liegt
auberhalb der Winkel-

fliche desselben
(Fig. 102, I11).

1. Fall. Det Winkel 4 |
m 1st der Aubenwinkel am Scheitel des gleichschenkligen Dreieckes BOC daher

a= gﬁ (§ 55, Aufgabe 7.)

2. Fall. Dieser 148t sich auf den ersten zuriickfithren. Zieht man den
- Durchmesser CD, so ist a die Hélfte von m, b die Halfte von n: daher ist anch
die Summe a -+ b, d. 1. X ACB, die Halfte der Summe m 4 n oder des Winkels
AOB.

3. Fall. Zieht man auch hier den Durchmesser CD, so ist (1. Fall) BCD
die Hélfte von BOD, ebenso ACD die Hélfte von AOD, folglich auch die Differenz
von BCD und ACD, d. i. <t ACB die Hilfte der Differenz von BOD und AOD,
d. 1. des < AOB.

Da ein Zentriwinkel durch’ den ganzen zugehirigen Bogen gemessen wird,
so hat ein Peripheriewinkel die Hilfte des zugehorigen Bogens zum Mal.

Daraus folgt:

a) Peripheriewinkel, welche in demselben Kreise auf gleichen Bogeﬂ auf-

stehen, sind evnander gleich.
b) Ewn Winkel vm Halbkreise ist ein rechter denn er hat die Halfte des Halb-

kreises zum MabB.

5#
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Aufgaben:
. Ein Zentriwinkel eines Kreises sei a) 64°, b) 87° 45, ¢) 128° 13’ 50", d) 642%°. Wie
oB ist der Peripheriewinkel iiber demselben Bogen?
in Peripheriewinkel eines Kreises sel a) 56°, b) 41° 37', ¢) 108° 12" 12", d) 643°.
ie grof ist der Zentriwinkel iiber demselben Bogen?
. Wie groB ist ein Peripheriewinkel eines Kreises, wenn der zugehorige Zentriwinkel
iiber § der Peripherie aufsteht?
_AVon demselben Punkt auf der Peripherie eines Kreises werden zwei Sehnen gezogen,
welche Bogen von 1301° und 702° abschneiden. Welchen Winkel bilden die

Sehnen ?
. In welchem Vierecke bilden zwei Durchmesser eines Kreises die Diagonalen? Wann
wird es ein Quadrat?

§ 91. Konstruktionsaufgaben.
=) Durch drev Punkte A, B, C (Fig. 103), welche nicht in einer geraden Linie
liegen, ewnen Kreis zu beschreiben.
Man denke die Strecken AB und BC gezogen und errichte ihre Sym-
metralen; welcher Punkt ist dann der gesuchte Mittelpunkt und welche Linie

der Radius?
Wie dndert sich der Radius des Kreises, wenn < ABC wichst, die Strecken

AB und BC aber ungeéindert bleiben?

Durch eine analoge Konstruktion kann auch der Mittelpunkt eines Kreises
oder eines Kreisbogens gefunden werden.

yBurch einen Punkt vn dem Umfange eines Kreises an duesen die Tangenle

2u ziehen.

Die Auflosung ist aus § 88 zu ermitteln.

¢) Durch einen Punkt A aupferhalb eines Kreises an diesen ene Tangente
zu ziehen.

Auflosung: Soll AD (Fig. 104) eine Tangente an den Kreis sein, so mul

das Dreieck ADO bei D rechtwinklig sein. Man verbinde also den gegebenen
Fig. 103. Fig. 104. | Punkt A mit dem Mittel-

punkte O des gegebenen
Kreises durch die Strecke
AO, halbiere diese in C und
beschreibe aus C mit dem
Halbmesser CA einen Kreis.
weleher den gegebenen in
den Punkten D und E
sechneidet. Zieht man nun
| AD und AE, so sind diese

belden Geraden Tangenten des Kreises (§ 90, b). Aus der Kongruenz der Drei-

ecke ADO und 4£0 folgt, dali die Tangenten AE und AD einander gleich sind.
Was fiir eine Figur ist ADOE?
Wie #ndert sich die Lage der Punkte D und E, wenn der Abstand A0 wichst?
Wie die Winkel EOD und EAD? Welche Lage erhalten die Tangenten, wenn der
Punkt 4 in unendliche Entfernung von O gekommen ist?
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Ubungsaufgaben :

"Aus einem gegebenen Mittelpunkt einen Kreis zu beschreiben, welcher eine gegebene
_Gerade beriihrt. .

2 ""3" Einen Kreis zu zeichnen, welcher eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte

- beriihrt. qﬂa
»<8. " Mit einem gegebenen Radlus einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene ‘Gerade
*  in einem gegebenen Punkte beriihrt.

4 Einen Kreis zu zeichnen, welcher eine Gerade in einem vorgeschriebenen Punkte
~beriihrt und iiberdies durch einen gegebenen Punkt geht.

Sehnen- und Tangentendreiecke. §92.

¢) Es sel In dem Dreiecke ABC (Fig. 105) DO die Symmetrale der Seite
AB und FO die Symmetrale der Seite AC. Der Schnittpunkt O der beiden
Symmetralen ist sowohl von 4 und B als auch von 4 und C, somit auch von
B und C gleich weit entfernt. Hat aber der Punkt O vorr B und C gleiche Ab-
stdnde, so mull er auch in der Symmetrale der Seite BC liegen.

Die drev Seivtensymmetralen eimes Dreveckes schneiden also einander in dem-
selben Pumkte, der von den drev Eckpunkten gleiche Abstinde hat.

Von dem Punkt O liBit sich mithin ein Kreis beschreiben, der durch die
Eckpunkte des Dreieckes geht. Sein Radius ist der Abstand des Punktes O
von einem Eckpunkt. Er heift dem Dreieck umgeschrieben, das Dreieck ist
dem Kreis eingeschrieben (Sehnendreieck).
| Wo liegt der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises a) bei einem spitzwink-
‘ligen, b) bel einem rechtwinkligen, ¢) bei einem stumpfwinkligen Dreiecke? (Kon-
El:ﬁlktion!)

b) Es sei in dem Dreiecke ABC (Fig. 106) AO die Symmetrale des Winkels
BAC und CO die Symmetrale des Winkels ACLE. Der Schnittpunkt O der beiden
Symmetralen ist sowohl
von den Schenkeln AB

~ und AC als auch vonden
Schenkeln AC und BC,
somit auch von AB und
BC gleich weit entfernt.
Hat aber der Punkt O
von den Schenkeln AB \
und BC gleiche Ab- 4
stinde, so muf} er auch
in der Symmetrale des Winkels ABC liegen.

Die drev Winkelsymmetralen eines Dreieckes schneiden also einander in dem-
selben. Punkte, der von den drei Seiten gleiche Abstinde hat.

Von dem Punkt O liBt sich ein Kreis beschreiben, der die Seiten des Drei-
eckes beriihrt. Sein Radius ist der Abstand des Punktes O von einer Seite.
Er heiBt dem Dreieck eingeschrieben. Das Dreieck ist dem Kreise umgeschrieben.

( Tangentendreieck. )

Dig. 105. ~ Fig. 106. .

o
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Welche Bedeutung hat ]ede Seitensymmetrale eines gleichseiticen Dreieckes
beziiglich des Winkels, welchen sie durchschneidet? Folgerung daraus beziiglich des
Mittelpunktes des einem glelchsemgen Dreiecke ein- und umgeschriebenen Kreises.
Vergleich der Radien dieser zwei Kreise durch Messung.

%} Sehnend und Tangentenvierecke.

a) Ein Viereck, dessen Seiten Sehnen eines Kreises sind, heiBt ein Sehnen-

wereck: ABCD in Kig. 107. Der Kreis ist dem Vierecke wmgeschrieben. Da die

Fig. 107 Winkel 4 und C des Sehnenviereckes A BCD durch die Hilfte

598 der Bogen BCD und BAD gemessen werden, so hat ihre Summe

o die halbe Peripherie zum MaBe; mithin ist 4 4 C = 180°,
~ daher auch B -} D = 180°.

In jedem Sehnenviereck sind zwei Gegenwinkel supplementir.
Welche Parallelogramme konnen daher nur Sehnenvierecke
() sein? Wo liegt der Mittelpunkt des Kreises?

Weshalb 1a8t sich jedem gleichschenkligen Trapez ein Kreis
umschreiben? Die Konstruktion ist in Fig. 108 enthalten. Weshalb ist OB = 04 —
= 0D =0C?

b) Ein Viereck, dessen Seiten Tangenten eines Kreises sind, heit ein Tan-
gentenviereck: ABCD (Fig. 109). Der Kreis ist ihm emgeschrleben In Fig. 109
sind die mit a, b, ¢ und d bezeichneten Tangenten paarwelse einander gleich.
Da AB4-CD=a-+b-+e¢+dund AD+BC=a-+b-+c}d ist, so ist
AB -+ CD = AD + BC.

Fig. 108. ' Fig. 109,

. - In yedm Tangentenviereck ist dze Summe zweier Gegenseiten gleich der Summe
der beiden anderen.

Welche Parallelogramme konnen nur Tangentenvierecke sein? Der Mittel-
punkt des eingeschriebenen Kreises mufl den gleichen Abstand von a]len Seiten haben.
Wo mubl er daher liegen? (§ 50.) Vgl. auch § 92 b).

Welchem Parallelogramm 1i8t sich ein Kreis ein- und ums chreiben ?

Weshalb 1a8t sich jedem Deltoid ein Kreis einschreiben? Die Konstruktlon ist

in Fig. 110 enthalten, Weshalb ist OF = OF = 0G =0H?
Gibt es ein Deltoid, welchem sich ein Kreis umschreiben laft?



Der einem regelméBigen Polygone ein- und umgeschriebene Kreis. § i@_

Der Mittelpunkt eines regelmaBigen Polygones (§ 81) ist @) von allen Eck-
punkten, b) von allen Seiten gleich weit entfernt. Er st daher sowohl der Mittel-
pumlkt des dem regelméfyigen Polygone wmgeschriebenen als auch des eingeschriebenen
Kreises (Fig. 111). Welche Abstande sind die Radien?

RegelméBige Sehnen- und Tamgentenpolygone. § 95.
Es sei (Fig. 112) die aus O mit dem Halbmesser O4 beschriebene Kreis-

linie in melirere gleiche Teile geteilt.
@) Zieht man durch die Teilungspunkte die Sehnen AB, BC, CD, DE ...

und dreht das dadurch entstehende, dem Kreise eingeschriebene Vieleck

ABCDE ... um den Fig. 111. Fig. 112.

Mittelpunkt O, bis jeder
Teilungspunkt den néchst-
folgenden deckt, so deckt
auch jede Seite des Viel-
eckes die folgende Seite
und jeder Winkel den
folgenden Winkel; das
Vieleckist also regelméafBig.
b) Errichtet man in
den Teilungspunkten A,
B G; D, ... ;auf: dis oo
ihnen gezogenen Halbmesser Normale, so erhilt man das dem Kreise umge-
schriebene Vieleck GHJKL ... Dieses Vieleck ist regelmiBig; denn dreht man
es um den Mittelpunkt, bis jeder Teilungspunkt mit dem néchstfolgenden zu-
sammentfllt, so deckt auch jeder Halbmesser den folgenden, daher auch jede
Tangente die folgende, somit auch jeder Winkel des Vieleckes den folgenden?).
Es ergibt sich daher der Satz: :
Wird die Peripherie eines Kreises in mehrere gleiche Teile geteilt, so sind’
die Teilungspunkte a) die Eckpunkte eines eingeschriebenen und b) die Beriihrungs-|
punkie eines umgeschriebenen regelmdfigen Vieleckes. *
Es sei ABCDEF Fig. 113 ein dem Kreise eingeschrie- Fig. 113.
benes regelmiBiges Sechseck. Wie groB ist Winkel p? Wie
grof sind die Winkel n? Wie grofi ist mathin die Seite des
emem Kreis eingeschriebenen regelmifigen Sechseckes?

Aujfgaben :
1. Die Peripherie eines Kreises @) in 6, b) in 3, ¢) in 12 gleiche
Teile zu teilen. (Mit Beniitzung des. Satzes iiber die Seite des
einem Kreise eingeschriebenen regelmiBigen Sechseckes.)
2. Einem gegebenen Kreise ein regelmaBiges @) Dreieck, b) Viereck, ¢) Sechseck,
d) Achteck, ¢) Zwolfeck einzuschreiben und umzuschreiben.

1) Der Schiiler nehme die Drehung so vor, wie es in der FuBnote zu § 70 beschrieben wurde.
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3. Einem gegebenen Kreise mit Hilfe des Transporteurs ein regelmébiges ) Fiinfeck,
Zehneck ein- und umzuschreiben.

regelmiBiges Vieleck zu zeichnen, wenn die Seite gegeben ist.

Hier kommt es nur darauf an, den Radius des dem Vielecke umgeschriebenen
Kreises zu finden. Zu diesem Ende wird das Dreieck ABO (Fig. 112) konstruiert,
indem man fiir AB die gegebene Seite und fiir BAO und ABO die halben Vielecks-
winkel annimmt. Man berechne daher zuerst die Grofle eines Vieleckswinkels,
ziehe eine Strecke, welche der gegebenen Seite gleich ist, trage in jedem Endpunkte
den halben Vieleckswinkel auf, aus dem Schnittpunkte der beiden neuen Schenkel
beschreibe man durch die Endpunkte der gezogenen Strecke einen Kreis und trage
darin die gegebene Seite als Sehne herum!

Ewn regelmifrges Polygon 1st durch zwev Stiicke bestvmmi. In diesem Falle durch

die Seite und einen Winkel.

Ist ein regelmiBiges Polygon durch die Seitenzahl und den Radius a) des
eingeschriebenen, b) des umgeschriebenen Kreises bestimmt?
Zeichne eine Strecke von 2 e¢m Liange und konstruiere iiber derselben ein regel-
mibBiges a) Fiinfeck, b) Sechseck, ¢) Achteck! Die Seiten- und Winkelsymmetralen

zZu zeichnen.

§ 97. Zwei Kreise.

Zwei Kreise heiBlen konzentrisch') oder exzenirisch®), je nachdem sie einen
gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben oder nicht. Die zwischen den Peri-
pherien zweier konzentrischer Kreise liegende Fliche heiit Kreisring (Fig. 114).

Die durch die Mittelpunkte zweier exzentrischer Kreise gelegte Gerade
heiBt Zentrale, der Abstand der Mittelpunkte Zentralabstand. Da in die Zentrale

: | ﬂ : ein Durchmesser eines

Figi . v e jeden der beiden Kreise
fallen muB, so ist sie fiir
beide eine Symmetrie-
achse.

Die Lage zweier |
Kreise ist von der Bezie-
hung zwischen dem Zen-

tralabstand und den beiden Radien derart abhingig, daff sie aus ihr erkannt

werden kann. _

1. Haben die Umfénge zweier Kreise keinen Punkt gemeinsam und liegt
jeder auBerhalb des anderen, so ist der Zentralabsiand grifer als die Summe
der beiden Radien (Fig. 115). Um welches Stiick?

Verschiebt man den einen der beiden Kreise (O') bei fester Lage des
anderen (0) so, da} sein Mittelpunkt auf der fritheren Zentrale bleibt, so sind
noch folgende Lagen mdoglich. |

2. Die beiden Umfiinge haben einen gemeinschaftlichen Punkt und der
kleinere Kreis liegt sonst auBerhalb des groBeren; der gemeinschaftliche Punkt

1) Lat. con (cum) mit und Seite 17. Mit gemeinsamem Mittelpunkte. — 2} Lat. ex aus.
Mit nicht gemeinsamein Mittelpunkte.
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mufl wegen der Symmetrie in der Zentrale liegen; der Zentralabstand ist gleich
der Summe der beiden Radien (Fig. 116).

3. Die beiden Kreise haben zwer Punkte gemeinschaftlich, sie schneiden
einander (Fig. 117). Wegen der Symmetrie mull die Zentrale die Symmetrale der
gemeinschaftlichen Sehne, der zugehorigen Bogen und Zentriwinkel sein. Der
Zentralabstand liegt zwischen der Summe und Differenz der bewden Radien (§ 52).

Fig. 116. Fig. 117. Fig. 118.
M |

4. Die beiden Kreise haben wieder emnen Punkt gemeinschaftlich (Fig. 118),
der ebenfalls auf der Zentrale liegen muB, aber der kleinere Kreis liegt sonst
innerhalb des groBeren; der Zentralabstand ist gleich der Differenz der beiden
Raden. |
5. Die beiden Kreise haben keinen Punkt gemeinsam, der kleinere liegt ganz
innerhalb des grileren. Der Zentralabstand, 1st klevner als die Differenz der beiden
Radien. (Die Zeichnung aus Fig. 118 abzuleiten.)

6. Die Kreise werden konzentrisch, der Zentralabstand vst Null.

Bei fortgesetzter Verschiebung wiederholen sich die fritheren Fille.

In den Fallen 2 und 4 sagt man, die beiden Kreise beriihren einander; in
2 von auBlen, in 4 von innen. Der gemeinschaftliche Punkt heillt der Beriihrungs-
PUNk:.

Die obigen Sétze gelten auch umgekehrt. Wie lauten sie dann ?

Aufgaben:
{. Die Lage zweier Kreise zu bestimmen, fiir welche der Zentralabstand und die Halb-

messer folgende Werte haben:
" a) Zentralabstand 8 dm, Halbmesser b dm und 3 dm;

b) B 2 99 LR (] A 4 LR
.- -C) R 9 9 9 6 B R 2 9
d) » 6 2 9 8 o 3 99
) b 4 3 9 9 RPN | 5 L
-~ el » 65 im: B e

3. Mit den Halbmessern 35 mm und 21 mm zwei Kreise zu konstruieren, die elnander
a) von aullen, ) von innen beriihren.

3. Aus einem gegebenen Punkte einen Kreis zu konstruieren, welcher einen gegebenen

" Kreis beriihrt.

4. Konnen alle oben 1. bis b. beschriebenen Fiélle eintreten, wenn die Radien der beiden

. Kreise gleich sind?

5. Wie viele Symmetrieachsen haben zwei gleiche exzentrische Kreise in allen mog-

lichen Lagen?
6/ ) JWenn in §25 Aufgabe 3 der eine Abstand gewahlt ist, wie mul der zweite beschaffen

-/ sein, damit die Aufgabe moglich ist?
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Elfter Abschnitt.

Geometrische Orter.

Ein Kreis, der mit dem Radius 3 em von einem Punkte aus beschrieben
wird, enthilt alle Punkte, welche von diesem Punkte den Abstand 3 em haben.
Alle anderen- Punkte der Zeichnungsebene haben diese Kigenschaft nicht;
denn wie grof ist der Abstand a) der Punkte innerhalb, b) auflerhalb des Kreises
von diesem Punkte? Man sagt, der geometrische Ort aller Punkte, welche von
einem gegebenen Punkte den Abstand 3 ¢m haben, ist ein Kreis, welcher von
diesem Punkte als Mittelpunkt mit dem Radius 3 em beschrieben wird.

Eine #hnliche Uberlegung beziiglich der Kugel fiir den Raum zu machen.

Allgemein:

 Evne Linie oder Fliche von solcher Beschaffenheit, daf3 alle in vhr liegenden
Punkte und nur diese evne bestummie Bedvngung erfillen, heifit der geometrische

Ort dieser Pumkte.

Den geometrischen Ort anzugeben fiir
. alle Punkte, welche von einem gegebenen Punkte einen gegebenen Abstand « haben.

’.2." die Mittelpunkte aller Kreise, welche einen gegebenen Halbmesser haben und durch

einen gegebenen Punkt gehen.

3. alle Punkte, welche von den Endpunkten einer Strecke gleich weit abstehen.

4. die Mittelpunkte aller Kreise, welche durch zwel gegebene Punkte gehen.

5. alle Punkte, welche von einer gegebenen Geraden den Abstand d haben.

6. die Mittelpunkte aller Kreise, welche den Radius » haben und eine gegebene Gerade
beriihren.

7. alle Punkte, welche von zwei Parallelen gleich weit abstehen.

8. die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei Parallele beriihren.

9. alle Punkte, welche von den Schenkeln eines Winkels gleiche Abstinde haben.

10. die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwel nicht parallele Gerade beriihren.

11. die Scheitel aller rechtwinkligen Dreiecke iiber einer Geraden als Hypotenuse.

12. die Mittelpunkte aller Kreise, welche eine gegebene Gerade in einem gegebenen
Punkte beriihren.

13. die Mittelpunkte aller Kreise, weleche einen gegebenen Kreis in einem gegebenen
Punkte desselben beriihren. |

14. die Mittelpunkte aller Kreise, welche einen gegebenen Halbmesser haben und

~ einen ge.gebenen Kreis @) von auflen, b) von innen beriihren.

15. alle Punkte im Raumte, welche von einem gegebenen Punkte den Abstand d haben.

16. alle Punkte im Raume, die von einer Ebene den Abstand d haben.

17. alle Punkte im Raume, die von zwel gegebenen parallelen Ebenen (z. B. FuB-
boden und Plafond) denselben Abstand haben.

« Ist fiir einen Punkt eine einzige Ortslinie gegeben, so ist dadurch die Lage
des Punktes nicht bestimmt, da es unzahlig viele Punkte gibt, welche in dieser
Ortslinie liegen; ein geometrischer Ort enthdlt daher die Auflosungen einer
unbestimmien Aufgabe. Sind dagegen fiir einen Punkt zwei Ortslinien bekannt, '
so gibt es nur einen oder eine bestimmte Anzahl von Punkten, welche in beiden

geometrischen Ortern liegen; zwei Ortslinien eines Punktes enthalten daher -

die Auflosung einer bestvmmiern Aufgabe.
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Die geometrisch enOrter sind fiir die Auflésung geometrischer Konstruktions-

aufgaben von grofer Wichtigkeit, da es bei diesen meist nur auf die Bestimmung
von Punkten ankommt.

Eiwn Dreieck ABC (Fig. 119) zu konstruteren, wenn zwes Seiten AB und AC § 99.

und dve Hohe CD auf die erste dieser Seiten gegeben sind.

Flckpunkte A und B bestimmt. Fiir den dritten Eck-
punkt O ist ein geometrischer Ort der um 4 mit dem
Halbmesser AC beschriebene Kreis (weshalb?) und
ein zweiter die zu AB im Abstande CD gezogene
Parallele (weshalb?); somit ist auch C bestimmt.

Durch die gegebene Seite AB sind die beiden

Fig. 119.

Die Konstruktion ist aus der Figur ersichtlich.
Die Aufgabe hat zwei Auflosungen oder eine oder

keine. Wann tritt jeder dieser Fille ein? 2t /

N

10.

11.

12.

Aufgaben: § 100.
. In einer Seite eines gegebenen Dreieckes einen Punkt zu finden, welcher von

den beiden anderen Seiten gleich weit entfernt ist.
Ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die Hypotenuse und die Hdhe
auf diese gegeben sind. Welche Fille sind moglich?

Einen Punkt zu suchen, welcher von den Endpunkten einer Strecke gleich weit
entfernt ist und von welchem aus diese Strecke unter einem rechten Winkel
gesehen wird.

Gegeben ist eine Strecke (4 em) und ein Punkt M auBerhalb derselben. Die Punkte
zu suchen, von welchen aus die Strecke unter demselben kael wie von M
gesehen wird. (§ 60, Aufgabe 4, b.)

Ein Dreieck zu konstruieren, wenn zwei Seiten und die Hohe auf die dritte Selte

cegeben sind.

Finen Rhombus zu konstruieren, wenn die Hohe und ein Winkel (29 mm, 70°)

gegeben sind.
Einen Rhombus zu konstruieren, wenn ein Winkel und der Radius des einge-

schriebenen Kreises (25 mm, 65°) gegeben sind.
Ein Trapez zu zeichnen, wenn die zwei Parallelseiten, ein Winkel an denselben
und die Hohe (60 mm, 40 mm, 60°, 45 mm) gegeben sind.
Ein Trapez zu zeichnen, wenn die zwei Schenkel, eine Parallelseite und die Héhe
(34 mm, 42 mm, 48 mm, 27 mm) gegeben sind.
Ein gleichschenkliges Trapez zu zeichnen, wenn der Schenkel, die Diagonale
und die Hohe (36 mm, 46 mm, 28 mm) gegeben sind.
Mit einem gegebenen Halbmesser einen Kreis zu beschreiben, welcher
@) durch zwei gegebene Punkte geht, |
b) durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade beriihrt,
¢) durch einen gegebenen Punkt geht und einen gegebenen Kreis beriihrt,
d) zwel gegebene Gerade beriihrt, |
e) eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis beriihrt,
/) zwei gegebene Kreise beriihrt.
Einen Kreis zu beschreiben, welcher eine Dreiecksseite und die Verlangerungen
der beiden anderen beriihrt.
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13. Einen Kreis zu beschreiben, dessen Mittelpunkt in einer gegebenen Gerader
liegt und dessen Peripherie |
a) durch zwei gegebene Punkte geht,
b) zwei gegebene Gerade beriihrt. (Sie konnen parallel sein oder nicht.)
14. Einen Kreis zu beschreiben, welcher
a) durch einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade in einem gegebenen

_ Punkte beriihrt,
b) zwei gegebene Gerade, und zwar die eine In einem gegebenen Punkte beriihrt.

15. Einem gegebenen Kreisausschnitt einen Kreis einzuschreiben.
16. Drei Kreise, deren Halbmesser gegeben sind, so zu konstruieren, daf sie einander

von aubllen beriihren.
17. Ein rechter Winkel ist gegeben; es sind Punkte zu suchen, die ) von dem einen
Schenkel den Abstand 5 em, b) von dem anderen Schenkel den Abstand 4 em haben,

¢) beiden Bedingungen geniigen.
Wieviel Punkte geniigen der Forderung in @ und b, wieviel der in ¢?
18. Man bestimme nach Aufgabe 17 die Lage eines Punktes in der Ebene der Tafel!

Zwolfter Abschnitt.

Die senkrechten Formen des Prismas, des Zylinders, der Pyra-
] mide und des Kegels.

Mi Das senkrechte Prisma') und der senkrechte Zylinder?).

i Beispiele fiir das Prisma sind auBer den bei dem Wiirfel und dem Quader genannten
Korpern kantige Bleistifte und Trinkglaser, fiir den Zylinder eine Walze, ein Lampen-

zylinder, eine Miinze.
Ahnlich wie der Quader iiber einem rechtwinkligen Parallelogramme auf-

gebaut ist, konnen auch verwandte Korper iiber anderen ebenen Kiguren er-
richtet werden.

Man lege ein Dreieck zunéchst auf die Tischebene und nehme mit ihm eine
Parallelverschiebung in vertikaler Richtung vor! Es entsteht cin senkrechles
dreiseitiges Prisma (Séule, Fig.120), welches von zwel kongruenten Drei-
ecken als Grundflichen und drei Rechtecken als Seitenfléchen begrenzt wird. Die
simtlichen Seitenflichen bilden den Mantel des Prismas. Grundkanten?
Seitenkanten? Hohe? Vergleiche die Seitenkanten nach ihrer Linge! Dieses
Prisma heifit ein senkrechtes, dreiseitiges Prisma. Wie wiirde man ein senk-
rechtes vierseitiges, fiinfseitiges, sechsseitiges ... Prisma erhalten?

Regelmifivg heillt ein senkrechtes Prisma, wenn es zu Grundildchen
regelmiBige Figuren hat.

Ein schiefes Prisma erhalt man durch eine Para]lelverschlebung einer ebenen
geradlinigen Figur aus der horizontalen Lage in einer schrigen Richtung.

Wiirfel und Quader sind besondere Formen der Prismen.

Legt man durch zwei nicht aufeinander folgende Seitenkanten eines Prismas .

- eine Ebene, so heiit die Durchsehnittsfigur ‘ein Diggonalschnitt des Prisma.s.///

1) Griech. prisma (7pioua). — 2) Griech. kylindros (x¥Awdgoc), Walze.
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Legt man einen Kreis zundchst auf eine horizontale Ebene und nimmt dann
in vertikaler Richtung eine Parallelverschiebung vor, so beschreibt er einen
senkrechten Zylinder (Fig. 121). Dieser ist von zwei parallelen und kongruenten
Kreisflichen als Grundflichen und einer zwischen diesen liegenden krummen
Flache als Mantelfliche begrenzt. Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte
heilit die Achse. Eine Seite CD des Zylinders erhiilt man durch die Verbindung
der Endpunkte zweler paralleler und gleichgerichteter Radien der Grundfléchen.
Vergleiche die Seiten nach ihrer Lénge! Hohe des Zylinders? Ist eine Seite
(Hohe) eines senkrechten Zylinders dem Durchmesser der Grundflidche gleich,
s0 hei3t der Zylinder gleichseitrg. Ein Achsenschniitt ist der Schnitt emes Zylinders
mit einer durch die Achse gelegten Ebene. Welche Figur ist der Achsenschnitt
eines senkrechten, eines gleichseitigen Zylinders? '

Einen senkrechten Zylinder kann man auch durch eine Umdrehung emes Recht-
eckes um eine seiner Seiten entstanden denken; erist daher ein Rotationskorper?).
Welche Seite des Rechteckes gibt dieH¢he, welche den Radius der Grundfldche ?
Welche Figur erzeugt durch eine Umdrehung einen gleichseitigen Zylinder ?

Einen schiefen Zylinder erhélt man durch eine Parallelverschiebung eines
Kreises aus der horizontalen Lage in einer schrégen Richtung.

Fig. 120. Fig. 122.

/ Q
Fig, 121.
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Das Netz eines regelméBigen Prismas zu zeichnen, wenn die Grundflache
a) ein Dreieck (welches?), b) ein Viereck (welches?) ¢) ein Sechseck ist. Welche
Figur ist das Netz des Mantels? Grundlinie und Héhe dieser Figur?

Fig. 122 enthilt das Netz eines senkrechten Zylinders. Der Mantel ist emn
Rechteck; die Seiten, welche von den beiden Grundkreisen beriihrt werden,
miissen 3+ mal so groB sein als ihr Durchmesser.

Die gerade Pyramide. | - | § 102.

Beispiel: Ein nur von Dreiecken begrenztes Turmdach.
Denkt man sich mit dem Dreiecke ABC (Fig. 123) eine Parallelverschiebung
so vorgenommen, dafl der Mittel]punkt D des umgeschriebenen Kreises stets

1) Lat. rotare, kreisformig herumdrehen.
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in derselben Normalen SD der Dreiecksfliche bleibt und das Dreieck gleich-
miBig so abnimmt, daB es endlich in einem Punkte § verschwindet, so wird
ein Korper beschrieben, der eine senkrechie (gerade) dreisevtige Pyramaide')
genannt wird. Sie ist von einem Dreiecke ABC als Grundfliche und von drei
Dreiecken als Seitenflichen, welche den Mantel der Pyramide bilden, begrenzt.
Grundkanten, Seitenkanten. Die letzteren sind gleich lang. Nachweis durch
Verbindung der Punkte 4, B, C mit dem Punkte D und Kongruenz von Drei-
ecken, in welcher die Seitenkanten der Pyramide als Seiten vorkommen. (SW.)
Der Mantel ist also von gleichschenkligen Dreiecken gebildet. Der Punkt §
heiBlt der Scheitel, SD (senkrecht auf der Grundfliche) die Hihe der Pyramide.
In gleicher Weise kann auch eine gerade vierseitige fiinfseitige . . Pyrami de
- entstehen. In jedem Falle muBl die Grundiliche ein Sehnenpolyo on sein.

Fig. 123. Fig. 124, Fig. 125.
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Eine senkrechte Pyramide, deren Grundfléche eine regelmiBige Figur ist,

~ heilit regelmafirg. Ihr Mantel ist von kongruenten gleichschenkligen Dreiecken

gebildet. (555.) Eine regelmébige Pyramide ist gleichkantig, wenn die Seiten-
kanten den Grundkanten gleich sind.

Emne von vier gleichseitigen Dreiecken * begrenzte Pyramide heiBt ein
Tetraeder®) (Fig. 124), eine von acht gleichseitigen Dreiecken gebildete Doppel-
pyramide (Fig. 125) ein Oktaede*ra) Dle gemeinschaftliche Grundfliche ist ein
Quadrat.

Jede senkrechte Pyramide kann auch dadurch erzeugt werden, daB man
im Mittelpunkte D (Fig. 123) des einem Sehnenpolygon umgeschnebenen Kreises
die Normale errichtet, emnen ihrer Punkte S mit einem Eckpunkte des Polygones
durch eine Gerade verbindet und diese Verbindungslinie an dem Umfange
des Vieleckes so herumfiihrt, dal sie immer durch den Punkt S geht. Sie
beschreibt dabei den Mantel der Pyramide.

1) Griech. pyramis (wvpauic). — ?) Tetraeder wird auch eine dreiseitige Pyramide iiber-
haupt genannt. Das oben erwihnte heit dann ein regelmiBiges Tetraeder. Der Name
Tetraeder stammt aus dem Griechischen: hedra (édoa) Sitz, Basis, Fliche und tetra (rerpa) in
fusammensetzungen vier = Vierflichner. — 3) Griech. okto (dxrcb), acht und &5pa = Acht-
flachner.



Anzugeben, wie eine regelméafBige a) vierseitige, b) sechsseitige Pyramide
entstehen kann. Fig. 126 enthalt das Netz einer senkrechten dreiseitigen Pyramide.
Wie lange ist die gebrochene Linie ABCD? Was ist S4 an der Pyramide ?

Schneidet man

die Pyra,mxde Fig. 126. ‘ _ Fig. 127.
SABC (Fig. 127) S
durch eme zur
Grundfliche paral-

lele Ebene, so wird
sie in zwel Teile
zerschnitten, von
welchen der eine - -

~

ABCA'B'C’ Pyra- g4

midenstumpf, der

- zweite SA'B'C’ die

Erginzungspyramide heil3t.
Sind die Seitenkanten einer Pyramide unglelch so heilt die Pyramide

eine schiefe.

B

Der senkrechte Kegel. § 103.

Beispiele." Papiertiite, Stamm eines Tannenbaumes; fiir den Kegelstump! ein
Trichter.

Nimmt man mit einem Kreise eine Parallelverschiebung so vor, da der
Mittelpunkt stets in derselben Normale auf die Kreisfliche bleibt und der
Kreis glelchmaﬁlg so abnimmt, dal er endlich in einen Punkt sich zusammen-
zieht, so wird ein Korper beschrieben, der ein senkrechier Kegel
.heLBt Er ist von einem Kreise als Grundfliche und einer
krummen Flache, dem Mantel, begrenzt. ;

Der senkr eehte Kegel kann auch dadurch erzeugt werden,
dal man im Mittelpunkte eines Kreises die Normale auf die
Kreisfliche errichtet, von einem ihrer Punkte § (Fig. 128)
zur Peripherie des Kreises eine Strecke zieht und diese an dem
Umfange des Kreises so herumfiihrt, daB sie immer durch den /__— :
Punkt S geht. Sie beschreibt dabei den Mantel emes senk- A 6;1
rechten Kegels.

Der Punkt S heiBt der Scheztel eine Strecke (SA), welche den Scheitel mit
einem Punkte der Grundfldche verbindet, eine Seife des Kegels. Alle Seiten
eines senkrechten Kegels sind gleich lang. (Kongruenzsatz?) Die Achse des
- Kegels ist die Strecke zwischen dem Scheitel und dem Mittelpunkte des Grund-
kreises; sie ist zugleich die Hghe des senkrechten Kegels.

Ist die Seite eines senkrechten Kegels dem Durchmesser der Grundfléache
gleich, so heiBt der Kegel ein gleichseitiger. |

Legt man durch die Achse eines Kegels eine Ebene, so heit die Schnitt-

Fig. 128.
.
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figur ein Achsenschniit des Kegels. Er ist ein Dreleck welches bei einem a) senk-
rechten, b) gleichseitigen Kegel?

Emen senkrechten Kegel kann man auch durch eine Umdrehung eines
rechtwinkligen Dreieckes um eine seiner Katheten erzeugen. Was bedeutet
diese Kathete an dem Kegel, was die andere Kathete, was die Hypotenuse ?
Welches rechtwinklige Dreieck erzeugt durch eine Umdrehung einen gleich-
seitigen Kegel ?

Wie erhilt man einen Kegelstumpf? (Analogie mit dem Pyramiden-
stumpf.)

Netz eines senkrechien Kegels. Da alle Punkte der Peripherie des Grund-
kreises eines senkrechten Kegels von dem Scheitel gleich weit entfernt sind,

Fig. 129. so.erhilt man durch das Aufrollen

§ seines Mantels einen Kreisausschnitt,
welcher die Peripherie der Grund-

flache zum Bogen und die Seite des

Kegels zum Halbmesser hat. Um das
B  Netz eines senkrechten Kegels zu

erhalten, hat man an den Bogen des

Kreisausschnittes, den man durech

Aufrollen des Mantels erhilt, noch

den Grundkreis zu zeichnen (Fig. 129).

Den Bogen des Kreisausschnittes

kann man annéhernd in folgender Weise

~ erhalten: Ermub (§ 123) 31 mal so grof

als der Durchmesser des Grundkreises

sein. In-Fig. 129 ist der Durchmesser

in 5 gleiche Teile geteilt und auf dem Bogen AB, dessen Radius einer Seite des

Kegels gleich ist, sind 152 eines solechen Teiles a.ufgetla,ven In je mehr Teile der Durch-

messer geteilt wird, desto genauer wird dieses Verfahren. Weshalb ist es nur an-
niahernd richtig?

Liegt der Scheitel eines Kegels nichtin der Normalen, welche im Mittelpunkte

auf die Ebene des Grundkreises errichtet wird, so heifit der Kegel ein schiefer.

- §104. Aufgaben:

1. In was fiir Kérper wird a) ein Wiirfel, ) ein Quader durch einen Diagonalschnitt
zerlegt ?

2. Die Symmetrieebenen ) eines reﬂ'elma,Blgen dreiseitigen Prismas, b) eines gera,den
Prismas, dessen Grundfliche ein gleichschenkliges Dreieck ist, anzugeben.

3. Wo sind bei einem Modell eines geraden Prismas die Neigungswinkel der Seiten-
flichen gegeneinander abgebildet ?

4. Was ist der geometrische Ort fiir alle Punkte des Raumes, welche von einer Strecke

den Abstand @ haben?

Die Symmetrieebenen eines geraden Zylinders anzugeben.

Welchen vierseitigen Prismen iiberhaupt und welchen Prismen mit Parallelo

grammen als Grundilichen insbesonders 1alt sich ein Zylinder @) einschreiben,

b) umschreiben? ‘

o
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Das Netz a) eines Tetraeders mit der Kante 6 ¢m, b) eines Oktaeders mit der Kante
H em zu zeichnen und mit dem Netze diese Korper zu modellieren.

Zu a). Uber jeder Seite eines gleichseitigen Dreieckes wird nach auBen ein
gleichseitiges Dreieck konstruiert. Zu b). Eine Hillte des Netzes des Oktaeders
erhilt man dadurch, daB man um den Mittelpunkt eines Kreises vier gleichseitige
Dreiecke nebeneinanderlegt, deren Seite dem Radius des Kreises gleich ist.
Zeichnet man beide Hilften so nebeneinander, dall zwei gleichseitige Dreiecke
dieser Hillten eine Seite gemeinschaftlich haben, so erhélt man das Netz des
canzen Oktaeders.

8. Das Netz einer regelmifBigen sechsseitigen Pyramide zu zeichnen und diesen Korper
zu modellieren. (Grundkante 4 em, Seitenkante 7 em.)

9. Die Symmetrieebenen a) eines Tetraeders, b) einer regelméfigen vierseitigen Pyra-
mide anzugeben.

10. Die Grundkante einer regelmifigen a) vierseitigen, b) sechsseitigen Pyramide
ist 4 ¢m, jede Seitenkante 6 ¢m. Die Hohe zu konstruieren.

11. Die Grundkante einer regelmiBigen fiinfseitigen Pyramide ist b em, die Hohe 7 em;
eine Seitenkante zu konstruieren.

12. Welche Vierecke itberhaupt, welche Parallelogramme insbesonders kénnen Grund-
flichen einer senkrechten Pyramide sein?

13. Die Symmetrieebenen eines geraden Kegels anzugeben.

14. Wie viele von den Stiicken: Radius der Grundfliche, Hohe, Seite eines geraden

Kegels miissen gegeben sein, um die iibrigen konstruieren zu konnen?

15. Welche Flichen kommen an einer Zwirnspule vor?

-16. Zwei Punkte liegen @) auf einer ebenen Fliche, b) auf einer Zylinderfliche, ¢) auf
einer Kegelfliche, d) auf einer Kugeliliche. Was 1aBt sich iiber die Lage der diese
Punkte verbindenden Strecke zu diesen Flichen sagen?

-:--:'l

Dreizehnter Abschnitt.

Fldchengleichheit, Verwandlung und Teilung ebener ‘F\iguren.

Zwei Figuren, welche denselben Flicheninhalt haben, heiBen fldchengleich. §106.
Zwei kongruente Figuren sind auch flichengleich. Figuren, welche aus kon-
gruenten Teilen bestehen, sind im allgemeinen nicht kongruent, aber stets
flachengleich (Fig. 130).

Fig. 130.

MY

Zieht man (Fig. 131, a) auf die Verlingerung der Seite CD des Parallelo- § 106.
orammes ABCD von A und B die Normalen AF und BE, so erhilt man das
Rechteck ABEF, welches mit dem Parallelogramm ABCD gleiche Grundlinie
und gleiche Hohe hat. Die Dreiecke AFD und BEC sind kongruent (Kon-

Moénik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f. d. 1. b. 3. Kl. d. Mittelschulen. 6
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gruenzsatz?) Zieht man jedes von dem Trapeze ABCF ab, so miissen auch die
Reste gleich sein, d. h. Parallelogramm 4BCD = Rechteck ABEF.

Fig. 131 a. Fig. 131D. Fig. 131c.
F e 4
G 3 _ il D Gidbeelh GE - ¢
A B A B A o

Der Punkt £ kann auch mit D zusammenfallen oder zwischen die Punkte
C und D fallen (¥ig. 131, b und ¢). Der Schiiler zeige, dal man auch in diesen
Fiallen zu dem Ergebnis gelangt:

Jedes schvefuinklige Parallelogramm st flichengleich einem Rechtecke, das
mat vhim gleiche Grundlinie und gleiche Hihe hat.

Aus diesem Lehrsatze folgt: |

Zwer Parallelogramme von gleicher Grundlinie und gleicher Hohe sind flichen-
glesch; denn jedes ist mit demselben Rechtecke flichengleich.

Zieht man (Fig. 132) durch
die zwel Eckpunkte C und B des
Dreieckes ABC Parallele mit den -
gegeniiberliegenden Seiten, so0
entsteht das Parallelogramm

: : Yiilen. e ABDC, welches mit dem A ABC
4 " b H B gleiche Grundlinie und gleiche

Hohe hat; von diesem Parallelogramm ist ABC die Hilfte.

Jedes Dreieck ist die Hilfte ewnes Parallelogrammes, das mit thim gleiche
Grundlinie und gleiche Hdohe hat.

Hieraus folgt:
Zawev Dreiecke von gleicher Grundlinie und gle@cher Hdhe sind flichengleich.

§ 108.  Halbiert man in E den Schenkel BC des Trapezes ABCD (Fig. 133) und
zieht durch D und E die Strecke DF, so ist A CDE L BFE. (Kongruenzsatz?)
Addiert man daher zu dem Viereck ABED einmal das A CDE und dann das
A BFE, so miissen die Summen gleich sein, d. i. Trapez ABCD = Dreieck
AFD. Die Grundlinie des Dreieckes AFD ist AB -+ BF = AB - CD, also
gleich der Summe der Parallelseiten des Trapezes, und die Hohe DH gleich
der Héhe des Trapezes.

Jedes Trapez st flichengleich einem Dreiecke, das mit thm gleiche Hihe hat
und dessen Grundlinie gleich 1ist der Swmme der parallelen Seite des Trapezes.

§ 109.  Es sei (Hig. 134) O der Mittelpunkt des regelmﬁﬁféen Vieleckes ABCDEF
und OP | AB. Zieht man die Strecken OA, OB, OC, ..., so wird das Vieleck

S e s Fig. 133.
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in kongruente Dreiecke zerlegt. Trdgt man nun alle Seiten des Vieleckes auf
der verlingerten AB auf und zieht von den Endpunkten zu dem Punkte O
Strecken, so ist A HOL = A AOB X 6, Polygon ABCDEF = A\ AOB X 6.
Daher Polygon ABCDEF = /A HOL.

Jedes  regel-
mapige Vieleck st
flachenglevch exnem
Dreiecke, das den
Umfang des Viel-
eckes zur Grund-
linve und den Ab-
stand sevnes Mittel-

punktes von ewmer
Seite zur Hohe hat.
| LiBt man die Zahl der Seiten des einem Kreise ein- oder umgeschriebenen
Vieleckes ohne Ende zunehmen, so nidhert sich jedes der beiden Vielecke ohne
Ende dem Kreise, ihr Umfang der Peripherie und der Abstand ihres Mittel-
punktes von emer Seite dem Halbmesser des Kreises.

Daraus ergibt sich:
Ewn Kreis ist flichengleich einem Dreiecke, das die Peripherie des Kreises

zurr Grundlimie und den Halbmesser zur Hohe hat.
Ebenso findet man:

Evn Kreisausschnatt vst flachengleich einem Dreiecke, das die Linge des Kreis-
bogens zur Grundlinie und den Halbmesser zur Hohe hat. |

Die Verwandlung eines Kreises oder Kreisausschnittes in ein Dreieck kann da-
durch ausgefithrt werden, dall man die Peripherie beziehungsweise den Bogen des

Ausschnittes in kleine Teile teilt und diese auf Fie 135
eine Gerade iibertriigt. Uber der so erhaltenen S

Strecke als Grundlinie konstruiert man ein K

Dreieck, dessen Hiohe der Radius ist. Weshalb

1st dieses Dreieck nur anndhernd dem Kreise

oder dem Sektor gleich ? 3 | A Sl
C

Flachensitze des rechtwinkligen Dreieckes.

Zieht man (Fig. 135) die Hohe des
rechtwinkligen Dreieckes ABC auf die
Hypotenuse, so erhilt man zwei Abschnitte
der Hypotenuse.

Man konstruiere ferner iiber den drei
Seiten des rechtwinkligen Dreieckes die
Quadrate, verlingere CD bis L und ziehe
die Strecken F'B und CG/

1. Es ist A ABF £ AGC (Kongru-
enzsatz ?)

6*



Da A ABF = L AFEC und A ACG = § ADLG, so 1st AFEC = ADLG

Ebenso kann bewwsen werden, dal BGKJ DBHL.

Das Quadrat iiber jeder Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes st gleich dem
Rechteck aus der Hypotenuse und ihrem der Kathete anliegenden Abschnaitte.

2. Da die Summe der Rechtecke ADLG und BDLH das Quadrat der Hypo-
tenuse ist, so felgt:

Das Quadrat iiber der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes st gleich

der Summe der Quadrale der bevden Katheten.

Dieser Satz heit nach dem griechischen Mathematiker Pythagoras (geb. um
568 v. Chr.), der ihn gefunden hat, der Pythagoreische Lehrsatz. Der obige Beweis
rithrt von Euklid; er lebte um das Jahr 300 v. Chr.

Daher ist das Quadrat iiber einer Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes
gleich der Differenz der Quadrate iiber der Hypotenuse und der anderen Kathete.

§ 111. Verwandlung ebener Figuren.

Ein gegebenes Gebilde in ein anderes verwandeln heilit ein Gebilde kon-
struieren, welches bestimmten Bedingungen entspricht und dem gegebenen
flichengleich ist.

a) Ein ungleichseitiges Dreieck ABC (Fig. 136) wn ein gleichschenkliges wber
derselben Grundlinie AB zu verwandeln.

Die Konstruktion ist aus Fig. 136 zu erkennen. Beweis?

b) Ein gegebenes Dreieck ABC (Fig. 137) . ewmn

Fig. 136. anderes zu verwandeln, das an der Grundlinie enen
R gegebenen Winkel o enthdlt.

s Fig. 137. Fig. 138.
Ui B
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Die Konstruktion ist aus Fig. 137 zu erkennen. Bewels?

¢) Ein Dreieck ABC mit Beibehaltung des Winkels A (Fig.138) wn ewn anderes
zu verwandeln, das eine gegebene Grundlinie a hai.

Man mache AD = a, ziehe CD, BE || CD und verbinde D mit E/

Der Schiiler beweise mit Beachtung des gemeinschaftlichen Dreieckes
ACD, daB N ABC = A ADE ist!

Dieselbe Verwandlung vorzunehmen, wenn a > AB ist.

d) Ein Dreieck ABC mat Beibehaltung des Winkels A (Fig. 139) wn emn anderes
zu verwandeln, das eine gegebene Hohe h hai.

Man errichte AD = h senkrecht auf AB, ziehe DE || AB, dann EB, und
OF | BE! Zieht man nun die Strecke EF, so ist A AEF = /\ ABC. Beweis
wie bei der Aufgabe in ¢).
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Dieselbe Verwandlung vorzunehmen, wenn h grofer als die Hohe des gegebenen -
Dreieckes 1st.

¢) Ein Dreieck in ewm Parallelogramm mat gleicher Grumdlinve zu wver-
wandeln. |

Man halbiere (Fig. 140) die Seite BC, ziehe durch den Halbierungspunkt
EDF || AB, ferner BF || AC! Das dem Dreiecke ABC flichengleiche Parallelo-
gramm ist ABFD. Durch die Kongruenz der Dreiecke
CDE und BFE nachzuweisen. |

f) Ein Rechteck ABCD (Fig.141) i ein Quadrat
zu verwandeln.

Man verlingere die kleinere Seite AB bis E, so
daBB AE = AD wird, beschreibe iiber AE einen Halb-
kreis, welcher die verlingerte Seite CB in F trifit!
Zieht man AF und beschreibt dariiber das Quadrat
AFGH, so ist dieses dem gegebenen Rechtecke gleich.
(§ 110, 1.) |

q) Ein Vieleck ABCDEF (Fig. 142) wn emn anderes
zu verwandeln, das evne Seite wenmiger hat.

Man ziehe die Diagonale DF, EG || DF und ver-
lingere AF bis G/ Zieht man DG, so ist das Vieleck
ABCDG gleich dem Vielecke ABCDEF; zu beweisen
mit Hilfe der Dreiecke FDE und FDG.

Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann jedes
Vieleck in ein Dreieck verwandelt werden. Da sich nun
jedes Dreieck in ein Parallelogramm, dieses in ein Rechteck
und letzteres in ein Quadrat verwandeln laBt, so kann
auch jedes Vieleck durch bloBe Konstruktion inein Quadrat
verwandelt werden.

Fig. 139.

Teilung ebener Figuren.

a) Ein gegebenes Dreveck durch Strecken, welche durch
einen Eckpunkt gehen, in mehrere gleiche Teile zu teilen.

Teile die diesem Eckpunkte gegeniiberliegende
Seite in so viele gleiche Teile, als verlangt werden, und
verbinde die Teilungspunkte mit jenem HKckpunkte
durch Strecken! |

b) Ewn Parallelogramm in mehrere gleiche Teile zu
terlen, so daf die Teilungslinien mit zwer Gegenseiten
parallel sind. '

Teile die beiden anderen Gegenseiten in die ver-
langte Anzahl gleicher Teile und verbinde je zwel
gleichliegende Teilungspunkte durch eme Strecke! (§ 70, Aufgabe 2.)

- ¢) Ein Trapez in mehrere gleiche Teile zu teilen, so daf die Teilungslinien die
beiden parallelen Seiten schreiden. -

G -
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Dureh Teilung der Parallelseiten in gleiche Teile und Verbindung der ent-
sprechenden Teilungspunkte.

§ 118. 1. Ewn Quadral zu konstruveren, welches der Summe zweier gegebener Quadrate
gleich ust.
Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten den Seiten
der gegebenen Quadrate gleich sind; die Hypotenuse dieses Dreieckes ist die
Seite des verlangten Quadrates.

2. Em Quadrat zu konstruieren, welches der Differenz zweier gegebener Quadrate

gleveh vst.
Ebenfalls mlt Hilfe eines rechtwinkligen Dreieckes zu losen; wie grof§ ist
die Hypotenuse, wie groB eine Kathete?

§ 114. Aufgaben:

1. Welche Bewegung ist fiir die Spitze eines Dreieckes gestattet, wenn die Grund-
. linie und die Fliche ungeandert bleiben sollen?
22. Ein schiefwinkliges Dreieck in ein rechtwinkliges iiber derselben Grundlinie zu

Y verwandeln.
Der rechte Winkel kann ) an der Grundlinie, b) gegeniiber der Grundlinie

en.
i3 ﬁnstmiere ein Dreieck mit den Seiten 31 mm (Grundlinie) und 40 mm urd dem
S eingeschlossenen Winkel 45° und verwandle es dann in ein Dreieck mit der Grund-
linie 45 mm und einem anliegenden Winkel von 60°!
Wenn die Grundlinie und der Flicheninhalt eines Parallelogrammes ungeindert -
bleinen sollen, welche Bewegung ist fiir die Gegenseite der Grundlinie zuliissig ?
2 )‘o/ Ein schiefwinkliges Parallelogramm in ein Rechteck zu verwandeln.
8 Ein Dreieck in ein Rechteck mit gleicher Grundlinie zu verwandeln.
'7. Ein Quadrat in ein Dreieck zu verwandeln, von dem eine Seite und ein W inkel
geceben sind.
8. Ein Parallelogramm in ein ‘anderes a) mit einer gegebenen Seite, b) mit einem
~ gegebenen Wlnkel zu verwandeln,
-9. Ein Dreieck ist in ein Parallelogramm von gleicher Héhe zu verwandeln.
10. Wenn die Parallelseiten eines Trapezes der Liinge nach ungedndert bleiben, welche
- Verschiebung ist fiir die eine zulissig, wenn die Fliche keine Anderang erfahren
. / soll?
\11. Ein Trapez in ein Parallelogramm zu verwandeln.
~ 12. Ein ungleichschenkliges Trapez in ein gleichschenkliges zu verwandeln.
13. Ein Trapezoid in ein Rechteck zu verwandeln.
'14. Ein unregelméifBiges Fiinfeck in ein Dreieck zu verwandeln.
‘15. Konstruiere ein Quadrat, welches einem regelmiBigen Sechsecke iiber der Seite
2 em flachengleich ist! -
16. Konstruiere ein Dreieck, welches einem regelmifBigen Achtecke uber der Seite
20 mm gleich ist! ,
17. Zwei Parallelogramme mit gleichen Grundlinien a) zu addieren, b) zu subtrahieren.
18. Zwei Parallelogramme mit gleichen Hohen «) zu addieren, b) zu subtrahieren.
19. Zwei Dreiecke mit gleichen Hohen a) zu addieren, b) zu subtrahieren.
20. Zwei beliebige Parallelogramme (Dreiecke) a) zu addieren, b) zu subtrahieren.
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21. Ein Quadrat zu konstruieren, welches a) doppelt so groB, b) halb so gro8 als ein
oegebenes Quadrat 1st.

- 22. Ein Quadrat zu konstruieren, das :

| a) der Summe dreler oder mehrerer gegebener Quadrate gleich ist;
b) dreimal, viermal so grof} ist als ein gegebenes Quadrat.

23. Ein Dreieck und ein Rechteck sind gegeben; a) die Summe, b) die Differenz beider
als ein Quadrat darzustellen. '

24. Ein Parallelogramm von einem Eckpunkte aus a) in vier, b) in fiinf gleiche Teile

zu teilen.

Vierzehnter Abschnitt.

Berechnung der ebenen Figuren; Anwendungen des Pythago-
reischen Lehrsatzes.

Die Bestlmmung des Flidcheninhaltes gesehieht nicht durch unmzttelbmes§ 115.
- Auftragen der FlachenmaBe auf die zu messende Fliche (vgl. Fig. 42 und Fig. 43), |
da dieses sehr miithsam und meistens auch unausfithrbar wiare. (Wann?) Man
bestimmt vielmehr den Flidcheninhalt mattelbar, indem man diejenigen Strecken,
von denen die GréBe der Figur abhingt, mit dem LéngenmaBie mift und aus
den Malizahlen dieser Strecken den Inhalt der Flache durch.Rechnung sucht.

Das Quadrat. f | § 116.

In § 37 a wurde folgender Lehrsatz nachgewiesen:

Die Mafizahl fiir den Flicheninhalt eines Quadrates ist dem Quadrate der.
Mafzahl emner Seute gleich.

Bezeichnet man die Maflzahl der Seite eines Quadmtes durch @ und die MaB-
zahl seines Fldcheninhaltes durch 7, so ist

_ I — |
- Beil den Bel echnungen sind die Zahlen, welche aus Messungen hervor- |

- gegangen sind, als unvollstdndig anzusehen, daher ist das Endresultat mit der
~erreichbaren Genauigkeit durch abgekiirzte Rechnungen zu entwickeln.

Aufgaben:

1. Die Seite eines Qua,drates ista)236 m, 5)359 ... em,c) 0715 ... m,d) 3475 ... m

- Wie groB ist 1. der Umfang, 2. der Flicheninhalt ?

2. Der Umfang eines Quadrates ist 217m 2.. em. Wie grof} ist der Flicheninhalt?

- 3. Man will in einem quadratférmigen Garten, dessen Seite 58 m 5 dm ist, ringsherum
einen Weg machen, der eine Breite von 1 m 2 dm haben soll; welchen Flﬁehenraum
wird dieser Weg einnehmen ?

%b Wenn die Pflasterung eines quadratischen H ofes 500 K kostet, wie hoch kommy uniter
“iibrigens gleichen Umstimden die Pflasterung eines Hofes von a) doppeller, b) halber
Seutenlinge 2 (Vgl. § 37 a, Aufgabe 5.)

5. Man stecke nach dem AugenmaBe auf dem Felde ein Quadrat mit dem Flichen-
inhalte @) 1 a, b) 1 ha ab und priife sodann die Schitzung durch Messung!

Das Rechteck. § 117.

In § 37 b wurde fiir die Berechnung des Flacheninhaltes eines Rechteckes
gefunden
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Die Mafzahl fiir den Flicheninhalt eines Rechteckes st gleich dem Produkte
aus der Mafzahl der Grundlinie und der Mafizahl der Hahe.

Bezeichnen g und % die MaBzahlen der Grundlinie und der Hohe eines Recht-
eckes und f die MaBzahl seines Flicheninhaltes, so ist

| [=g.h
Wie findet man aus dem Produkte zweier Faktoren und dem einen Faktor

den anderen?
Priife die Richtigkeit der Gleichungen:

f f
o i
g 2 und A 2
Driicke diese zwei Formeln mit Worten aus!
Aufgaben:

1. Bestimme 1. den Umfang, 2. den Flicheninhalt folgender Rechtecke:
a) Grundlinie 12 m 3 dm 3 em, Hohe 9m 2 em;
b) Grundlinie 3-215. .. m, Hohe 1-064 ... m!
V2. Der Flicheninhalt eines Rechteckes ist 34:2 m2, die Grundlinie 9m. Wie groB

,ist die Hohe? |
;3. Ein Rechteck ist 0-873 .. m breit und enthiilt 1217 .. m® Wie grof ist seine

Léange?
4. Der Umfang eines Rechteckes betriigt 87-432...m, eine Seite 18246...m. Wie
~ groB ist der Flicheninhalt?

X 5. Ein Quadrat hat mit einem Rechtecke, dessen Seiten 62 em und 34 em sind,
gleichen Umfang. Um wieviel ist der Flicheninhalt des Quadrates grofier als
der des Rechteckes? |
Ein Spiegel mit Rahmen hat 6 dm 3 ¢m Breite und 8 dm 5 cm Hohe. Wie grob
ist @) der Umfang, b) der Flicheninhalt der sichtbaren Spiegelfliche, wenn der

hmen 5 em breit ist? |

/ 7 Ein Kassatisch, der 1-3 mlang und 0-8 m breit ist, soll eine Steinplatte erhalten.
Wieviel kostet die Platte, wenn das Quadratmeter mit 174 K bezahlt wird?

in Dach von 7-4 m Linge und 58 m Breite soll mit Zinkplatten belegt werden.

/" a) Wieviel Platten von 15 m Lénge und 8 dm Breite sind dazu erforderlich, wenn

v an jeder Seite der Platte 3 cm durch die Falze verloren gehen? b) Wieviel kosten
ie, wenn jede Platte 12 kg wiegt und 1 k¢ Zinkplatte mit 80 & bezahlt wird?

Xﬁeﬂ‘n Gang ist 12 m lang, 3 m breit. Wieviel quadratische Platten von 30 em Seite

¢ sind zur Pflasterung erforderlich? Was kostet sie, wenn eine Platte mit 1 K 60
berechnet wird ?

110. Ein Acker hat die Gestalt eines Rechteckes und ist 116 m lang und 18 m 5 dm

" breit. Wieviel Weizen wird zur Aussaat erfordert, wenn man auf 1 a 24 [ Weizen
aussit?

/“ . Wie dndert sich die Fliiche eines Rechieckes, wenn a) die Grundlinie oder die Hdihe
mit 3 multipliziert oder dwrch 3 dividiert wird2 b) Die Grundlinie und die Hohe
mit 3 beziehungsweise 4 multipliziert oder durch diese Zahlen dividiert werden? c) Due

- Grundlinie und die Hohe mat 3 mullipliziert beziehungsweise durch 3 dividiert werden ?
(Bestitigung durch Zewchnungen.) >

Wie dndert sich die Grundlinie eines Rechieckes, wenn bet ungednderter Hohe

die Fliche verdoppelt wird® Wenn ber ungeinderler Fliche die Hohe verdoppell
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wird 2 Wenn die Fliche und die Hohe verdoppelt werden 2 Ahnliche Fragen bezilg-
lich der Hohe.

12. Die Fliche eines Viereckes mit zueinander normalen Diagonalen ist der Hailfte
eines Rechteckes gleich, welches die Diagonalen dieses Viereckes zu Seiten hat;

d;l , wenn d und d' die Diagonalen sind (z. B. Deltoid, Rhombus.

Gilt diese Formel auch fiir das Quadrat?).

mithin ist f =

Das schiefwinklige Parallelogramm., | § 118.

Die Mafzahl fir den Flicheninhalt evnes jeden Parallelogrammes st gleich
dem Produlte aus den Mafizahlen der Grundlinie und der Hohe.

Folgt aus-§ 106 und § 117.

Daher ist wie beim Rechtecke f=¢gh. g=? h=7

Aufgaben.:

. Die Grundlinie eines Rhomboides ist 108 dm, die Hohe 64 dm; wie grofl ist der
Flicheninhalt?
%. Von einer Wiese, welche die Form eines Rhomboides hat, worin die Grundlinie
- 66'4 m und die Hohe 452 m betriigt, wird ein Stiick von 14 m Hohe parallel mit
der Grundlinie abgeschnitten und zu Ackerland gemacht. @) Wie groll war die
~Wiese? b) Wie grofl ist das iibrig bleibende Stiick?
3. Die Fliche eines Parallelogrammes ist 19-437... m2?, die Grundlinie 6-238... m
Die Hohe zu berechnen.
4. Was geschieht mit der Fliche eines Quadrates, wenn es mit ungeénderter Seiten-
lédnge in einen Rhombus umgestaltet wird? Was mit der eines Rechteckes, wenn es
ohne Anderung der Seiten in ein Rhomboid umgesindert wird ?

Das Dreieck. § 119.

Die Mafzahl fiir den Flicheninhalt eines Dreveckes st gleich dem halben
Produkte aus den Mafzahlen der Grundlinie und der Hdahe.

Folgt aus § 107 und § 118.
Bezeichnen ¢ und & die MaBzahlen der Grundlinie und der Hohe eines

Dreieckes und f seinen Fldcheninhalt, so hat man
f— 9 : 2;5 undh=%1,oderh= f:%undng: —g—

In einem rechtwink]igen Dreiecke wird oft eine Kathete als Grundlinie
angenommen; welche Linie ist dann die Hohe? Wie lautet in diesem Falle
die Formel fiir den Flicheninhalt eines rechtwinkligen Dreieckes ?

Von wieviel verinderlichen GroBen héngt nach der obigen Formel die

Klache eines Dreieckes ab?

bk

Aufgaben :
1. Berechne den Flicheninhalt eines Dreieckes, wenn gegeben sind:
Grundlinie a) 35 m, b) 1 m 4 dm 2 cm, ¢) 794:3... em
Hohe 32 m, 5dm 9 cem, H634... cm!

2. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist die eine Kathete 29-35.. dm, die andere
18'42.. dm. Wie groB ist der Flicheninhalt? |
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\3 Wie groBl ist die Grundlinie eines Dreieckes, wenn die Hohe 564...m und der
J Flicheninhalt 40-32. .m? betriigt ?

4. Ein Dreieck hat 20:67..dm? Flicheninhalt und 532...dm zur Grundlinie. Wie
grol} ist die Hohe?

)6 In einem rechtwinkligen Dreiecke, welches 21 m? 5 dm? enthilt, ist eine Kathete
7“m 4 dm. Wie grof ist die zweite Kathete ? v ]

8. Ein Dreieck hat mit einem Parallelogramme gleichen Flicheninhalt und gleiche
Grundlinie. Wie grof ist die Hohe des Dreieckes?

. Die Fliche eines Dreieckes ist 12- 4786. . fm2 die Hohe ist die Hilite der
Grundlinie; die Hoéhe zu berechnen. -~

. Wie dndert sich die Fliche eines Dreveckes, wenn zwer Seilen desselben konstant
bleiben, der eingeschlossene Winkel aber verdnderlich vst2 Fiur welchen Winkel st
dve Drevecksfliche am grifiten? Durch evne Zeichnung zu zeigen, daf je zwer dieser
Drevecke flichengleich sind.

9. Ein Dreieck auf dem Felde abzustecken, die Grundlinie und die Hihe zu schitzen
(sodann abzuschreiten) und die Fliche néherungsweise zu berechnen. Das Resultat
durch genaue Messung zu priifen.

. Wie dndert sich die Grundlinie eines Dreieckes, wenn die Fliche bev ungednderter
Hihe a) mit 2 multvpliziert oder durch 2 dimdiert wird? b) Wenn man diese Ab-
anderung bev ungeinderter Fliche an der Hohe vornimmi? ¢) Wenn man sie an der
Fliche und an der Hohe zuglewch vornimmi ?

§ 120. Das Trapez.

Die Mafizahl fur den Flicheninhalt eimes Trapezes ist gleich dem halben
/( Produkte aus der Mafzahl der Summe der Parallelseiten und der Mafzahl der
Hohe.

Folgt aus § 108 und § 119.

Sind @ und b die MaBzahlen der zwei Parallelseiten, & die Mafzahl der Hihe
eines Trapezes und f des Flidcheninhaltes, so hat man

TR a+b Ak

Von wieviel variablen GroBen hangt nach dieser Formel die Fliche eines

Trapezes ab?
2
- Es st (a-+0). h=2/, daher h = _Ifb,oderh-—f a—l—b

Wie findet man aus der FKlache, der Hohe und einer der Pa,rallelselten die
- zweite Parallelseite eines Trapezes? (Zuerst @ 4 b, dann @ suchen.) |

Aujfgaben :

1. Berechne den Flicheninhalt folgender Trapeze:
a) Parallelseiten 36 m und 27 m, Hohe 18 m;
P 35 m und 2'8 m, Hohe 1:6 m:
2 2m5dm4cmund5m3dm9m Hohe4m2dm8rmz'

._/2]ﬁ einem Trapeze, dessen Flicheninhalt 18-81 m? betra.gt sind die Parallelseiten
L 5+ m und 42 m. Wie grol} ist die Hohe?
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" Ein Trapez 1st flichengleich mit einem Quadrate, dessen Seite 2:5 m betrigt; die
Hohe des Trapezes ist 1:2 m, eine Parallelseite 1:6 m. Wie groB ist die andere
5 Parallelseite ?

% Die Fliche eines Trapezes ist 13-47..m2, die Hohe 2:474...m, eine der beiden

~ Parallelseiten 4:274...m. Die zweite Parallelseite zu suchen.
9. In einem trapeziormigen Garten betragen die Parallelseiten 584 m und 468 m,
- ihr Abstand ist 345 m. Wieviel ist der Garten wert, das Ar zu 50 K gerechnet ?
«1 6. Wieviel kostet die Pflasterung emes Hofes von der Form eines Trapezes mit den
Parallelseiten 276 m und 245 m, die 11'2 m voneinander abstehen, wenn 1 m?

Ptlaster zu 64 K gerechnet wird? *

Das regelmiBige Vieleek. - § 121.

Die Mapzahl fir den Flichenimhalt eines regelmdfigen Vieleckes ist gleich
dem halben Produkte aus den Mapzahlen des Umfanges und des Abstcmdes des
Mittelpunlkies von ewmer Seite. -

Folgt aus § 109 und § 119.

Bezeichnen a, 7, % und f folgeweise die MaBzahlen fiir die Seite eines regel-
mabigen n-Eckes, fiir den Abstand seines Mittelpunktes von einer Seite, fiir
den Umfang und den Flicheninhalt, so ist

¢

1 Wor macr _.\;
und umgekehrt
U 2 f 21 21
a=—Uu=—3;r=—und a =—.
N r " nr

Der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite kann nicht willkiirlich
angenommen werden, er hingt auf eine ganz bestimmte Weise von der Liinge
der Seite ab. Um némlich die Malizahl fiir den Abstand des Mittelpunktes
von einer Seite zu finden, mull man die Malzahl der gegebenen Seite

eines regelméifigen Fiinfeckes mit 068819 ...

» & Sechseckes ,, 0°86603 ...,

Z - Achteckes ,, 120711 ...,

T & Zehneckes ,, 1'D38%4 ...,

- 2 Zwolfeckes ,, 186603 ....
multiplizieren. |

Aufgaben :

1. Wie grob ist in jedem der eben angefithrten regelmaBigen Vielecke a) der Umfang,
b) der Abstand des Mittelpunktes von einer Seite, ¢) der Flicheninhalt, wenn eine
Seite 12:54 em betragt? |

2. Der Umfang eines regelmiBigen Fiinfeckes lst 21:5 dm. Wie grof ist der Fldchen-
inhalt?
3. Es soll eine regelmiBige, achtseitige Laube, deren Séite 2 m lang ist, ausgesteckt
werden. Wie groB ist der dazu erforderliche Flachenraum?

Das unregelméBige Vieleek. | § 122. V

Den Flicheninhalt eines unregelmifigen Vveleckes kann man vorziiglich
aul folgende zwei Arten bestimmen:
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a) Man zerlegt das Vieleck durch Diagonalen in Dreiecke, berechnet jedes
und addiert alle Dreiecksflichen (Fig. 143). 3

Fig. 143.

b) Man zieht die lingste Diagonale des Vieleckes und fallt darauf von allen
iibrigen Eckpunkten Senkrechte (Fig.144); dadurch zerfillt das Vieleck in
rechtwinklige Dreiecke und Trapeze, aus denen sein Flicheninhalt berechnet
werden kann. Dabei werden die Senkrechten als Grundlinien der Dreiecke
oder als parallele Seiten der Trapeze, die Abschnitte der Diagonale als Hohen
betrachtet.

Aufgaben : |

1. In dem Vielecke ABCDEFG (Fig. 143) 1st gegeben: BG = 39 m, BE = 42'5 m,
CD =31'bm, GE =395 m, Aa =116 m, Ce =197 m, Ee =12'1m, Bb =
= 354 m, Ff = 16'4 m. Die Fliche zu suchen.

Bei den Berechnungen der einzelnen Flichen kommt bei jeder die Division
durch 2 vor. Welcher Rechnungsvorteil ist méglich ?

2. In dem Vielecke ABCDEFGHJ (Fig. 144) ist gegeben: Bb = 605 m, Ce = 572 m,
Dd =46 m, Ff =52:3m, Gg = 12:'1m, Hh = 171 m, Ji = 634 m; ferner Av =
=91 m,1h =292 m, hb =221 m,bg =31 m,gc =192 m, ¢f =154 m, fd = 16:8 m,
dE = 34'8 m. Die Flédche zu suchen.

3. Das Querprofil eines Flusses (Fig.145) zu be- Fig. 146.

- rechnen aus nachstehenden Dimensionen: af =
= b6m, fg=62m, gh=59m, he = 2:8 m,
bf =21m, ¢g =29 m, dh =19 m.

4. Am Ufer eines Flusses liegt eine Wiese adeh
(Fig. 146). Welche Dimensionen miissen gemessen
werden, um sie aus den in der Figur enthaltenen ;/’j ’
Streifen anndhernd berechnen zu kinnen? Wie ~——=7~

Fig. 145.

72
g

Be..d Bd
sind die Strecken ab, be, cd,... zu wahlen, damit der Fehler nicht zu grof wird?
§ 123. a) Der Umfang eines Kreises. |

Das einem Kreis eingeschriebene regelméfige Sechseck hat einen kleineren,
das umgeschriebene einen groleren Umfang als der Kreis. Bestimmt man daher
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die Umfiinge dieser Sechsecke, so erhilt man zwei Werte, zwischen denen die

Peripherie des Kreises liegt. Noch enger wird die Peripherie durch die Umfénge

der dem Kreise ein- und umgeschriebenen 12-, 24-; 48-Fcke usw. eingeschlossen.

Die betreffenden Rechnungen konnen erst auf einer hoheren Stufe gelehrt

werden. Man findet bel fortgesetzter Verdopplung der Seitenzahl:

Umfang des eingeschriebenen regelmafigen 3072eckes = 3141592 .... X d,
.,  ,, umgeschriebenen L . = 814160 .. . DM,

wenn d die Lédnge des Durchmessers bedeutet.
Welche Grenzen fiir die Peripherie liefern das einem Kreise eingeschriebene
recelmifige Sechseck und das umgeschriebene Quadrat?

Da nun die Peripherie des Kreises immer zwischen den Umféngen der ein-
und der umgeschriebenen Vielecke liegt, so miissen die Dezimalstellen, in
welchen die Umféinge des ein- und des umgeschriebenen 3072eckes iiberein-
stimmen, notwendig auch fiir die Peripherie des Kreises gelten. Man hat daher

auf 5 Dezimalstellen genau
Peripherie des Kreises = 3:14159.. X d.

Die Zahl 3:14159..., mit welcher man dén Durchmesser eines Kreises:

multiplizieren muB, um die Peripherie zu erhalten, heilt die Ludolfische Zahl,
da sie von Ludolf van Ceulen (1540—1610) auf eine griBere Zahl von Dezimal-
stellen berechnet wurde, und wird mit dem griechischen Buchstaben 7t) bezeichnet.
Sie léaBt sich nicht durch einen endlichen Dezimalbruch genau ausdriicken,
kann aber mit jedem Grade der Anndherung bestimmt werden. In Rechnungen
welche keine grolle Genauigkeit erfordern, ist der Naherungswert 7z =3 14..
oder # = 3+ ausreichend.

Bezeichnen d, r und p folgeweise die MaBzahlen des Durchmessers, des
Halbmessers und der Peripherie eines Kreises, so ist nach dem Verhergehenden

» = dn oder p = 2 rw, daher |

dz—?zund r — P oder ngiﬂ.
7T 2 7t 2

Die in diesen Gleichungen enthaltenen Sitze auszusprechen.

Der Schiiler priife. die Rlchtlgkelt der Gleichung p = dn durch Hinrollen
einer kI‘BleOIIIlIgBIl Scheibe auf einem Meterstabe oder durch Messung ihrer
Peripherie mit einem StahlmeBband; er ermittle mit Benutzung verschieden
agroBer kreisformiger Scheiben, ob der Quotient aus der Peripherie und dem
Durchmesser von der GriBe des Kreises abhéngig ist. '

Wenn der Halbmesser eines Kreises mit 2, 3, 4. .. multipliziert oder durch
diese Zahlen dividiert wird, wie dndert sich dadwrch sevn Umfang ¢ Wie der Radvus
ber Verdopplung des Umfanges ¢

b) Linge eines Kreisbogens.
Da der Umfang eines Kreises 2 r 7 ist, so ist die Lénge eines Bogengrades

=
3(;.0{; o ;83:) : hat ein Bogen m Bogengrade, so ist seine Linge (b) im Lingenmab.

1) Entspricht dem Buchstaben p.
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180 b 180 &
0 = - e m. Da mithin r # m = 1805 ist, so erhédlt man r = und m =
180 7T M r T
Aufgaben:

(Mit = ist abgekiirzt zu rechnen!)

{ Der Halbmesser eines Kreises ist 13 m. Wie groB ist die Peripherie?

2. Der Durchmesser d eines Kreises ist a) 58 m, b) 3:8b m, ¢) 5'83... m, d) 2:874. . .m
Wie groB ist die Peripherie? (= = 3-1416. . .)

3. Wie groB ist der Umfang p eines Kreises, dessen Halbmesser r @) 2 m, b) 3:8 dm,

) 715 em, d) 3-479...m 1st?
X:Nie grof} ist @) der Durchmesser, b) der Halbmesser eines Kreises, dessen Peripherie
20 m betrigt?
K Wie grob ist » fiir ‘
- a)p=2bm,b) p=1319dm, ¢) p = 18 dm 4 mm, d) p = 15-247...m?
. Der Minutenzeiger einer Uhr ist 14 ¢m lang. Welche Linge hat der Weg, den seine
Spitze in einer Stunde beschreibt?
. Umfang eines Baumes ist 8 dm 6 em. Wie gro ist der zugehorige Durchmesser ?
/E%Ifn will einen kreisrunden Tisch fiir 8 Personen machen. Wie grof wird man
den Durchmesser dazu nehmen, wenn man auf eine Person 8 dm des Umfanges

net?
/-?/Jee?er Grad des Erddquators ist 15 geographische Meilen lang. Wie grof ist a) der .
Umfang, b) der Halbmesser des Aquators?

10. Ein Erdglobus hat 6 dm im Durchmesser. Welche Liinge hat sein Aquator?
2 11. Ein Wagenrad, dessen Durchmesser 1-1 m betrdgt, hat auf einer zuriickgelegten
Strecke 240 Umliufe gemacht. Wie lang war die Strecke?

A2. An einem Wagen hat jedes Vorderrad 1 m und jedes Hinterrad 14 m Durchmesser.
Wieviel Umliufe hat jedes Rad gemacht, wenn der Wagen eine Strecke von 1 &m
zuriickgelegt hat?

~ A3. Welchen Durchmesser hat ein Lokomotivrad zu erhalten, das sich auf einem
~ Schienenwege von 990 m 215 mal umdrehen soll ?

14. Welche Strecke legt ¢in Eisenbahnzug in einer Minute zuriick, wenn das Trieb-
rad der Lokomotive einen Radius von 1-1m hat und in eimer Minute 210 Um-
drehungen macht? |

15. Mit welcher Geschwindigkeit miiBte sich ein Eisenbahnzug am 21. Mirz oder
am 23. September am Aquator bewegen, um die Sonne stets gerade ober sich
, zu haben? (Radius der Erde 6378 km.) :
ﬁ Welchen Weg legt die Erde taglich in ihrer Bahn um die Sonne zuriick ? (Mittlerer
Radius der Erdbahn 149,500.000 km.)
17. Der Durchmesser der Winde bei einem Brunnen ist 37 em. Wie tief ist der Brunnen,
wenn das Seil, das bis auf den Grund reicht, 12 mal um die Winde geht?
X 18, Bestimme die Bogenlange von a) 56°, b) 120°, c) 270° in einem Kreise vom Halb-
messer 1 m! X
% 19. Der Durchmesser eines Kreises ist @) 1 m, b) 2 m, ¢) 3 m. Welche Linge hat in
jedem dieser Kreise ein Bogen von 60°?
?’0. Der franzésische Arzt Jean Fernel fubr am 25. August 1525 auf der nahezu im
Meridian liegenden Strafie Paris—Amiens einen Meridiangrad ab und fand, daf
dabei ein Rad seines Wagens 17024 Umliufe machte. Wie grof ist beildufig der
Erdradius, wenn der Durchmesser des Rades = 2:08 m war?
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« 21. Wie lang ist ein Aquatorgrad auf der Erde (Erdradms 6378 km), wie lang auf der
Sonne, wenn der Sonnenradius 109 mal so groB ist wie der Erdradius ?
22, Wie grob ist der Lingen- und Zeitunterschied zweier Punkte des Aquators, die
<~ einen Abstand von 1000 Zm haben?
- 23. Ein Bogen von 48° hat 126 m Léinge. Wie grob ist der Halbmesser des Bogens?
+( 24. Welchen Durchmesser hat ein Kreis, in welchem ein Bogen von 15° a) 3 dm,
. b) 75 dm, c) 252 dm, d) 4'b ¢m, ¢) 1'627 ... m lang ist?
'25. Wieviel Grade hat ein Bogen von 1-853...m Linge, wenn der Krelsdurchmesser
' 2 m lang ist?

- Flacheninhalt eines Kreises und seiner Teile. § 124,

a) Die Mafizahl fur den Flicheninhali eines Kreises ist gleich dem halben
Produlite aus den Mafzahlen der Peripherie und des Halbmessers.

Folgt aus § 109 und § 119.

Bezelchnet f den Flidcheninhalt und p die Peripherie eines Kreises, dessen

S8

- Halbmesser 7 ist, so hat man j = 5

2rm.r

| 2.
: Die Mafzahl fiir den Flacheninhalt eines Kreises ist glevch der zweiten Potenz
 der Mafzahl des Halbmessers multvplizvert mat der Ludolfischen Zahl.

Umgekehrt 1st 72 = L4 und 7 = V-Z-;-

7T
Wie dndert sich die Fliche eines Kreises, wenn der Radius mit 2, 3, 4 ... mulis-
 pliziert oder durch diese Zahlen dividiert wird 2 Umgekehrt: wie ist die Fléiche abﬂuandcﬂ‘n
. wenm der Radvus doppelt so grof8 werden soll?
| Nachjolgende Tabelle zu ergiinzen.

oder f =12 m.

Da aber p =27 ist, so ist auch f =

Radius eines Kreises Umfang | . Fléche

r P Sk

Achte auf die Potenz, in welcher bei den obigen Anderungen des Halbmessers a) der
- Umfang, b) die Fliche des Kreises sich andert! Wie ist es beim Wiirfel beziiglich der Ober-
fldche und des Volumens? (§ 39, Aufgabe 5.)
Von wieviel variablen Grofien hfmgen nach den obigen Formeln die Peripherie und
die Fliche eines Kreises ab?

~ b) Der Flicheninhalt eines Kreisringes ist gleich der Differenz der Flichen-
inhalte der beiden konzentrischen Kreise, die den Ring einschlieBen.
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Sind R und r die MaBzahlen der Halbmesser zweier konzentrischer Kreise

und f der Flicheninhalt des von ihnen gebildeten Kreisringes, so hat man
[=Rn—1r’n=(R?*—1r%)x oder
f=(R+7(R—r)n.

¢) Die Mafizahl jir den Flacheninhalt evnes Kreisausschnattes ist gleich dem
halben Produkte aus den Mafizahlen der Linge des Bogens und des Halbmessers.

Folgt aus § 109 und § 119.

Bezeichnet f den Fldcheninhalt eines Kreisausschnittes mit dem Halb-
messer 7 und der Bogenldnge b, so hat man

shi B iRre ) 7. 2 f 21

i-—-— ) —Z.T_b.é—,b-—*-r—undr-—?-,
b r
0derr=]‘.§-undb=f.§-.

Der Flicheninhalt eines Kreisausschnittes kann auch aus dem Radius und
dem Zentriwinkel m berechnet werden;
Fotam : .7 sram
da b = TR ist f = 5 = 380
(Ableitung der letzten Formel durch Schlufl auf emen Kreissektor mit
dem’ Zentriwinkel von 1°.) |
d) Um den Flacheminhalt eines Kreisabsehnittes zu {inden, berechnet man

den Flicheninhalt des zugehorigen Kreisausschnittes und subtrahiert davon den  °
Inhalt des Dreieckes, um welches der Ausschnitt groBer als der Abschnitt ist.

Aufgaben :

1. Der Flicheninhalt eines Kreises zu suchen, wenn der Radius 8 dm ist.
- 2. In einem Kreise ist der Halbmesser a) 265 m, b) 1 m 7dm 8 em, ¢) 354 dm,
d) 3:475...m. Wie grof} ist der Flicheninhalt? |
7& 3. Wie grof} ist der Flicheninhalt eines Kreises, dessen Durchmesser a) 15 m, b) 5:135 m,
¢) 8dm 3 em 4...mm, d) 8473...m betrigt?
Wie groB ist der Flicheninhalt eines Kreises, dessen Peripherie 24-41. . .cm betrigt ?
5. Eine Scheibe hat 1'48...m im Umfange. Wie grof ist ihr Flicheninhalt?
,B(Der Umfang eines Baumes ist 25 m. Wie grol ist der Flacheninhalt des zuge-
horigen Querschmittes?
7. Wieviel Menschen haben in einem kreisrunden Saale Platz, dessen Durchmesser
/ “ 14 m ist, wenn auf einen Menschen 25 dm? gerechnet werden?
8. Den Druck auf den Kolben einer Dampfmaschine zu berechnen, wenn der Kolben-
durchmesser 24 em und der Dampfdruck 4 Atmosphéren betrigt.
Welche Anderung wiirde der Druck erfahren, wenn a) der Dampidruck,
b) der Kolbendurchmesser verdoppelt werden konnte?
X"’ Wie grof ist der Flacheninhalt eines Kreisringes, wenn die zwei konzentrischen
Kreise 5 m 6 dm und 4 m 4 dm zu Durchmessern haben ? |
~=10.~Bestimme den Flicheninhalt eines Kreisringes, wenn die ihn einschliefenden
/ Kreisumfinge 315 mm und 410 mm betragen!
/¥ Auf einer SchieBscheibe betrigt der Durchmesser des inneren schwarzen Kreises
0-15 m und die Breite des weiBen Ringes 0-3 m. Wie grofl ist der weile Ring?

l P, i 1 - . b
i b & e = i T s T = waie e B i . 0 i i
i L R s T s o R e e -r.'l._.".'n._" ."I“:- Lo W s T k . T . v ad = S W :'.. e, . TS Y TSR, T T TN R A i —
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2 12“ Um einen kreisrunden Turm von 32 m UmIang erd ein 3 m breiter Graben gezugen.,
Welchen Flichenraum nimmt dieser .ein?
13. Wie grof} ist der Flidcheninhalt eines Kreisausschnilies, wenn
a) der Halbmesser 58 m, der Bogen 8:2 m,

: B): v “ O17dm, ,, ,; = 020 dm ist?

A4. Ein Kreisausschnitt von 234...cm Bogenlinge hat 161...cm? I‘lachemnhalr
Wie grofl ist der Halbmesser?

15. Der H&lbmesser eines Kreises ist 4 m, ein Zentriwinkel betragt 36°. Den Flichen-

inhalt des zugehdrigen Krelqauscchmttes zu berechnen.
- 16. Ein Kreisausschnitt mit dem Zentriwinkel 57° 20" hat 12 em Halbmesser. Wie
grofl ist sein Flacheninhalt?
17. Ein Kreicaussehnitt, dessen Halbmesser 6 em 1st, hat 41:357...em* Flichen-
inhalt. Wie gr 0B 1st der zugehorige Zentriwinkel?
13." Die Fliche eines Kreises betmgt 4 0115 . . . m2 Wie groB ist die Peripherie ?
< 79. Die Fliche f eines Kreisausschnittes und der zugehorige Zentriwinkel m sind
cegeben. Man suche den Halbmesser!
Es ist m 2 7 = 360 f, somit 72 und 7?7
. Bl =3092... dm? und m = 30°.
20. Einem Kreise, dessen Radius 2-7 m betragt, ist ein Quadrat eingeschrieben. Wie
~ grol} ist das durch eine Seite abgeschnittene Segment‘r‘
J,//Emem Kreise, dessen Halbmesser 3-4 m ist, ist ein Qua.dra.t umgeschrieben. Wie
orof} ist die Differenz der Flicheninhalte?
< 22. Bestimme den Halbmesser eines Kreises, der einem Quadrate mit der Seite a) 2 m
3 dm, b) 3:473. . .m flichengleich ist! .

23. Der Flicheninhalt eimes Kreises st a) 10 dm?, b) 08669 m?, ¢) 31°47... dm?,
d) 23:4763. .. m2 Wie grof ist der Halbmesser 2 Wie miissen diese Zahlen abgednder!
werden, wenn die zugehorigen Halbmesser a) doppelt, b) halb so grofl werden sollen ?

24, Wenn man die Fliche eines Kreis s vervierfacht, wre dndert sich der Umfang? Wenn

-~ man den Umfang ewnes Kreises auf die Hdalfle verkleinert, was geschieht mit der
F'liiche ?

25. Mit wieviel Kilogramm darf ein vertikal aufgehéngter Stahldraht von 3 mm Durch-
messer belastet werden, wenn die hochste noch zulissige Belastung fiir 1 mm?
70 kg ist?

Die groBte noch zulissige Belastung wachst wie der Querschnitt. Wie grof}

~ darf also die Belastung sein, wenn der Durchmesser a) 13- mm, b) 6 mm 1st?
-26. In welcher geographischen Breite ist der Radius des Parallelkreises der Erde halb
so grof} wie der am Aquator? Man vergleiche a) die Peripherie, ) die Fliche dieses

Parallelkreises mit denselben GrioBen des Aquators!

Anwendungen des Pythagoreisehen Lehrsatzes. _ § 125.

a) Das rechtwinklige Dreveck.
Ist ¢ die MaBzahl der Hypotenuse eines IeGhtwmkhgen Dreleckes dessen

Katheten die MaBzahlen @ und b haben, so sind a2 b% ¢*> die MaBzahlen der
Inhalte der iiber den Seiten des rechtwinkligen Dreieckes errichteten Quadrate.
Somit erhilt der Pythagoreische Lehrsatz, dessen Richtigkeit in geometmschem
Swme In § 110 bewiesen wurde, die Form . . 5 _

2 — a2 l bi..

Moénik-Spielmann, Anfangsgriinde d. Geom. f. d. 1. b. 3. Kl. d. Mittelschulen. 7
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Dies ist der arithmetische Ausdruck fiir den Pythagoreischen Lelisatz,
Der Schiiler zeichne ein rechtwinkliges Dreieck aus den Katheten 3 em und
4 em. Die Messung ergibt fiir die Hypotenuse 5 em. Er zeichne die Quadrate iiber
den Seiten und teile sie in Quadratzentimeter. Was ergibt die Vergleichung der Zahl
dieser Quadratzentimeter ?
' Die Seiten eines rechtwinkligen Dreveckes sind mithin derart vomeimander

abhangig, daf nur fur zwer dve Wahl zuldssig ist, dureh diese aber die dritte schon
bestummi 1st.

1. Wie grofl st die Hypotenuse eines reehtwinkligen Dreieckes, dessen
Katheten 36 ¢m und 160 ¢m sind ?
Da ¢® = a® 4 b2 ist, so ist ¢ = |/a® 4 b2
gt =360 ="1296
b? = 1602 =: 25600, daher
¢ = |/26896 = 164. ¢ = 164 em = 1 m 6 dm 4 cmd).

2. Gegeben 15t die Hypotenuse ¢ und eine Kathete a; zu suchen die andere
Kathete b.
Aus 0% = ¢® — a?® erhilt man
b=| ¢=—a2 :

Ist z. B. die Hypotenuse 208 ¢m, eine Kathete 80 em, so hat man

¢ = 208 = 43264

a®* = 80%= 6400, daher

b— )/ 36864 = 192. b =192 cm =1 m 9dm 2 em.

[ﬁ/ Die Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes sind a) 35 m und 12 .
b) ('23...dm und 3'84. .. dm. Wie groB ist a) die Hypotenuse, b) der Flichen-
“ijuhalt?

{ In einem rechtwinkligen Dreiecke ist a) die Hypotenuse 63 dm, eine
Kathete 32 dm; b) die Hypotenuse 546..m, eine Kathete 2:72..m. Wie groB
ist die andere Kathete, wie grof der Flacheninhalt ?

?5 Die Hypotenuse eines gleichschenkligen rechtwmkhgen
Dreieckes ist 10 em; wie groB ist jede der beiden Katheten

18 und der Flicheninhalt? (2 a? = 100, a =5 V2)

ie grof sind die Katheten eines rechtwinkligen

D elegkes mit der Hypotenuse ¢, wenn ein spitzer Winkel
30° ist? (§ 66.)

| Die Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes sind

¢ 5m und 12 m; wie grol} ist die Héhe auf die Hypotenuse?

Eme Leiter von 10 m Linge reicht bis zur oberen Kante einer Mauer.
Wie hoch ist diese, wenn der FuB der Leiter 2'5m von der Mauer absteht?

1) Der Schiiler untersuche stets, wie die gegebenen Sthicke beschaffen sein miissen,
damit die Aufgabe muoglich 1st! Die vorhegende Aufgabe ist immer méglich. Wie ist es
bei der folgenlen?
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79. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes sind 10 e¢m und 24 em; die
J'lache des umgeschriebenen Kreises zu suchen.
10. Die Diagonalen eines Rhombus sind 6 em und 8 em; die Seite zu berechnen.
11. Den Radius eines Kreises zu konstruleren, dessen Fliche a) der
Summe, b) der Differenz der Flicheninhalte zweier Kreise mit den Radien B
und r gleich ist. (Oder einen Kreisring in einen Kreis verwandeln.)
Wie wire die Aufgabe beziiglich der Peripherien der Kreise zu losen?
12. Einen Kreis (R) zu konstruieren, dessen Inhalt doppelt so grol} ist als
der eines Kreises mit dem Radius 7. (Es ist B2 = 72 4 72; was fiir ein Dreieck

ist zn zeichnen?) ~
13. Einen Kreis mit dem Radius R dureh einen konzentrischen Kreis zu
- Rex

halbieren. (Ist der Radius des gesuchten Kreises 7, so 1st 727w = 5 .Q&ler‘

2712 = R2 72} 2 = R2 Durch welches Dreieck kann also r gefunden werden?)
14. Den Abstand zweier Punkte A und B (Fig. 147) auf dem Felde zu
bestimmen, wenn man von dem einen zum anderen selien, aber nicht gehen kann. -
Man stecke ein rechtwinklices Dreieck ABC ab, messe AC und BC!
AC =40m) BU =22m, Ab=7
15. Wenn ¢ konstant bleibt, @ hingegen zu- oder abnimmt, wie dndert sich b?

(Durch Zeichnung [ § 90, b] und auch mit der Gleichung b = }/¢* — a® zu unter-

suchen.)

b) Das Qfe;,admt.

Es seien @, d und f die MaBzahlen der Seite, der Diagonale und des Flichen-
inhaltes eines Quadrates.

1. Aus der Seite a eines Quadrates die Diagonale d zu berechnen.

Es ist d2 = a® 4 a2, oder d? = 2'a®; mithin d = /242 oder d =al 2.

Wie groB ist der Radius des dem Quadrate umgeschriebenen Kreises?

2. Gegeben die Diagonale d; zu suchen die Seite  und der Flacheninhalt /.

- 20 a2
Pa 2a°=4d% soistaﬁ——g— T daher a = 12/_

d?

Aus f = a? folgt dann f= . (Vgl. § 117, Aufg. 12.)

3. Gegeben der Flicheninhalt f; gesucht wird a und d.

Aus a2 = f ergibt sich a =} f.

Aus d2 = 2 a2 folgt ferner d2 =2 f, somit d = |/ 21.

4. Die Diagonale eines Quadrates betragt 1'4 m. Wie grob ist a) dic Beite,
b) der Flécheninhalt ? A

“Der Flicheninhalt eines Quadrates ist 15°1321..... m2. Wie grofsist

a) die Seite, b) die Diagonale?

#7Wie lang ist die Seite eines Quadrates, welches der Summe zweier Quadrate
eleich ist, deren Seiten 258 dm und 934 em sind?

"
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enn cie Seite eines Quadrates @) verdoppelt, b) halbiert wird, wie dindert
sich @) die Diagmnale (Zeichnung!), b) der Fliacheninhalt? |

8. Einem Kreise mit dem Radius r ist ein Quadrat eingeschrieben. Wie

grol ist dessen Seite?
9. Den Inhalt des Kreisringes zu berechnen, der von den einem Quadrate

mit der Seite @ ein- und umgeschriebenen Kreisen gebildet wird.

¢) Das Rechieck.
Man bezeichne die MaBizahlen der Seiten eines Rechteckes durch @ und b,

die MaBzahl der Diagonale durch d und dic Mazahl des Flicheninhaltes durch f.
# Gegeben die Seiten @ und b eines Rechteckes; zu suchen d und 7.
Es ist d2 = a2 -+ b2, daher d =} a2+ b2; 7 = ab.
)«Gegeben ist eine Seite @ und die Diagonale d; man berechne b und f/
- HEsist b= | d? — a2
'Fiir den Flicheninhalt hat man f=ab=a] 4> — a2
3. Wie grob} ist die Diagonale eines Rechteckes von 5°6 m Linge und 3'3 m
Breite? Wie groB ist der Radius des dem Rechtecke umgeschriebenen Kreises ?
ie Diagonale eines Rechteckes ist 73 dm, eine Seite 4'8 dm. Wie grof3
ist die Seite eines flichengleichen Quadrates?

d) Das gleichseitige Dreveck:. |
s sel in dem gleichseitigen Dreiecke ABC (Fig. 148) die Seite AB = BC =
= AC = a, die Hohe CD = h und f die MalBzahl des Flicheninhaltes.
Fig 148. 1. Gegeben sel die Seite @; zu suchen A und f.

2 2 3q? al/3
& Fs et h2 o o2 G g B |
S 18t A a ( 2) a 1 i daher A 5
27 ah a a8 a3
i L0 (R SR e AR he T
% \ Wie viele variable und wie viele konstante Gréfen kommen in
gD B dieser Gleichung vor?
¥ 2. Gegeben die Fliche, zu suchen a und h.
a7 HEER £f 413 |fii7
Bk {3 ] =——f 2 — - REEER cn . A 7 fl’g
13 Es 1st § A /3, a V3 41 a V3 5 daher a Yo

X In emem gleichseitigen Dreiecke betrigt eine Seite 8 dm. Wie groB ist
a) die Hohe, b) der Fliacheninhalt? |
L~Wie grob ist die Seite eines gleichseiticen Dreieckes, das mit einem
Quadrate von 15 dm Seitenldnge flachengleich ist?
ﬁWenn die Seite evnes gleichseitigen Dreieckes a) verdoppelt, b) halbiert
wird, wie dndert sich a) der Umjfang, b) die Hohe, c) der Flicheninhalt?
. Eim Baum und ein Beobachter stehen auf derselben horizontalen Ebene.
Wie hoch ist der Baum, wenn seine Spitze dem in der Entfernung von 20 m
stehenden Beobachter unter dem Hohenwinkel a) 60°, b) 30° erscheint ? (Angen-

hohe 1'6 m.) {
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e) Das gleichschenklige Dreieck.

Es sei in dem gleichschenkligen Dreiecke ABC (Fig. 149) die Grundlinie
" AB =a, der Schenkel AC = BC = b und die Hohe CD = h; die MaBzahl
"des Flacheninhaltes sei f. |

1. Aus der Grundlinie @ und dem Schenkel b die
- Hohe h und den Flacheninhalt / zu berechnen.

2
Man hat (Fig. 149) h? = 03 (;) = p2— — /R
daher h = Vbz——— sodann ]‘._ah | //

2. Gegeben die Hohe » und der Schenkel b; zu suchen a und /.

& At , h
(5_) — b2 — k2, daher g,. = |/62—h2 und @ = 2 V b2 — h? und damit f =%+.‘

3. In einem gleichschenkligen Dreiecke betrégt die Grundlinie 4'8 dm und
jeder Schenkel 35 dm. Wie groB ist a) die Hohe, b) der Flicheninhalt?
_4"In einem gleichschenkligen Dreiecke betrigt die Grundlinie 3 36 m und
dic Hohe 425 m.- Wie groB ist ein Schenkel ?
Bei einem gewohnlichen Hausdache ist der Dachstuhl 14 m breit. Wie
lang miissen die Dachsparren werden, wenn der Dachstuhl 6 7 hoch sein soll 2
_67 Die alten Agypter machten die Landvermessungen mit Hilfe von gleich-
schenkligen Dreiecken, deren Inhalt sie durch das halbe Produkt von Grund-
linie und ‘Schenkel bestimmten. Welcher Fehler wurde dabei bei einer Grund-
linie von 20  und einem Schenkel von 60 m gemacht?

'? “Die Parallelseiten eines oleichschenkligen Trapezes sind 36 m und 20 m,
ein Schenkel ist 10 m. Die Hohe und den Flicheninhalt zu berechnen.

—

1) Das regelmdfiige Sechseck.

1. Aus der Seite a eines regelmiiBigen Sechseckes den Flécheninhalt § zu

bestimmen. |
Da der Umfang des regelmiBigen Sechseckes 6 a, der Abstand seines Mittel-

punktes von einer Seite aber die Hohe eines gleichseitigen Dreieckes mit der

o
aj3

Seitenlange @ und daher g]eich L ist, so erhadlt man:

2o aVS 3 a2 3 ‘

2 Wie oroB ist der Flachemnhalt eines regelmaﬁlgen Sechseckes mit der
Seitenléinge 424 dm?

3. "Ein Quadrat und ein regelmifBiges Sechseck haben gleichen Umfang,

amhch 24 m. Um wieviel ist der Flacheninhalt des Quadlates kleiner als
der des Sechseckes?
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4. Die in § 121 fiir die Berechnung des Abstandes des Mittelpunktes eines

regelmifligen Sechseckes von einer Seite angegebene Zahl zu ermitteln.
. Wenn die Seite eines regelmifigen Sechseckes a) verdoppelt, b) halbiert

d, wie andert sich dadurch der Umfang, wie die Fliche?

g) Sehnen emes Krevses.

Der Halbmesser eines Kreises sei r, die Linge einer Sehne s und ihr
Abstand vom Mittelpunkte des Kreises a; mfolge der Abhanfrlgkelt dieser GroBen
voneinander 1aBt sich aus zweien die dritte berechnen. (§ 125, a).

g2
= Va2+4,s— V?‘z—-az a= |/ r®?— T

Aus den letzten zwei Ausdriicken ergibt sich:

1. Zwei Sehnen eines Kreises, welche vom Mittelpunkte gleich weit abstehen,
sind einander gleich.

2. Von zwei Sehnen eines Kreises ist diejenige die griflere, welche einen
kleineren Abstand vom Mittelpunkte hat.

3. Gleiche Sehnen eines Kreises haben gleichen Abstand vom Mittelpunkte.
4. Von zwei ungleichen Sehnen eines Kreises hat die grofere einen kleineren
Abstand vom Mittelpunkte.

)f\Wle orol wird s, wenn a =0 ist? Wie groB fiir a =r? (Berechnung
aus der 2. der obigen Glelchungen und Priifung an einer Figur.)

Beisprele.
1. Gegeben s =24 em, a = 7 em; zu suchen 7.
)(/‘P' w r=29ema=2lom;, , s
8. £ r=300n 82800, . . O

'h) Der Wiirfel.

Ist die Kante des Wurfels s, so ist die Diagonale einer Fliche d = s ] 2.

‘Berechnung der Diagonale BC des Wiirfels (Fig. 150).

Flg (20 Da die Kante AB (Fig. 150) senkrecht auf der Grund-
ey flache des Wiirfels stelit, so bildet sie auch einen rechten

; 7 Winkel mit jeder Geraden die durch ihren Fullpunkt 4 in

e — |

der Grundflache gezogen wird, daher auch mit der Diagonalen
d der Grundfldche (§ 45).

D Mithin ist B =D = |F L@ =|f 2= |3s =
C *ﬂ]] | i il e = 8 l/g

/ ! d' i Aufgaben:

1. Die Kante eines Wiirfels ist 2 m 3 dm; die Diagonale desselben
zu berechnen.
2. Die Kante eines Wiirfels ist 4 em; die Diagonale desselben zu konstruieren.
/3= Die Kante eines Wiirfels ist 4 ¢m; den Inhalt eines Diagonalschnittes zu berechnen.
A Die Diagonale eines Wiirfels ist 1-5 m; zu berechnen a) die Kante, ) die Oberfliche.

A
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1) Der Quader. |
Drei in einer Ecke zusammenstoBende Kanten seien a, b, ¢ (Fig. 151).
Wieviel verschiedene Flichendiagonalen kommen vor? Sie zu berechnen.
Fiir die Diagonale D’ des Quaders erhélt man
D?2=a+®=a2-+ b2+ ¢ daher D' = | a® 4 b2} ¢
Was geschieht mit D', wenn a, , ¥ "
b, ¢ verdopypell werden? Fig. 151, Fig. 152.

« Aufgaben :
1. Die Kanten eines Quaders sind
3 em, 4 em, D em; die Diagonale
zu berechnen. E
Kannsie aich konstruiert werden ?
Die Dimensionen eines Quaders
(Fig. 151) sind a = 30 em, b =
= 16 em, ¢ = 40 ¢m. Den Inhalt | |
des durch die Kanten BF und D}ﬂﬂHm'— LI
DH gelegten Diagonalschnittes zu b it
berechnen.

H

0O

k) Die Pyramide. A :
1. Die Hohe h einer geraden quadratischen Pyramide aus der Grundkante a
und der Seitenkante s zu berechnen.

al 2
2

, sofolgt aus dem rechtwinkligen Dreiecke SOA:

2
h= Vsz——%.

2. Ist a die Grundkante einer regelmiBigen sechsseitigen Pyramide und
s eine Seitenkante, so ist zu zeigen, daB h = | s — a2 ist.

Aufgaben:
1. Die Grundkante einer regelmiBigen, vierseitigen Pyramide ist 4 dm, die Hohe

7 dm. Wie groB ist eine Seitenkante ?
2.Die Diagonale der Grundilache einer regelmiiligen vierseitigen Pyramide ist 14 em,
“  eine Seitenkante 25 ¢m; welchen Inhalt hat der durch zwei gegeniiberliegende

Seitenkanten gelegte Schnitt? , |
3 7u zeigen, daB die Héhe einer quadratischen gleichkantigen Pyramide der halben

o /Dia.gona.le der Grundfliche gleich ist.
4. Die Grundkante einer regelmiiBigen sechsseitigen Pyramide ist 2 dm, eine Seiten-

kante 7 dm; wie groB ist die Hohe?

l) Der Kegel. |
Die MaBzahlen des Radius # der Grundfliche, der Seite s und der Héhe A

eines senkrechten Kegels sind nach dem Pythagoreischen Lehrsatze so vonein-
ander abhingig, daB aus je zweien die dritte berechnet werden kann. Man hat:

== 1/}12_}_?21 ho— Vsz_?.z, r — | g2 — h2

Da (Fig. 162) 40 =




M r=Dbem, h=12em, s=7
0y r=11em, s =blem.h =7
) 3 =2Hdm,h =24dm, r = ?
Wie beschalffen miissen in Aufgabe b) die Werte von r und s, in Aufgabe c)
die Werte von s und % sein, damit die Anfgabe moglich ist? Wie ist es in Aufgabe )

eziiglich der Werte von r und hA?
Wie grob 1st die Hohe eines gleichseitigen Kegels, wenn seine Seite 7-48 m ist?
3. Die Seite eines geraden Kegels ist s, der Radius der Grundfliche r; den Inhalt des

,,, Achsensehnittes zu berechnen. |
4. Der Achsenschnitt eines geraden Kegels ist ein rechtwinkliges Dreieck; wie groB
1st dessen Inhalt, wenn die Seite des Kegels 5dm ist? Wie groB ist die Hohe des

Kegels 2/

Finizehnter Abschnitt?).

- Ahulichkeit der geometrischen Gebilde.

§ 126. Ahnlichkeit der ebenen Gebilde iiberhaupt.

Schneidet man die Pyramide (Fig. 127) durch eine zur Grundfliche parallele
Ebene, so erhélt man als Schnittfigur ein Dreieck A’B'C’. Dieses stimmt mit der
Grundiliche in den Winkeln iiberein; es ist A’ = A4, B’ = B, ¢’ = C, wie
man sich an enem Modell durch Deckung iiberzcugen kann. Ferner zeigt
die Messung der Seiten beider Dreiecke und die Bildung des Quotienten
der Mabzahlen, dab die Seiten des Dreieckes A’ B'C’ im Vergleich mit den gleich-
liegenden des Dreieckes ABC in gleichem Mafe verkleinert sind. Wire z. B.
A’ der Halbierungspunkt der Kante SA, so finde man 4'B’ = L AB, B'(' =
=3 B0, A'C" = 3 AC. Denselben Sachverhalt konnte man in gleicher Weise auch
an emem Modell einer mehrseitigen Pyramide feststellen. Man kann daher sagen:

Schneidet man evne Pyramide durch eine zur Grumdfliche parallele Ebene,
so sund dve glewchliegenden Winkel der Durchschmiiisfigur und der Grundfliche
paarweise gleich und die gleichliegenden Sez,ten der ersteren sind n demselben
Mafie verkleinert.

Denkt man die Seitenflédchen einer Pyramide iiber die Grundfliche hinaus-
erweitert und legt man zur Grundfliche eine parallele Ebene, so wire das
Ergebnis beziiglich der Winkel der Durchschnittsficur dasselbe, alle Seiten
waren aber In gleichem Mafle vergriBert. (Flg 127 SA'B'C’ dle Pyramide.)
| Wenn die Winkel zweier Polygone pmrwezse glewch und die beziiglich der
| gleichen Winkel gleichliegenden Seiten des einen in demselben Mafie verklewnert

oder vergrofiert sund, so heiffen die Polygone dhnlich.

') Mit Weglassung dieses Abschnittes kinnen seine wichtigsten Ergebnisse auch in § 37 a,
Aufgabe 5, § 117, Aufgabe 11 ¢, § 123 a, § 124 a, § 125 d, Aufgabe 5, § 125 f, Aufgabe 5
vorgenommen werden, wenn die Schiiler die dort in Bezichung gebrachten geometrischen Gebilde
als dhnlich erkennen.
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Versetzt man das Auge in Fig. 127 nach S, so erkennt man (auch bei einer
mehrseitigen Pyramlde) dalb die beiden &hnlichen Figuren die gleiche Gestalt
besitzen, dle eine derselben ist nur eine Abbildung der anderen in verkleinertem
oder vergroBertem MaBstabe. |

Aus der obigen Erklarung dhnlicher Polgyone folgt, daB alle regelmiBigen
Polygone mit gleicher Seitenzahl dhnlich sind. Denn cie stimmen in den Winkeln
iiberein und die Verkleinerung oder VergroBerung einer Seite trifft wegen der
Gleichheit der Seiten alle iibrigen in gleicher Weise.

Die Ahnlichkeit aller Kreise mit ungleichen Halbmessern ist ohneweiters
nach der Anschauung zu erkennen.

Das Zeichen der Ahnlichkeit ist v, entstanden aus dem Anfangsbuchstaben
des lateinischen Wortes similis, d#hnlich.

Ahnlichkeit der Dreiecke. § 1217.

a) Zaeht man durch das Dreveck ABC (Fig. 153) zur Seite BC die Parallele DE,
s0 18t das abgeschnittene Dreveck mit dem urspriinglichen Dreiecke dhmlich.

De.n ist z. B. in Fig. 153 AB in fiinf gleiche Teile geteilt, werden durch
die Teilungspunkte die Parallelen mit BC und durch die Schnittpunkte derselben
mit AC die Parallelen mit AB gezogen, so ist AD =32 AB, AE = 2 AC
(§ 77, Aufgabe 10) und aus demselben Grunde und nach § 70, 1 auch DE
= + BC; d. h. die Seiten des Dreieckes ADE sind Verklc'nmerungen der
entsprechenden Seiten des Dreieckes ABC in demselben Mallstabe; da iiber-

Fig. 153. dies die Winkel paarwelse gleich sind,

A so 1st A\ ADE ~ ABC.

Fig. 154.
A A A
/& /};«
. // e \
/D/ B/" 3 k R ] id N £
% /A \
B R C

b) Die Verkleinerung oder Vergroferung aller drei Seiten nach demselben

MalBstabe und die paarweise Gleichheit der Winkel eines Dreieckes sind nicht
unabhangig voneinander; es lifit sich zeigen, dal schon auf die Ahnlichkeit
zweler Dreiecke geschlossen werden kann, wenn ihre Winkel paarweise gleich sind.
Es sei (Flg 154) in den Dreiecken ABC und A'B'C' a=a' f=f und
daher auch y = 9'. Dannlaftsich dasDreieck A’B'C’in das Dreieck ABC ¢o legen,
wie es Fig. 164 zeigt. Aus 8 = g folgt B”C" || BC. Da aber nach a) ABC oo
AB"C" ist, so ist auch A’B'C’ ~ ABC.

Zwer D?'ezecke sind daher dhmlich, wenn die Winkel paarweise gleich sind. / /
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§ 128. Ahnlichkeit der Polygone.

Man ziehe (Fig. 155) von A4 aus die Diagonalen des Polygones ABCDE,
teile AB in fiinf gleiche Teile, ziehe durch den dritten Teilungspunkt FG | BC,
ferner GH || CD, HJ | DE. Nach § 127 a) ist ABC ~ AFG, ACD ~ AGH,
ADE ~ AHJ. Es laBt sich zeigen, daB auch die Vielecke ABCDE und AFGHJ
dhnlich sind. Denn es ist AF = & AB, daher auch FG = & BC und AG = & AC.
Da GH || €D ist, so ist auch GH = 2 CD, AH = { AD. Wegen HJ | DE ist
ferner auch HJ = ¥ DE und AJ = ¥ AE. Mithin sind die Seiten des Polygones
AFGHJ im Vergleich mit den gleichliegenden des Polygones ABCDE in dem-
selben MaBe verkleinert. Ferner ist der Winkel bei 4 beiden Vielecken gemein-
schaftlich und die iibrigen Winkel sind nach § 41, 1 und § 43 paarweise gleich.

Mithin ist AFGHJ ~ ABCDE.
An diesem Sachverhalte éindert sich nichts, wenn ein mit AF'GHJ kongruentes

Polygon auBerhalb des Vieleckes ABCDE gezeichnet wird. Iis gilt daher der

Satz:
Zwei Polygone sind dhnlich, wenn sie vn uberewnstummender W ewse aus pao”

weise dhnlichen Dreiecken zusammengesetzt sind.

Fig. 155. Figz. 156.

§ 129. Die Umfinge und Flidcheninhalte dhnlicher Figuren.

a) Sind in dem einen von zwei dhnlichen Polygonen alle Seiten zwei-,
drei-, viermal so groB als in dem anderen, so muB auch der Umfang des ersten
zwei-, drei-, viermal so groBl sein als der des zweiten.

b) In Fig. 156 ist AD = DF = FB und DE || BC, FG || BC; die Dreiecke
ADE, AFG und ABC sind ihnlich, die Seiten des zweiten sind zweimal, die des
dritten dreimal so grof} als die des ersten. ABC ist in der aus der I‘igur ersicht-
lichen Weise in® neun kongruente Dreiecke geteilt, von welchen eines ADE
selbst ist und vier auf AFG kommen. Mithin ist A AFG viermal und /A ABC
neunmal so groB als ADE; wiahrend die Seiten zweimal beziehungsweise drei-
mal so grof sind als die des Dreieckes ADE.

Dasselbe muB3 aueh bei derselben Vergroferung der Seiten von den Flichen-
inhalten @hnlicher Polygone gelten, da man sie als Summe der Inhalte zweier
Reihen @hnlicher Dreiecke darstellen kann (Fig. 155).
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!
Der Quotient aus den Mafzahlen der emmander entsprechmdcm Seiten zweter | I
shnlicher Polygone qibt die Beziehung zunschen den Umfingen, semn Quadrat dw;
-wischen den Fldachenimhalten an. !

Sind z. B. die Seiten eines Vieleckes 10 mal (3 mal) so grof als die ent-
sprechenden Seiten eines dhnlichen Vieleckes, so ist der Umfang des ersten

10 mau (£ mal), sein Flédcheninhalt 100 mal (5% mal) so groB als der des zweiten.

Der Schiiler vergleiche diesen Sachverhalt mit dem in anderer Weise
gefundenen: fiir das Quadrat § 37 ¢, Aufgabe, fiir das Rechteck §117, Aufgabelle,
fiir den Kreis § 123 a und § 124 a, fiir das gleichseitige Dreieck § 125 d, Aufgabe d,
fiir das regelmiBige Sechseck §125 f, Aufgabe 5!

Diese Beziehungen gelten nicht allein fiir geradlinig begrenzte &hnliche
Figuren, sondern auch fiir solche beliebiger Kontur; z.B. fiir eine Landschaft, fiir ein
flichenhaftes Objekt, wie es dem mit einem Fernrohre oder Mikroskope bewafi-

neten und dem unbewaffneten Auge erscheint. Ist z. B. die Vergrolerung eines”
Fernrohres zwanzigfach, d. h. sieht man bei seinem Gebrauche eine lineare

Dimension des Objektes zwanzigmal so lang als mit dem bloBen Auge, so ist
die Flichenvergroferung 400.

Aufgaben: | § 130.

4. Sind zwei glelchschenkllge Dreiecke ahnlich, wenn sie @) in dem Winkel am Scheitel,

b) in einem Winkel an der Grundlinie iibereinstimmen?
2. Weshalb sind die in Fig. 157 dargestellten Fiinfecke. obwohl ihre Winkel paar-

weise gleich sind, nicht &hnlich?
Fig. 157.
D

A B X Sz T

3. Zu einem gegebenen Dreiecke ein #hnliches zu zeichnen. (Zahl der Auflosungen ?)
Es ist nur die Gestalt des zu zeichnenden Dreieckes bestimmt.

1. Uber einer Vorgeqchriebenen Seite ¢in einem gegebenen Dreiecke &hnliches zu

zeichnen. Weshalb ist in dieser Aufgabe auch die Grofe des zu zeichnenden

Dreieckes bestimmt? |

Zn- einem gegebenen Dreiecke ein dhnliches nach dem Maflstab 3 zu zeichnen.

Ein Dreieck ist einem anderen &hnlich und hat eine 144 mal so grofe Fliche als

dieses. Die Beziehung a) zwischen den Seiten, b) zwischen den Umféngen zu suchen.

7. Von einem Dreiecke soll durch eine Parallele zur Grundlinie an der Spitze ein
Dreieck abgeschnitten werden, dessen Fliche 'y des urspriinglichen Dreieckes ist.

R
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8. Em Rechteck 1st gegeben; es ist ihm nach dem MaBstabe 1 ein idhnliches so ein-
zuzeichnen, dall beide einen Winkel gemeinschaftlich haben. Ihre Umfinge und
ihre Flichen nach der Figurzu vergleichen. Ubereinstimmung mit dem Satze in § 129.

9. Zu einem gegebenen regelmiiffigen Fiinfecke ein ihnliches nach dem MaBstabe
a) 2, b) + so zu zeichnen, dall die Mittelpunkte beider Vielecke zusammenfallen.

10. Ein Trapezoid in neunfacher Flichenvergroferung abzubilden.
11, Die lineare Vergroferung eines Mikroskopes ist 200; wie groB ist die Flichenver-
~ groferung ?
12. Ein Terrain in verkleinertem Mafistabe darzustellen. ,
Man zerlege das Terrain (Fig. 158) durch Verbindungslinien passender Punkte

in Dreiecke, messe eine Seite (4B) eines Dreieckes (4BC) — die Standlinie —
zeichne dieses Dreieck in verjiingtem MaBstabe und

Fig. 158. schlieBe daran in gleicher Verjiingung die anderen
), Dreiecke. Welche Groflen miissen auber der Standlinie
D noch gemessen werden ?

13. Die Steigung einer Gebirgsstrabe ist —%-, d. h. auf
100 m Liénge steigt die Strale um 6 m. In einem in ver-
jingtem MaBstabe gezeichnetem rechtwinklicen Drei-

o ecke den Neigungswinkel der Strafle gegen den Horizont

zu messen.’)

E 14. Ein vertikales Objekt wirft einen Schatten von 45 m

Lénge, wahrend zu gleicher Zeit der Schatten eines

vertikalen Stabes von 2m Linge 3 m lang ist. Wie

B hoch ist das Objelct ? -
157 Die osterreichisch-ungarische Monarchie hat einen Flicheninhalt von rund 676.000
< Im® Welehe Fliche nimmt sie auf der Spezialkarte ein, deren verjiingter Mal-
stab -1+ ist.

§ 131. Ahnlichkeit der Korper.

Zwei von ebenen Flichen begrenzte Kirper sind dhmlich, wenn sie in allen
Wunkeln paarweise iibereinstimmen und alle Kanten des einen im Vergleiche
mit den gleichliegenden des anderen in gleichem Mafe vergrifert oder ver-
klevnert sind.

Daraus ist zu ersehen, daB alle Wiirfel dhnlich sind. Dies ist aber bei
Quadern, obwohl sie in den Winkeln iibereinstimmen, nicht der Fall. Es muf
noch die oben erwihnte Forderung beziiglich der Kanten erfiillt sein. Sind die
in einer Ecke zusammenstoBenden Kanten des einen Quaders a, b, ¢, so miissen
die entsprechenden des anderen ma, mb, me sein, wenn m eine beliebige ganze
oder gebrochene Zahl ist.

Die Ahnlichkeit von Kugeln mit ungleichen Halbmessern ist ohneweiters

nach der Anschauung zu erkennen.

Aufgabe: ‘

Der Schiiler zeichne in passender Verjiingung mit Ausschluf aller Nischen das
Netz des Schulzimmers und modelliere den Korper.

1) Die obige Erklarung der Steigung ist in der Physik bei der schiefen Ebene iiblich;
die Techniker erklidren als Steigung bei Eisenbabhnen oder StraBen den Quotienten aus de:
Hohe durch die horizontale Basis.
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Gleichheit, Ahnlichkeit, Kongruenz. B § 132.
Gleiche geometrische Gebilde haben dieselbe GroBe. Zeichen: =. Ahn-

liche geometrische Gebilde haben dieselbe Form. Zeichen: ~. Kongruente

geometrische Gebilde stimmen in der Form und in der GréBe iiberein. Daher

ist das Zeichen fiir die Kongruenz: 2.

Sechzehnter Abschnitt.
1. Berechnung der senkrechten Prismen, Zylinder, Pyramiden und Kegel.

Berechnung des senkrechten Prismas. § }36/

a) Die Oberfliche.
Die Oberfliiche eines senkrechten Prismas besteht aus der doppelten Grund-

[liche und der Summe der Seitenflichen, dem Mantel. Ist w der Umfang der
Grundfiliche und s eine Seitenkante, so ist der Maniel M = us.

Der Schiiler bestédtige die Richtigkeit der Formel durch Abwickeln des
Mantels in eine Ebene! Welche Figur ergibt sich?

Ist G eine Grundfliche, M der Mantel des Prismas, so ist die Ober-
[liche O =2 G -+ M.

Fiir den Wiirfel ergibt sich O = 6 s2, wenn s seine Kante ist.

b) Das Volumen.
Ein Quader und ein senkrechtes z. B. fiinfseitiges Prisma, welches mit dem

Quader gleiche Grundfliche und Hohe hat, stehen auf derselben Ebene. Man
legt zu dieser Ebene durch die beiden Korper in gleichen sehr kleinen Abstéinden
parallele IEbenen. Durch diese werden die beiden Korper in sehr diinne Platten
von gleichen Grundflichen und Hohen zerlegt, welche daher gleiches Volumen
besitzen. Daher ist auch das mehrseitige Prisma gleich dem Quader.

Von der Richtigkeit kann man sich auch experimentell') iiberzeugen:

1. Durch Wigung der beiden Korper, wenn sie aus demselben Materiale
bestehen,

2. Durch das gleich hohe Ansteigen von Wasser in emem kubiziertem Ge-
tille, wenn man belde Korper nacheinander in die Fliissigkeit versenkt.

Es gilt daher der Satz:
Jedes senkrechte Prisma st mat evnem Quader von glezcher Grundfliche zmd “

Hohe inhalisglevch.
Durch diesen Satz ist die Berechnung des Volumens eines jeden senkrechten

Prismas auf die eines Quaders von derselben Grundfliche und Hche zuruck-

geliihrt. f
Das Volumen etmes senkrechten Prismas st gleich dem Produlkte aus der
v

Grumdfliche g -und der Hihe h; mithin ist v =g h und g = ?z-"" f = -

Sind die Kanten eines Quaders a, b e, so ist v = abe. ST 8-
‘Fiir den Wiirfel ist v'=s? wenn s dessen Kante ist, und s = Vz,

) Lat. expenmentum Versuch.
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Wie dndert sich das Volumen eines senkrechien Prismas, wenn die Grundfliche mit
2, 3, 4, ... multipliziert oder durch diese Zahlen dwrdvert wird? Wenn man dasselbe
il der Hohe macht 2 Wenn man es an beiden Grifen ausfiihrt ?

Wie dndert sich das Volumen ewnes Quad:rs, wenn a) eine Kanle, b) zwer Kanten,
¢) alle drei Kanten einer Ecke mat m multiplizerl oder durch m dividierl werden 2 In
diesem Falle sind die Quader dhnliche Korper. Verglevche auch die Oberflachen und achie
auf die Potenz, in welcher m bes der Vergleichung der Oberflichen und der Volumwna aufirii.
Anwendung von ¢) auf den Wiirfel. Die erhalienen Wiirfel sind dhnlich.

Aujfgaben.:
1. Wie groB ist @) die Oberfliche, b) der Kubikinhalt eines Wiirfels, dessen Kante
a) 12 dm, b) 2m 3 dm, ¢) 00575... m, d) 2478 ... m ist?
_2:Die Oberfliche eines Wiirfels betra.gt 398535 cm2 Wie grof ist seine Rante?
Wie groB ist der Kubikinhalt? Wie schwer ist er, wenn die Dichte des Materials

2-4 1st?
‘ 8. Eine Seitenfliiche eines Wiirfels betrigt 3 m2 61 dm2. Wie groB ist der Kubik-
inhalt?
}/Der Kubikinhalt eines Wiirfels ist 6434:856... em3. Wie groB ist dessen Ober-
iche ?

>

|

&7 Es soll ein wiirfelformiges, oben offenes Blechgefdl von 0-38 m Kantenlinge an-
gefertxgt werden. Wieviel Quadratmeter Blech braucht man?

87 Ein wiirfellormiges Geldf hat 4'8 dm innere Weite. Wieviel Liter falit es?

)/Wle schwer ist ein Wiirfel mit der Kante 3 dm 7 ¢m, wenn 1 dm® des Materiales

6 kg wiegt?
X%i?l Wiirfel von 2 dm Kantenlinge wiegt 16 k9. Wieviel wiegt ein anderer Wiirfek
aus demselben Materiale von 6 dm Kantenlinge?
“Es soll ein Wiirfel gemacht werden, welcher der Summe zweier Wiirfel gleich ist,
deren Kanten 54 dm und 4'9 dm sind. Welche Linge mull man seiner Kante

-geben ?
/}6. Wenn ein hohler Wiirfel 20 kg Wasser fallt, wie groB ist seine Kante ?
. Das Gewicht eines Wiirfels ist 1 kg 23 g.