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MATEMATIKA
___II

PLOšč1NA MRE2N 1H VEčKOTrJI KOV

Ravnino l ah ko prekrijemo s kvadr a tno mrežo . Izberimo v dolo­

čenem vr stnem redu ne kaj vozli šč v mreži in jih povežimo z da­

ljicami, pa dobimo lomnico; povežemo še končno točko danega na­
bora točk z začetno daljico, pa dobimo sklenjeno lomnico. Lom­
nica je enostavno sklenjena , č e nobena dalji ca ne seče kake

dr uge izmed daljic dan e lomnice v notranji toč ki daljice.

Vidimo, da enostavno s klenjena lomnica razdeli ravnino v dva
dela, eden od delov je omejen, drugi pa rii. To kaže slika lo

Z dvema enostavno s klenjenim a l omnicama lahko včasih ogradi ~

mo v ravnini li k z votlino (na primer okenski okvir ali slika

2) . če je treba , lahko z večjim številom lomnic omejimo lik, ki
ima ve č votlin.

Ker imajo vsi na ši več kotniki, ki jih po tej poti oblikujemo,

oglišča v v ozliščih mreže, jim dajmo i me mrežni večkotniki .

Vidimo, da ima rob mrežnega več kotnika vsaj eno enostavno
sklenjeno lomnico . če sestoji rob takega lika iz k e nos t avno

sklenjenih lomnic, rečemo, da je več k otnik k- pove za n.

Poglejm o 2-p ove zan v e č ko t n ik L v s l ik i 2. Prerežimo t a lik z
rezom, ki poteka od robne lomni ce do druge po notranjosti lika!
Potem se ob rezu pojavita dve lomnici Z' in Z" , druga tik dru­

ge . Novi li k L ' , ki smo ga dobili z rezom iz lika L , je l-pove­

zan!
Sklepamo : če je mre žni v e č k o t ni k k-povezan, je po trebnih

k-1 r e zov , tako da dobimo 1- povezan večkotnik!

Zdaj se zanimamo za ploščin o mrežnih večkotnikov .

Na j pr e j glejmo l-povez ane večkotni ke . če teče rob ,1ika le po

stranicah kvadratne mreže, je določitev ploščine lahka: s štet­

jem določimo število kvadratov , ki jih večkotnik vsebuje.
Zanimivo pa je, da lahk o p lo ščino p določimo tudi drugače :
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Oz nač imo z 2' š tevilo mrež nih v o zli š č , k i l e ž e na ro bu li ka

i n z n š t evi l o voz lišč zno tra j li ka. V s lik i 3 l ah ko preveri mo

to le zv e z o :

( 1 ) P = n +
1

"2"2'- 1

Poglej mo u t e me l j i t ev , k i pokaže, da velja ta zakon ito st za

vsak l- pov e z a n mrežni v e č k o t n i k !

Najprej i z be r i mo mrežni pra vo kotn ik s st r anicama a in b ,

sli ka 4 . Seved a v e mo , da j e P = ab . Vidimo pa t u d i , da v el j a

n = (a-l) (b-l) = ab - (a +b ) + 1 2' = 2(a- l)+2(b - l )+4=2 (a +b)

i n je potem za res

n + } - 1 = ab = P

Pa ra zdeli mo pra vokotnik z d i a g on al o v dva mrež na pravokotna

tr ikot n i ka . Di a g o nal o pr avo ko tni ka ra zd e l e mrežne točke na d

d el ov; števil o d je n ajv e č ji sk u pn i d elitelj š tevi l a i n b (v

s l i k i 4 je d = 4 ). Zat o im amo za š t e v il i n i n 2' t r i ko t n ika t ol e

1n = "2" (a - 1 )(b -1) - (d -1 ) 2' = a + b + d

in pr av la h ko preve rimo, d a za p lošč i no p tr ikotn ik a ve lja ( 1 ) :

1 1
p = n + "2" 2' - 1 = "2" ab

Zda j bomo i zpel jal i to le dejstvo: če sestoji mrež ni v e č k o t­

nik L i z dv eh mrežnih ve čkotnikov L I in L
2

, ki nimata skupne no ­

tranje točke, velja med p lošč inami zv e z a (2) , če le ve lja za

ploščino zako nitost (1). (Privzeli smo seveda , da so L I ' L 2 , L

vs i l-p ov e z a ni li k i . )

(2) p = PI + P2

To izvedemo tako le : De n i mo , da i ma t a L I i n .L 2 del roba skupen,

ta s kupni del roba na j v s e bu j e 8 vozlišč mreže . Vi dno je - sli-

ka 5, da je 8- 2 točk iz tega dela skupnega roba potem notranjih

glede na v e č k o t n i k L. Zdaj sklepamo, da v el j a za u s t r e zn a štev i­

l a v o zli š č

2' = 2'1 + 2'2 - 2 8 + 2

i n do b i mo

n = ~ + n2 + 8 - 2
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1 1
P n + "2" 2' - 1 = n I + n2+ 8- 2 + "2"2' 1

1 1
(nI + Z2'l - 1 ) + ( n2 + 2.2'2 -

Malo sp lošnejš e l ah ko trd imo: če

1
+ Z2'2 - 8 + 1 - 1

1) = P, + P2

ve l ja za p lošči no l- pov e za-



nih mrežnih ve čkotnikov (1) in č e je ve čkotnik L unija k o n č n o

mnogih mrežni h ve č kotni kov L I ' L2 , .. . , Ln ' ki par oma nima jo
s kup nih notr an ji h t o č k, velj a

P = P I + P 2 + + P n

Naj bo zdaj T poljube n mre žni trikot ni k (sli ka 6). Pokažimo ,

da velj a za plo š čin o P obraz ec (1) . Na j prej ogradim o tr i kotn ik

T s čim ma njšim pravo kot ni kom P (p ri m. sli ko 6 ) . Potem ra zdel i­

mo P v u ni j o š ti r i h tri kotniko v T I ' T2 , T3 in T (s tujimi si no­
tranjos tmi) . Za ploščin o trikotnik ov T I ' T2, T3 že vemo, da ve­
l ja (1). O z n ači m o potem š tevila no t r an j i h in rob nih t o č k teh li­

kov z znaki n ' , r ' , nI ' r l ' n 2 , r 2 , n 3 , r 3 ,n , r . Nada l j e oz na čim o z d l '
d2 in d3 š t ev i l a vo zli š č, ki le že zno t r aj s t r a nic tri kotni ka T .

Torej velja r - 3 = d ,+d2+d3 . Potem lahk o zapišem o

p( p ) = p (T 1 ) + p (T 2 ) + p (T 3 ) + p t T )

i n velj a zato zveza

p t T ) p (p ) "- p (T 1 ) - p (T2 ) - p (T 3 ) =

(n' + ~r ' - t ) - (n l +n2 +n 3 +i( r ,+r2 +r 3 ) - 3 )

(n' - (n, +n2+n3)) + }(r ' - (r,+r 2+r 3)) + 2

če pogledamo sliko 6, v id imo brž , da je iz ra z n ' - (n,+n2+n3)

ena k vred nosti n + (r- 3) , i zr az r (r,+r 2+r 3) pa j e e nak r avno

št evilu ( - r ) . Tak o i ma mo,
p (T ) =n + 2 r -

i n trditev j e dokazan a .
Ko n č n o , če je L polj uben l- povez an mre žn i v e č k otni k, ga l ah ko

r azc e pi mo na t ri kotni ke ( t o kaž e sl i ka 7); na podlagi pr e j šnjih

odstavkov vel j a tudi za njegovo ploščino za konito st (') .
Ka ko dol očimo pl o š či n o k- povez ane ga mre žn ega več k otnik a L s

št et j em v ozl i š č, če je k ~ , ?

S k-' rez i ga sp reme nimo v l-p ov ezan v e č k o tni k L ' , o z na č i mo

lomnice teh re zov z l " l 2 ' . .. , lk - " Pa na j ima lomnica l, de­
nimo s, vozli š č, ki ne l eže na robu ve čkotni ka , . . , P l oš č i n a ve č­

kotn ik a L se seved a zar adi teh r ez ov po vr ed nost i ni n i č s preme ­

nila. Ker za L in L ' veljata zvez i

n

dobi mo

r
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c PI 
1 1 p' = p )1' + -3.* - 1 = n + ~r C (R-ej 
2 

Y t d f m o ,  ds j a  [I) posebni primer za (P), namret k = 1. 
Za v a j a  d o l o t i  ploGEtme vetkatoikom v slf kah 1 .  2 ,  5 .  7 i n  B ,  

l ahka  pa t u d i  v a r u g i h  primerih. 

Y i r :  
Hadwlger,  H.. Yfl ls .  J.M., ~anveksna telesa i n  mrefne toEke 

v evklidskem prostoru. Eeametr4a.e Oedtcata _2 (1973)  Ff, s t r .  255- 
260. 




