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MATEMATIKA

PLOSCINA MREZNIH VECKOTNIKOV

Ravnino lahko prekrijemo s kvadratno mreZo. Izberimo v dolo-
¢enem vrstnem redu nekaj vozlis¢ v mrezi in jih poveZimo z da-
1jicami, pa dobimo lomnico; poveZemo 5e konéno tolko danega na-
bora tock z zacetno daljico, pa dobimo sklenjenoc lomnico. Lom-
nica je enostavno sklenjena, ¢e nobena daljica ne see kake
druge izmed daljic dane lomnice v notranji toéki daljice.

Vidimo, da enostavno sklenjena lomnica razdeli ravnino v dva
dela, eden od delov je omejen, drugi pa ni. To kaZe slika 1.

Z dvema enostavno sklenjenima lomnicama lahko véasih ogradi-
mo v ravnini 1ik z votlino (na primer okenski okvir ali slika
2). Ce je treba, lahko z veé&jim Stevilom lomnic omejimo 1ik, ki
ima veé votlin.

Ker imajo vsi nad3i veékotniki, ki jih po tej poti oblikujemo,
ogliséa v vozliséih mreie, jim dajmo ime mreZni veckotniki.

Vidimo, da ima rob mreinega veckotnika vsaj eno enostavno
sklenjeno lomnico. €e sestoji rob takega 1ika iz % enostavno
sklenjenih lomnic, reiemo, da je veckotnik k-povezan.

Poglejmo 2-povezan veékotnik L v sliki 2, PrereZimo ta 1ik z
rezom, ki poteka od robne lomnice do druge po notranjosti likal
Potem se ob rezu pojavita dve lomnici 2* in 2**, druga tik dru-
ge. Novi 1ik r’, ki smo ga dobili z rezom iz lika L, je l1-pove-
zan!

Sklepamo: Ce je mreZni veckotnik k-povezan, je potrebnih
k-1 rezov, tako da dobimo 1- povezan velkotnik!

Zdaj se zanimamo za plodcino mreZnih veckotnikov.

Najprej glejmo 1-povezane veckotnike. e tece rob lika le po
stranicah kvadratne mreZe, je dolocitev ploicine 1ahﬁa: s Stet-
jem dolocimo Stevilo kvadratov, ki jih veckotnik vsebuje.

Zanimivo pa je, da lahko plo3Cino p doloéimo tudi drugacle:









Oznaéimo z » 3tevilo mreinih vozlisc, ki leZe na robu lika
in z n %tevilo vozli3é znotraj lika. V sliki 3 lahko preverimo
tole zvezo:

(1) p=nt et

Poglejmo utemeljitev, ki pokaZe, da velja ta zakonitost za
vsak l-povezan mreini veckotnik!

Najprej izberimo mreZni pravokotnik s stranicama a in b,
slika 4. Seveda vemo, da je p = ab. Vidimo pa tudi, da velja

n = (a=1)(b=1) = ab-(a+h)+1 r = 2(a-1)+2(b=-1)+4=2(a+th)
in je potem zares
n + %P -1 =ab = p
Pa razdelimo pravokotnik z diagonalo v dva mreZna pravokotna
trikotnika. Diagonalo pravokotnika razdele mreine tocke na d

delov; stevilo d je najvecji skupni delitelj stevil a in b (v
sliki 4 jed = 4). Zato imamo za Stevili n inr trikotnika tole

n=,1_,(a-|)(b-|)-(d-1) powa b wd

in prav lahko preverimo, da za plo3¢ino p trikotnika velja (1):
p =n + %r w1 %ab

Zdaj bomo izpeljali tole dejstvo: Ce sestoji mreZni velkot-
nik L iz dveh mreinih veckotnikov L1 in 52' ki nimata skupne no-
tranje tocke, velja med plo3¢inami zveza (2), ce le velja za
plos€ino zakonitost (1). (Privzeli smo seveda, da so Lys Ly, L
vsi 1-povezani 1iki.)
(2) P =p *tp

To izvedemo takole: Denimo, da imata L1 in L2 del roba skupen,
ta skupni del roba naj vsebuje s vozlii¢ mreze. Vidno je - sli-
ka 5, da je 8-2 totk iz tega dela skupnega roba potem notranjih

glede na veckotnik L. Zdaj sklepamo, da velja za ustrezna Stevi-
la vozlisé

By ko = 2a+ 2 n=ono+ oy tos - 2
in dobimo
BOF Y %—P‘ T = nytnyte-2 + %ri + %rz -8+ 1-1-=
z(n1+%2’1'1)+(?’12+1?I‘2"|)=p1+P2

Malo splosnejse lahko trdimo: Ce velja za ploi€ino 1-poveza-



nih mreZnih veckotnikov (1) in e je veckotnik L unija konéno
mnogih mreinih veckotnikov Lys Lgs «ov s Lps ki paroma nimajo
skupnih notranjih tock, velja
PEpytpp ¥ oo tpy

Naj bo zdaj T poljuben mreini trikotnik (slika 6). PokaZimo,
da velja za plo3fino p obrazec (1). Najprej ogradimo trikotnik
7 s €im manjsim pravokotnikom P (prim. sliko 6). Potem razdeli-
mo P v unijo Stirih trikotnikov Tys Tgs Ty in 7 (s tujimi si no-
tranjostmi). Za plodcino trikotnikov Tys Tps Ty Ze vemo, da ve-
1ja (1). Oznacimo potem Stevila notranjih in robnih tock teh 1i-
kov z znaki n’,r’,rﬁ, Tys Mg aPosNig Ty snsl. Nadalje oznaiimo z dy»
dZ in d3 Stevila vozlis¢, ki leZe znotraj stranic trikotnika 7.
Torej velja » - 3 = dytdytdsy- Potem lahko zapiSemo

p(P) = p(7y) + p(2;) + p(73) + p(7)

in velja zato zveza

p(T) = p(P) - p(7y) - p(1y) - p(73) =

= (n* + %yﬂ -1) - (n1+n2+n3+%(p1+r2+r3} =3) =

= [p? = (n1+n2+n3)) + %(r' - (P1+r2+r3)) + 2
Ce pogledamo sliko 6, vidimo brZ, da je izraz n® - (n|+n2+n3}
enak vrednosti n + (»-3), izraz »’ - (r1+r2+P3) pa je enak ravno
Stevilu (-»). Tako imamo
p(r) = n + ;_rr- 1

in trditev je dokazana.

Konéno, €e je L poljuben 1-povezan mreini vecikotnik, ga lahko
razcepimo na trikotnike (to kaZe slika 7); na podlagi prejinjih
odstavkov velja tudi za njegovo plosiino zakonitost (1).

Kako dolocimo plo3éino k-povezanega mreZnega veckotnika [ s
Stetjem vozli3é, ¢e je k 2 1 2

S k-1 rezi ga spremenimo v l-povezan veékotnik L', ozna€imo
Tomnice teh rezov z 2y, 1,5 «.. » -1+ Pa naj ima lomnica 7, de-
nimo 8y vozli§€, ki ne leze na robu veckotnika, ... Plo3&ina veé-
kotnika [ se seveda zaradi teh rezov po vrednosti ni nig spreme-
nila. Ker za 1 in L’ veljata zvezi

Ll

n®> =n - (s1+sz+...+sk_|). p* =k 2{31+32+"'+8k-1}+2(k-”

dobimo



(2) P’=P=n’+%r’-1=n+%r+(k—2)

Vidimo, da je (1) posebni primer za (2), namre k = 1.

Za vajo doloci ploic¢ine veckotnikom v slikah 1, 2, 5, 7 in 8,
lahko pa tudi v drugih primerih.
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