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(A TEMATIGA

MATRIKE KOT POSPLOSITEV POJMA STEVILA

1. del

Znaten del matematike predstavljajo matemati¢ne discipline, ki Studirajo ra-
éunske operacije z razliénimi matemati¢nimi koli¢inami. Vsi poznamo npr.
naravna $tevila in radunske operacije z njimi, pa tudi ulomke, realna 3tevila,
nekateri celo kompleksna Stevila. Tu si bomo ogledali bolj nenavadno, a zelo
pomembno posploitev §tevil — matrike — in raéunanje z njimi. Zaradi eno-
stavnosti se bomo omejili le na primer matrike dimenzije 2 x 2:

a b
A= |: :| a, b, c,d sostevila (1)
c d

Matriko doloéa torej éetverka Stevil, ki pa imajo toéno doloéena mesta. Ime-
nujemo jih matriéni elementi. Matrika A ima dve vrstici in dva stolpca. Npr.
prva vrstica je [a, b], drugi stolpec pa[g] . Matrika je pripravna tabela, v kateri
lahko podamo mnoZico podatkov. Take tabele sreamo v Zivljenju vsak dan,
npr. pri Sportni stavi, pri objavi rezultatov Sahovskega turnirja, pri preglednici
dnevnih temperatur itd. Vendar nas v tem sestavku ta stran matrik ne bo za-
nimala.

Za cilj si zastavimo, kako z matrikami racunati. Najprej se vpraiamo, kdaj
imamo dve matriki za enaki. Naravna se zdi definicija: dve matriki sta enaki,
¢e se ujemata v vseh istoleznih elementih. Bolj na dolgo: naj bo A matrika iz
enacbe (1) in

- & f
g h
Matriki A in B sta enaki, vznakihA =B, ¢ejea=e,b=f,c=gind=nh.
S seStevanjem matrik ne bo tezav. Rekli bomo: matriki A in B setejemo

tako, da seStejemo istoleZne matri¢ne elemente. Vsota zgornjih matrik A in B
je torej

ate b+f
A+B= [ :\ (2)
ctg d+h

Primer: SeStejmo matriki A in 8, kjer je
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Po navodilu (2) dobimo
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A+B=
S

Prav lahko se prepriéamo, da za poljubni matriki A in B velia A + B =B + A.
Za vsoto treh matrik A, B in C pa velja (A + B) +C=A + (B + C). Pri 5tevilih
imamo tudi odlikovano $tevilo o z lastnostjo: ¢e o priStejemo k poljubnemu
drugemu $tevilu, se to ni¢ ne pozna: @ + o = a. Ali obstaja tudi matrika s po-
dobno lastnostjo? Gotovo je Ze vsak sam uganil, katera matrika je to. Ozna-
¢imo jo s simbolom O, vsi njeni elementi naj bodo o

o o

o o
V navodilu (2) za se$tevanje vzemimo namesto matrike 8 matriko O in dobimo
A +0=A. Zato imenujemo matriko O matri¢no niclo ali nicelno matriko.

Za matrike lahko definiramo tudi racunsko operacijo mnoZenje matrike
s Stevilom. Naj bo k $tevilo , A pa matrika iz enaébe (1). Matrika kA naj bo

ka kb
kA= [ } (3)
ke kd

Dogovorimo se $e, da naj pomeni Ak isto kot kKA. Za produkt matrike s Stevi-
lom veljajo nekateri ra¢unski zakoni, podobni zakonom za ra¢unanje s $tevili:

k(A +B)=kA + kB (k+h) A=kA +hA
1.A=A 0A=0 (kh) A =k (h A)

Veljavnost vseh petih zakonov zlahka preverimo npr. tako, da za vsakega od
njih zapiSemo desno in levo stran in upoStevamo definiciji seStevanja matrik
in mnozenja matrike s Stevilom. Za zgled dokazimo npr. prvo pravilo. Leva
stran je

(4)

(5)

ate b+f
k(A+B}=k[ }

[kta+e} k{b+ﬂ]

c+g d+h klc+g) k(d + h)



Desna stran prvega od pravil v enacbi (4) pa je
ka kb ke kf ka+ ke kb +kf
ke kd kg kh kc+kg kd+kh
Ce pri matrignih elementih zadnje matrike v enaébi (5) odpravimo oklepaje,
dobimo prav zadnjo matriko v enacbi (6). Pravilo je dokazano.
V posebnem lahko matriko A mnoZimo tudi s Stevilom —1: (—1)A4 . Nava-

da je, da to matriko ozna¢imo kar z —A. Imenujemo jo k matriki A nasprotna
matrika. Ima zanimivo lastnost

A+(-1A=0

kar zlahka preverimo. Matrika —A je uporabna tudi za definicijo razlike dveh
matrik. Razliko A — B definiramo takole:

A—B=A+(-8) .
Zgornje navodilo, napisano na dolgo, da

a—e b—f

B [ }

c—4g d—h

Pri realnih $tevilih znamo vedno resiti linearno enaébo z eno neznanko
oblike a + x = b, kjer sta a in b dani Stevili. ReSitev enacbe je seveda x =b — a.
Podobno vprasanje si lahko zastavimo za matrike. Re$i enacbo A + X = B,
kjer sta A in B dani matriki. Odgovor je na dlani: X =8 — A.

Pri vseh racunskih operacijah, ki jih poznamo za 3tevila, ne gre prenos
na matrike tako gladko. Tudi pri relacijah se zatakne. Za dani realni $tevili
a in b vedno velja ena od treh moznosti: alijea < b, alijea =b,alijea>b.
Za matrike se ne da definirati relacija A > B tako, da bi ta relacija imela iste
lastnosti kot relacija @ > b zad realni $tevili. Seveda bi mogli poskusiti z oéitno
idejo A >B,&ejea>e b>f c>gind>h Ce vzamemo npr.

1 2 3 1
SRS
3 0 0 0
potem oéitno ne velja niti A < B niti A = B niti A > B. Zato zaenkrat opustimo
misel na to, kako bi primerjali dve matriki.
Doslej smo spoznali, da lahko seitejemo in odStejemo poljubni matriki,

pa tudi matriko znamo mnoZiti s $tevilom. Za te operacije veljajo ""obi¢ajni"”
radunski zakoni. Stevila se dajo med seboi tudi mnoZiti, pa se vprasajmo, ali
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se da definirati tudi produkt dveh matrik. Da se, pa $e na razliéne naéine. lzka-
zalo se je, da je v matematiki koristna predvsem tale definicija produkta dveh
matrik A in B, kjer pa moramo povedati, katera matrika je prvi in katera drugi
faktor v produktu.

ae + bg af + bh
AB = [ :| (7)

ce +dg cf +dh

Predpis za izradun produkta je dokaj zamotan. Opazimo pa tole: element
matrike AB, ki je v prvi vrstici in v prvem stolpcu, tj. ae + bg, izraunamo tako,
da elementa prve vrstice matrike A pomnoZimo z istoleznima elementoma
prvega stolpca matrike B in produkta seStejemo. Podobno velja za ostale ele-
mente matrike AB. Npr. element v drugi vrstici in v prvem stolpcu matrike AB
dobimo tako, da elementa druge vrstice matrike A pomnozimo z elementoma
prvega stolpca matrike B in produkta seStejemo.
Primer:

P o N R el

Produkt smo izraéunali po navodilu (7). lzraunajmo za vajo e produkt matrik
A in B v drugem vrstnem redu, torej BA.

o P It

Rezultat nas preseneti: BA ni enako AB! Tako smo spoznali, da mnoZenje
matrik ni komutativno.

Ce za dani matriki A in B velija AB = BA, reéemo, da sta matriki A in B
zamenljivi ali komutativni,

Naloga: Pomnozi matriko A iz enacbe (1) z matriko O.
Kratek raéun nam pokaZe, da veljata enaébi A.0 = 0 in 0.A = 0. Od tod spo-
znamo dvoje: matrika O se vede pri produktu tako kot Stevilo o pri mnozenju
Stevil in matrika O komutira z vsako matriko.

Spet smo radovedni. Ali komutira matrika A samo z matriko O? Odgovor
je ne. Matrika A komutira npr. tudi sama s seboj: A.A = A.A. Pa si zadajmo
nalogo: poiS¢i vse matrike, ki komutirajo z dano matriko A, kjer je

o



Ce neka matrika X komutira z A, potem seveda velja A.X = X.A. Pa naj bo
iskana matrika X

X y
s [ ] (8)
P-4 u

lzraéunamo oba produkta A.X in X.A in dobimo

2x+z 2y +u 2x x+3y
A'X=[ ] XlA:[ :|

3z 3u 2z z+3u

Po definiciji enakosti dveh matrik sledijo iz pogoja A.X = X.A §tiri linearne
enacbe
2x+z=2x 3z=2z 2y +u=x+3y 3u=z+3u

Prva enacba pove z = 0, prav to trdi tudi druga enacba. Tretjo prepi§emo v
obliki v = x + y, ¢etrta pa spet zahteva z = 0. Reditev zgornjega sistema enacb
je torej

z=0,u=x+y
Neznanki x in y sta poljubni Stevili. Zato ima matri¢na enaéba A.X = X.A
neskon&no mnogo reditev, danih s formulo
“x v
X = 2 X, y poljubni stevili
. 0 x+ty

Zapisimo nekaj posebnih primerov matrike X. Pri x = 1 in y = 0 dobimo

-1 0
/= ] (9)
L0 1

11
priizbirix=1iny=1 an=[0 2:I.Zax=0iny=0dobimospet)(=0.

Naloga: Poi$ci vse matrike, ki komutirajo z matriko A iz enacbe (1)!

Racun poteka podobno kot zgoraj. Z nekaj veé truda se da pokazati, da ta
matrika A komutira natanko s tistimi matrikami X, ki se dajo zapisati v obliki
X =kA + hl, kjer sta k in h poljubni tevili.

Za produkt treh Stevil velja raéunski zakon (ab)c = albc), tj. asociativnost
mnozZenja. Enostaven, a dalj$i raéun pokaZe, da velja tudi za poljubne tri matri-
ke A, B in C asociativnostni zakon (AB)C = A(BC). Za racunanje s itevili velja
tudi distributivnostni zakon, tj. alb + ¢) = ab + ac. Tudi za mnozenje in seste-
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vanje matrik velja podobno, zaradi nekomutativnosti mnozenja imamo celo dva
distributivnostna zakona

A(B+C)=AB+AC (A+B)C=AC+BC

Dokaz teh dveh pravil je daljsi, zato ga opustimo.

Pri mnoZenju 3tevil ima odliéno vlogo Stevilo 1, saj veljaa.1 = 1.a=a za
vsako Stevilo a. Ali obstaja tudi taka matrika X, da bo za vsako matriko A
veljalo A.X = X.A = A? Naj ima iskana matrika X obliko (8). |zradunajmo A.X.

ax + bz ay +bu
A.X=[ ]

cx +dz cy +du
Ce naj bo A.X = A, morajo veljati naslednje Stiri enacbe
ax+bz=a aytbu=>b cx +dz=c cy tdu=d

za poljubno matriko A, tj. za poljubna 3tevila a, b, ¢ in d. Pa vzemimo npr.
a=1,b=0,c=0ind=1.Prvaenatba zahteva x = 1,druga y = 0, tretjaz=0
in ¢etrta v = 1, Dobili smo X =/, kjer je / matrika iz enaébe (9). S kratkim ra-
¢unom preverimo, da je za vsako matriko A izpolnjena enacba A./ =/. A = A.
Matrika / ima torej podobno vlogo pri mnoZenju matrik kot $tevilo 1 pri mno-
zenju Stevil. Zato imenujemo matriko / enotsko matriko ali tudi matri¢no
enoto.

Anton Suhadolc





