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V prispevku predstavimo matricno konveksne mnozice, ki so naravna posplositev
konveksnosti za matri¢ne prostore. Ogledali si bomo ustrezno razli¢ico matri¢nega Hahn-
Banachovega izreka in njegovo uporabo.

MATRIX CONVEX SETS

In this article we explore a natural extension of the notion of convexity to matrix
spaces, the so-called matrix convex sets. We shall give an appropriate analog of the
Hahn-Banach theorem and present some of its applications.

Uvod

Podmnozico K evklidskega prostora R™ imenujemo konveksna, ¢e za po-
ljubni tocki z,y € K vsa daljica, ki povezuje = in y, lezi v K. Funkcija
je konveksna, ¢e je obmocje nad njenim grafom konveksna mnozica. Ta
preprost koncept izvira iz geometrije in se uporablja kot orodje v mnogih
znanostih. Konveksnost je pomembna v ekonomiji in financah (splosna te-
orija ravnotezja predvideva konveksne preference), statistiki in verjetnosti
(glej npr. Jensenovo neenakost) ter v matematiéni optimizaciji. Slednja
vsebuje kot samostojno vejo konveksno optimizacijo, ki je zaradi nedav-
nih prelomnic (metoda notranjih tock [13] in semidefinitno programiranje
oz. linearne matri¢ne neenakosti [16]) aktualna tema v matematiki in racu-
nalnistvu. Konveksnost naredi optimizacijo zanesljivo, saj je vsak lokalni
minimum v tem primeru globalen.

V tem sestavku si bomo ogledali posplositev pojma konveksnosti v ma-
tricnih prostorih. Pojem je vpeljal Wittstock [18], mi pa bomo sledili Soli
Effrosa [5].

Matriéno konveksne mnozice

Simetriéne in pozitivno semidefinitne matrike

Spomnimo, da je realna nxn matrika A = (a;;); ; simetri€na, ¢e je A = A,
kjer smo z A' oznagili transponiranko matrike A. Z drugimi besedami, A
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je simetricna, Ce za poljubna 1 < 4,5 < n velja a;; = aj;. MnozZico vseh
simetriénih n X n matrik bomo oznaéili s S,,.

Lastne vrednosti simetri¢ne matrike so vselej realne. Ce so vse lastne
vrednosti nenegativne (oz. pozitivne), potem je A pozitivno semidefini-
tna (oz. definitna), kar ozna¢imo z A = 0 (0z. A = 0). Pozitivno semidefi-
nitnost lahko ekvivalentno vpeljemo na ve¢ na¢inov: simetri¢na matrika A
je pozitivno semidefinitna natanko takrat, ko velja katera koli izmed nasle-
dnjih izjav:

(i

) (Av,v) = v'Av > 0 za vse vektorje v € R";
(ii) obstaja realna matrika B, za katero velja A = B'B;
)

(iii) obstaja simetri¢na realna matrika C, za katero velja A = C?;
(iv) vsi glavni minorji matrike A so nenegativni.

Povsem analogno lahko karakteriziramo tudi pozitivno definitne matrike.
Mnozica vseh pozitivno semidefinitnih n x n matrik tvori konveksen
stozec SZ0 v S,,. Na sliki 1 je predstavljen rob stozca vseh 2 x 2 pozitivno
semidefinitnih matrik (%) kot podmnozica R3.
V nadaljevanju bo klju¢no vlogo imela Lownerjeva delna ureditev
na S,, ki jo porodi Sz%: za A, B € S,

A-B << A-B*>0.

(Kroneckerjev) tenzorski produkt matrik

Pogosto bomo posegali tudi po tenzorskem produktu matrik, zato si na
kratko oglejmo njegove lastnosti. Ce je A = (a;j);; matrika velikosti m x n
in B matrika velikosti p X ¢, potem je

(LllB alnB
A® B = :

amlB amnB

matrika velikosti mp x ng. Kroneckerjev produkt je bilinearen, asociativen
in skoraj komutativen: obstajata permutacijski matriki P, (), za kateri velja

B® A= P(A® B)Q.

Ce sta A, B kvadratni, smemo vzeti Q = P!. V tem primeru sta torej A® B
in B ® A ortogonalno ekvivalentni. Velja tudi

(A® B)(C ® D) = AC ® BD,
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Slika 1

kadar sta produkta AC in BD definirana. Operatorska norma' tenzorskega
produkta je produkt norm, transponiranka tenzorskega produkta pa je ten-
zorski produkt transponirank.

Matriéno konveksne mnozice

Fiksirajmo naravno Stevilo g. Na§ univerzum bodo g-terice realnih sime-
tricnih matrik vseh velikosti nad realnimi Stevili,

s9:= | J sY.
neN

Na S9 vpeljemo operacijo direktne vsote: za A € S}, in B € Sj, postavimo

(A 0\ /(A 0O A, 0 .
A@B._(O B)_<(O Bl)"“’(o Bg)>€Sn+m'

!Operatorska norma n x m matrike W je definirana kot | W := max{|Wz|| | z €
R™, |||l = 1}. Operatorska norma je submultiplikativna: [|[VW| < ||V - |[W]|, kadar je
produkt VW definiran.
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Tako si lahko S9 mislimo kot neskonéno disjunktno unijo ali pa kot stopni-
casto mmnozico. PodmnoZica K C SY je zaporedje

K= (K(n))

kjer je K(n) C Sj,.

Definicija 1. Podmnozico K C SY imenujemo matri¢no konveksna, ce
zadosca naslednjim pogojem:

(0) 0 € K (vsebovanost izhodisca);

(1) Ke K C K: zavse A,B € K velja A® B € K (zaprtost za direktne
vsote);

(2) (zaprtost za x-konjugiranje s skréitvami) za vse n,m € N, vsako skréi-
tev? V € R™™ in vsak A = (41,...,4,) € K(n) velja

VIAV = (VI AV, ..., VTA,V) € K(m).

Omenimo, da je predpostavka (0) nebistvena, a jo tukaj privzamemo,
da se izognemo nekaterim tehni¢nim zapletom. Ce (0) izpustimo, lahko v
(2) predpostavimo le zaprtje za x-konjugiranje z izometrijami V.

Opomba 2. Podmnozici K C §9, ki zados¢a aksiomu (1) in aksiomu (2) za
ortogonalne matrike V, pravimo prosta mnozica. Proste mnozice so domene
in kodomene prostih preslikav, s katerimi se ukvarja prosta analiza [17, 10].

Zgled 3. Preden se lotimo studija matri¢no konveksnih mnozic, si poglejmo
nekaj zgledov.
(a) Fiksirajmo g-terico simetri¢nih matrik Q € S{;. Potem je

K= {Vt([# ROV | ueN, Ve R™ ™ je skréitev, m € N} (1)

matri¢no konveksna mnozica. Tukaj z ® oznac¢ujemo Kroneckerjev tenzorski
produkt matrik. Ce zapiSemo

Vi
v=|: |,
Vi

2Matriki V recemo skré&itev, ¢e je njena operatorska norma < 1. Ekvivalentno: ma-
trika I — V'V je pozitivno semidefinitna, I — V*V = 0. Simetri¢na matrika S je skréitev
natanko takrat, ko je —I XS <X I.
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kjer V; € R™™ ™ potem je

m
Vi eV =) viay,
j=1
ViV < I pa se prepise v Zj VjtV] =< 1.
Ocitno je 0 € K, saj lahko v (1) postavimo V = 0. Pokazimo sedaj, da
je K& K C K. Vzemimo V(I, ® Q)V, Wi(I, ® Q)W € K. Tedaj je
Vi, eQVeW (I, W=Wa V) (I WaV)ek.

Zaprtost K za x-konjugiranje s skréitvami je Se preprostejsa. Za V(I u®
NV € K(n) in skréitev W € M, (R) velja

WV, © QVIV = (VW) (I, @ Q)(VIV),

hkrati pa je
VW <V [W] <1

zaradi submultiplikativnosti operatorske norme.
Mnozica K je najmanjSa konveksna mnozica, ki vsebuje 2. Pravimo ji
matri¢no konveksna ogrinjaca mnozice {2} in jo ozna¢imo s

K = mat-konv{Q}.

(b) Vzemimo sedaj Q,...,9Q, € S9. Tedaj je najmanjsa matriéno konve-
ksna mnozica KC, ki vsebuje vse €2, enaka mat-konv{Q & --- ® Q,}.

Ocitno je Q1 ®---BQ,. € K, saj je K zaprta za direktne vsote. Hkrati pa
vsaka matri¢no konveksna mnozica, ki vsebuje Q1 @ - - - & Q,., vsebuje tudi
vsak €}, saj velja npr.

t

I 04 I

0 Qs 0
Q1 =1.

0 Q. 0

S tem smo pokazali, da so vse matriéno konveksne mnozice, ki so napete s
kon¢éno mnogo tericami matrik, vselej napete kar s singletonom.

(c) Naj bo € > 0. Definirajmo prosto e-kroglo s sredis¢em v izhodisc¢u 0:

N = U{XGS?L\HXng}:{XeSg]aQIiZXJZ}.
J

neN

Preprosto je preveriti, da je A; matriéno konveksna mnozica.
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(d) Vzemimo A = (Ay,...,Ay) € SY in tvorimo eni¢ni matriéni Sop veli-
kosti d:
A(JZ) =Ig+x1A1+ -+ .TgAg. (2)

Matri¢ni Sop lahko seveda vrednotimo v RY: za x € RY je A(x) identiteta
plus ustrezna linearna kombinacija matrik A;. Veliko bolj zanimivo pa je
vrednotenje v S, za n > 2. Ce so X1,..., X, €S, potem definiramo

A(X):In®ld+X1®A1+"‘+Xg®AgESdn.

Sedaj tvorimo linearno matriéno neenakost A(z) > 0 in njeno mnozico
resitev, t. i. (prost) spektraeder

Dy = [ J{X €89 | AX) =0}
neN

Vse skalarne tocke Dp (1) = Dy NRY tvorijo konveksno podmnozico RY.
Mnozica Dy je matri¢no konveksna. Res, A(0) = I = 0, torej je 0 €
Da(1). Zaprtost Dy za direktne vsote sledi iz

AXaY)=AX)DAY),
zaprtost za x-konjugiranje s skréitvami pa iz

AVIXV)=TeI+ ) (VIX,;V)® A
J
- (V®I)t<I®I+ZXj®A]-)(V®I)+(I—VtV)®I
=(VoD'AX) VD) +(I-VV)®I=0.

Matri¢ni Sop (2) po navadi ozna¢imo z A 4(z).

(e) Oglejmo si konkretna primera prostih spektraedrov. Definirajmo

S = O

0
A(.Tl, 1/‘2) = I3+ 0
0
L 1 0 1 . 1+ a2 o
[(x1,29) := I+ (O _1> 1+ (1 0) Ty = ( s 1—x1> .
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Skalarne tocke prostih spektraedrov Da in Dr je preprosto izracunati npr. s
pomocjo minorjev (razdelek (Kroneckerjev) tenzorski produkt matrik). Ve-
lja

(X1, X2) € R? | X7 4 X3 <1},

Da(1) =
Dr (X1,X2) € R* | X7+ X35 < 1}

(1) =

Mnozici Da(1) in Dr(1) sovpadata. Po drugi strani pa je preprosto videti

(96 her

zato iz A(X1, X2) = 0 ne sledi I'(X;, X2) = 0. Velja pa obratna implika-
cija: Dr C Da. To bomo podrobneje razlozili v razdelku Uporaba Hahn-
Banachovega izreka, glej zgled 17.

{
{

Ker je

1 21 2 zp 1 0\ ' /1 0 0 21 10
1 1 0] =[xz 0 1 0 1 0 T2 0 1
Ty 0 1 1 00 0 0 1—a22—22 1 00

in je konjugacijska matrika obrnljiva,

-1

z1 1 0 00 1
i) 0 1 = 10 -z |,
1 00 0 1 —z9

sledi
Da ={(X1,X2) €S? |1 - X? — X3 >0}.

(f) Iz matriéno konveksnih mnozic lahko tvorimo nove matri¢no konveksne
mnozice, npr. s preseki, kartezi¢nimi produkti, zaprtji. Tukaj vse te kon-
strukcije izvajamo stopni¢eno; npr. zaprtje K C S9 je

© - |J K.
neN

pri ¢emer K(n) C S}, opremimo z inducirano evklidsko topologijo.
Projekcija matri¢no konveksne mnozice je ponovno matri¢no konveksna:
e je K C S9T" matriéno konveksna, potem je tudi

proj, K := | J{X €8y | es}: (X,Y) e K}
neN

matriécno konveksna.
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(g) Podajmo se eno konstrukcijo matri¢no konveksnih mnozic. Za podmno-
zico KK C S9 oznaéimo s

Ko=|J{AeS| VX € K: Ax(X) = 0}
neN

njeno polaro. Opazimo, da bi lahko v definiciji namesto A4(X) = 0
zahtevali Ax(A) = 0, saj sta matriki A4(X) in Ax(A) ortogonalno ek-
vivalentni; prehodna matrika je celo permutacijska in realizira izomorfizem
A®B +— B®A.? Preprosto je videti, da je K° matricno konveksna mnozica.
Opazimo tudi, da o obraca inkluzije: ¢e je K C IC potem velja K£° D Ke.

(h) Vrnimo se k prostim kroglam iz (c). Za € > 0 velja
Ni CNZCNy.
ge €

Pokazimo najprej prvo inkluzijo. Ce je [|A| < —, potem za vsak X € N;
velja

[A1®@ X1+ 4+ Ag @ Xg|| < gm?XHAjH ~max [ X < 1.
Sledi
AA(X) = Oa

zatorej je A € N?.
Za desno inkluzijo vzemimo poljuben A € N?. Potem za vsak X; norme
€ velja
1> |45 @ Xl = |41 - [1 X5 = ll 44,
torej je

|5 < 2

Osnovne lastnosti matriéno konveksnih mnozic

Sedaj smo pripravljeni, da si ogledamo preproste lastnosti matri¢no konve-
ksnih mnozic. Najprej razlozimo, od kod ime.

Lema 4. Naj bo K C SY9 matriéno konveksna. Tedaj je za vsak n € N
mnoZica K(n) = KNS}, konveksna.

3V angleséini tej preslikavi reGemo canonical shuffle.
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Dokaz. Vzemimo realni stevili s, ¢, za kateri velja s + t?> = 1, in naj bosta
X,Y € K(n). Definirajmo skrcitev

sl,
V= <tIn>

X 0
0 Y

in pora¢unajmo:

32X+t2Y:Vt( )V:Vt(XEBY)VGIC(n). .

Naj bo K C S9 prosta mnozica. Pravimo, da je K zaprta za zozitve
na invariantne podprostore, ¢e za vsak X € K(n) in vsak podprostor
‘H C R" dimenzije m, ki je invarianten za X, velja

Xy € K(m). (3)

Strogo gledano X | seveda ni m x m matrika, temve¢ le linearna preslikava
na m razseznem podprostoru H C R™. V igjavi (3) vsebovanost v K(m)
preverjamo s kaks$no od matrik, ki jih tej linearni preslikavi priredimo glede
na ortonormirano bazo H. Ali je dobljena matrika element K(m), je neod-
visno od izbire baze, saj je mnozica K prosta in zato zaprta za ortogonalno
x-konjugiranje.

Izrek 5. Naj bo 0 € K C SY prosta podmnoZica, ki je zaprta za zoZitve na
mmwvariantne podprostore. Potem je KC matriéno konveksna natanko takrat,
ko je K(n) konveksna za vsak n € N.

Dokaz. Tmplikacija (=) drzi po prej$nji lemi. Poglejmo si Se obrat. Vze-
mimo X € K(n), podprostor H C R™ in naj bo £ ortogonalni komplement
H v R". Glede na direktno vsoto R” = H @ £ naj ima X zapis

A B
x=(m o)

Ce z V ozna¢imo izometrijo H — R”, potem je V*XV = A. Hkrati je
A 0\ _1/A B +1 1 0 A B\ /(1 0
0o ¢) 2\B" Cc) 2\0 -1)\B" ¢)\0 -1

element IC(n), saj je K(n) konveksna in je matrika (é

01> ortogonalna.

Ker je H invarianten podprostor za O), dobimo 8¢ A = V*XV € K.

A
0 C
Od tod sledi, da je V*XV € K za vsako izometrijo V.
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Naj bo W : H — R"™ poljubna skréitev. Potem je
V:HSR'GH, (Wx,\/I—Wth) - (W, \/I—WWV)ﬂc

izometrija. Ker je 0 € K, za vsak X € K(n) velja X &0 € K. Sledi

WIXW =Vt <)0( 8>VEIC. .

Zgled 6. Podajmo e primer nekonveksne proste mnozice v S?, katere ska-

larne tocke tvorijo konveksno podmnozico v R?. (Nekomutativnemu) poli-

nomup=1-— x‘ll — 23 priredimo prosto semialgebraiéno mnozico

D, := {(X1, X2) € $* | p(X1, X3) = 0}.

X2

X1

Slika 2. TV zaslon Dy(1) = {(z1,22) € R* | 1 — a1 — 23 > 0}.

Ceprav je mnozica D,(1) konveksna, D, ni matri¢no konveksna. Z ne-
koliko racunske spretnosti je mozno pokazati, da podmnozica Dp(2) v 6-
razseznem evklidskem prostoru S2 ni konveksna. Res, za

_1 2 5 11 3 5
4 7 6 2 4 10 6
—1 1 Y ~I 16 ¢ U

velja (X;,Y;) € Dp(2) in (3(X1 4 X2), (Y1 + Y2)) & Dy(2).

W= N
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Slika 3. »Tipicen« trirazsezni prerez TV zaslona Dp(2).

Recemo, da je 0 v notranjosti podmnozice K C SY, ¢e je N C K za kak
e > 0. Mnozica K je omejena, ¢e obstaja N € N, za katerega je || X || < N

za vse X € K. Ekvivalentno: K C Ny. (Tukaj velja opozoriti, da je ta
zahteva moc¢nejsa od omejenosti vseh K(n).)

Lema 7. Denimo, da je K C S9 matriéno konveksna. Potem so naslednje
trditve ekvivalentne:

(i) 0 € RY je v notranjosti mnozice K(1);
(ii) 0 € S7, je v notranjosti mnozice K(n) za kak n € N;
(iii) 0 € Sy, je v notranjosti mnoZice K(n) za vse n € N;

(iv) 0 je v notranjosti mnozice K.

Dokaz. Ocitno velja (iv) = (iii) = (ii). Predpostavimo, da drzi (ii). Potem
obstaja € > 0 z Mz(n) C K(n). Ker je

Ne(1) &+ e N(1) C Ne(n),

in je N zaprt za #-konjugiranje s skréitvami, je tudi N:(1) C K(1), torej
velja (i).
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03r

01r
iy

—01F

-06 -0.4 -02 i} 02 0.4 0.6

Slika 4. Nekonveksen 2-razsezni prerez Dp(2).

Naj sedaj drzi (i), tj. Ne(1) € K(1) za kak € > 0. Trdimo, da je NV, 5 C
K. Vzemimo poljuben X € N, ,2. Ocitno je

g

€ €

[_,] c k().
99

Ker ima vsak X; normo < £/g%, imajo v njegovi diagonalizaciji X; =

A1
U~ ( ) U vse A; absolutno vrednost < £/¢%. Zato je (0,...,0, g\,
>\77
0,...,0) € K(1) in nato zaradi zaprtosti za direktne vsote <0,...,07
A1
g ( ) ,0,. .. ,O) € K. Samo 8e *-konjugiramo z U in dobimo
An

(0,...,0,ng,O,...,O) e kK.
Sledi 1
ng((gXla(LvO)"i_+(0>7079X9))€IC "

Opomba 8. Pri studiju matriéno konveksnih mnozic se po navadi omejimo
na taksne, ki vsebujejo 0 v notranjosti. Ce ima (1) kaksno notranjo tocko,
npr. a € R™, potem preprosto s translacijo

K—-a= U{X—a[n\XGK(n)}
neN
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prevedemo na taksen primer. Ce K(1) nima notranje tocke, potem pa lezi
v kaksnem afinem podprostoru {¢ = 0} [3, Theorem 2.4]. Kratek racun
pokaze, da iz {x ;) = 0 sledi £|x = 0. Torej lahko iz enacbe £ = 0 izra-
zimo kaksno od spremenljivk in s tem preidemo na nizje razsezen ambientni
prostor. Postopek nadaljujemo, dokler £(1) nima notranje tocke.

Trditev 9. Naj bo K C S9.
(1) ce je 0 v notranjosti mnozice K, potem je K° omejena;
(2) K C K°°; z drugimi besedami, za vse n € N velja K(n) C K°°(n);

(3) K je omejena natanko takrat, ko je O v notranjosti mnoZice K°.

Dokaz. Ce ima K izhodis¢e v notranjosti, potem je N C K za neki e > 0.
Torej je K° C N2 C N5 omejena. Tukaj smo za zadnjo inkluzijo uporabili
zgled 3(h).

Trditev (2) je tavtologija. Res, za X € K(n) zelimo pokazati Ax (A) > 0,
kadarkoli velja Aa(Y) = 0 za vse Y € K. To pa je preprosta posledica
dejstva, da sta matriki Ax(A) in A4(X) ortogonalno ekvivalentni.

Ce je K omejena, potem je 0 o¢itno v notranjosti mnozice X°. Obratno,
¢e je 0 v notranjosti mnozice K°, potem iz (1) sledi, da je £°° omejena. Ker
nam (2) pove, da velja K C £, je tudi K omejena. "

Lema 10. Za podmnozico K C SIt" si oglejmo njeno sliko proj K C S9 pri
projekeiji proj : SITh — S9. Terica A € S9 je element (projK)° tedaj in le
tedaj, ko je (A,0) € K°.

Dokaz. A € (proj K)° natanko tedaj, ko za vse X € proj K velja A4(X) = 0.
Slednje je ekvivalentno A(40)(X,Y) = 0 za vse X € projK in vse Y € St
kar je ekvivalentno A(40)(X,Y) = 0 za vse (X,Y) € K. To pa se zgodi
natanko takrat, ko (A,0) € K°. n

Matriéni Hahn-Banachov izrek

V tem razdelku si bomo ogledali eno glavnih orodij pri delu z matri¢no
konveksnimi mnozicami — analog Hahn-Banachovega izreka. Kot prva sta ga
dokazala Effros in Wikler [5], alternativni dokaz pa si bralec lahko ogleda v
[9]. Dokaz je razmeroma zapleten in predolg, da bi ga lahko tukaj predstavili.
Podrobneje pa si bomo pogledali nekaj posledic in uporab tega izreka.
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Izrek 11 (Matriéni Hahn-Banachov izrek). Naj bo K matricno konve-
ksna mnoZica, katere stopnice K(n) so zaprte. Ce X' € S, ne lezi v K(n),
potem obstaja enicen matricni Sop A(x) velikosti n, za katerega je A(Y') = 0

za vse Y € K in A(X') # 0.

Naslednja posledica pove, v kaksnem smislu lahko izrek 11 razumemo
kot matri¢ni analog Hahn-Banachovega izreka. Hkrati nas prepric¢a, da so
prosti spektraedri ustrezni analogi polprostorov iz klasi¢ne konveksnosti za
univerzum S9.

Posledica 12. Naj bo K zaprta matriéno konveksna mnozica. Potem je K
enaka preseku vseh prostih spektraedrov, ki jo vsebujejo.

Nadaljnje lastnosti matricno konveksnih mnozic

Najmanjso zaprto matricno konveksno mnozico, ki vsebuje X C S9, bomo
oznacili z mat-konv IC.

Trditev 13. Naj bo K C SY.
(1) Ce za neki m € N velja 0 € K(m), potem je K°° = mat-konv K.

(2) Ce je K zaprta matricno konveksna mnoZica, tedaj velja K = K°°;

Dokaz. Zaénimo s tocko (1). Najprej opazimo, da je 0 € mat-konv K(m), in
ker je mat-konv KC matri¢no konveksna, dobimo 0 € mat-konv K(1). Denimo,
da W ¢ mat-konv K. Potem nam izrek (11) da obstoj eni¢nega matri¢nega
sopa A4 (kjer velikost matrik A ni ve¢ja od velikosti W), ki lo¢i W od
mat-konv KC: Ag(W) # 0 in A4(X) > 0 za vse X € mat-konv K. V poseb-
nem je A € K°. Ker sta matriki Ay (A) in A4(W) ortogonalno ekvivalentni,
sledi Ay (A) % 0in W ¢ K°°. Torej je K°° C mat-konv K. Obratna inkluzija
sledi iz trditve 9(2). Tocka (2) je preprosta posledica tocke (1). n

Posledica 14. Ce je K C S9, potem je K°° = mat-konv (K U {0}).
Dokaz. Ker je K° = (K U{0})°, sledi

K°° = (Ku{0})°°.
Po trditvi 9(1) in (13) sedaj dobimo

mat-konv (K U {0}) = (KU {0})*°. n
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S pomocjo prostih spektraedrov, njihovih polar in projekcij lahko eks-
plicitno opiSemo matri¢no konveksno ogrinjaco singletona, t. i. matri¢ni ali
prosti polieder:

Izrek 15. Naj bo Q € Sy,
(1) mat-konv{Q} = D3_.

ij)i.j=1

U {(wajcij)EZI,...,g | Cij € Mm(R),

meN ,J

(2) Zapisimo Q = ((wi;)!i—1) 1y g € S%,. Tedaj je mat-konv{Q} enaka

C=(Clm =0, Ca 2L} (@

Dokaz. Oglejmo si najprej tocko (2). Po zgledu 3(a) je X € (mat-konv{Q})
(m) natanko takrat, ko velja

X =V, ®Q)V (5)

za neki p € N in nu x m skréitev V. Ves¢i bralec bo na desni strani
(5) prepoznal Choi-Krausov zapis povsem pozitivne preslikave. Linearna
preslikava 7 med konénorazseznimi podprostori realnih simetri¢nih matrik
je povsem pozitivna natanko tedaj, ko je oblike

7
T(x) =Y ViaV; =V, ®z)V
j=1

za matrike (ustrezne velikosti) Vj [14, Proposition 4.7]. Tukaj smo z V' ozna-
¢ili stolpec (V1,...,V,). V nasem primeru velja Se Zj V]tV] <1I,sajjeV
v (5) skréitev. Tako vidimo, da je g-terica X element (mat-konv{})(m)
takrat in le takrat, ko je za vsak i matrika X; slika 7(€);) povsem pozitivne
preslikave 7 : Lin{I,Qy,...,Q4} — Sy, ki poslje I v skréitev. Po Arveso-
novem razsiritvenem izreku [14, Theorem 6.2] lahko 7 razsirimo do povsem
pozitivne preslikave 7 : My(R) — M,,(R). Sedaj pa uporabimo Choijevo
matriko [14, Theorem 3.14]. Preslikava 7 : My(R) — M,,(R) je povsem
pozitivna natanko takrat, ko je njena Choijeva matrika

C .= (C'L])Z]:l > 0,

kjer je
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Ker je

E wl]T ij) g ijC'W,

lezi X v mnozici (4). S tem je tocka (2) dokazana. Ugotovimo lahko tudi,
da je mnozica mat-konv{{} zaprta, celo kompaktna, saj je slika kompaktne
mnozice po (4).

Posvetimo se sedaj tocki (1). Najprej dokazimo inkluzijo (C). Vzemimo
poljuben A = V{(I ® Q)V € mat-konv{Q}. Trdimo, da je A € D} . Za
vsak X € Dy, velja

u

Aa(X) = Ax(A) = Ax (VI @Q)V) = (Vo )'Ax(Q)(VeI) (©)
=V e&I)'PAX)P(VRI) =0,

kjer smo z ~ oznacili ortogonalno ekvivalenco, P pa je ortogonalna matrika,
za katero velja P'/Aq(X)P = Ax (). Pri tem prva neenakost v (6) sledi z
enakim racunom kot v zgledu 3(d). Torej je A € Dy .

Za obratno inkluzijo bomo uporabili matri¢ni Hahn-Banachov izrek 11.
Denimo, da X ¢ mat-konv{Q}. Potem obstaja matri¢ni Sop A4, za katerega
velja

AA’mat—konv{Q} =0, AA(X) Z 0.

Prva neenakost je ekvivalentna A 4(2) = 0in s tem Ag(A) > 0. V posebnem
A € Dy,,. Hkrati pa velja

Ax(A4) = Aa(X) £ 0,
torej X ¢ Dy, kar smo Zeleli dokazati. "

Razred prostih spektraedrov ni zaprt za polare; je pa polara spektraedra
projekcija spektraedra po izreku 15. Izkaze se, da je slednji razred zaprt za
polare [8].

Uporaba Hahn-Banachovega izreka

V tem razdelku si oglejmo presenetljivo uporabo izreka 11. Opisali bomo,
kdaj za eni¢na matricna Sopa A4 in Ap velja Dp, C Dyp,. Ekvivalentno,
AB’DAA >~ 0.

Posledica 16 (Linearni Positivstellensatz [7]). Naj bo A € S in B €
S?. Naslednji trditvi sta ekvivalentni:
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(i) Dp, C Dhag;
(i) B € mat-konv{A}, tj. obstaja p € N in skrcitev V', da velja
B=VYI,® A)V.

Dokaz. Uporabimo izrek 15, ki nam poda naslednjo verigo ekvivalenc:

Dy, CDry <= Dj,2D%,
<= mat-konv{A} D mat-konv{B} <= B € mat-konv{A}. n

Omenimo, da v tocki (ii) posledice 16 lahko postavimo meje na p. Brez
skode za splosnost lahko namre¢ zahtevamo p < de. Dokaz tega ni preza-
pleten, a uporabi teorijo povsem pozitivnih preslikav in ga zato izpusc¢amo.
Bralec lahko podrobnosti najde v [7]. Posledica ima vedno preprosto inter-
pretacijo v jeziku povsem pozitivnih preslikav: Dy, C Dp, natanko takrat,
ko obstaja povsem pozitivna preslikava, ki poslje A; — B; in slika I v skr-
Citev.

Zgled 17. Vrnimo se k zgledu 3(e). Pokazimo, da velja Dr C Da. Defini-

rajmo
11 0] . 0 0 1
‘/1'_[001} H Vz'_L -1 o]'

Potem je
2A (w1, m2) = VT (21, 20) Vi + V4T (21, 22)Va,

kar s pomocjo posledice 16 da iskani zakljucek.

Nadaljnje teme

Prispevek sklenemo s kratko diskusijo oz. kazipotom za nadaljnje teme.

Gleichstellensatz

Naravno vprasanje je, kdaj dva matri¢na Sopa doloc¢ata enak prost spektra-
eder, tj. Dp, = Da,. Najprej opazimo, da je to vprasanje nekako ekviva-
lentno vprasanju obstoja vlozitve med spektraedroma:

Dp, CTDpg <= Dprygp =Day-

Re¢emo, da je matri¢ni Sop A4 minimalen, ¢e za vse terice matrik B,
ki so manjsSe velikosti od A, velja Dy, # Dp,. 7Z nekaj truda je mogoce
dokazati, da je dovolj, ¢e minimalnost preverjamo le za »podSope« Aj4.
Tukaj podSop oznacuje skréitev matricnega Sopa A 4 na skupen invariantni
podprostor za A.
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Izrek 18 (Linearni Gleichstellensatz [7]). Naj bosta A € S% in B € S¢.
Predpostavimo, da sta matricna Sopa Ayg in Ag minimalna. Potem sta
nasledngi trditvi ekvivalentni:

(i) Day = Dag;
(i1) d = e in obstaja ortogonalna matrika U € My(R), za katero velja

B =U'AU.

Izrek 18 poda geometrijsko karakterizacijo teric matrik glede na ortogo-
nalno konjugiranje. Dokaz tega izreka uporabi Arvesonovo nekomutativno
Choquetjevo teorijo [1, 2] in ga bomo izpustili. Bralec ga lahko najde v [7].

Na tem mestu omenimo Se algebrai¢no karakterizacijo teric matrik glede
na ortogonalno konjugiranje. Procesijev izrek [15] pove, da sta g-terici
Aq,..., Ay € My(R) in By,...,B,; € Mg(R) ortogonalno ekvivalentni na-
tanko takrat, ko velja

sledw(A, A") = sledw(B, B")

za vse besede w v z, 2! dolzine d?.

Konveksni Positivstellensatz

Posledica 16 opiSe matri¢ne Sope Apg, ki so pozitivno semidefinitni na spek-
traedru Dy ,. V tem smislu gre za tipicen izrek iz realne algebrai¢ne geome-
trije [4], ki se ukvarja s polinomskimi neenakosti. Zanimiva je tudi naslednja
posplogitev na nekomutativne polinome p, ki so pozitivno semidefinitni na
prostem spektraedru Dy ,.

Izrek 19 (Konveksni Positivstellensatz [6]). Naj bo p nekomutativen
matriéni polinom in A eniéni matricni Sop. Potem je p|p, = 0 tedaj in le
tedaj, ko je

p="n'h+) fi\f (7)

za matri¢ne polinome (ne nujno kvadratne) h, f;. Ce je stopnja p kvedjemu
2r+1, potem je v (7) stopnja h kvecjemu r+1, stopnje f; pa so vse omejene
ZT.

Izrek 19 je » perfekten« Positivstellensatz, saj potrebuje le nenegativnost,
certifikat (7) ima optimalne meje na stopnje, mozno pa je izpeljati tudi

meje na velikost matrik, ki jih potrebujemo za p|p, > 0. Hkrati lahko
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izrek razumemo kot nelinearno algebrai¢no posplositev povsem pozitivnih
preslikav. Dokaz [6] tega izreka je povsem drugacen od dokaza posledice 16,
ki smo ga predstavili zgoraj. Sloni namre¢ na separaciji konveksnih mnozic
in Gelfand-Naimark-Segalovi konstrukciji ter resi nekomutativen problem
momentov.

C*-konveksnost

Matri¢ni konveksnosti soroden pojem najdemo tudi v kontekstu C*-algeber.
Tam govorimo o C*-konveksnih mnozicah [12, 11].
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