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Predgovor

Predavanja so namenjena Studentom 3. letnika finanéne matematike. Vsebu-
jejo Laplacovo transformacijo, navadne diferencialne enacbe, sisteme diferen-
cialnih enacb, specialne funkcije, parcialne diferencialne enacbe prvega reda,
parcialne diferencialne enacbe visjih redov, Laplacovo, difuzijsko in valovno
enacbo.



1. Primeri navadnih diferencialnih enacb

1. Kaj je navadna diferencialna enacba

Privzeli bomo, da so funkcije definirane na odprtih mnozicah in odvedljive
tolikokrat, kolikor je potrebno, ne da bi to vsaki¢ eksplicitno povedali.

Da bi razumeli, kaj je diferencialna enacba, se najprej spomnimo, kaj
pove odvod. Naj bo f odvedljiva, I'f njen graf in p tangenta na I'f v tocki
(z0,Y0). Potem je smerni koeficient p enak f’(zp), enotski smerni vektor na
p pa je (1, f'(x0))//1+ f'(x0)?. Funkcija f je resitev diferencialne enacbe
y' = f'(x). Iz analize 1 vemo, da je resitev tudi vsaka funkcija f(x) + ¢, kjer
je ¢ konstanta. Tangenta na graf te funkcije v (xg,yo + ¢) ima enak enotski
smerni vektor kot p. Ce na ta nacin vsaki tocki pripnemo enotski smerni
vektor tangente na graf resitve diferencialne enac¢be, dobimo vektorsko polje
smeri in resitve diferencialne enacbe so tokovnivee tega polja (to so krivulje,
ki so tangentne na dano vektorsko polje).

Definicija 1.1. Navadna diferencialna enacba je vsaka enacba oblike
flay(@),y (@), ..,y ™ ().
Stopnja najvisjega odvoda je red diferencialne enacbe.
Najprej nas bodo zanimale diferencialne enacbe prvega reda, ki so oblike
y' = f(z,y).

Definicija 1.2. Naj bo D C R odprta mnoZica. Funkcija ¢ : D — R je
reditev enacbe y' = f(x,y) na D, ce je

lx) = flz,0(2)) (1.1)

za vsak x € D. Resitev ¢ zadosca zacetnemu pogoju (o, o), ¢e je p(xo) = yo.
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2. Najpreprostejsa diferencialna enacba

Ena od najpreprostejsih diferencialnih enacb je enacba oblike iy = f(x) z
zacetnim pogojem (xg,yo). Njena resitev je dana z (Barrowovo) formulo:

() = yo + /0 o

Ob tem smo privzeli, da je f zvezna. Ce vzamemo npr. f(z) = sin(z) dobimo
resitve
Y = Yo — COST + COS Zg.

Diferencialna ena¢ba 1.1 doloc¢a vektorsko polje smeri v ravnini. Vsaki tock
(x,y) pripnemo enotski vektor v smeri (dz,dy) = (1, f(z,y))dz. To vektorsko
polje imenujemo polje smeri in za primer f(z,y) = sinx je prikazano na sliki
1. Funkcija ¢ bo resitev diferencialne enacbe pri zacetnem pogoju (xg,yo),
¢e bo njen graf v vsaki tocki tangenten na polje smeri in bo potekal skozi
tocko (9, yo). Za nas primer enacbe y' = f(x) so resitve pri razlicnih zacetnih
pogojih prikazane na sliki 2.
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Slika 1.1: Polje smeri enacbe ¢y = sinz

Opomba. Ker je polje smeri invariantno za translacije v smeri osi y, bo to
veljalo tudi za reSitve pripadajoce diferencialne enacbe.

3. Druga najpreprostejsa diferencialna enacha

Malenkost manj preprosta diferencialna enacba je enacba oblike ¢’ = f(y).
Privzemimo, da f nima nic¢el. Potem polje smeri

v(z,y) = (1, f(y))/V1+ f(y)?
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Slika 1.2: Resitve enacbe 3y’ = sinz pri razliénih zacetnih pogojih

te enacbe sovpada s poljem smeri enacbe

, 1

IO
wle,y) = (/1) )/V/1/ ) + 1.

Zato imata polji enake tokovnice. Ker pa so tokovnice druge enacbe dane z
Barrowovo formulo, dobimo

v
x—woz/y() mdt. (1.2)

Tako smo dokazali prvi

Izrek 1.3. Naj bo f nenicelna zvezna funkcija. ReSitev y = @(x) enacbe
y' = f(y), ki zadosca zacetnemu pogoju (xg,yo), je dana s formulo (1.2).

Opomba. Ker je polje smeri invariantno za translacije v smeri osi x, bo to
veljalo tudi za reSitve pripadajoce diferencialne enacbe.

4. Enacba normalne reprodukcije

Naj bo y(t) velikost dane populacije v ¢asu t. Naj bo Stevilo novih osebkov
linearno odvisno od velikosti populacije. To je npr. res, ¢e je dovolj hrane
in ni drugih dejavnikov. Ozna¢imo proporcionalnostni faktor rasti s £ > 0.
Potem lahko reprodukcijo popisemo z naslednjo diferencialno enacbo

Y (t) = ky(t), k > 0.
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Imenuje diferencialna enacba normalne reprodukcije. Ker izraz vy = dy/dt
pomeni spremembo y glede na x, lahko diferencialno enacbo predstavimo tudi
z vektorskim poljem enotskih vektorjev v smeri (dt, dy) = (1,1')dt. Ce sledimo

i%/////////////////

ettt et e S e

Slika 1.3: Polje smeri enacbe y' =y

puscicam, vidimo, kako bo izgledal graf resitve. Ta enacba je preprosto resljiva
z integriranjem. Delimo z y

integriramo od ty do ¢ in dobimo
t 1 t
/ y(t) dt:/ k dt,
to y(t) to

In(y(t)/y(to)) = k(t — to)-

Antilogaritmiramo, mnozimo z y(tg) in dobimo

(t) = y(to)H).

Iz resitve vidimo, da populacija eksponentno naraSca.
Ker smo delili z y, je potrebno posebej pogledati primer y = 0. Vidimo, da
tudi ta reSi enacbo. Taki resitvi bomo rekli singularna. Glede na razliéne
vrednosti v ty dobimo resitve kot na grafu.

Podoben problem je radioaktivni razpad, kjer je delez razpadlih atomov
proporcionalen Stevilu vseh, le da je proporcionalnostni faktor negativen:

Y (t) = —ky(t), k> 0.

Izra¢unajmo razpolovni cas, to je ¢as, v katerem se koli¢ina radioaktivne snovi
zmanjSa za polovico glede na vrednost na zacetku, torej

oziroma

e+ to) = u(to)
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Slika 1.4: Resitve enacbe 3y’ = y pri razliénih zacetnih pogojih

Na enak nacin kot prej dobimo resitev enacbe
In(y(t)/y(to)) = —k(t —to).
Za razpolovni ¢as dobimo enac¢bo
In(1/2) = —kt,,

oziroma t, = k1 1n 2.

5. Eksplozijska enacba

Privzemimo, da je reprodukcija proporcionalna tevilu vseh moznih parov.
Popisuje jo eksplozijska enacba,

Y (t) = ky(t), k> 0.

Ta situacija se pogosto pojavlja v kemiji, ko je reakcija odvisna od koncen-
tracije dveh reagentov. Pripadajoce vektorsko polje je predstavljeno na sliki
5.

7 integracijo dobimo resitev

1 1

y T ylte)

Premecemo in dobimo
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Slika 1.5: Polje smeri enacbe ' = y2/10

Slika 1.6: Resitve enacbe 3’ = y?/10 pri razliénih zacetnih pogojih

Opazimo, da imamo pol v t — tg = (ky(to))~! (od tod ime enacbe). Takemu
Casu pravimo kriti¢ni ¢as. Za case, blizu kriticnemu c¢asu, poenostavitev, ki
je pripeljala do diferencialne enacbe, ni ve¢ uporabna (umestna), zato je nas
model v blizini kriti¢nih ¢asov neustrezen. Tudi ta enacba ima resitev y = 0.

6. Logisticna krivulja

V realnem svetu seveda reprodukcija ni odvisna le od trenutnega stevila
osebkov, temve¢ tudi od zunanjih faktorjev, npr. koli¢ine hrane. Primer so
ribe v kon¢nem ribniku, kjer ni plenilcev. S povecanjem Stevila osebkov se
poveca tekmovanje za hrano, zato je do hrane tezje priti, kar doprinese k
padcu rasti Stevila osebkov v populaciji. Najenostavnejsi privzetek je, da je
faktor rasti linearna funkcija Stevila osebkov, k = a — by. Ob upostevanju tega
privzetka pridemo do logisticne enacbe

Y (t) = ay(t) — by?, a,b > 0.
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Pripadajoce vektorsko polje smeri je prikazano na sliki 7. 1z slike razberemo,
da bo za nekatere zacetne vrednosti populacija narascala, za nekatere padala,
pri nekaterih pa bo konstantna.
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Slika 1.7: Vektorsko polje logisti¢ne enacbe 3y = 3y — y?

7 integracijo dobimo resitev

t y'(t) - t
/to ay(D) — b2 () = / .

Pi§imo a/b = ¢ in razcepimo ay — by? = by(c — y). Razstavimo integral na

parcialne ulomke
L)
bylc—y) be\y c—y)’

Integriramo in dobimo

1
~ Y ‘—t—to
bc  |c—vy
oziroma .
t — t
1 ’y( )a = by(to) ‘ — a(t —to).

n

y(to)(a — by(t))

Vidimo, da je resitev odvisna od znaka izraza a—by(tg). Ce je ali a —by(tg) =0

ali y(tp) = 0, smo delili z 0. Ocitno sta tudi y = 0 in y = b/a resitvi dane
enacbe. Pri y = 0 populacije ni, pri y = b/a pa je Stevilo konstantno.

Naj bo tg = 0. Naj bo zacetna velikost populacije enaka a/(2b). Potem je

AT ML 10
(a/2b)(a—by(®)| ~ "= by(®

(t)_a et _a 1 1
S = 1 et ~ b 1+eat )

In

= at,

oziroma



14 1. Primeri navadnih diferencialnih enac¢b

Velikost populacije narasca in je v limiti enaka a/b. Kaj pa se zgodi, ¢e je
velikost zacetne populacije ve¢ja od limitne, npr. y(0) = 2a/b? V tem primeru
je

0 G N B R
Ga/b)a—by®)| ~ "oyl —a "
sy = = ),

est — 1

Funkcija je padajoca z limito a/b.

Slika 1.8: Regitve logisti¢ne enacbe 3/ = 3y — 2 pri razliénih zacetnih pogojih

1.1 Naj bosta y; in yo reitvi dane logisti¢ne enacbe y/(t) = ay(t)—by?, a,b >
0, pri zacetnih pogojih y;(0) = ¢; € (0,a/b). Dokazi, da je yi(t) = y2(t — ).
Premik « izrazi s koli¢inami a, b, y1, y2. Interpretiraj to lastnost.

1.2 Naj bo ¢ = a/b fiksen in y(0) = a/(2b). Kako se spreminja resitev
logisti¢ne enacbe y/(t) = ay(t) — by?, a,b > 0, ko posljemo a (oz. b) proti
neskon¢no? Kaj to pomeni za populacijo? Rezultat interpretiraj.

7. Ribolovna enacba

Poglejmo spet nase ribe v ribniku, ki jih lovimo za prodajo. Naj bo stopnja
ulova konstantna, c. Imenujemo jo kvota. Pripadajoca diferencialna enacba je

v =ay—by®> —¢, a,b,c> 0.

Lo¢iti moramo primere, ko ima enacba ay(t) — by? — ¢ = 0 eno, dve ali nobene
realne resitve.
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Ce enacba nima nobene realne resitve, potem je odvod vedno negativen
in Stevilo osebkov v populaciji pada. Ali populacija izumre? Da bi odgovorili
na to vprasanje, moramo najprej resiti enacbo. Ker kvadratna enac¢ba nima
realnih resitev, lahko diferencialno enac¢bo zapiSsemo v obliki

y'=-b((y — )’ + 8%, 3> 0.

Vzemimo kar tg = 0. Z integriranjem dobimo

1 — —y(t
- <arctg w — arctg ay()) = —0bt.

p B B
Vstavimo y(t) = 0 in izra¢unamo ¢as izumrtja.
Ce ima kvadratna enacba ay(t) — by?> — ¢ = 0 eno realno refitev, bo

Stevilo osebkov v populaciji padalo, razen v primeru, ko je zacetna vrednost
enaka nicli enacbe; v tem primeru bo Stevilo osebkov kostantno. Diferencialna
enacba ima potem obliko

y = by — )’

za nek a > 0 in je enaka eksplozijski enachi, ¢e uvedemo spremenljivko u =
y — a. Ce je y(0) # a, lahko ena¢bo delimo in integriramo. Dobimo
1 1

oy a—go) - "

Izrazimo y(t
" | abt(a— y(0) ~ y(0)
V0 = il y(0) 1

Spet nas zanima, pri katerih zacetnih pogojih bo populacija izumrla (takrat
je y(t) = 0. Gornji izraz ima niclo za pozitivne t le, ¢e je a — y(0) > 0, tore]
mora biti zacetno Stevilo osebkov populaciji manjse od «.

Ce ima kvadratna enacba dve (pozitivni) realni nicli, dobimo pravzaprav
premaknjeno logisticno ena¢bo. Naj bosta o < [ razliéni (pozitivni) realni
nicli. Z razcepom na parcianle ulomke dobimo

1 log (y(t) — a)(y(0) — B)
a—=p6" "y - B y0) —a)

Glede na lego zacetnega pogoja dobimo §tiri razliéne tipe resitev. Ce je yo < a,

bo populacija v konénem ¢asu izumrla. Ce je yo = « ali yo = 3, bo populacija
konstantna, ¢e je a < yg < 3, bo Stevilo osebkov v populaciji narascéalo in v

= —bt.
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limiti doseglo (3, ¢e pa je yo > (3, bo bo Stevilo osebkov v populaciji padalo in
v limiti doseglo 3.

Tlustrirajmo naso teorijo Se s primerom. Poglejmo, kako so resitve odvisne
od ¢ in zacetne koli¢ine za primer a = 3 in b = 1. Zatetno vrednost y(0)
ozna¢imo z yo. Naj bo ¢ > 9/4. Potem je resitev enaka

)= ———
y(t) = ——;
Za ¢ = 9/4 dobimo

2y0—3

2y — 3
tg — — tg —— ).
(arctg o arctg — 9)

y(t) = (9t — 4yo — 6tyo)/(—4 + 6t — 4tyo).

in za ¢ <9/4
(1) = 2 o ‘(—23/—1—3—\/9—40)(—2y0+3+\/9—4c)
Y 0 —dc 2| (<200 +3— VO _40)(—2y + 3+ VO —40)

Slike pripadajoc¢ih polj in smeri so prikazane spodaj (slike 1.9,1.10,1.11).

Iy e
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Slika 1.9: Polje smeri in resitve enacbe ' = 3y — 3% — 3

Soroden primer je ribolovna enacba z relativnimi kvotami, to pomeni, da
je stopnja uliva enaka cy. Enacba ima potem obliko

v =ay—by? —cy, a,b,c> 0.

1.1 Analiziraj ribolovno enacbo z relativnimi kvotami pri a = 3, b = 1.
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Slika 1.11: Polje smeri in resitve enacbe 3 = 3y — y? — 2

8. Prosti pad

Naj bo y visina, na kateri se nahaja telo. Diferencialna enacba, ki popisuje
prosti pad je
y' =~y
kjer je g teznostni pospesek. Minus dobimo, ker je smer gibanja nasprotna
smeri nara$¢anja viSine. Z uvedbo nove spremenljiv. Pi§imo zo = y. Tej
enachi lahko priredimo sistem enacb:

/ /
Ty = T2, T9 = —4g.

Temu sistemu priredimo vektorsko polje smeri, ki ga dolo¢a polje (z,z}).
Tokovnice tega polja so parabole.
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9. Enacba majhnih oscilacij

nac imo, Ce zapiSemo npr. v zakon za ni S
To enacbo dobimo, ¢e zapiSemo Hookov zakon za nihalo (pospesek
je premo sorazmeren odmiku iz mirovne lege) ali pa enacbo nihanja za nitno
nihalo, ¢e so odmiki majhni.

y" = —ky, k> 0.
Podobno kot v prejsnjem primeru priredimo tej enacbi sistem enacb
/ /
:L'l = $2, 1'2 = —kl'l

in vektorsko polje smeri, ki ga dolo¢a polje (2], z}). Tokovnice tega polja so
za k = 1 kroznice.
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Slika 1.12: Polje smeri in fazne krivulje za enacbo 3"

— -
A < 5 3 §
o e O
A A A A o e e NN Y
[A A7 7 7 v s e N RN
L A S A G NN Ny
[ A A SN
e U U
P s 000y by
T S
R
‘,,,,x/1+\\\““‘
,,lxrt#+k\\\“‘
AT T T S N N X X K ¥
[ X ¥ %~ ~ « « - . , \\\\‘
AT N N T T Y
(B N T T T » ¥ 4]
CREE - -

-y

Slika 1.13: Polje smeri in fazne krivulje za enacbo 3"

10.  Obrnjeno nihalo

To ena¢bo dobimo, ¢e je nihalo obrnjeno na glavo (utez nad osjo vrtenja).

ky, k>0

" __

Y

Podobno kot v prejsnjem primeru priredimo tej enacbi sistem enacb

T = T2, Ty = T1.



20 1. Primeri navadnih diferencialnih enac¢b
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Slika 1.14: Polje smeri in fazne krivulje za enacbo 3" =y

in vektorsko polje smeri (x2, xl)/\/x% + x% Tokovnice tega polja so hiperbole.

11. Fizikalno nihalo
Utez z maso m je obeSena na drog dolzine [. Kotni pospesek zadoSca enacbi
Iy" = —mglsiny;

I = mi? je vztrajnostni moment. Ce damo konstante na eno stran in pisemo

k = mgl/I dobimo
y" = —ksiny.
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Slika 1.15: Polje smeri in fazne krivulje za enacbo 3y’ = —siny
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Pripadajo¢ sistem enacb je
/ / :
T = T2, Ty = —ksinzy,

Vektorsko polje smeri prikazuje slika 1.15.
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2. Enolicnost in eksistenca resitev

1. Enoli¢nost resitve diferencialne enacbe ¢y = f(y).

Vse dosedanje resitve diferencialnih enacb so imele lastnost, da je za vsak
zaCetni pogoj obstajala natanko ena resitev. To zal ni vedno res. Oglejmo si

reSitve diferencialne enacbe

y' =2V/]yl.

Pripadajoce polje smeri je prikazano na sliki 2.1. Po obi¢ajnem postopku

NIy
i
2222222222227
7227337333325 5%
i
by,

Slika 2.1: Polje smeri enacbe y' = 24/|y|

dobimo resitev

Za pozitivne y dobimo

oziroma

2v/ly|
\/3?:(33—0),

y=(z—c)
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Preverimo, ali ustreza zacetnim pogojem. NasSa enacba predpostavlja, da je
y' > 0, zato je reSitev dobra le za x > ¢. Ker smo delili z 0, dobimo tudi resitev
y = 0. Za negativne y dobimo

/

Y

p— 17
N

oziroma
V—y=(—z+c).

Resitev je y = —(z — ¢)? za x < c¢. Vidimo, da imamo pri vsakem zacetnem
pogoju (zg,0) tri resitve: y; = 0, y2 = (x — 20)? za & > 20 in y3 = —(z — 0)?
za r < xg. Sestavimo lahko Se Cetrto, ¢e definiramo y4 = y1 za © > x( in
ysa = y3 za © < xo. Razlog za propad enoli¢nosti je v dejstvu, da funkcija
2\/@ ni zvezno odvedljiva v 0; odvod ima tam pol, kar pomeni, da singularno
resitev dosezemo v konénem ¢asu (z leve).

Napisimo zdaj Se splosno verzijo izreka 1.3.

Izrek 2.1. Naj D C R odprt interval in naj bo f € C1(D). Resitev ¢ enacbe
y' = f(y) pri zacetnem pogoju (xg,yo) obstaja za vsak xo € R, yo € D in je
ena sama v naslednjem smislu: vsaki dve resitvi enacbe pri danem zacenem
pogoju se ujemata na neki okolici yo. Za f(yo) # 0 je resitev dana z Barrowovo

formulo
/w(x) dt
T —1x0= —,

ée pa je f(yo) = 0, je resitev p(x) = yo.

Dokaz. Dokazali smo Ze vse, razen enoli¢nosti v primeru, ko je f(yp) = 0.
Dokaz bo s protislovjem. Naj bo ¢ nekonstantna resitev enacbe 3’ = f(y), ki
zadosca ¢(xg) = yo. Naj bo (z1, ¢(x1)) neravnovesna tocka, tj. tocka v kateri
je f(e(x1)) # 0. Naj bo z2 = max{zx < z1, f(p(z)) = 0} (obstaja zaradi
zveznosti funkcij). Torej je f(p(z)) # 0 za vsak x € (22, z1]. Za vsak tak z pa

velja Barrowova formula:
/so(fr) dt
r— T = —_—.
p(z1) f(t)

Uvedimo oznake y = ¢(x), y1 = ¢(z1) in y2 = ¢(z2) in privzemimo, da je
y1 < y2. Ker je funkcija f zvezno odvedljiva, na intervalu [y1, y2] velja ocena
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|f(y)| < k|ly—y2|. Pravimo, da je funkcija Lipschitzova s konstanto k. Ocenimo

integral:
(@) gt Yo dt
Lo 70| L 7
p(z1) f(t) Y1 k’t - yQ‘

Zadnji integral gre proti neskoné¢no, ko posljemo x proti zo (in s tem y proti
y2), kar nas privede v protislovje. To pa pomeni, da resitev, ¢e je resitev v
zacetku ravnovesni tocki, tam vedno ostane. &

|z — x| =

2. Diferencialna enacba z loc¢ljivima spremenljivkama

Definicija 2.2. Naj bosta f in g gladki nenicelni funkciji, definirani vsaka
na svojem odprtem intervalu I, I, C R. Diferencialna enacba z locljivima
spremenljivkama je enacba oblike

9
NTEON

Kot navadno pridemo do njene resitve z integriranjem:

Tods / Yo dt
w0 F(5) Sy 9(t)
V splosnem dobimo implicitno podano krivuljo.
Diferencialni enacbi z lo¢ljivima spremenljivkama priredimo polje smeri

Ly) _ (@)ely)
VA+y?) V) + ()

Enacbi priredimo 8e sistem diferencialnih enacb

&= f(z), y=g9y); (2.2)

pika ° se nanaSa na odvod po ¢asu. Naj bosta ¢, : I — I, in ¢, : [ — I,
resitvi sistema enacb (2.2) z istim zacetnim casom, ki sta dani z izrekom 2.1.
Krivuljo, ki jo popiSe pot ¢ = (¢z,¢y) v ravnini za t € I, imenujemo fazna
krivulja.

(2.1)

U(IL’,y) =

Trditev 2.3. Fazne krivulje sistema (2.2) sovpadajo z grafi resitev (integral-
skimi krivuljami) enacbe (2.1).
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Dokaz. Ker imata krivulji ¢(I) in resitev enacbe (2.1) enako polje smeri,
je ¢(I) tokovnica polja, torej resitev. Predpostavimo obratno. Naj bo vy
integralska krivulja enacbe (2.1) in naj bo (7z,7) : J — R? njena paramet-
rizacija. Privzeti smemo, da =y, resi prvo enacbo sistema (2.1), Y» = f(V2);
na tem mestu smo uporabili dejstvo, da je f brez nicel, kar pomeni, da ima
krivulja lokalno bijektivno projekcijo na os x. Dokazati moramo, da je 7, resi
drugo enacbo sistema, ¥, = g(7y). Krivulja v ima nagib ¢/, zato komponenti

ustrezata enacbi

Yy (t) _ 9(y(t))

Yo(t)  f((t)
Ker je 4 (t) = f(px(t)), mora biti tudi 4, (t) = f(yy(t)), torej par funkcij resi
sistem (2.2). &

Zdaj pa lahko formuliramo analog izreka 2.1. za ta primer.

Izrek 2.4. Resitev enacbe (2.1) pri za¢etnem pogoju (zo,yo) obstaja, je eno-

licna in dana s formulo
e
2o F(8) Sy 9(8)

Dokaz. Eksistenca in enoli¢nost sledita iz trditve 2.3. in iz izreka 2.1. za
enacbi © = f(z) in y = g(y) pri zacetnih pogojih (to, o), (to,y0) po vrsti. <
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1. Linearna diferencialna enacba prvega reda

Definicija 3.1. Homogena linearna diferencialna enacba prvega reda je
enacba oblike

y' = f(x)y. (3.1)
Opomba. Enacba je poseben primer enacbe z lo¢ljivima spremenljivkama.

Izrek 3.2. Resitev enacbe (3.1) pri zacetnem pogoju (xo,yo) je dana s formulo

y = yoeleo O

Dokaz. Delimo z y, integriramo in antilogaritmiramo. &

Trditev 3.3. Naj bosta y1 in ya resitvi enacbe (3.1). Potem je za vsaka
a,b € C tudi ay; + bys resitev enacbe. Vektorski prostor vseh resitev je
enodimenzionalen.

Dokaz. Linearnost preverimo z racunom:

(ayr +by2) = ayy + by =
= af(x)y1 +bf(2)y2 = f(z)(ay1 + by).

Dimenzija vektorskega prostora sledi iz izreka 3.2.

Definicija 3.4. Nehomogena linearna diferencialna enacba prvega reda je e-
nacba oblike

y' = f(x)y + g(x). (3.2)
(Splosna) resitev enacbe je vsaka funkcija @, ki zadoica ¢'(x) = f(x)e(x) +
g(z) na preseku definicijskih obmoéij funkcij f in g. Posameyno resitev enacbe
(3.2) imenujemo partikularna.
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Trditev 3.5. Naj bo y, partikularna resitev enacbe (3.2). Potem je vsaka
druga reSitev te enacbe oblike y = y, + yn, kjer je yp resitev pripadajoce
homogene enacbe y' = f(x)y.

Dokaz. Preverimo z racunom. Naj bosta y; in yo dve razli¢ni resitvi enacbe
(3.2). Potem razlika y; — ys resi diferencialno enacbo 3y’ = f(x)y. &

Izrek 3.6. Regitev enacbe (3.2) pri zacetnem pogoju (xg,0) obstaja, je ena
sama in je dana s formulo

y :/ els TWdt g ds.

0

Dokaz. Resitev iS¢emo z metodo variacije konstant. Naj bo

plr) = Celo 7O

reSitev homogene enacbe. ResSitev bomo iskali s podobnim nastavkom, le da
bomo konstanto C' spremenili v funkcijo x (konstanto bomo variirali). Pisimo
y = C(x)p(x), odvajajmo in vstavimo v enacbo (3.2):

C'(x)p(x) + Cla)¢' (z) = f(2)C(x)p(x) + g().
Ker funkcija ¢ resi homogeno enacbo, sta drugi in tretji ¢len enaka, je
C'(z)p(x) = g(x).
Upostevamo definicijo ¢ in dobimo
Clz) = e o f(0) dt g(x).

Integriramo:

C(a:):/ e_ffsof(t)dtg(s) ds.

0
Resitev osnovne enacbe je

y = C(m)gp(x):/ N R Y Cr

0
_ / LAY LR
o
= /efszf(t)dtg(s)ds.
o
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Primeri.
1. Resi enacbo y' = 2y + 4x pri zacetnem pogoju yo = 1.

Resitev homogene enacbe je vy, = Ce?*. Pois¢imo resitev nehomogene
enacbe z variacijo konstant. Vzemimo nastavek y, = C(z)e?*, odvajajmo
in vstavimo v enacbo:

C'(2)e*® + C(x)2e*® = 2C (z)e** + 4.
Uredimo in dobimo
C'(z) = 4ze™ 2.
Integracija po delih da
yp(2) = —(1 + 22)e 2%e* = —(1 + 2x).
Resitev pri danem zacetnem pogoju je oblike y = —(1 + 2z) + Ce?*. Ker je
y(0) = 1, mora biti C' = 2.

x
e€

2. Poisci splosno resitev diferencialne enacbe 3y’ = ey —

T "

Resitev homogene enacbe je yp, = Ce®” . Z variacijo konstant dobimo

C'(z)ef 4 C(x)e® e* = e®Clz)e’ — %.

Uredimo in integriramo:

C'(z) = —%, C(z) = —logx.

Splosna resitev je
y=(—logz+ C)e".
Trditev 3.7. Naj bosta yy in yy resitvi diferencialnih enacby’ = f(x)y+g1(z)

iny = f(x)y + g2(x) po vrsti. Potem je y1 + yo resitev enacbe y' = f(x)y +
g1(x) + g2(x) in ayy resitev enacbe y' = f(x)y + agi(x).

Dokaz. Racun:
v = fynita
Yo = fy2+g2

(1 +12) = flyr+y2)+91+ 92
ayr = afy +ag.
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Metoda inteligentnega ugibanja

Poglejmo si ta primer Se z druge strani. Funkcija f(x) je v tem primeru
konstanta 2, zato lahko reSitev homogene enacbe kar zapisemo: y), = e*?.
Nehomogeni del pa je polinom. Enacba je, ker je f(z) = 2, take oblike, da
iz polinomov naredi spet polinome, zato lahko poskusamo najti partikularno
reSitev kar z nastavkom y, = ax + b. Vstavimo v diferencialno enacbo in
dobimo

a = 2ax + 2b + 4zx.

Primerjamo koeficiente in vidimo, da je a = —2 in b = —1. Podoben razmislek
funkcionira vedno, ko je f(x) konstanta in je g(z) iz razreda funkcij, ki je
zaprt za odvajanje. To so: polinomi, kotne funkcije, eksponentna funkcija in
njihove kombinacije.

Poglejmo si podobno enacbo vy = 2z + € in poiscimo splosno resitev.
Resitev homogene enacbe je e?®, nastavek za partikularno resitev pa bo y =
Ce*. Odvajamo, vstavimo v enac¢bo in dobimo

aCe™ = 20e** ™
eax
C =

ae®® — e’
To seveda lahko zapiSemo le, ¢e je a # 2. Ce je g(x) = be®® in f(z) = 2 je
potrebno nastavek za partikularno resitev popraviti:

Yp = e,
Trditev 3.8. Naj boy' = ay+g(xz) nehomogena linearna diferencialna enacba
in b # a, ¢ poljuben. Potem wveljajo spodnji recepti za iskanje partikularne
resitve yp.

g(z) nastavek za y,(x)
Pn(fE) Qn($),a§é07

cos bz, sin bz « cosbx + Fsinbx

ebm aebz

e P, () Q. ()

e Py (x) e Qp(z)

e cosbr,e“sinbr | e“(acosbr + [sinbx)

Oznaki Pp(x) in Qn(x) pomenita (splosni) polinom n-te stopnje.
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2. DE prvega reda, ki se prevedejo na LDE prvega reda

Bernoullijeva Diferencialna enacba
Bernoullijeva diferencialna enacba (BDE) je enacba

Y+ plx)y = q(z)y®. (3.3)

Ce je o = 0, je to homogena linearna diferencialna enacba, e pa je a = 1,
je nehomogena linearna diferendialna enacba. Ce je a # 0,1, s substitucijo
2z = y'~® BDE prevedemo na LDE.

Ricattijeva Diferencialna enacba

Ricattijeva diferencialna enacba (RDE) je enacba
y = a(@)y® + b(@)y + (), a,b,¢ € C([o, B]). (3.4)

Enacba v splosnem ni resljiva. Ce pa kako resitev y; RDE uganemo,
pridemo do splosne resitve s substitucijo y = y1 + z. Funkcija z zados¢a BDE.

3. Linearne diferencialne enacbe visjih redov s konstantnimi
koeficienti

Definicija 3.9. Nehomogena linearna diferencialna enacba n-tega reda s
konstantnimi koeficienti je enacba oblike

Ly) = y™ + a1y™ Y + a2 + . 4 any = fla). (3.5)

Ce je f =0, je enacba homogena.
Pri homogeni linearni diferencialni enacbi prvega reda s konstantnimi ko-
eficienti, 1/ = ay, smo ugotovili, da je reSitev kar Ce®*. Poglejmo, ali si lahko

s tem kaj pomagamo. Vstavimo y = e** v homogeno linearno diferencialnoe
nac¢bo n-tega reda

Ly) = y™ + a1y™ Y + a0y + . 4 a,y=0. (3.6)
Dobimo

L(e?) = A\ 4 a1 NN 4 apeMAT2 4 4 a,e™ = 0.

A

Pokrajsamo e in dobimo polinomsko ena¢ho

pPA) =N+ a N a4t a, =0.
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Definicija 3.10. Polinom
PN =N+ A" a2 L fa, (3.7)
imenugemo karakteristicni polinom enacbe (3.6).

Zanimajo nas nicCle karakteristi¢cnega polinoma, saj bo za vsako niclo Ag
funkcija e?0% regila enac¢bo. Polinom ima n kompleksnih nicel, stetih z veé-
kratnostjo. Po analogiji s homogeno linearno diferencaialno enacbo bi radi
toliko linearno neodvisnih resitev, kolikor je red enacbe. Ce je \g veckratna
nicla, nam manjkajo resitve.

Trditev 3.11. Naj bo g k-kratna nicla karakteristicnega polinoma (8.7).

Funkcije
xk_leAOm,ﬁk_26AOz,...,GAOm

resijo diferencialno enacbo (3.6).
Dokaz. Naj bo
L(eM) = eMN 4 41NN 4 a0eMA 2 4 4 a,e? (3.8)
Odvajajmo (3.8) po A.
d

Bl Az — n—1_Ax n,. AT
d}\L(e ) nA"" e + Axe™ +

+(n — l)ale)‘x)\"_Q + ajze™N T 4
+(n — 2)a26’\x)\"_3 + agze™M A2 4+ .+ za,e™ =
= (NN 4 ap(\)e.

Ker je L linearen v y, je

d d
aL(em) = L(ae”) = L(ze®).
Naj bo zdaj A\ vsaj k-kratna nicla (k > 2) karakteristi¢nega polinoma. Potem
je Ao tudi ni¢la njegovega odvoda, torej je p(Ag) = xp’(Xo) = 0, zato je tudi
L(ze?®) = 0. Ta postopek lahko ponovimo k — 1 krat in vsaki¢ pri odvajanju
pridobimo en faktor x :

dk—l
d>\k71

L(e™) = Lz 1eM) = 2" Ip(\)e + .+ pFI (N ().
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Trditev 3.12. Naj bosta y1 in ya resitvi enacbe (3.6). Potem je za vsaka
a,b € C tudi ayy + bys resitev enacbe. Vektorski prostor vseh resitev je n-
dimenzionalen.

Dokaz. Pisimo ag = 1. Linearnost preverimo z racunom:

L(ays +by2) = Zai(ayl + by2)(n—i) —
0

= Y aiay" ) + byl ) =
0

= aL(y1) + bL(y2).

Iz trditve 3.11. vidimo, da je prostor reSitev vsaj n dimenzionalen. Dokaz, da
ni drugih resitev, bo kasneje. &

Trditev 3.13. Naj bo y, partikularna resitev enacbe (3.5). Potem je vsaka
druga reSitev te enacbe oblike y = y, + yn, kjer je yp resitev pripadajoce
homogene enacbe (3.6).

Dokaz. Preverimo z ra¢cunom. Naj bosta y; in yo dve razli¢ni resitvi enacbe
(3.5). Potem razlika y; — ya resi diferencialno enacbo

n

0= awt"™ = f(@) - O aws"™ — f@) = D ailyn — )"
0 0

0

¢

Pri nehomogeni linearni diferencialni enacbi lahko partikularne resitve is¢emo
z variacijo konstant ali pa z metodo inteligentnega ugibanja (MIU). Metoda
variacije konstant je komplicirana, zato se bomo omejili le na MIU.

Trditev 3.14. Naj bo L(y) = f nehomogena diferencialna enacba n-tega
reda. Naj bo a k-kratna nicla karakteristiénega polinoma p in naj bo p(b) # 0.
Potem veljajo nasednji recepti za iskanje partikularne resitve:

f(z) | yp(@)
P¢Zx(l‘) Q%Ex), a#0

¥ Py () e Qun()
e Py, () ke Q) (x)
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Oznaki Pp,(z) in Op(z) pomenita (splosni) polinom m-te stopnje.

Trditev 3.15. Naj bosta yy in yo resitvi diferencialnih enacb L(y) = f(x) in

L(y) = g(x) po vrsti. Potem je y1 + ya resitev enacbe L(y) = f(z) + g(x) in

ayy resitev enacbe L(y) = af(x).

Primer. Poiséi splosno resitev enacbe L(y) = y” — 2y’ + 2y = 0. Poiséi Se

resitve nehomogene enacbe L(y) = f za f(x) = 2z, 5sinz, 2e*(cosx + sinx).
Karakteristi¢ni polinom je A — 2\ + 2 = 0 z ni¢lama A 2 = 1 & 4. Resitvi

sta ali

_ 6(14—1’):27 — e(l—z’):p

Y1 Y2

)

ali pa
1 .
v = 27(2/1 —y2) = e"sinx, vg = 5(91 +y2) = e” cosz.

Pri f(z) = 22 uporabimo nastavek az + b in dobimo enacbo —2a + 2az +
2b=2z.Sledia =1in b= 1. Pri f(z) = 5sinz uporabimo nastavek asinz +
bcosz in dobimo sinz(—a + 2b + 2a) + cosz(—b — 2a + 2b) = 5sinx. Sledi
a =1 in b = 2. Pri zadnjem primeru pa ugotovimo, da desni strani pripadata
eksponenta 1 =+ ¢, ki sta nicli karakteristicnega polinoma, zato je nastavek
ze®(asinz + beosz) oziroma z(Ae(T9? 4 Be(l=)%), Vstavimo v enacbo in
dobimo 2e*(acosz — bsinz) = 2e*(cosz + sinx), torej jea =1 1in b= —1.
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1. Eksistenca in enoli¢nost

Definicija 4.1. Naj bo D C R? odprta mnoZica. Vektorsko polje
v:D— R?

lahko izravnamo, ce obstaja difeomorfizem h : D — D' C R?, tako da je
Dh -v = Xz, y)e1, kjer je ey drugi bazni vektor.

Trditev 4.2. Naj bo vy = f(x,y) navadna diferencialna enacba s poljem
smeri v. Ce polje lahko izravnamo z difeomorfizmom h, se integralske krivulje
polja smeri v preslikajo v vodoravnice.

Dokaz. Posredno odvajamo. Naj bo ¢ integralska krivulja in (z(t),y(t))
njena parametrizacija. Potem je (&,79) = ¥(z,y)v(z,y) za neko funkcijo A.
Izracunajmo h(z(t),y(t)). Po formuli za posredno odvajanje je

d
—h(@(®),y(t) = Dho (&,9)" =¥ Dh-v=1er.
Tangentni vektor na sliko tokovnice je vedno vzporeden e, torej je tokovnica
vodoravna. %

Posledica 4.3. Pri predpostavkah trditve 4.2. je diferencialna enacba y' =
f(z,y) ekvivalentna enacbi z' = 0.

Izrek 4.4. (Osnowni izrek). Vsako polje smeri reda C" lahko lokalno izrav--
namo s C" difeomorfizmom.

Zgodba o dokazu. Ideja je Newtonova. Predstavil jo je v svojem drugem
pismu tajniku Royal Society (24.10.1676). Najprej je idejo uporabil za rese-
vanje enacbe 3y’ = y. Danes se nam to zdi trivialno, ker poznamo ekspo-nentno
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funkcijo, ki pa jo je odkril Newton ravno pri reSevanju zgornje diferencialne
enacbe. Njegova ideja je bila naslednja. Najbo ¢y’ = f(z,y) dana diferencialna
enacba in f analiticna. IS¢emo difeomorfizem v obliki (x,z) = (z,h(x,y))
pri pogoju h(0,y) = y. Iz pogoja, da mora biti 2/ = 0 dobimo s posrednim
odvajanjem z’ = hy + hyy' = hy + hyf = 0. Razvijmo h in f v Taylorjevo
vrsto po potencah x

h(w,y) =Y hi)a', flx,y) = fi(y)a’
0 0

in vstavimo v naso enac¢bo. Upostevamo Se, da je ho(y) = h(0,y) = y in zato
je hy(0,y) = hy = 1. Zaradi enostavnosti pisave bomo argument y izpuscali.

Potem je
Z ’L'hil‘z_l + Z hLyxZ Z fil‘z =0.
1 0 0

Primerjamo koeficiente pri potencah x. Pri z° dobimo hy + h{ fo = 0. Ker je
hy = 1, dobimo hy = — fy. Pri 2! imamo enaébo 2ha+h) fo+h{ f1 = 0. Koli¢ini
ho in hy poznamo, zato je lahko izracunamo hs. Pri potenci ™ dobimo

(’I’L + 1)hn+1 + Z h;fnfz = O>
0

pri ¢emer so kolicine f;,1 € Ny in A ,m < n znane. Tako dobimo vse ¢lene
Taylorjevega razvoja.

Poglejmo, kaj dobimo za diferencialno enacbo y' = y. V tem primeru je
fo=yin f; =0 za ¢ > 0. Zgornja formula ima obliko

(n+ Dhns1 = —hy fo.

Ker je ho(y) =y, je h1 = —y, ho = y/2, hg = y/3! in tako dalje. Torej je

z? z3

h(z,y) = y—ym—i—y? TR y Exp(—z),
kier je Exp(z) = >.0° %;. Po definiciji funkcija Exp resi enacbo y' = y pri

zacetnem pogoju y(0) = 1.

Ko je Euler poskusal z istimi sredstvi poiskati resitev diferencialne enacbe

y/:y_«%'
yQ
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je za resitev dobil povsod divergentno vrsto y = >_(k — 1)!z¥. Probleme s
konvergenco je za analiticne f resil Cauchy, za gladke pa Picard, ki pa je
uporabil povsem drugo tehniko. Njegov dokaz bazira na naslednji ideji.

Iskani difeomorfizem lahko dobimo tudi tako, da parametriziramo tokov--
nice polja, torej resitve diferencialne enacbe y' = f(z,y) pri zatetnem pogoju
y(zo) = yo. Spomnimo se na Eulerjevo metodo iskanja resitev. Ce zatnemo
z zacetnim priblizkom yg, dobimo toc¢ko y1 = yo + (& — o) f (20, yo). Prvi del
reSitve predstavlja daljica med tema dvema tockama. Poglejmo na ta postopek
s stalisca funkcij. Za¢nemo s konstantno funkcijo yg in dobimo premico skozi
(0,90) in (z,y1). Ta premica pa ima enacbo yy + f;; f(t,yo) dt. Potem v isto
enacbo vstavimo naSo premico in dobimo novo funkcijo itd. Formalizirajmo
zdaj ta postopek.

Zacnimo s konstanto @g(x) = yo. Ce to funkcijo vstavimo v diferencialno
enacbo in integriramo, dobimo

Alpo)(z) =10 + / * (b o)) dt.

Dobljena funkcija zados¢a zac¢etnemu pogoju, njen odvod po x v zg pa je enak
f(xo, po(x0)), torej ima v tocki z¢ pravi tudi odvod. Naj bo ¢ := A(pg)
in izracunajmo 2 = A(p1). Kot prej funkcija ustreza za¢etnemu pogoju in
oh(x) = f(x,01(z)) (odvod v 2 je tudi pravi). Ce bi bila funkcija @9 blizu ¢y,
bi dobili priblizno pravo reSitev. Postopek ponavljamo in dobimo zaporedje
funkcij, ki ustreza

@;H—l(x) = f(.%', gon(:(})), ne NO' (41)
Denimo, da zaporedje funkcij ¢; = A%(pg) konvergira k funkciji ¢. Ko v
enacbah (4.1) posljemo n — o0, dobimo enacbo

¢'(x) = f(z, 0(2)), (4.2)

torej ¢ resi diferencialno enac¢ho pri danem zacetnem pogoju. Edini problem
je konvergenca. Dokazati moramo, da je zaporedje A%(pg) Cauchyjevo, kar
pomeni, da morajo biti norme razlik A"(¢p) — A™(¢p) majhne. Ocenimo
najprej normo razlike za poljubno funkcijo v :

A () (2) — A@W)(x) = /z(f(ta A(p(t))) — f(E,9(1))) dt.

0

Ce je f (pri fiksnem x) Lipschitzova na y, velja
[f(t, A((1) — f(E,9()] < k(@)[A(W(E) — ()],
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zato bo

14%(%) = A@)llos < /I [f (&, A(W(t)) = f(E, ()] dt <

IN

/ K1) dt]| £ (- AW)) — F(0) oot

norma |||/« se nanasa na interval [xo, z]. Pisimo

K(z) = /wk(t) dt

0

in izra¢unajmo normo razlike
A" (%) = A" (@)oo < K (@)[|A" () = A2 () ]loo < - .

S K (@) AW = oo
Podobno dobimo

1A () = dlle < (1A (W) — A7 (@) + AN () +
o A2(Y) = AWl <

< JATE) — AV oo+ [[AT (W) — AT oo +
o+ AW) = Y <
< (K@) + K@) 4.+ DIA®) — ¢l

inzan>m

[A™(¢) = A" ()]l K(z)"|A"" (@) = oo <
K@)™Y K@) ™+ K@) +...+1)-

NAW) = Y loo-

IN N

Vidimo, da bo zaporedje A™ (1)) Cauchyjevo, ¢e bo ta konstanta vedno manjsa
od 1. Poglejmo, kdaj bo. Ker gre za vsoto geometrijske vrste, zadoS¢a vsak
K, ki je manjsi od 1 saj je potem vsota

1
1+ K+ K>+ +K3+...+K'< —

faktor K™ ! pa tako majhen, kot zelimo. Zato lahko za vsak € > 0 izberemo
N da je za m,n > N norma ||A"(¢)) — A™(1)|ls < e. Ce je k integrabilna na
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[0, z1] za nek x1 > xp, potem lahko izberemo x dovolj blizu z( in dosezemo,
da je fxwo k<1

Dokazali smo, da bo zaporedje ¢; konvergentno in bo imelo limito ¢.
Dokazali smo pravzaprav ve¢. Zaporedje A™(¢) bo konvergiralo k resitvi
tudi za (nekatere) druge funkcije ¢, saj je A"(¢)(zg) = yo in A™(xg) =
f(wo, A" ep(x0)) = f(wo, y0) zan > 2.

Dokazimo Se enolicnost. Naj bosta ¢ in ¢ razliéni resitvi diferencialne
enacbe, ki ustrezata istemu zacetnemu pogoju (zg,yo) in interval okoli xg
tako majhen, da bo K(x) < 1. Ker je A(¢) = ¢ in A(¢)) = 1, lahko ocenimo

19 = #lloo = [[A(¥) = A(@)llc0 < K (2)[¢ = ¢llco,

kar je mogoce le, ¢e je norma razlike enaka 0, torej sta funkciji enaki.

Dokaz bi lahko formulirali tudi kot iskanje fiksne tocke preslikave A na
primernih funkcijskih prostorih.

Za zakljucek si poglejmo, kaj da ta metoda pri diferencialni enacbi 3y’ =y
in zac¢etnem pogoju y(0) = yo.

o = Yo,
xT

o1 = y0+/ Yo dt = yo + yoxr = yo(1 + ),
0

xT
oy = y0+/ yo(1+1) dt = yo(1 + 7 + 2/2),
0

T

oy — y0+/ Yo(1 4t +£2/2) dt = yo(1 + 2 + 22/2 + 23 /31),
0

on = yo(ld+z+22/24... +2"/n))

Dobimo razvoj resitve ¢ v Taylorjevo vrsto:
x xn
(@) =0y 7 = o Bxp(x).
0

Iz konstrukcije je tudi o¢itno, da bi bile resitve enacbe 3’ = ay pri zacetnem
pogoju y(0) = yo enake (z) = yo Exp(az). o

Povzemimo zagodbo o dokazu v
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Izrek 4.5. (Lokalni eksistencéni izrek). Naj bo y' = f(x,y) diferencialna
enacba in f € C((0,a) x (0,b)), f Lipschitzova na y s koeficientom k(x),
ki je lokalno integrabilen na (0,a). Potem obstaja natanko ena resitev enacbe
pri zacetnem pogoju (xo,yo) € (0,a) x (0,b).

Posledica 4.6. Naj bo v gladko polje smeri na D C R?. Potem obstaja skozi
vsako tocko (xo,yo) € D integralska krivulja, ki je ena sama v naslednjem
smislu: ée se dve integralski krivulji sekata v (zo,y0), se ujemata Se na okolici

($07 yO)
Velja tudi globalna verzija izreka, ki pa je ne bomo dokazali.

Izrek 4.7. (Globalni eksistencni izrek). Naj bo y' = f(z,y) diferencialna
enacba in f € C([0,a] x R), f Lipschitzova na y s koeficientom k(x), ki je
integrabilen na [0, a]. Potem obstaja natanko ena resitev enacbe pri zacetnem
pogoju (xo,yo) € [0,a] x R in je definirana na [0, al.

2. Gladkost

Pri diferencialnih enac¢bah je pomembno tudi vprasanje, kaj se zgodi z
resitvijo, ¢e zacetne podatke malo premaknemo. Zazeleno bi bilo, da se pri
majhnih spremembah zacetnega pogoja tudi resitve v blizini za¢etnega pogoja
malo spremenijo. Ozna¢imo s p(z,zg,yo) resitev diferencialne enacbe y' =
f(z,y) pri zacetnem pogoju (zg, yo). Kot posledico osnovnega izreka dobimo

Izrek 4.8. Resitev enacbe y' = f(x,y) za gladko f je gladko odvisna od
zacetnih pogojev. Natanéneje, funkcija @(x,s,t), kjer je f razreda C", obstaja
in je C" funkcija v okolici (xo, xo,Yo)-

Dokaz. Za enacbo z/ = 0 je to oCitno, ostale pa lahko s C" difeomorfizmom
prevedem na take. &

Podobno velja, ¢e v diferencialni enacbi nastopa kak dodaten parameter,
recimo a, y' = f(x,y,a), kjer a teée po neki odprti mnozici v R¥.

Izrek 4.9. Naj bo f gladka v vseh spremenljivkah. Resitev enacbe
y' = f(z,y,a)

je gladko odvisna od zacetnih pogojev, x in a.
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1. Definicija in primeri

Definicija 5.1. Naj bodo y1,...,yn in x realne spremenljivke in fi,..., fn :
Rt — R funkcije. Sistem n diferencialnih enach prvega reda je

/

yl = fl(x7y17' . '7y’fl>7

/

Yoy = fl(xaylw"ayn):
y1/1 = fl(xayla"'ayn)~

Zaradi enostavnosti pisave piSemo sisteme raje v vektorski obliki. Naj bo

Y1 fi
Y2 S f2
y=1 . inf=1|".
UYn fn

Potem lahko sistem zapiSemo kot
g' = f(z,9),

zacetni pogoj pa y(xg) = d. Sistemu priredimo tudi polje smeri v R™:

:1‘ “hy

—

v(9)

Tokovnice tega polja bodo grafi resitev.
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Zajcki in lisicke

Imamo koné¢en gozd, v katerem so zajcki (ki jih oznac¢imo z x), ki se razmnozu-
jejo po zakonu 2/ = kx in lisice (y), ki zajce jedo in prispevajo k zmanjsanju
populacije: ' = kx — axy. Pri lisicah privzamemo, da ob odsotnosti zajcev
izumirajo y' = —ly, zajci pa prispevajo k njihovemu povecanju vy’ = —ly+bxy,
a,b, k,l,> 0. Ravnovesje dobimo, ko se Stevilo enih in drugih ne spremin-ja,
torej

z(k —ay) =0in y(l — bx) = 0.

@0 =(35)

je ravnovesna tocka. Resitve je mogoce eksplicitno izracunati. Izkaze se, da

dobimo sklenjene krivulje. Pripadajoce vektorsko polje in reSitve prikazuje
slika 5.1.

Tocka

‘ ,k\\\\\‘\\: 207
RSN
u—///////k\\\\\\\i
//////,k\\\\\\\' sl
12’41/1///k\\\\\\\;
e AN U . O O G
U N U U U O T B
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;£¥\\\\4///ff!‘f:
¥\\\\\\4////'/‘/‘/,
05—\‘\\\\\\4///////7
\\\\\\\4./7////// 05
R g -
NN N e -
NN N R e e s T 00, L L L
o 08 10 2 m 3 00 05 10 15 20
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Slika 5.1: Polje smeri in resitve sistema zajcki in lisicke

Pripomnimo Se, da ¢e enacbi za 2’ in 1’ poljubno malo perturbiramo s
funkcijami obeh spremenljivk, ni ve¢ nujno, da so resitve sklenjene, se pa
navijajo okoli limitne sklenjene krivulje.

Na ¢isto enak nacin, kot pri navadnih diferencialnih ena¢bah (izrek 4.5.),

lahko s Picardovo metodo dokazemo eksistenco in enoliCnost pri sistemih.
Integriramo po komponentah.

Izrek 5.2. (Lokalni eksistencni izrek). Naj bo y = flz,§) sistem diferenci--
alnih enacb in f € C((0,a) x (0,b)"), f Lipschitzova na § s koeficientom k(x),
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ki je lokalno integrabilen na (0,a). Potem obstaja natanko ena resitev enacbe
pri zacetnem pogoju (o, o) € (0,a) x (0,b)™.

Velja tudi globalna verzija:

Izrek 5.3. (Globalni eksistencni izrek). Naj bo §' = f(x, ) sistem linearnih
diferencialnih enacb in fE C([0,a] x R™), f Lipschitzova na § s koeficientom
k(x), ki je integrabilen na [0, a]. Potem obstaja natanko ena resitev enacbe pri
zacetnem pogoju (o, Yo) € [0,a] x R™.

2. Sistemi linearnih diferencialnih enach

Definicija 5.4. Sistem n linearnih diferencialnih enacb prvega reda je sistem
oblike
y'=Az)y+b(a), (5.1)

kjer je A :[0,a] — R™ ™ matricna funkcija, b: [0,a] — R™ pa vektorska.

Ce sta Ain b zvezni, je desna stran Lipschitzova na y, zato ima enacba pri
danem zacetnem pogoju eno samo resitev, ki je definirana na [0, a]. Struktura
prostora reSitev je enaka kot pri linearni diferencialni enacbi 1.reda.

Izrek 5.5. Naj bo y, resitev sistema (5.1). Potem je vsaka druga resitev
oblike ij = 1y, + Y, kjer je Yy resitev homogenega sistema

j'=A)7. (5:2)

Prostor resitev homogene enacbe je n-dimenzionalen vektorski prostor, prostor
resitev nehomogene enacbe pa n-dimenzionalen afin prostor.

Dokaz. 7 enakim racunom, kot pri dokazu trditev 3.3. in 3.5. preverimo,
da velja § = ¥, + ¥}, in da je prostor reSitev homogenega sistema vektorski
prostor. Dokazati moramo, da je n-dimenzionalen. Po izreku 4.5. obstajajo
resitve y; homogenega sistema, ki ustrezajo zacetnim pogojem ¢;(0) = é;, kjer
je € i-ti enotski vektor. Te resitve sestavimo v matriko, ki jo imenujemo
matrika Wronskega:

W(IL’) = [gl)?j% cee )gn]
Ker je W(0) = I, je w(0) = 1, kjer je w(x) := det W(x) determinanta
Wronskega. Zaradi zveznosti reSitev in determinante je determinanta Wron-
skega nenicelna Se na neki okolici tocke 0, kar pomeni, da resitve sestavljajo
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bazo R". Naj bo ¢ poljubna resitev homogene enacbe in § = >} a;(z)y; njen
razvoj po bazi. Trdimo, da so funkcije a;(x) konstante. Odvajajmo ta razvoj

in upostevajmo, da so ¢ in #;, ¢ = 1,...,n reSitve homogenega sistema:
g =321 ai(0)gi + 320 ai@)ys =300 ai (@) + 227 ai(x) A(2)i;,
y' = A(@)y = 37 ai(x) A(z)y;.

Sledi, da mora biti Y 7 ai(z)y; = 0. Ker pa so y; na okolici 0 baza, morajo biti
a; = 0 na okolici 0.

Z uporabo matrike Wronskega bomo pokazali, da ¢e so 7; baza na okolici
0, so baza na [0,a]. To pomeni, da so tudi funkcije a; konstante na tem
intervalu. Matrika Wronskega je vsaka matrika, v kateri je n resitev homoge-
nega sistema . Tisto matriko, ki pa ima lastnost, da je W(0) = I, imenujemo
fundamentalna matrika sistema. Za vsako matriko Wronskega lahko defini--
ramo determinanto Wronskega, ki jo je je mogoce izracunati brez poznavanja
resitev. Ce jo odvajamo in upostevamo multilinearnost determinante, dobimo
za determinanto Wronskega enac¢bo

w'(z) = sled A(z)w(x).

Resitev je ‘
w(x) _ @fol sled A(t) dt
pri zac¢etnem pogoju w(0) = 1 oziroma

pri zacetnem pogoju w(xg) = c. Ker je matri¢na funkcija zvezna, je w(x)
definirana na [0, a] in povsod neni¢elna. To pomeni, da e je n resitev v eni
tocki linearno odvisnih, bodo take na celem obmocju [0, a]. &

Kako pa bi re§itve izracunali? Ena moznost je Picardov postopek. Po--
glejmo, kaj nam ta postopek da v primeru sistema linearnih diferencialnih
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enach s konstantnimi koeficienti ¢ ' = Ay pri zacetnem pogoju %(0) = %o.
Yo = Yo,
xr
G = ot [ Advdt =+ Afow = 1+ Ao,
0

G = o+ / AL+ Ao dt = (I + Az + A%2%)2)y
0

F3 = Yo+ / A(I + At + A*?)2)go dt = (I + Az + A*2?/2 + A%2? /31) i,
0
Gn = (T4 Ax+ A%%/24 ...+ A"2"/n))i

Dobimo razvoj resitve @ v Taylorjevo vrsto:

) =3 U mpan)g

n!
0

Matrika Exp(Az) je fundamentalna matrika sistema (fundamentalna resitev).
Izrac¢unamo jo lahko s pomoc¢jo Jordanove forme. Naj bo A k-kratna lastna
vrednost in vZ-A, 1 = 1,...,7, 7 < k ena od pripadajocih verig korenskih
vektorjev: (A — XoI)v} = v} ;. Potem so vektorji oblike ev, kjer so v;
vsi korenski vektorji, ki tvorijo bazo lastnega podprostora, ki prlpada lastni
vrednosti X in X tece po vseh lastnih vrednostih, baza prostora resitev. Ce jih
izracunamo, dobimo

eAmv;\ _ e)\xea:(Af)\I)U{\ _ (5_3)
= M3 (A-AD" x—‘ = (5.4)
0
= ZZ: mnv)‘ = (5.5)
5 n' —n
pe P !
= e (v + o} x4+ .. (,_1)!>. (5.6)

Ostala nam je Se konstrukcija resitve nehomogene enacbe. Naj bo W (z)
fundamentalna resitev. ReSitev nehomogene enacbe is¢emo z metodo variacije
konstant. Naj bo

Jp = W(z)c(z).
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Odvajamo, upostevamo, da je W'(z) = A(z)W (z), vstavimo v enacbo (5.1)
in dobimo

o

Splosna resitev je dana s formulo
T
) = W) [ WO 0 de+ Wiz
o
kjer je ¢ konstanten vektor.

Ogledali si bomo nekaj tipi¢nih primerov 2 x 2 sistemov linearnih difer--
encialnih enacb s konstantnimi koeficienti. Kot smo videli, so resitve tesno
povezane z Jordanovo formo. Naredili bomo primere enacb i/ = Ay, kjer bo
A nediagonalizabilna, diagonalizabilna z enako ali nasprotno predznacenima
lastnima vrednostma, singularna ali s konjugirano kompleksnima lastnima
vrednostma. Vektorji, ki so v jedru A, predstavljajo ravnovesne tocke.

2 1
4= [ 2! } |
Lastna para sta A\; = 1,v; = (1,—1) in Ay = 3,v2 = (1,1). Linearno neodvisni

resitvi sta
1 1
P s o= 3z
Gi=e [_1]1101/2—6 [1]

Matrika Wronskega je

1. Matrika A je

Ker je
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Slika 5.2: Polje smeri in resitve sistema pri dveh pozitivnih lastnih vrednostih

Naj bo ¢ resitev, ki ustreza zacetnemu pogoju y(0) = (¢1,c2) :

c1 :| . 1 |: (61 — 02)61 + (Cl + 02)6336

co 2| —(c1 —c2)e® + (c1 + )€

Napisimo implicitno enac¢bo krivulje, ki jo dolo¢a ta pot. Oznacimo prvo
komponento z x;, drugo z x2. Potem je

1 —x9 =€"(c1 —c2) inx1 + 20 = 631(01 + c2).
Nasa krivulja ima enacbo
(a;l — 562)3(61 + CQ) = ((L‘l + 1’2)(61 — 02)3.

Pri pogoju ¢; = ¢o je resitev premica 1 = x9, pri pogoju c; +co = 0 je resitev
premica x1 = —z2. Pri pogoju ¢; = 1, ca = 0 je resitev (z1 — x2)3 =1 + 2.
Polje smeri in druzino resitev za razlizne zacetne pogoje prikazuje slika 5.2.
Ce bi imeli lastni vrednosti —1 in —3 pri istih lastnih vektorjih po vrsti, bi
bilo polje ravno nasprotno, krivulje pa iste.

2. Matrika A je

Lastna para sta A\; = 2,v; = (3,1) in Ay = —2,v2 = (1,—1). Linearno
neodvisni resitvi sta
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Slika 5.3: Polje smeri in resSitve sistema pri razlicno predznacenih lastnih

vrednostih

Matrika Wronskega je
3€Qm 67296
we =% <.
Napisimo implicitno enacbo krivulje, ki jo dolo¢ajo reSitve pri razliénih
zacetnih pogojih. Resitve so linearne kombinacije resitev ¢i in 3. Oznacimo
prvo komponento z x1, drugo z xs. Povezuje ju enacba

(x1 + x2) (21 — 322) = ¢,

kjer je ¢ konstanta, odvisna od zacetnega pogoja. Polje smeri in druzino

reSitev za razlicne zacetne pogoje prikazuje slika 5.3.
3. Matrika A je
1 1
A= .
.

Lastni vrednosti sta 1+:. Dovolj je poiskati en lastni par in to je A\ = 144, v1 =
(—i,1). Realni in imaginarni del e1+9%y; sta potem linearno neodvisni resitvi.
L 4| cosw T sinx
nn=e { —sinx] myz=e [cosa:]
Matrika Wronskega (in fundamentalna matrika) je

cosx sinz
—sinx coszx |’

W(z) = e® [
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Slika 5.4: Polje smeri in resitve sistema pri kompleksno konjugiranih lastnih

vrednostih

Polje smeri in druzino resitev za razli¢ne zaCetne pogoje prikazuje slika 5.4.

4. Matrika A je
1 2
A= [ L2 ]
Lastna vrednost je 1, lasni vektor (1,0), pripadajo¢i korenski pa (0,1/2).

Linearno neodvisni resitvi sta

Matrika Wronskega (in fundamentalna matrika) je

W(x):ew{(l) Qf}
Polje smeri in druzino resitev za razlicne zacetne pogoje prikazuje slika 5.5.
5. Matrika A je
1 2
A= [ L2 ] .

Lastna para sta (3,(1,1)) in (0,(—2,1)), Linearno neodvisni resitvi sta

1 -2
- _ 3z . -
=)y | mm=| )]
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Slika 5.5: Polje smeri in resitve sistema, ¢e matrika ni diagonalizabilna

Matrika Wronskega (in fundamentalna matrika) je

e3r -9
W(gj) = 6396 1

Polje smeri in druzino resitev za razlicne zacetne pogoje prikazuje slika 5.6.
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Slika 5.6: Polje smeri in resitve sistema, ¢e je matrika singularna



6. Kvalitativna analiza

1.

Fazni portreti

Oglejmo si fazne portrete (slike vseh tokovnic) sistemov dveh linearnih
dife-rencialnih enach. Iz formule za splo$no resitev sistemov dveh linearnih
diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti dobimo naslednji izrek.

Izrek 6.1. Naj bo i’ = Ay sistem diferencialnih enacb in v fazna krivulja pri
nekem zacetnem pogoju. Naj bo A diagonalizabilna z lastnima paroma (A1, 1),
(A2,v3). V koordinatnem sistemu (u,v), ko ga doloc¢ata lastna vektorja vi,v)

ima krivulja parametrizacijo u = aeM*, v = be

AT implicitno pa bMur? —

a*2vM = 0. Glede gibanja po krivulji, ko gre x — oo, lo¢imo naslednje primere.

1.

A1 < A2 < 0. Ne glede na to, kje zaénemo, se gibljemo proti izhodis¢u po
krivuljah, ki jih predstavlja slika 5.2. Taki sliki pravimo stabilni vozel.

A1 = A2 < 0. Krivulje so poltraki, po katerih se gibljemo proti izhodiséu.

A1 < A9 = 0. Krivulje so vzporedni poltraki s smernim vektorjem vi, po
katerih se gibljem proti premici Rvs.

. A1 < 0 < X\o. Prevlada resitev e 203, torej se asimptotsko priblizujemo

premici Rvs. Pri vsakem zacetnem pogoju se za dovolj velike x gibljemo
stran od izhodis¢a. Dobimo sedlo (slika 5.3).

0 = A1 < Xo. Krivulje so vzporedni poltraki s smernim vektorjem vs, po
katerih se gibljemo od premice Ru1.

0 < A1 = Ao. Krivulje so premice, po katerih se gibljemo od izhodisca.
0 < A1 < Ao. Isto, kot v 1. primeru, le da se gibljemo stran od izhodisca.

A =Xy =a+ib. Cejea = 0, dobimo sklenjeno krivuljo. Ce je a > 0,
dobimo krivuljo, ki krozi okoli izhodisca in gre v neskoncnost, ¢e pa je
a < 0 kroZimo okoli izhodisca in se mu pribliZujemo.
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Ce a ni diagonalizabilna, ima en lastni par (A1,01) in pripadajo¢ korenski
vektor (iz wverige). Resitev je oblike eM®(avi + b(vs + xth)). Za A1 > 0 se
gibljemo od izhodisca po krivuljah, ki postajajo vedno bolj polozne, ce je A1 < 0,
se po enakih krivuljah gibljemo proti izhodiséu (stabilni vozel), ¢e pa je A = 0,
je krivulja premica.

V vecrazseznih primerih so fazni portreti ustrezno bolj komplicirani.

2.  Stabilnost ravnovesnih resitev

Naslednja zanimiva stvar je vedenje resitev v okolici ravnovesnih tock. V
primeru linearnih sistemov je ravnovesna tocka vedno (vsaj) tocka 0. V 2 x 2
primerih sistemov LDE s konstantnimi koeficienti je vse o vedenju blizini nicle
povedal gornji izrek. Kaj pa v splosnem? Vrnimo se k naSemu primeru zajckov
in lisick

t=z(k—ay)iny=—y(l — bx)

@0 =(3)

Ta model se imenuje tudi Volterrov model (ali model Volterra - Lotka). Uve-
dimo novi spremenljivki z — Z, y — ¢ in dobimo sistem oblike

‘ ( l) ' . < k)
t=—|x—-)ayinyg=—-bx|(y——|.
b a

Za majhne z in y lahko kvadratni ¢len zanemarimo in resujemo linearni sistem
z matriko
()

Pravimo, da smo sistem linearizirali. Matrika ima ¢isto imaginarni resitvi,
torej bodo resitve za majhne x in y podobne kroznicam (ni nujno, da so
sklenjene).

7 ravnovesno tocko

—

Definicija 6.2. Naj bo § = f(x,9) sistem enacb in ¢(x) njegova resitev.
Pravimo, da je resitev stabilna, ce za vsak € > 0 obstaja § > 0, tako da je za
vsako resitev 1, za katero velja ||1(0) — @(0)|| < 6 tudi ||(x) — p(x)]| < € za
vsak x > 0.
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Resitev je stabilna, ¢e so resitve z bliznjimi za¢etnimi pogoji enakomerno blizu
za vse Case. Za homogene sisteme linearnih enacb s konstantnimi koeficienti
lahko s pomocjo izreka 6.1. dokazemo naslednji

Izrek 6.3. Naj bo ij' = Ajj in A matrika z lastnimi vrednostmi X;. (a) Ce je
Re\; < 0 za vsak i, potem je vsaka resitev sistema stabilna. (b) Ce ima vsaj
ena lastna vrednost pozitivni realni del, so vse resitve nestabilne. (c) Ce je
Re)A; <0,i> 7 im ReX; =0 zai < j pri cemer je stevilo lastnih vektorjev, ki
pripadajo A\, i < j enako algebrski veckratnosti, je vsaka resitev stabilna, ce
pa je mangse, je nestabilna.

Dokaz. Skica. Naj bo ¢ resitev, o resitev, ki pripada lastni vrednosti A;
in ¢ perturbacija. Prvi dve trditvi takoj dobimo iz formul za bazo prostora
reditev (5.3), saj so norme resitev oblike e%® - P, ;(x). Ce so vsi a; < 0, je vse
omejeno, ¢e pa je recimo a; > 0, gredo norme proti neskonéno (za 1 lahko
vzamemo d1). Podobno je z zadnjo trditvijo. Ce je za ¢isto imaginarno
lastno vrednost dovoj lastnih vektorjev, so pripadajoce resitve oblike /1%y,
in so norme omejene, ¢e pa lastnih vektorjev ni dovolj, dobimo Se kak faktor

x pri normi in vse skupaj divergira. &

—

Definicija 6.4. Naj bo § = f(z,7) sistem enacb in p(x) njegova resitev.
Pravimo, da je resitev asimptotsko stabilna, ¢e obstaja § > 0, tako da je za
vsako resitev v, za katero velja ||(0) — @(0)|| < §, limita lim,_, o || (x) —

p(x)]| = 0.
Izrek 6.5. Pogoji (a) izreka 6.3. zadoScajo za asimptotsko stabilnost.
Primer. Linearen sistem s pripadajo¢o matriko
0 1
=[5

je stabilen, ni pa asimptotsko stabilen. Vse reSitve so namre¢ periodi¢ne
(kroznice).

Obravnavajmo 8e stabilnost avtonomnega sistema
g'=fy) = A7+ g(®),

kjer je g dovolj gladka in majhna glede na /' : ||g(%)|| = o(||¥]|), ko gre ||7|| — oo
in velja g(0) = 0. Pri teh predpostavkah je ¢ = 0 ravnovesna resitev sistema.
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Izrek 6.6. Pri zgornjih predpostavkah je ravnovesna resitev i = 0 asimptot-
sko stabilna, c¢e je hkrati tudi asimptotsko stabilna resitev linearizirane enacbe
iy = Ay. Resitev f = 0 asimptotsko nestabilna, ce ima A vsaj eno lastno
vrednost s strogo pozitivnim realnim delom. Ce imajo vse lastne vrednosti
A negativni realni del, vsaj ena pa je ¢isto imaginarna, potem se na podlagi
linearizacije ne moremo odlociti.

Dokaz izpustimo.

3. Vedenje resitev pri velikih casih

Ostala je Se analiza vedenja resitev pri velikih casih. Kot prej se bomo
omejili na avtonomne sisteme

7' = f(®), (6.1)

kjer je f dovolj gladka vektorska funkcija.
Oglejmo si najprej analog stabilnega ravnovesja pri sistemih s konstantnimi
koeficienti.

Lema 6.7. Naj bo y(x) resitev sistema (6.1) z limito lim,_, « ¥(z) = ¥o.
Potem je iy ravnovesna tocka sistema.

Dokaz. Ker je lim,_,  ¢(2) = 9o, je za vsak h > 0,
15(x + ) = §(@)|| < 7@+ h) = Goll + [|5(=) — Goll,
torej je
lim y(z + h) —y(xz) =0.
T— OO

Po Lagrangevem izreku je

ylo +h) —g(z) = hf(y(1)),

kjer je T tocka med z in x = h. Ko posljemo z proti neskonéno, gre tudi 7
proti neskonéno, zato je

0= lim (g(z + h) — g(z)) = hf(5),

r— OO

kar pomeni, da je ¢y ravnovesna tocka. &

Kaj pa lahko recemo o resitvah, ¢e so za velike Case omejene? Za 2 X 2 primer
nam odgovor da
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Izrek 6.8. (Poincaré - Bendizon). Naj bo

= f(z,y), y=g(z,y)

in (x(t),y(t)) resitev sistema, ki je za t > to omejena na obmocju, na katerem
ni ravnovesne lege. Potem se reditev navija okoli enostavno sklenjene krivulje,
ki je tir neke periodicne resitve.

4. Problem morskih psov med 1. svetovno vojno

V sredini dvajsetih let prejsnjega stoletja je znan italijanski biolog Umberto
D’Ancona $tudiral populacijske spremembe med raznimi vrstami rib, ki so
soodvisne. Prisel je do podatkov o ulovu posameznih vrst rib v letih okoli prve
svetovne vojne. Podatki o hrustan¢nicah (morski psi, skati), ki niso najbolj
zazeleni kot hrana, so bili za pristanisce Reka (Rijeka) podatki naslednji:

1914 1915 1916 1917 1918
11,9% 21,4% 22,1% 21,2% 36,4%
1919 1920 1921 1922 1923
27,3% 16,0% 15,9% 14,8% 10,7%

V opazovanem obdobju je bil zaradi vojne ulov rib manjsi in zdelo se mu je, da
je to dvoje povezano. Ker so vec¢ino ujetih hrustanc¢nic predstavljali plenilci,
ki jedo iste ribe kot mi, je sklepal, da so se hrustan¢nice namnozile, ker je bilo
ve¢ plena zanje. Izkazalo pa se je, da se je tudi Stevilo rib povecalo, torej ta
razmislek ni bil dovolj natan¢en. Pokazal je pa, da je manjsi ulov bolj ugoden
za, Stevilio plenilcev.

Ko mu je zmanjkalo bioloskih razlag, je za pomoc¢ prosil kolega matematika
Vita Volterro, ki je sestavil matemati¢ni model, ki opisuje interakcijo med
dvema populacijama. Volterrov model je

t=xz(k—ay)iny=—y(l — bx) (6.2)

@0 = (5.

Izra¢unajmo tokovnice polja eksplicitno. Kvocient

7 ravnovesnima tockama

Yy —y(l—bx)

& x(k—ay)
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nas pripelje do enacbe z locljivima spremenljivkama

(k—ay)dy (br—1)dx
y o r

7 integracijo dobimo

—ay—ba:l,l

e yF=c,

kjer je ¢ konstanta. Kako bi dokazali, da so nivojnice te funkcije sklenjene?
Oglejmo si funkciji f(z) = z'e ™ in g(y) = yFe~®. Funkciji sta zvonéasti:
f'(x) = 2'"1e7®®(I — bx). Levo od ravnovesne lege je f strogo narascajoca,
desno pa strogo padajo¢a. Maksima f in g sta zavzeta v stacionarnih tockah
in ju oznac¢imo z My in M,. Maksimum produkta je MyM,. Poglejmo, kaj so
preseki grafa z vodoravnicami. Ce je y konstanta, resujemo enacbo

—bx .l ay, —k
et = cMge™y ",

Resljiva je za ¢ < My. Ker je f zvoncasta, za 0 < cMge“yy_k < My dobimo
dve resitvi, eno pod in eno nad stacionarno tocko. Ce je (:]\Jge“yy*”c = My
je reSitev ena, ¢e pa je cMge“yy_k > My, pa nobene. Ker gre g~ proti
neskonéno na robovih, je mnozica y, za katere je enacba resljiva, kompaktna,
Cejec=M ¢ je interval tocka. Za vsak y iz notranjosti dobimo dve resitvi.
Integralska krivulja je torej enostavno sklenjena krivulja razen v primeru, ko
je ¢ = My in je ta krivulja tocka.

Podatki, ki jih je D’Ancona dobil, so bili podatki o povpreénem letnem
ulovu. Kaj lahko povemo o povprec¢ju resitev?

Lema 6.9. Naj bosta x(t), y(t) periodiéni resitvi sistema (6.2) s periodo T >

0. Potem velja
I I
:c:T/O x(t)dt iny:T/O y(t) dt,

kjer je (Z,y) ravnovesna tocka.

Dokaz. Izracunamo integral

T ; T
/0 :(Ct()t;” :/0 (k — ay(t)) dt = log z(T) — log 2(0) = 0.

Torej je
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oziroma

1 [T k
T/O ytyde=- =g
&

Ostalo je Se vpraSanje, kako ulov vpliva na populacijo. Recimo, da je
stopnja ulova enaka ¢ > 0. Potem se nas sistem glasi

t=xz(k—ay)—cxiny=—y(l —bx)—cy.

(7,7) = <lzc’k;c>_

Ravnovesje (in s tem povprecje) je torej v primeru izlova pri vec¢jem Stevilu
rib za prehrano. Pri ¢ezmernem ulovu (¢ > k) nimamo ve¢ ravnovesne tocke v
prvem kvadrantu in populacija plenilcev izumre. Pripomnimo Se, da je model
smiseln za nenegativne koli¢ine.

Ravnovesna tocka je

5. Lotka-Volterrov model z logisti¢no rastjo

Bolj splosen model interakcije dveh takih populacij uposteva Se notranje
tekmovanje za vire. To pomeni, da namesto zakona naravne rasti vzamemo
logisticno enacbo. Izboljsan model je

i=x(k—ay) —cx? in g = —y(l — bx) — dy*. (6.3)

Ravnovesne tocke so

(O>O)a <k70> 7<dk+al7 bk CZ> ) <O7_l>
c ab+cd” ab+ cd d
Polje smeri je prikazano na sliki 6.1. V tem primeru je ravnovesna tocka, ki
ni na koordinatnih oseh, v 1. kvadrantu. Izkaze se, da resitve v sploSnem niso
periodicne.
Ugotovili bi radi, kako se resitve sistema spreminjajo glede na zacetne
pogoje in glede na konstante. Privzemimo, da je ravnovesna tocka v Cetrtem

kvadrantu, bk — ¢l < 0. Skicirajmo krivulje, kjer je vsaj eden od &, ¢ enak 0 in
Steviléimo obmocja glede na znaka odvodov: I. 2 >0, y < 0, Il. £ < 0, y < 0O,




58

afe ey

B N |

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
’

b e e e e e e e e e e ]

-~ -~

NN N N e o w o~ ~

P S N

ANANE N S

AV N N U S S

P

BN
NONON NN NN NN Y Y]

-1 [ 1 2

3

4

5

6

6. Kvalitativna analiza

Slika 6.1: Polje smeri izboljSanega Volterrovega modela pria =b=d =k =

[=1in ¢=0.5.
67“ [ A A A A A A 1"’11111/////////’
LN AR NN
At I B N ey
A LA N N Y s
L A N N e es
3}# RS °S’ll111/////////
N RSB N N s
Nl T R
N ARt B B N I B i B
N e N N e
PN T NN S
7Y NN N
L b o e VANNNN T
= \(‘ T . NN\
(a) (b)

Slika 6.2: Polje in obmo¢jazaa=b=k=1=1,¢c=2,d=2

(ni ravnovesna tocka). Obmocja in polje prikazuje slika 6.2. Obravnavajmo

posamezne primere.

1. Resitev, ki se za¢ne v obmocju I, tam tudi ostane.

Dokaz. Ker je x naraScajoca, gre krivulja lahko iz obmocja ali preko osi
y = 0 ali preko premice k¥ — ay — cx = 0. Recimo, da zadene os. Potem je
y = 0 in za x velja enacba & = x(k —cx). Ker je na obmocju I z manjsi od k/c,
dobimo narascajoco logisti¢no krivuljo z limito k/c, torej se resitev priblizuje
ravnovesni tocki (k/c,0). Recimo, da bi resitev usla iz obmocja preko premice.
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Ker je na tej premici & = 0, je
T =kt — aty — axy — 2cxx = —azxy > 0,

saj je y < 0. Funkcija x ima zato pri tistem ¢, pri katerem seka premico,
minimum. To pa je nasprotju s tem, da je x narascajoca.

2. Vsaka reSitev, ki se zacne in ostane v obmocju II, se priblizuje ravnovesni
tocki (k/c,0). Nobena resitev, ki se zaéne v obmocju II, ne more v obmocje
I11.

Dokaz. Ker sta funkciji x in y padajoc¢i, morata, ¢e naj ostaneta v II, imeti
limito. Po lemi 6.7. je limita lahko le ravnovesna tocka, torej (k/c,0). Recimo,
da gre resitev lahko v obmocje III. Potem je pri nekem ¢asu ¢ odvod y = 0 in

= —ly + bxy + bry — 2dyy = byx < 0,

torej ima y v t lokalni maksimum, kar je v nasprotju s tem, da je y padajoca.

3. Vsaka resitev, ki se za¢ne v obmocju III, to obmocje zapusti v konénem
casu.

Dokaz. Recimo, da ne drzi, Ker je x padajoca in je reSitev v obmocju
I1I, je y < (bxz(0) —1)/d. Torej imata x in y limito. Po lemi 6.7. je limita
ravnovesna tocka, ki pa je v .obmocju III ni. &

6. Paramecij in didinij

Matematicni biolog G.F. Gause je izvedel eksperiment z dvema enocelicarj-
ema, eden je paramecij en pa didinij. Drugi je prvega in sicer v velikih
koli¢inah. Poskusi so pokazali, da se vedno zgodi, da didinij pozre vse pa-
ramecije in nato Se sam izumre. Razlog je v tem, da se ob pomanjkanju
hrane didinij Se vedno razmnozuje, le da je prirastek manjsi. Ti populaciji
bolj ustrezno modelira naslednji sistem enacb (z paramecij, y didinij):

. . bv/xy, x>0
=kx — ’ - 6.4
i = kx —ay/zy, in { ey, =0 (6.4)
Ker funkcije v sistemu niso gladke, nimamo enoli¢nosti. Vsaka resitev sistema
s strogo pozitivnima zac¢etnima pogojema doseze os y v koncnem casu. Polje
smeri je prikazano na sliki 6.3.
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Slika 6.3: Polje smeri sistema (6.4)

Omenimo Se, da se vseh populacijskih sistemov ne da modelirati z navadni-
mi diferencialnimi ena¢bami, recimo v primerih, ko plenu ponudimo zatocisce,
ki ga plenilec ne more doseci. V tem primeru sistem ni ustrezen zato, ker
ne moremo predvideti, koliko pripadnikov plena bo tako neumnih, da bodo
zapustili zatocisce. Ta proces postane zdaj nakljuéen in ne ve¢ deterministicen.
Gause je to dokazal s 8e enim slavnim eksperimentom. Vzel je 30 enakih posod,
v vsako dal pet paramecijev in tri didinije, paramecijem pa dal zatocisée. Cez
dva dni so bili didiniji mrtvi v Stirih posodah, v ostalih pa je bila populacija
mesana s Stevilom paramecijev med 2 in 38.

7. Bifurkacije

Definicija 6.10. Najboec € R iny = f(y", g) sistem dveh diferencialnh enacb
orvega reda. Bifurkacijska tocka sistema je vrednosti g, pri kateri se spremeni

fazni portret enacbe, natancéneje, fazna portreta za € < eg in € > gy sta
razliéna.

Pois¢imo bifurkacijsko tocko za sistem 3’ = Ay, kjer je

=1 5

Karakteristi¢ni polinom je A? — (1 + ¢). Bifurkacijska tocka je g9 = —1. Za

vecje vrednosti imamo sedlo, za manjse pa kroznice, v bifurkacijski tocki pa
vzporedne premice.



7. Navadne diferencialne enacbe visjih redov

1. Definicija in osnovni izreki

Definicija 7.1. Navadna diferencialna enacba n-tega reda je enacba oblike

y™ = f(z,y,9,...,y" ), (7.1)

kjer je f wvsaj enkrat zvezno odvedljiva. Ce je f linearna v y in njegovih
odvodih, se enacba imenuje linearna. Zacetni pogoj je oblike

y(wo) = co,y'(z0) = c1, ... 7y("_1)(=700) = Cp-1-

Vsako diferencialno enacbo n-tega reda lahko prevedemo na sistem enacb:

y/l = Y2,
Yy = Y3,
yé = Y4, (7.2)

= fla,y.y, . ymh).
Zacetni pogoj je yi(xg) = ¢i—1,1 = 1,...,n. Zacetni problem imenujemo tudi
Cauchyjeva naloga.

Izrek 7.2. Zacetni problem enacbe (7.1) in zacetni problem sistema (7.2) sta
ekvivalentna.

Posledica 7.3. (Lokalni eksistencni izrek). Naj bo funkcija f iz (7.1) defi-
nirana na okolici zacetnega pogoja y(xo) = co, y'(x0) = c1, ..., y™® D(zg) =
Cn—1. Potem obstaja ena sama resitev diferencialne enacbe na okolici te tocke.

Dokaz. Uporabimo lokalni eksisten¢ni izrek za sisteme diferencialnih enacb,
saj je f(z,s1,...,sy) vsaj zvezno odvedljiva, torej Lipschitzova na spremen-
ljivke s1,..., Sp. &
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Ce je f linearna v y in njegovih odvodih,
F@y, sy ) = an @)y + L+ ag(a)y + b(x), (7.3)
je vektorska oblika sistema ¢’ = A(z)y + b, kjer je

Y1 0
Y2 0
Yn—1 0
L Yn | L b i
[0 1 0 0 0 ]
0O O 1 0 0
A= 0 (7.4)
o 0 --- 0 1 0
o 0 --- 0 0 1
Lao ai -+ Gp-3 Aap—2 Qn-1|

Determinanta Wronskega je odvisna le od koeficienta a,_1(z) :
w(x) = celao n-1 Ot
Izrek 7.4. Naj bo
Y = an_1(2)y" Y + L+ ag(a)y

homogena linearna diferencialna enacba n-tega reda. Potem ima n linearno
neodvisnih resitev, ki so baza prostora vseh resitev.

Dokaz. Po izreku 7.2. je enacba ekvivalentna linearnemu sistemu, za katerega

velja izrek 5.5. &
Posledica 7.5. Resitve y1,...,Yyn so linearno neodvisne, ¢e je matrika
woomo
Wi oooga) = | 020
IS, SR
nesingularna.

Dokaz. To je Wronski za pripadajo¢ sistem. &
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2. Primeri
1. Eulerjeva diferencialna enacba je enacba
E(y) = 2"y™ + ap_12" 1y 4L+ agy.

S substitucijo ¢t = Inz jo prevedemo na enacbo s konstantnimi koeficienti.

2. Enacba
miy + by +ky =0

je enacba duSenega nihanja za nihalo na vzmeti. Koeficient duSenja je b, k
pa je koeficient vzmeti. Glede na koeficient dusenja lo¢imo tri primere. Ce je
koeficient prevelik, b2 > 4km, je duSenje tako moé¢no, da do nihanja sploh ne
pride in se nihalo le vrne v ravnovesno lego. Ce je koeficient dusenja majhen,
b> > 4km, dobimo duseno nihanje. V kriticnem primeru b?> = 4km nihalo
naredi en nihaj in se vrne v ravnovesno lego.

3. Diracova funkcija delta

Oglejmo si druzino gladkih (C*°) ‘stopnicastih’ funkcij,

0,z < —¢,
fe=1 ge(x),—e <z <e,
1,z > ¢,

kjer je g € C* narastajoca funkcija z g-.(—¢) = 0, g-(¢) = 1, liha preko
y = 1/2. Odvod funkcije f: je soda funkcija z nosilcem na [—e¢, £] in integralom
1.

/_Z fl(x)dw = 1.

Funkcije f. konvergirajo k stopnicasti funkciji

0,2 <0,
f—{ 1,z >0, ’

Kam pa gredo njihovi odvodi? Po tockah (razen v 0) konvergirajo k 0, njihovi
integrali pa k 1. Poleg tega imajo te funkcije se eno lastnost:

lim /_ T @)h(x) dz = h(0)

e—0
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za vsako gladko funkcijo h. Izkaze se, da je limito funkcij f! smiselno definirati
kot funkcijo é(x). Imenujemo jo Diracova funkcija delta. V resnici ni funkcija
ampak funkcional na zveznih funkcijah, za katerega velja, da je

/OO 5(t — 2)h(t) dt = h(z)

Odvod ‘stopnice’ je vedno enak odvodu funkcije izven stopnice plus § v stop-
nici, pomnozeni z vi§ino skoka. Diracova funkcija delta je poseben primer
distribucije, odvodu, kot smo ga omenili tu, pa pravimo distribucijski odvod.
Omenimo 8e, da se druzina pozitivnih C* funkcij h., ki ima lastnosti fR he =1,
lim;, g he = 0, razen v x = 0, imenuje aproksimativna enota. Te funkcije
uporabljamo za glajenje drugih funkcij. Ce je npr. h stopnicasta, so konvolu-
cije

(e e]

he * h(z) := / h(t)he(z —t)dt

—0oQ
gladke in konvergirajo k prvotni funkeiji, ko gre e — 0. Izkaze se, da lahko (v
smislu distribucij) konvolucijo odvajamo tako, da odvajamo eno od funkcij,
vseeno, katero. Izberemo si tisto, ki je gladka, in dobimo

(he x h)'(x) = hL x h(z).

Kot primer uporabe vzemimo matemati¢no nihalo, ki miruje, v trenutku
to > 0 pa utez udarimo z neko silo. Potem lahko to gibanje popisemo z ena¢bo

E(t) + K2x(t) = Co(t — to),

pri zacetnih pogojih z(0) = #(0) = 0; C predstavlja sunek sile. Resitev
nehomogene enacbe bo (razen v ty) odvedljiva zvezna funkcija, ki bo izven ¢y
re§ila enacbo. Pred ¢y bo enaka 0, saj je nihalo mirovalo. Vemo, da je reSitev
homogene enacbe enaka csin k(t — tg). Definirajmo zlepek te resitve in nicle:

. (t)— 0,t < to,
p o CSink(t*to),t>t0,

Izra¢unajmo prvi in drugi odvod:

x/(t)— 07t<t0,
| ckcosk(t—tg),t > to,

0,t <0,

iz — —
1y(t) = ckd(t — to) + { —ck?sink(t —to),t > 0
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Vstavimo v enacbo in dobimo, da je
Ck(;(t — to) = Cd(t — to)
Resitev je

" (t)*l 0,t <o,
PRk Csink(t —to),t > to

65






8. Laplacova transformacija

1. Osnovne lastnosti

Definicija 8.1. Laplacova transformiranka funkcije f :[0,00) — R je defini-
rana z

L) () = / " f(t)e .

Ce je f integrabilna na vsakem konénem intervalu in ¢e za dano kom-
pleksno stevilo zp obstaja L (f(t)) (z0), potem je funkcija L£f definirana in
analiticna v vsakem z € C, ki zadosca Re z > Re 2.

Zaradi enostavnosti ra¢unov funkcije, ki so definirane le na pozitivnem delu
realne osi, dodatno definiramo kot 0 na negativnem.

Definicija 8.2. Merljiva funkcija f je eksponentega naraséanja, ce obstajajo
taka stevila M, N > 0 in k € R, da je f integrabilna na [0, N] in za vsak
x> N wvelja |f(z)| < MeFe.

Trditev 8.3. Za take funkcije L (f(t)) (z) obstaja in je analiticna za vsak z,
ki zadoséa Rez > k.

Obicajno L (f(t)) (z) najprej izracunamo za velike realne z, nato pa s
pomocjo principa enoli¢nosti za analiticne funkcije dobimo vrednost tudi za
kompleksne z. Ce imata dve funkciji enako Laplacovo transformiranko potem
sta enaki skoraj povsod (Lerchov izrek).

Primeri.
1. Naj ima funkcija f Laplacovo transformiranko. Izracunajmo Laplacovo
transformiranko funkcije e®® in funkcije f(z)e® v tocki z. Za Rez > Rea

integral
oo
/ e—zt+at dt
0
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obstaja in velja

/ et = (2 —a)7.
0

| et = L) - )
0
2. Laplacova transformiranka stopnice

{1, (t > a)

0, (t<a)

0 efaz
/ e Adt =
a z

3. Laplacova transformiranka funkcije §(t — a) je e~
Nekaj najosnovnejsih transformirank je:

T

je

za a > 0.

az

L (sinwt) (p) = 2+t L (coswt) (p) = P+t

Manj osnovna transformiranka je
L <1 eo‘2/4t) (p) = e VP
Vvt N/

iz nje dobimo Efrosev izrek:

L (\/1% /OOO f(r)e ™4 dr) (p) = L'(f\)ﬁ()\fp)

Ce uporabimo Efrosev izrek na f(t) = X[a,00) (1), dobimo
1 2 & 2
L (Erf(a/2vt)) (p) = —e VP, Erf(z :/ e ¥ ds=1-—erf(x).
(Bxt(a/2vh) )= W= ()
Izrek 8.4. Odvajanje originala in slike. Naj bo funkcija y(t) zvezno odvedljiva

na [0,00) in eksponentnega naraséanja. Velja

L (Y1) (2) = —y(0) + 2L (y(1)) (2) in d%ﬁ (y() (2) = =L (ty(1)) (2)-
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Dokaz. Za prvo enakost enkrat integriramo per partes, za drugo pa odvajamo
po z. ¢

Primeri.

1. Resimo sistem y” — 3y’ + 2y = €3! pri pogojih y(0) = 1 in ¢/(0) = 0. Z
Laplacovo transformacijo dobimo

1
22Y — 2 —3(2Y + 1) +2Y = ——.
z—3
Izrazimo Y :
1 n s—3
(s—1(s=2)(s—3) (s—1)(s—2)

Razcepimo na parcialne ulomke in dobimo

Y =

5 1 2 11

=59s-1 s-2732s5-3

Inverzna transformiranka je

t
ol 22 4 1e?’t.

Y=5e 2

2. Resimo sistem diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti

y'(t)
Z'(t)

Najbo £ (y) (u) = Y in £ () (u) = Z. Ce uporabimo Laplacovo transformacijo

~y(1) + 62(t), 5(0) = 1,
—18y(t) + 10z(t), 2(0) = 2.

na obeh enac¢bah, dobimo sistem enach vY — 1 = —11Y 4+ 62, uZ — 2 =
—18Y + 10Z. Resitvi sistema sta
1 2
Y = , 4=
u—1 u—1

Inverzni transformiranki sta y = e?, z = 2¢'.

Definicija 8.5. Konvolucija funkcij f,g: RT — R je definirana s formulo

U*gﬂ@==éxﬂx—tmth
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Gre za obic¢ajno konvolucijo, ¢e razsirimo funkcije z 0 na negativni del realne
osi.

Izrek 8.6. Izrek o konvoluciji. Velja
L(fxg)(2) =L(f)(2)L(g) (2).

2. Inverzna transformacija

Izrek 8.7. Inverzna formula za Laplacovo transformacijo. Naj bo funkcija
f(t) zvezna in odvedljiva na [0,00) in od nekod naprej omejena z MeFt. Ce je
c > k poljubno Stevilo, potem je

ct+iR
lim / eztﬁ(f(t))(z)dzz{f@), (t>0)

R—o0 271 c—iR 0, (t < 0)

Lema 8.8. Jordanova lema. Naj bo ¢ realno Stevilo, F(z) merljiva funkcija
na obmocju Rez < c in R, € R" zaporedje, ki gre proti co. Oznacimo

Cn={z: |z| = Ry, Rez <c} in M,, = sup |F(z)|.
ZGCn

Ce velja lim M, =0 in je t > 0, potem je
n—oo
lim F(z)edz = 0.
n—oo Cn
Iz inverzne formule in Jordanove leme sledi

Izrek 8.9. Drugi izrek o razvoju. Naj bo funkcija F(z) meromorfna na C,
naj bo holomorfna na Re z > ¢, in naj zadosca predpostavkam Jordanove leme.
Potem je

> Res(F(z)e,z;) t>0
L FE) () = 4= e pol 76
0 t<0

Iz izreka o konvoluciji sledi, da je
t
LHUFEGE) (0 = (Fx6)0) = [ Flt - u)G(uwdu,
0

¢e sta F in G v sliki Laplacove transformacije.
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1. Uvod

Definicija 9.1. Parcialna diferencialna enacba je relacija med neznano funk-
cijo in njenimi parcialnimsi odvodi:

F(@1, o Ty Uy y e v oy Uy Uy gy - - -) = 0.

Najvedja stopnja odvoda, ki nastopa v relacijfi, je red enacbe. Ce je f linearna
v u in njenth odvodih, je enacba linearna.

Parcialne diferencialne enac¢be (PDE) se pogosto pojavljajo v fiziki, mehaniki
in financah. K analizi PDE lahko pristopimo na veliko razlicnih nacinov.
Klasi¢ni pristop, ki je prevladoval v 19. stoletju, je bil usmerjen k razvijanju
metod za iskanje eksplicitnih reSitev. Zaradi velike pomembnosti PDE v
fiziki je vsak matemati¢ni prispevek, ki je omogocal resvanje novega razreda
PDE, pomenil izjemen napredek v fiziki. Posledice metode karakteristik je
bil napredek v optiki in analiti¢ni mehaniki, Fourierova metoda je omogocila
reSitev valovne in toplotne enacbe in Greenova metoda je pripomogla k razvoju
elektromagnetike. Najvecji napredek je bil morda v 50. letih 20. stoletja z
vpeljavo numeri¢nih metod, ki so omogocile reSvanje prakti¢no kakrsnihkoli
diferencialnih enacb (vsaj teoreticno). Poudariti je pa potrebno, da obstajajo
PDE, ki jih je trenutno nemogoce resiti tudi z uporabo najmodernejsih racu-
nalnikov. V takih primerih poskusamo dobiti vsaj kake kvalitativne informa-
cije o resitvah.

Pomembno teoretiéno vprasanje je, ali je problem ‘resi enac¢bo pri danih
zacetnih pogojih’ korekten (po Jacquesu Hadamardu, 1865-1963). To pomeni:
1. Problem je resljiv. 2. ReSitev je ena sama. 3. ReSitev je zvezno odvisna
od zacetnih podatkov (enacbe in pogojev). Veéina problemov v matematic¢ni
fiziki je korektnih, se pa najdejo primeri v strojnistvu, ki niso.
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Primeri.

1. Toplotna in Laplacova enaéba. Toplotna ali difuzijska enacba je enacba
w = A,

kjer je

n
Au = E Uy, z;
1

Laplacov diferencialni operator. Opisuje prevajanje toplote. Stacionarna
porazdelitev toplote pa ustreza Laplacovi enacbi

Au = 0.
Resitve te enacbe imenujemo harmoni¢ne funkcije. Enacbo
Au = f

imenujemo Poissonova enacba.

2. Navier-Stokesove enacbe. To so enacbe, ki opisujejo gibanje tekocin
v prostoru. Ce je u hitrost tekocine in p tlak, potem dobimo za nestisljive
tekoCine z gostoro p enacbi

p(iy + (@ - Vi) = pi — Vp, Vu = 0.

Oznaka V pomeni divergenco, i pa je oznaka za viskoznost. Navier-Stokesove
enacbe so temelj hidrodinamike. Uporabljajo jih npr. pri projektiranju letal,
ladij, vozil, ¢rnila v tiskalnikih itd. En vecjih, trenutno Se neresenih problemov,
je korektnost Navier-Stokesovega sistema.

3. Valovna enacba. Valovna enalba je enacba oblike
up = A+ f.

Opisuje valovanje strune, membrane, zraka pri majhnih amplitudah. ReSitev
enacbe pri eni krajevni spremenljivki je prispeval Jean D’Alembert (1717 -
1783).

Ce opazujemo valovanje v plitvi vodi, dobimo nekoliko drugaéno diferen-
cialno enacbo. Korteweg - De Vriesova enacba

Ut + 6uly + Ugze = 0,
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je modelna enacba za valovanje v plitvi vodi. Resitve so valovi, ki jih imenu-
jemo solitoni in imajo veliko stabilnost.

4. Brownovo gibanje. Odkril ga je angleski biolog Robert Brown (1773-
1858), matemati¢ni model, ki ga popisuje, pa je razvil Einstein leta 1905.
Predlagal je model, pro katerem tocka (z, y) skoci v bliznjo tocko (x+dx, y+ox)
v casu 0t. Pokazal je, da pri primernih predpostavkah na dx in dt verjetnost,
da se bo delec nahajal na poziciji (z,y) zadosca toplotni enaé¢bi.

5. Schrédingerjeva enacba. Ta enacba opisuje valovno funkcijo u delca v
potencialnem polju s potencialnom V :

h
thuy = ———Au + Vu.
2m
Tu je h Planckova konstanta, deljena z 27, m masa delca, ¢ imaginarna enota.

Pogoji, ki jih lahko imamo, so zaCetni (predpisana je vredost funkcije in
odvodov v t = 0) ali robni (predpisana je vrednost funkcije in odvodov na robu
obmocje, kjer resujemo enacbo) ali pa imamo na robu obmoc¢ja, na katerem
reSujemo enacbo, predpisano kombinacijo vrednosti in normalnih odvodov,
odvisno od problema, ki ga resujemo.

2. Parcialne diferencialne enacbe 1. reda

Definicija 9.2. Parcialna diferencialna enacba 1. reda je enacba oblike
flxr, .o Ty Ugyy ey Uy, u) =0,

kjer je f funkcija 2n + 1 spremenljivk. Pri enacbah v prostoru uporabljamo

oznake p = Uz, ¢ = Uy N T = U,.

Kvazilinearne enacbe

Definicija 9.3. PDE je kvazilinearna, c¢e je f linearna v parcialnih odvodih.
V dveh spremenljivkah je

a(xa y7 u)ul‘ + b(l’, y7 U)Uy = C(]I, y) Z))

ali krajse
ap + bg = c.
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Naj bo u resitev enacbe. Poglejmo si njen graf v R3. Graf je dan z implicitno
enacbo u(x,y) — z = 0. Normala na graf je gradient funkcije u(z,y) — =z
(gradient je pravokoten na nivojnico):

ﬁ - (UI,UZ, _1) - (pv(L _1)

Ob teh oznakah je izraz ap + bq — ¢ skalarni produkt med normalo in nekim
vektorjem:

ap + bq —Cc= (p7Q7 —1)(G, bv C)'
Resitev enacbe bo vsaka funkcija, katere graf je tangenten na vektorsko polje

(a,b,c). To pomeni, da so resitve ploskve, ki so sestavljene iz tokovnic polja
(a,b,c). Tokovnice (z,y,u) so resitve karakteristicnega sistema

T =a,
y=10,
U= c.

Tokovnice polja (a,b,c) imenujemo tudi karakteristike, metodo reSevanja s
pomocjo tokovnic pa metoda katakteristik.

Da bi si zagotovili enoli¢nost, moramo podati zacetni pogoj. Naj bo zacetni
pogoj ta, da gre graf u skozi dano krivuljo v prostoru

D = T(s) = {(x(s), y(s) u(s)), s € I = (@, )}

Ce zelimo, da bomo res dobili eno ploskev v splosnem primeru, ta krivulja
gotovo ne sme biti tokovnica, saj je bi bilo v tem primeru resitev neskonéno.
Pravzaprav bomo zahtevali, da je kot med krivuljo in tokovnico, ki gre skoznjo,
strogo med 0 in 7 in to za vsako toCko na zacetni krivulji. Tokovnice torej
ne smejo sekati krivulje tangencialno, ampak transverzalno. Pravimo, da je
v tem primeru izpolnjen transverzalnostni pogoj. Pri gladkih podatkih se
tokovnice se vzdolz krivulje gladko spreminjajo in sestavljajo ploskev vsaj v
okolici zacetne krivulje (slika 9.1).

Primer. Resimo enacbo u, + uy = 2 pri pogoju u(z,0) = 22, Karakteristi¢ni
sistem je
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Slika 9.1: Zacetna krivulja in tokovnice

zacetna krivulja pa je parametrizirana z
[ ={(s,0,5%), s € R}.

Oznac¢imo z 7(s) tangentni vektor v tocki I'(s). Resimo sistem in dobimo
x(s,t) =t + A(s), y(s,t) =t + B(s) u(s,t) =2t + C(s). V ¢éasu t = 0 mora
biti tocka na zacetni krivulji: z(s,0) = A(s) = s, y(s,0) = B(s) = 0 in
u(s,0) = C(s) = s*. Resitve so z(s,t) =t + s, y(s,t) = t u(s,t) = 2t + s>
Zadosten pogoj, da je x(s,t),y(s,t),u(s,t)) parametrizacija ploskve (v okolici
zacetne krivulje) je, da je preslikava U : (s,t) — R3 maksimalnega ranga, kar
pa ni ni¢ drugega, kot da sta vektorja Us, Uy nevzporedna na okolici zacetne
krivulje. Ta vektorja pa sta na zacetni krivulji

Us(s,0) = ~(s), Ui(s,0) = (a,b,c).

Ce zelimo, da je ploskev graf nad ravnino x,y, morata biti (po izreku o
implicitni funkeciji) vektorja (zs(s,0),ys(s,0)) in (z:(s,0), y:(s,0)) nevzpored-
na, torej mora biti determinanta

xs(s) O) ys(sv 0))
zt(s,0)  we(s,0))

nenicelna. Ce so bili podatki gladki, so resitve gladko odvisne od zacetnih
pogojev. Ce sta bila vektorja Us,(s,0) in Ui(t,0) netangencialna, sta taka Se
na majhni okolici tocke (s, 0), zato je s tem predpisom podana parametrizacija
ploskve. Ta postopek funkcionira ¢isto splosno. Edina stvar, za katero moramo
poskrbeti, je resljivost karakteristicnega sistema in transverzalnostni pogoj.
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Izrek 9.4. Naj bodo a,b in c gladke v okolici zacetne krivulje I' in naj bo
izpolngen transverzalnostni pogoj. Potem je enacba

ap+bg—c=0

resljiva v okolici krivulje I'. ReSitev je ena sama in gladko odvisna od zacetnih
podatkov.

Ce resitev i5¢emo v implicitni obliki F(z,y,u) = 0, potem je zveza med

resitvijo in normalo

F E,
— a4+ -—Lb—c=0
Fua—i— F, c ,

oziroma
alFy +bF, +cF, = 0.

Spet je normala, ki je gradient F, pravokotna na vektor (a, b, c), le da pri tem
ne zahtevamo, da je reSitev mogoce izraziti z x in y, ampak le, da sta polje
(a,b,c) in tangentno polje v vzdolz zacetne krivulje transverzalna.

Definicija 9.5. Naj bo v/ = f(m,gj’) sistem diferencialnih enacb. Funkcija
F(xz,y) je prvi integral sistema diferencialnih enacb, cée velja sklep: ce je §
resitev sistema, je F(x,y) konstanta. Prvi integrali Fy, Fs,...Fy,, so funkci-
jsko neodvisni, ¢e ne obstaja taka netrivialna funkcija G, da je

G(Fy, Fy,...Fp) =0.

Trditev 9.6. Funkcije Fy, F», ... F,, n-spremenljivk so funkcijsko odvisne na-
tanko tedaj, ko je rang Jacobijeve matrike J(Fi,...Fy,) strogo manjsi od m
(gradienti so linearno odvisni).

Dokaz. V eno smer je ocitno, saj samo posredno odvajamo in dobimo
> Gu,DF; = 0. Za dokaz v drugo smer smemo privzeti, ima Jacobijeva
matrika rang r in da so gradienti prvih r funkcij funkcijsko neodvisni. Po
izreku o implicitni funkciji je spremenljivke x1, . . . , mogoce izraziti s funkcija-
mi Fy,...,F., ;= Gi(Fy,...,F xri1,. .., x,), kjer spremenljivke 41, ...,
Ty nastopajo kot parametri. Funkcijo F;.41 lahko zapisemo kot

FT+1(x1,...,a?n) = F7»+1(G1(F1,...,Fr,l'r_;,_l,...,xn),...):
= G(Fl,...,Fr,xT+1,...xn).
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Trdimo, da spremenljivke x,41, ..., z, eksplicitno ne nastopajo. Pokazimo, da
Zr+1 ne nastopa eksplicitno. Zapisimo Jacobijevko na prvih r+1 spremenljivk
za preslikavo (F,..., F., G):

Fig, ..., F.o > Gy Fig,
Fl,;tg ) Fr,wg Z Gu1 Fi,:rg
D = det : :
FLJ;T RN Fna:r Z Gu,-Fi,a:r
_F17$7-+1 SRR FT,UCTH Gur+1 + Z GUiE:va-Jrl_

Ker je bila funkcija F,4; funkcijsko odvisna od prejsnjih, je determinanta
enaka 0. Takoj opazimo, da je zadnji stolpec skoraj linearna kombinacija
prejsnjih. Ce jo odstejemo, dobimo

Fiz, ..., F.g 0
Fip, ..., Frg 0
D = det : :
Fip, ..., Frg, 0
Free oo Fraeg Gur+1_
Upostevajmo Se, da je Gy, = Fy114,,, in dobimo
Figz, ..., Fog 0
Firgz, ..., Feog 0
D = det : : =0.
Fip ..., Fog. 0
_F1,$T+1 ceey F’I‘,CCT+1 FT’+1,QCT+1_

Iz razvoja po zadnjem stolpcu dobimo Fy.y1.,,, = 0. Enako za ostale spre-
menljivke. ¢

Izrek 9.7. Ce je fiz definicije 9.5. razreda C, obstaja n funkcijsko neodvis-
nih prvih integralov sistema y' = f(x,¥y). Vsaka funkcija prvih integralov je
tudi prvi integral. Vsak prvi integral sistema je funkcija n funkcijsko neodvis-

nih pruth integralov sistema.

Primeri. 1. Resi enacbo zu, + yuy, = 0, ki ima v tocki (x,y) na krivulji
422 4+ y? = 1 vrednost zy.
Resitev. Pogoj transverzalnosti je izpolnjen, saj je vektor (z,y) pravokoten
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na kroznico v tocki (z,y). Karakteristi¢ni sistem je # =z, y =y in & = 0. En
prvi integral je reSitev enacbe
PR
——+ Y—o:.
r vy

g:Fla

x

drugi prvi integral pa je reSitev enacbe
u=0:
u = Fj.

V tretjem prvem integralu nastopa tudi ¢ in ta integral je x? + 3% = 2t +
C. Parametrizacija zacetnih pogojev je (cos s, sin s, cos ssin s). Nasa resitev je
funkcija Fp, Fs :

G(F1, Fy) =0.

Funkcijo G dolo¢imo iz zacetne funkcije.
0 = G(tgs,sinscoss).

Spomnimo se, da je 1 4 tg? s = cos™? 5. Regitev je

a

G(a,b)=—5—-b=0
(a.) = 1=
Vstavimo prve integrale in dobimo resitev
Ly
——— —u=0.
x2 + y?

2. Poiséi druzino ploskev f, ki je pravokotna na druzino ploskev z? 442 + 22 =
c.
Resitev. Ker mora biti grad f-grad g = 0, reSujemo enac¢ho 2px+2qy—2zu = 0.
Karakteristi¢ni sistem je & = x, § = y & = u. En prvi integral je 2/y = A in
drugi u/y = B. Resitve so vse funkcije oblike F(x/y,u/y) = C.
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3. Nelinarne enacbe

Definicija 9.8. Splosna (nelinearna) parcialna diferencialna enacba 1. reda
je enacba v dveh spremenljivkah je enacba oblike

f(‘,r7y7uau$a Uy) = 07

kjer je f gladka funkcija petih spremenljivk. Zaradi enostavnejSe pisave bomo
tudi tu uporabljali oznake p = uy in q = uy. Enacba z novimi oznakami je

f(z,y,u,p,q) = 0.

Metoda, ki jo bomo razvili za reSevanje bo posnemala metodo katakteristik.
Pri metodi karakteristik je bila smer normale dolo¢ena z vektorskim poljem in
zacetno krivuljo. V nelinearnem primeru takega vektorskega polja nimamo.
Poskusimo kaj povedati o resitvah. V tocki (xg, yo, up) ima tangentna ravnina
enacbo

p(x —20) +q(y — yo) — (u —ug) = 0.

Poleg tega morajo koli¢ine p, ¢, u zadoScati Se nelinearni enacbi

f(x07y07u07p7 Q) = 0.

Ce npr. p izrazimo s ¢, bomo v tocki (g, o, ug) dobili enoparametricno
druzino dopustnih tangentnih ravnin. Ta druzina doloca ima za ogrinjalko
stozec, ki mu pravimo Mongev stozec po francoskem geometru Gaspardu
Mongu (1746-1818)). Naravni kandidat za tangentni vektor tokovnice, ki jo
is¢emo, je zato generator Mongevega stozca, to je smerni vektor presecisca
stozca in tangentne ravnine. Za izracun ogrinjalke odvajajmo enacbo tangen-
tne ravnine po p :
(z —20) + gp(y — yo) = 0.

Po pravilu za odvod posredne funkcije je

oziroma
T—%o Y—Yo

Premica skozi (z9, 4o, 20), ki jo dobimo, je parametrizirana z

(Y —yo) fp . _p(y — o) fp n

(z —x0) = 7, = 7, q(y — vo),
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oziroma

Y—%
(x_IO)y_y07Z_ZO): f (fp7fg7pfp+qu)‘
q
Ta vektor bo tangentni vektor nase tokovnice:
T = fpa
Z) = fqa
U= pfp + (qu-

Ker pa v sistemu nastopata tudi ping, potrebujemo Se dve enacbi za p,q.
Izracunajmo

Uy =P = P& + pTz + G2y + qYz-
Ce zamenjamo vrstni red integriranja, vidimo, da je @, = 0 in g, = 0. Ce
odvajamo f(x,y,u,p(z,y),q(x,y)) na z, dobimo

fz + fuuz + fppoc + qugc =0,

oziroma
fpp:t + quJc = _(f:r + fuux)

Pisimo Se u, = p in dobimo enacbo za p

I'J = _(fa: +pfu)'
Podobno je za ¢, le da odvajamo na y :
q = _(fy + qu)
Dobili smo sistem karakteristi¢nih enacb
T = fpa
y = fq7
U= pfp + qua
q= _fy — qfu-

Krivuljam, ki reSijo ta sistem, ne pravimo ve¢ karakteristicne krivulje, ker
vsaka nosi s sabo Se podatek o tangentni ravnini, v kateri se nahaja, temvec
jim pravimo karakteristi¢ni pasovi.

Formulirajmo Cauchyjevo nalogo za nelinearne enacbe. IS¢emo resitve
diferencialne enacbe f(x,y,u,p,q) = 0, ki vsebujejo zaéetno krivuljo T,

I = T(s) = {(a(s), y(s) u(s)), s € I = (@, )}
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Definicija 9.9. Naj tocka Py = (z(so),y(s0),u(s0),p(s0),q(s0)) izpolnjuje
kompatibilnostne pogoje f(FPy) =0 in

us(s0) = p(so)zs(s0) + q(s0)ys(s0)-
Ce je izpolnjen transverzalnostni pogoj

z5(50) fq(Po) — yi(s0) fq(Po) # 0,

pravimo, da Cauchyjeva naloga zado$céa posplosenemu transverzalnostnemu
pogoju v Py.

Izrek 9.10. Naj Cauchyjeva naloga zadoSéa posploSenemu transverzalnostne-
mu pogoju v Py. Potem obstaja € > 0 in enolicna resitev (x(s,t),y(s,t),u(s,t))
Cauchyjeve naloge, ki je definirana za |s— so|+ |t| < . Parametrizacija doloéa
ploskev, ki je graf funkcije u(x,y).

Primer. Resi enacbo xp + yg = pq pri pogoju u(z,0) = 2.
Resitev. Karakteristi¢ni sistem je

i‘:fp:x_q’

Yy=1Jfe=Yy—p

= xp+yq — 2pq = —pq,
D= -,

¢g=—q.

Zacetni pogoji so x(s) = s, y(s) = 0, u(s) = 2s. Pogoja za p in ¢ izra¢unamo
tako, da zahtevamo kompatibilnost. Odvajamo zacetni pogoj na x in dobimo
uz(z,0) = 2 oziroma p(s) = 2. Vstavimo v enacbo in izracunamo ¢(s) :

sp(s) +0-q(s) = p(s)q(s),
torej je q(s) = s. Resitvi za p in ¢ sta
p(S,t) = 2€_t7 q(s,t) = se”",

Iz tega izra¢unamo
u(s,t) = se 2 + s
in 5
z(s,t) = A(s)e! + §e_t.
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Iz zacetnega pogoja sledi
x(s,t) = %et + geft = scht.

Podobno za y dobimo
y(s,t) = —2sht.

Eliminiramo s,t iz enacbe za u :

s, 1) = 2o~ cht = 2™ = aly + VF )

Pri korenu vzamemo plus, da je izpolnjen zacetni pogoj na p. ReSitev skupaj
z zacetno krivuljo je prikazana na sliki 9.2.

Slika 9.2: Resitev enacbe zp + yq = pq in zacetna krivulja

4. Pfaffova enacba

Oglejmo si primer, podoben primeru 2 iz poglavja 9.2 Pois¢imo druzino
ploskev f(z,y,2) = a, ki so pravokotne na dve druzini, g(z,vy,2) = 22 + y? +
22 =cin h(z,y,2) = (22 +y?) /2 = d.

Resitev. Normala ploskve, ki jo iS¢emo, mora biti pravokotna na gradg in
grad h in ima zato smer vektorskega produkta:

grad f(z,y,2) = v(z,y,z)gradg(x,y, z) x grad h(z,y, 2)
—2y(2® +y* = 2y°) 22(2® +y° — 2°)
== V(x7 y? Z) ( 22 b 22 70

- N(-% Y, Z)(_y7 €, O)'



9. Parcialne diferencialne enacbe 83

Naj bo F gladko polje. Enacba
grad f = uﬁ

bo resljiva, ¢e obstaja taka funkcija u(z,y, z), da je polje u(z,y, 2)(—y,z,0)
potencialno. To pa je (vsaj lokalno) takrat, ko je rot(uF’) = 0 Ker je

rot(uF) = prot F + grad u x F = 0.
Mnozimo skalarno z F' in dobimo
pFrot F + (ﬁ, grad pu, F) = 0,
iz Cesar sledi . .
FrotFF=0.

Iskanje ploskve s predpisano tangentno ravnino lahko formuliramo tudi dru-
gace. Naj bo (dz,dy, dz) vektor v tangentni ravnini. Potem je pravokoten na
vektorsko polje F ,

F1d1,‘ + ngy + ngZ = 0.

Enacba se imenuje Pfaffova enacba.
Izrek 9.11. Pfaffova enacba je resljiva natanko tedaj, ko je FrotF =0.

V eno smer smo izrek ze dokazali. Dokaz v drugo smer pa je metoda za
reSevanje. Privzemimo, da je iskana ploskev (vsaj v okolici neke tocke) taka,
da je njen presek z ravnino z = a krivulja brez samopresecis¢. Tangentni
vektor na to krivuljo ima komponento v smeri z enako 0, zato ustreza enacbi

Fidx + Fady = 0.

Recimo, da je krivulja taka, da je lokalno graf nad z. Potem je krivulja graf
funkcije, ki resi ena¢bo
y/ = —Fl/FQ.

Enacba ustreza eksisten¢nemu izreku, zato ima enoparametri¢no druzino resi-
tev u(z,y, z) = C(z). Pokazati moramo, da lahko najdemo tak nabor krivulj,
ki bo sestavljal ploskev oziroma da mora obstajati u, da je

grad(u(x,y, Z) - C(Z)) = ,u(a:,y, Z)ﬁ(xa Y, Z)'
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Dobimo enacbe

uz = plkh,
Uy = ,U,Fg,
UZ—C, = ,LLF3
Izrazimo C’
C' =u, — puFs.

Trdimo, da x in y v tej enacbi ne nastopata. Izracunajmo
rot(uF) = rot grad u — rot(0,0,C’) = (—Cy, C1, 0).
Ker je
uﬁrot(uﬁ) = ,uﬁ(urotﬁ +gradpu x F) = p2Frot F =0,
sledi, da je
pF rot(uF) = ((gradu — (0,0, C)(=C,, Cr,0) = —u,Cy + u, Cy = 0.
Funkciji ¢’ in u sta funkcijsko odvisni, zato je C' = ®(u) = ®(C'). Enacba
C'=wu, — puF3

je navadna diferencialna enac¢ba za C. Tako dobimo konéno resitev. &
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1. Lastni problemi za diferencialne operatorje

Nemalokrat naletimo na probleme iskanja lastnih funkcij, npr. pri iskanju
lastnih frekvenc strune. Imamo vpeto struno s krajis¢ema [0, a] in zanima nas,
kako niha. Enacba nihanja strune je

2
Utt = C Ugy,

kjer je c¢ hitrost potovanja ‘vala.” Iz izkuSenj vemo, da so resSitve stojeca
valovanja: 1. imamo sinusni hrib, ki niha in ima valovno dolzino enako dolzini
intervala. Sledita hrib in dolina, ki nihata. Valovna dolzina takega nih.anja
je a/2. Potem sledi kombinacija hrib - dolina - hrib z valovno dolzino a/3
itd. Za rezultat dobimo neskonéno lastnih nihanj Xy(x) = sinkw/a. Pojavi
se vprasanje, ali lahko vsako nihanje strune predstavimo kot vsoto lastnih
nihanj. Tu nam pomaga Fourierova analiza. Recimo, da smo po struni udarili
na sredini, struna pa je bila izravnana. Zacetna pogoja sta u(z,0) = 0 in
ut(z,0) = d(z — a/2). Potem je za vsak fiksen ¢ resitev mogoce razviti v
Fourierovo vrsto po x, koeficienti pa so funkcije casa:

u(a,t) = Ti(t) Xi(x).
Ker mora resitev zadoscati diferencialni ena¢bi, mora biti

Y TH(OXu(z) =) TH)X{(x),

oziroma
> T (t)sin(kra/a) = Y Ti(t) sin(krz/a)(—(kr/a)?).
Zaradi enoli¢nosti razvoja v vrsto morajo funkcije T resiti enacbo

T! = —(kr/a)*cTy(t).
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Splosna resitev te enacbe je T = agsin(cknt/a) + by cos(cknt/a), splosna
resitev robnega problema pa

u(z,t) = Z(ak sin(ckmt/a) + by cos(cknt/a)) sin(krz/a).

Konstante aj inb; dolo¢imo iz zacetnih pogojev. Ker je struna v zacetku
ravna, je by = 0. Za odvod dobimo

ckm
0)= —ay sin(k =d(z —a/2).
ug(z,0) E " ag sin(kmrz/a) (xr —a/2)
Po formuli za izracun Fourierovih koeficientov je

ck 2 [
lak = / sin(krz/a)d(x — a/2) dx = sin(kw/2).
a a Jo

Opazimo, da smo problem resevali tako, da smo ga resili za vsako spremenljiv-
ko posebej. Ta postopek formalizirajmo v metodo separacije spremenljivk.
Delamo se, da je funkcija u oblike u(z,t) = X (x)T(t), vstavimo ta nastavek
v enacho in dobimo

(1) _ o X"(x)

=c .

T(t) X (x)
Ker je leva stran funkcija t, desna pa funkcija x, morata biti konstantni, zato
je

Xl/(x)

X(x)
Pri tem zahtevamo, da funkcija X zadosti tudi robnemu pogoju pri vpeti
struni, to je X(0) = X(a) = 0. Is¢emo torej lastne funkcije diferencialnega
operatorja 3" pri pogoju X(0) = X(a) = 0. Loc¢imo primere A > 0, A = 0
in A\ <0.ZaX=0>b%>0,b>0 so resitve y = ashbx + Bchbz. Ker hotemo
zadostiti Se robnima pogojema, dobimo 3 = 0 in b = 0. Podobno je pri A = 0,
ko sta linearno neodvisni resitvi konstanta in z. Za A = —b? < 0 so resitve
asin bx+ [ cos bx. Iz robnih pogojev dobimo enacbe § = 0 in asin ab = 0, torej
mora biti ab = k7. Lastne funkcije so Xy = sin(knwz/a), ki tvorijo kompleten
ortogonalen sistem za skalarni produkt (f,g) = foa f(x)g(x)dx v prostoru
vseh L? funkcij na [0, a]. Kompletnost lastnih funkcij smo dobili iz klasi¢ne
Fourierove analize, ortogonalnost pa sledi iz dejstva, da je operator

= X oziroma X" (z) = \X.

!

Ly =—y
simetricen (sebiadjungiran) linearen operator na prostoru

Dr, = {y € C*0,d], y(0) = y(a) = 0}
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s skalarnim produktom (f, g) = [ f(x)g(x) dx. Res, za z,y € D, je

a

(L02) = [ =/ @)x(o)do =~y

a

+/ Y (2)2 (z)dz = (v, 7).
0 0
Zaradi simetrije je tudi (Lz,y) = (¥, 2’), zato je operator simetricen. Ker
so lastni podprostori simetri¢nih operatorjev, ki pripadajo razlicnim lastnim
vrednostim, ortogonalni, so lastne funkcije ortogonalne, saj so lastni podpros-
tori enodimenzionalni.

Pravkar obravnavani lastni problem je poseben primer Sturm - Liouvillo-
vega robnega problema.

Definicija 10.1. Strum-Liouvillov problem je naslednji robni problem. Poisci
lastne funkcije diferencialnega operatorja

Ly = p(x)y" + q(2)y" +r(x)y

pri danih robnih pogojih B.(y) = By(y) = 0. Za definicijsko obmodcje opera-
torja L vzamemo

Dy ={f € C*([a,b]), Ba(f) = By(f) = 0.}.

Ce je ¢ = p/, imenujemo operator formalno simetricen in ga lahko zapisemo
v obliki Ly = (py') + ry.
Naj bodo robno pogoji oblike

Ba(y) = ay(a) — By'(a) =0, By(y) = vy(b) + 0y’ (b) = 0, (10.1)
Ejer je |a| 4+ |8| > 0, || + |6] > 0. Ce je
Ly = —(py) +ry

in p > 0 na [a,b], imenujemo problem regularen Sturm-Liouvillov problem. Ce
to ne drzi ali je interval neskonéen, imenujemo problem neregularen. Ce so
robni pogoji oblike 10.1 in je Se o, B,7,0 > 0, pravimo, da so fizikalni. Sturm-
Louwillovem problemu je periodicen, ¢e imajo p,q,r periodo b — a in so robni
pogoji pertodicni,

Bi(y) = y(a) —y(b) =0, Ba(y) =y'(a) —y'(b) = 0.

Opomba. Ce so robni pogoji oblike 10.1, to geometrijsko pomeni, da so v
krajiscu a za y € Dy, vektorji (y(a),y’(a)) proporcionalni (enako za b).
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Trditev 10.2. Ce je operator formalno simetricen in so robni pogoji oblike
10.1, je operator Ly = (p(x)y') +r(x)y simetricen. Ce so robni pogoji fizikalni,
p(x) <0 inr(x) > 0 ima L same nenegativne lastne vrednosti.

Opomba. Ti pogoji so zadostni, ne pa potrebni. Formalno simetri¢ni operatorji
so simetri¢éni tudi pri periodicnem Sturm-Louvillovem problemu.

Dokaz. Naj bosta y,z € Dy. Potem je
b
(Ly,z) = / ((p(ﬂf)y’(w))' +r(2)y(z))z(x) de =

= p()y'(

b
/ wm+/ r(@)y () () do =
W (1)) - plaly(@)=(a) — (s ) + (ry. 2).

Ce je konstanta 3 v pogoju B, enaka 0, potem je pogoj v a enak B, = y(a) = 0
in v tem primeru ¢len p(a)y’(a)z(a) odpade. Ce je Se § = 0, odpade Se ¢len
p(b)y' (b)z(b). Privzemimo, da sta 3,6 # 0. Potem dobimo

(Ly,z) = p(b)(7/0)y(b)2(b) — p(a)(—a/B)y(a)z(a) — (py', 2') + (ry, 2).

Operator je simetricen. Privzemimo, da sta 3, # 0 in izra¢unajmo $e (Ly, y)
za lastni par (y, \) :

(Ly,y) = p®)Y (b)y(b) —pla)y'(a)y(a) — (py',y") + (ry,y) =

0 @
= —p(O)7y®)* ~ pla) gy(a)” =~ (py',y) + (ry.9) =
= Ay, ).
Ker je p < 0, so vsi ¢leni v vsoti nenegativni, zato mora biti A > 0. &

Izrek 10.3. Naj bo Ly = —(p(x)y') + r(x)y diferencialni operator s fizikal-
nimi robnimi pogoji na intervalu [a,b], p > 0 razreda C*([a,b]), r € C([a,b]).
Potem ima L §tevno mnogo lastnih vrednosti {\,} z limito lim,_, oo A, = 00.
Lastne funkcije tvorijo kompleten sistem za obicajen skalarni produkt

b
mmsz@mmm

Lastni podprostori so enodimenzionalni (in lastne funkcije, ki pripadajo raz-
licnim lastnim vrednostim, so ortogonalne).
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Dokaz. Dokazimo, da so lastni podprostori enodimenzionalni. Naj bosta y, z
lastni funkciji za lastno vrednost A. Funkciji y in z sta resitvi iste diferencialne
enacbe

Lyy =Ly — Ay =0,

ki zadoSc¢ata danima robnima pogojema. Na$ cilj je dokazati, da je njuna
determinanta Wronskega w = v’z — y2’ enaka 0 vsaj v eni tocki. V tocki a je
pri fizikalnih robnih pogojih izraz

y'(a)z(a) — y(a)?'(a) = (o/B)(—y(a)z(a) + y(a)z(a)) = O,

zato sta resitvi linearno odvisni povsod. Drugace: pri fizikalnih robnih pogojih
sta vektorja (y(a),y'(a)), (2(a), 2’(a)) proporcionalna, zato je w(a) =0. <

Diferencialni operator, ki smo ga definirali v izreku 10.3., je za obic¢ajen
skalarni produkt simetricen na definicijskem obmocju

Dy = {f € C*([a,b]), Ba(f) = By(f) = 0}.

Kaj pa v primeru, ko operator ni simetricen? Potem pa lahko popravimo
skalarni produkt, tako da bo simetricen v novem skalarnem produktu.

Trditev 10.4. Naj bo

Ly = p(2)y" + q(@)y’ +r(z)y
diferencialni operator s robnimi pogoji 10.1 na intervalu [a,b], p > 0 razreda
C'([a,]), ¢, € C([a,b]). Naj bo
1 z q(t)dt
w(;[;) = 7efa qp(z)
p(z)

utez. Potem je operator L simetricen za skalarni produkt

b
(. 9w = / F(@)g(@)w(z) da,

ima Stevno mnogo lastnih vrednosti in lastne funkcije tvorijo kompleten sistem
za, ta skalarni produkt. Lastne funkcije, ki pripadajo razlicnim lastnim vred-
nostim, so ortogonalne.

Definicija 10.5. Naj bo L diferencialni operator. Resitev enacbe Ly = &g
imenujemo fundamentalna resitev.
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2. Primeri diferencialnih operatorjev drugega reda

Velikokrat pri reSevanju raznih enacb naletimo tudi na neregularne Sturim-
Liouvillove probleme. Kljub temu se v doloCenih primerih da dobiti bazo
ortogonalnih lastnih funkcij.

1. Fourierov diferencialni operator je operator

1

Ly=—y".
Pojavi se pri reSevanju valovne, toplotne in Laplacove enacbe. Njegova fun-
damentalna resitev je
_ ) 0,2 <0,
¥y= —z,x >0
Naj bo ! > 0 in naj bo
Dp={yeC?-L1; y(-)=y@), ¥ (-1)=y1}

definicijsko obmogje operatorja L. prostor V7, je gost podprostor v L[, ], saj
so neskonénkokrat zvezno odvedljive funkcije s kompaktnim nosilcem goste v
L?[—1,1]. Operator L : V, — L?[l,1] je simetri¢en in pozitiven, ni pa injektiven:
za poljubna y, z € V velja

! !
(Ly, 2) :/ (—y")zdx :/ y' 2 dx.
—1 —1

Odtod sledi, da je (Ly, z) = (Lz,y) in (Ly,y) > 0. Operator L : V; — L?[l,1]
ni injektiven, ker ima v jedru konstantno funkcijo 1.

Lastne vrednosti so A\, = —(kn/l)%, k = 0,1,2,.... Lastni podprostor za
Ao = 0 je enodimenzionalen in genereriran s konstantno funkcijo 1. Ce je
k=1,2,..., potem je lastni podprostor za A\; dvodimenzionalen in generiran

Z COS k}“‘ in sin klﬂ

2. Legendrov diferencialni operator je operator

Sy=—((1—=)y)

Pojavi se pri resevanju Laplacove enacbe (na sferi). Njegove lastne funkcije za
lastno vrednost A(\ + 1) so Legendrove funkcije Py in Q). Za n € Ny dobimo
pri pogoju y(0) = 1 polinome P, ki jih imenujemo Legendrovi polinomi. Velja
1 an
~ 2np) dgn

P, (x) [(,562 — 1)"] .



10. Sturm - Liouvillova teorija 91

Prvih nekaj polinomov je

Po(x> =1

Pi(z)==x

Py(a) = %(3902 .y

Py(x) = 3 (5" — 32)

Py(z) = é(35m4 — 3022 4 3)

Polinomi so ortogonalni za skalarni produkt

2

1

in so tako kompleten sistem v L2([—1,1]).

3. Hermitov diferencialni operator je operator
Hy = —y" +2zy/,
definiran na

Dy ={f€COM): f(2),f (@), f"(z) € L*R,e~™)}.

Mnozica Dy je gost vektorski podprostor prostora L?[—o0, 00; 6*5”2]. Prostor

L? —OO,OO‘G_xZ je prostor s skalarnim produktom
) Jep p

(f,9) = /_Oo f(m)g(x)e_z2d:c.

Za poljubni funkciji y, z € Dy velja

(0.9] 9 oo 2 oo
/ eV Hy(z)z(z)dr = —/ (e (x)) 2(x) dz :/ e "y (x)2 (v) du,
—0o0 —00 —0o0
kjer vsi integrali obstajajo. Operator H je na Dy simetri¢en in pozitivno
definiten operator. Hermitov polinom H, je lastna funkcija operatorja H za
lastno vrednost 2n. Velja
172 dn 2

Hy(x)=(-1)"e dm—ne_z .
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Prvih nekaj polinomov je

Hy(x)=1

Hy(z) =2z

Hy(z) = 42* — 2

Hj(z) = 82° — 12z

Hy(z) = 162* — 4822 + 12

Polinomi so ortogonalni za gornji skalarni produkt in so kompleten ortogonalen
sistem v L2[—00, 00; e %]

4. Laguerrov diferencialni operator je operator
Ly=—2y"+(x —a—-1)y
z definicijskim obmoc¢jem
Dy ={f € CP([0,00)): f(x),f (@), f"(x) € L*([0,00),a% *)}.

Pojavi se pri reSevanju Schrédingerjeve enacbe. Mnozica Dy, je gost vektorski
podprostor prostora L2[0,00; 2% %]. Laguerrov operator je simetri¢en in
pozitivno definiten. Njegove lastne funkcije so Laguerrovi polinomi

%" d"

L) = = g (

e—xxn+a)
ki so ortogonalni za skalarni produkt
(f,9) = /D F(@)g(x)ee da.

Tvorijo kompleten ortogonalen sistem za L?[0, 00; 2% %]. Prvih nekaj poli-
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nomov pri a = 0 je

Ll(.%') =—x+1
Ly(z) = %(3:2 — 4z +2)

1
Ly(x) = 6(—953 + 922 — 18z + 6)

1
Ly(z) = ﬂ(:c4 — 1623 + 7222 — 96 + 24)

5. Besslov diferencialni operator je operator, definiran z

1 V2
By=—y"— =y + =y
X X

(v-ti Besslov diferencialni operator, v > 0). Pojavi se pri resevanju Laplacove
enacbe v cilindri¢nih koordinatah. Lastne funkcije Besslovega diferencialnega
operatorja so resitve enacbe

ki jih imenujemo Besslove funkcije. Resitve, ki so omejene v 0, imenujemo
Besslove funkcije prve vrste in jih oznac¢imo z J, :

00 _1ym
Jalz) = Z:o m!F((m —2 a+1) (%a:

)2m+a

Imajo Stevno nicel.
Besslove funkcije druge vrste ali Neumannove funkcije imajo pol v 0.
Obicajno jih oznac¢imo z N,. Velja

Om
2

)

e ()% = 2 L7t )2

1
/ rJo(TUam)Ja (Tt n)de =
0 2

torej so Besslove funkcije (pri pravilno izbranih parametrih) ortogonalne v
L*([0,1], 2).






11. LDE 2. reda v dveh spremenljivkah

1. Kanoni¢na forma

Definicija 11.1. Splosna oblika linearne diferencialne enacbe drugega reda je
Lu = augy + 2bug y + cuyy + dug + euy + f =0,

kjer so a,b, ..., f gladke funkcije.

Prizemimo, da a, b, c nimajo skupnih nicel in si oglejmo operator, ki ga se-

Lou = atgy + 2bug y + cuyy.

Imenuje se glavni del operatorja L. Izkaze se, da so glavne lastnosti resitev
dolocene z glavnim delom operatorja, natancneje z diskriminanto A = A(L) =
b — ac.

Poskusimo z uvedbo novih koordinat ena¢bo prevesti na preprostejSo obli-
ko. Naj bosta £ in 1 novi spremenljivki. ZapiSimo glavni del transformirane
enacbe.

Ug = ugly + Upla,

Uy = ugy + uyny,
Upg = g gl + 2uggbatly + gyl + Ugbin + Uy,
Upy = Ug ey + Uen(Eanly + EyMa) + UnyNally + Uebay + UnTay,
Uyy = %555 + 2ugn&yny + “mﬂ?; + ugyy + Unyy-

Ko to vstavimo v operator L(u) dobimo linearno diferencialno ena¢bo drugega
reda
L(u) = Auge + 2Bugy + Cgy + Dugi + Euy + F = 0,
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kjer je

A = a&l +206,€, + €,
afmﬁy + b(gzny + gynm) + ngnyv
¢ = 6“7920 + 2b77x77y + 077;'

sy
\

7 uporabo linearne algebre se ta zapis poenostavi. Pisimo
a b
G(L) = [b C:|

Potem je

A = (Ggrad¢, gradf),
(G grad €, grad n)
C = (Ggradn,gradn).

w
I

Pravilo za uvedbo nove spremenljivke za koeficiente A, B, C' je mogoce zapisati

v matri¢ni obliki:
B C Nz My b ¢ fy My ’

[ 6]
Nz My

Jakobijevka transformacije (£,7) in detJ njena determinanta. Nas cilj je
doseci, da bo kaksen od ¢lenov A, B ali C enak 0. Poskusimo uniciti A. Dobimo
enacho

Naj bo

a&l + 206, + ) =0

Delimo z 55 in dobimo

a€i+2b§i+c:0.

&y &y
Potem je

gy_ a

§e  —bEVD2—ac



11. LDE 2. reda v dveh spremenljivkah 97

Ce enako naredimo za ¢len C, dobimo &isto enako enacbo za kvocient 7,/ Ny
Resitve enacbe so odvisne od znaka pod korenom. Loc¢imo tri primere. Pri-
vzemimo najprej, da je b> — ac > 0. Potem dobimo enacbi

& —b+Vb—ac n,  —b—Vb —ac

fy B a Ty a

Dobili smo dve linearni diferencialni enacbi 1. reda, ki nam data resitvi £ in
1. V novih koordinatah ima enacba obliko

ugy + Cleni nizjega reda = 0.
Ce v enaébi ¢leni nizjega reda ne nastopajo, potem je resitev enacbe
ugy =0
dana z D’Alembertovo formulo

u(&,m) = f(§) +g(n).

Recimo, da je b> — ac = 0 na neki odprti mnozici. Potem imamo eno
dvojno ni¢lo enacbe in ¢ = b?/a. Naj bo

& —b

& a’

Na ta nacin dosezemo, da je A = 0. Ker je

- 3B -
Ty b c| |& My b +b%/agy |
Ker je funkcija & resila enacbo &, /&, = —b/a, je a&y + b&, = 0 in

v? b

bfz + Egy = (agx + bgy) = 0,

a
zato bomo za n izbrali karkoli funkcijsko neodvisnega od £. Enacba ima obliko
Uy, + Cleni nizjega reda = 0.

Ce v enacbi ¢leni nizjega reda ne nastopajo, potem je resitev enacbe

Upy =0
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dana s formulo
u(§,n) =nf(€) +g(f).

Ostal nam je $e zadnji primer, b*> — ac < 0. Resitve so kompleksne. Naj bo

& —b+i/[B?—ac . n,  —b—i\/|b? —ac|
_— = m — = .

&y a Ty a

Imamo enak sistem kot v hiperboli¢nem primeru, le da so funkcije kompleksne.
Na ta nacin enacbo prevedem na

ugy + cleni nizjega reda = 0.
Ce uvedemo novi spremenljivki
£ =Re¢, 77 =Im¢,
se enacba prevede na
Ugg + Ugj + ¢leni nizjega reda = 0.

Vidimo, da so oblike enacb odvisne od znaka determinante matrike G(L).
Iz pravila za rac¢unanje determinant tudi vidimo, da se pri uvedbi novih
koordinat znak determinante ohrani. Zato enacbe klasificiramo glede na znak
determinante.

Definicija 11.2. Ce ima G(L) v tocki (z,y) pozitivno determinanto, pravi-
mo, da je operator elipticen v tocki (z,y) (A(L) < 0), ce je determinanta
G(L) negativna, je operator hiperbolicen v tocki (z,y) (A(L) > 0), ée pa je
determinanta 0, je operator parabolicen v tocki (z,y) (A(L) =0). Enacba je
elipticna na obmocju U, ce je elipti¢na v vsaki tocki tega obmocja. Enako velja
za hiperbolicnost in araboli¢nost.

Posledica 11.3. Tip enacbe je neodvisen od koordinat.

2.  Primeri
1. Prevedimo Tricomijevo diferencialno ena¢bo

Ugy + TUyy = 0, © <0
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na kanoni¢no obliko. Za x < 0 je enacba hiperbolicna. Enachi za novi
spremenljivki sta

Y - Y

&y Ty
Resitvi sta
2 3
:l:g(*x)Q =Y +Ca
oziroma 3 5
3 3
= (— 2 — — = (— 2 —1.
§=(-2)2 — gy, n=(-2)* + 3y
Izracunamo
3 3
Uy = §u§(—\/—m)—§un\/—m
94 (—2) 94 n 9 (—a) + 3 1 3 -1
U = — (=2)— —Upex + ~Upp(—2) + ~Us —— — Uy ———
o u et g et Tt 2 ‘2~z 2 "oz
Uy = 5(_u€+u77)7
9 9
Uyy = Z(“é& + Upy) — 5“5?7‘

in vstavimo v enac¢bo

9 9 3
Upg + Tlyy = Zu&(—x +z)+ Zunn(—x + ) — 9zune + YW Tx(ug +uy,) = 0.

Delimo z —9z, upostevamo & +n = 2(—95)% in dobimo
e — Ug + Uy
“6(E )
2. Dokazimo, da je enacba
x2um — 2TYUgy + y2uyy + 2uz + yuy =0

paraboli¢na in pois¢imo njeno kanoni¢no formo. Ena spremenljivka je n = xy,
druga pa npr. £ = z. Parcialni odvodi so

Uy = UpY + Ug,
Upy = unngf + 2upey + uge
Ugy = Uy + UgyT + Uy
Uy = UpX

Uyy = Upnl
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Poglejmo faktorje pri posameznih ¢lenih:

Upy z2y? — 2zy - xy + 22y% = 0.
Upe 2ux? — 2xy - x =0,

Uge 2’ =¢2,

ug - x=4¢,

uy : xy+ay—2zxy =0.

Enacba je §2u§§ + {ue = 0 in ima locljive spremenljivke. ReSitev je

u(z,y) = f(zy) Inz + g(zy).

Nalogo lahko resimo Se drugace. Glavni del diferencialnega operatorja spo-
minja na popolni kvadrat. Izra¢unajmo izraz

(xD, — yDy)2 = 2°D,, — 20yDyy + yQDyy +aD, +yD,.
Vidimo, da je nasa enatba ravno
(xDy — yDy)2U = (xDy —yDy)((x Dy — yDy)u) = 0.

V jedru operatorja je £ = xy in s tem tudi vsaka funkcije f(zy), zato je
notranji oklepaj oblike

(xDy — yDy)u = f(zy).

Pois¢imo eno partikularno resitev. Simuliramo variacijo konstant. Recimo, da
je oblike u(z, y) = g(y)h(zy) :

zg(y)h (xy)y — yh' (zy)xg(y) — vg' (y)h(zy) = f(zy).

Najenostavnejsa resitev je h(zy) = f(zy) in —yg'(y) = 1, oziroma g(y) =
—Iny. Dobimo
w(z,y) = —Inyf(zy) + g(zy).

Prepricaj se, da je gre za isto resitev, kot po prejsnjem postopku.
3. Prevedimo Tricomijevo diferencialno ena¢bo

Ugz + TUyy =0, >0
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na kanoni¢no obliko. Za x > 0 je enacba elipticna. Enacbi za novi spremen-
ljivki sta

S _ivE - iva

&y etaiy,
Resitvi sta
2 3
:I:zgaﬂ =1y+c,

realni in imaginarni del pa

3 3
=2, n= SV
Izra¢unamo
3
Uy = 5“5(\/5)
94 () 3 1
U = — (z — U ——
o U ee 2 é2\/5
3
Uy = 5“777
9
Uyy Z“nn
in vstavimo v enac¢bo
9 9 3
Ugy + TUyy = Zu&(x) + Zum(m) + 74\/5115 =0.
Delimo z 9z/4, in dobimo
3
tgg + upy + 52 = 0.

3¢






12. Laplacova enacba

1. Osnovne lastnosti

Laplacova enacba je enacba
Au =0,
kjer je
AU = Up iy + oo+ Ugpa, -

Opisuje npr. stacionarno porazdelitev temperature. ReSitvam Laplaceove
enacbe pravimo harmoni¢ne funkcije. Harmonicéne funkcije zados$¢ajo principu
maksimuma: Ce je D odprto omejeno obmocje in f nekonstantna harmoni¢na
funkcija na D, ki je zvezna na D, zavzame f maksimum (in minimum) na
robu. Harmoni¢ne funkcije imajo tudi lastnost povprecne vrednosti: za vsaka
a,r za katera je B(a,r) C D, velja

1
@) = ol(Bla, ) /BW) fav.

Fundamentalna resitev za Laplacov operator je

1
N(z) = —log|z| v dveh dimenzijah in
27
1

N = 2
() @ mywna? zan > 2,

kjer je w, povrsina enotske sfere v R".

2. ResSevanje z integralskimi transformacijami

Kadar je obmocje D ravnina, polravnina, kvadrant, pas ali polpas se lotimo
Laplacove enacbe na D z eno od treh Fourierovih transformacij. Izbor je
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odvisen od robnih pogojev. Ponovimo osnovne formule:

f(f)(z):\/lz?/+oof( e~ dy, f(x m/ﬂx}]_— (2)e/** dz,
\/> / f(z)sinzz dx, f(x \/> / Fs ( )sin zxz dz,
\/>/ f(z)cos zxdx, f(x \/>/ Fe ( ) cos zx dz.

Predpostavili smo, da sta tako funkcija f kot njena transformiranka v L'. Pri
rac¢unanju inverzne transformiranke si pogosto pomagamo s formulo

+oo
F(fxg)(z)=F z) F z), * (r —u)g(u)du
(F+0) () =FNEFG) ). (o =—= [ fo—ugw
ali pa z izrekom o residuih. Drugi odvodi se transformirajo takole:

F(f") () = —2F(f
Fs (") (z) = \/>f )z — 22 F (f) (2),

A = 2O 2R

Pri tem smo predpostavili, da je lir:il f(z) =01in hm f'(z) = 0, kar je
T— OO

ZE—> (o]
recimo res v primeru, ko f, f, f € L.

Primer. Naj bosta a,b > 0. Resimo enacbo
Au=0
na obmocju z € R, 0 < y < a pri robnih pogojih
u(z,0) = el w(z,a) = 0.

Resitev. Uporabimo Fourierovo transformacijo

1 oo —1izT
v(2,y) = \/ﬂ/ u(z,y)e dzx.

Transformirana enacba enacba se glasi

~2%0(2,y) +vgy = 0,
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Njena splosna resitev je
v(z,y) = A(z)e *Y + B(z)e*.

Transformirani robni pogoji so

1 2b
’U(Z,O) = Em, ’U(Z,CL) = 0
Od tod izracunamo
1 b e?* 1 b e %

A — B =
(2) Vor b2+ 22shaz’ (2) Vorb?+ 22shaz’

1 2b  sh(a—y)z
v(z,y) = 53 -
or b? + 2 shaz

Inverzno transformiranko

1 oo 12T
U(%,y) = m/ U(Z,y)@ dz.

lahko dolo¢imo s pomocjo residuov. Za vsak xz > 0 velja

u(z,y) = ivV2r (Res(v(z, y)e*® i) + ZRes(v(z,y)eim, k:m'/a)) .

k=1

Ce ab ni veckratnik 7, potem je

sin((a — ad _1)k
o) = LTI 43 o g nlla k)
k=1

Celotno resitev dobimo tako, da na desni  zamenjamo z |z|.

3. ResSevanje s separacijo spremenljivk

Enacbe, ki jih dobimo po separaciji spremenljivk, so odvisne od tega, v
katerih koordinatah delamo. Obravnavali bomo kartezi¢ne koordinate, polarne
in cilindri¢ne koordinate ter sferi¢ne koordinate.

3.1 Karteziécne koordinate.
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Kadar je obmocje D interval, pravokotnik ali kvader, uporabimo pri re-
Sevanju Laplacove enacbe na D kartezicne koordinate. V teh treh primerih
je

Au=u"(z), Au= g+ uy, oziroma Au= Uz + Uy + Us,.
Po separaciji spremenljivk dobimo eno od trigonometrijskih vrst. Katero, je
odvisno od robnih pogojev.

Primer. Naj bosta a,b > 0 in fi, fo € L?[0,a]. Regimo Laplacovo enacbo
Au =10
na obmocju [0, a] x [0, b] pri robnih pogojih
u(z,0) = fi(z), u(z,b) = fa(x),
u(0,y) =0, u(a,y) =0.
Resitev. Poskusimo s separacijo u(z,y) = X (x)Y (y). Dobimo enacbo
X"Y + XY" =0.
Delimo z XY in dobimo <y

x Ty ="

torej sta izraza X” /X Y” /Y konstantna. Iz robnih pogojev dobimo za funkcijo
X pogoja X(0) = X(a) = 0, kar pomeni, da imamo v spremenljivki X
regularen Sturm-Liouvillov problem in zato kompleten sistem lastnih funkcij.
Te so sin kwz/a. Splosna resitev je oblike

u(z,y) =Y (axsh(ckmy/a) + by ch(ckry/a)) sin(kmz/a).
Pri y = 0 dobimo
u(x,0) = bysin(krz/a) = fi(z),
pri y = b pa
u(w,b) =Y (ag sh(ckmb/a) + by ch(ckmb/a))sin(knz/a) = fo(x)

Iz razvoja f1 in fo v fourierovo vrsto dobimo

)

> . kmx flkshw—i-fzkshm
(z y):;sm . Sh? 2
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2 [ - kmt 2 [¢ - kmt
fik = / fi(t) sin—dt,  fo, = / fa(t) sin —dt.
a Jo a a o a

3.2 Polarne koordinate.

Kadar je obmocje D krog, krozni izsek, zunanjost kroga, izsek zunanjosti
kroga, kolobar ali izsek kolobarja uporabimo pri reSevanju Laplacove enacbe
na D polarne koordinate. V tem primeru je

Au = Upp + ;ur + 772“&050'

Oglejmo si najprej nekaj primerov, ko je funkcija u odvisna samo od r. V tem
primeru zadnji ¢len v gornji formuli odpade.

Primer. Resimo Poissonovo nalogo
Ay =—1
na enotskem krogu pri robnem pogoju

u(1, ) =0.

Resitev dobimo z integracijo: u = u(r, ) = (1 —r?).
V primeru, ko je funkcija u odvisna tako od r kot ¢, dobimo za resitev
Laplacove enacbe Au = 0 s separacijo spremenljivk u(r, ¢) = R(r)®(y) enacbi

" () +1*®(¢) =0, m*R"(r) +rR'(r) — v*R(r) = 0.

Glede na robne pogoje dolo¢imo v. V splosnem je nastavek oblike

u(r,0) = Alogr + Z(Anr”” + Bpr ") (Cy cos vpp + Dy sinvy), vy # 0.

n=1
Glede na obliko obmocja D lo¢imo naslednje moznosti:

(1) Ce je obmocje D krog, zunanjost kroga ali kolobar potem vzamemo
vp = n. Ce je D krog, vzamemo s¢ A =0, A, =1, B, = 0. Ce je D
zunanjost kroga, vzamemo Se A, = 0, B,, = 1. Koeficienta C,, in D,
dolo¢imo iz robnih pogojev po r.

(2) Ce je obmoéje D izsek kroga, zunanjosti kroga ali kolobarja, kjer ¢ tece
od 0 do g, potem je v, odvisen od robnega pogoja po ¢:
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a) Ceje u(r,0) =u(r,p9) =0,je A=0,C, =0, D, =1 in Vn:’;—g.

(2n+1)m

b) Ce jeu(r,0) = ug(r,p0) =0, je Cp =0, Dp =1 in vy = 2¢0 -

nm

c) Ce je uy(r,0) = uy(r,00) =0, je Cp, =1, D, =0 in vy, = oo Ce
je D izsek kroga, je A = 0.

V primeru nehomogenih ali meSanih pogojev po ¢ nastopijo tezave.
Koeficiente A,, in B,, potem dolo¢imo iz robnih pogojev po r. Pri izseku
kroga vzamemo B,, = 0 in pri izseku zunanjosti kroga vzamemo A, = 0.
Primer. Resimo enaébo Au = 0 na B?(0,1) pri pogoju
u(l, ) = lol, ¢ € [-m,7].

Kaj lahko poves o konvergenci dobljene vrste?

Resitev. Nastavek za resitev je
[e.e]
u(r, ) = ap + Z r"(ay, cosng + by, sinny).
1

Ker je funkcija |¢| soda, imamo razvoj po kosinusih.
1 ™ 2
aoz/ xdmzlzﬁ,
™ Jo 2 2

2/7T
an = — pcosnpdyp
T Jo

™ 1 T
_n/o Sinngodgo)
0

Cleni s sodimi indeksi odpadejo, za lihe n pa je (=1 4 (—=1)") = —2. Torej je

T 4 o0 T2n+1 5 )
ure) =53 — 20+ 1)? cos((2n + 1)e).
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Vrsta konvergira na vsem krogu enakomerno in absolutno, saj jo majorizira
konvergentna $tevilska vrsta > 7°(2n + 1)72
V splosnem iz nastavka

o
u(r,p) = ag + Z r"(ay, cos np + by, sin nep)

in robnega pogoja
u(l, ) = f(p) p € [-m, 7],

dobimo resitev

u(r,g) = ;ﬁ/w £(6)d0 +

1 ;OW
+7T21:Tn |:

Ce upoStevamo

™

) cosnf dfr™ cosny + / f(6)sinnfdfsinnep| .

—Tr —T

cos nf cos np + sinnf sin np = cos(n(yp — 0))

in zdruzimo integrala, dobimo
I 1 o i
J— n
u(r, @) = o | f(0)do + - ; r » f(0)cos(n(e —0))deo
Pisimo z = ¢/(*=% in zamenjajmo vrstni red sestevanja in integriranja. Dobi-

" Wf(@)cos( (¢ (z"+2z7").
> SIS

Celotni nastavek je

Sestejmo vrsti:

1+ZT 1—7“2'

n
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Sestejemo
1 n rz 1—rz+71zZ(1 —rz)
1—rz 1-7rz 1+72—r(z+2)
_ 1—7r?
1 —2rcos(p —0) + 12
Potem je
utro) = [ 0= L

. do
2r 1 —2rcos(p—0)+1r?

Resitev dobimo s konvolucijo f in Poissonovega jedra

1 1—r?
Pr) = — - .
(r, ) 27 1 —2rcosp + 12

—Tr

4. Lastni problem za Laplacov operator

4.1 Karteziéne koordinate.

Pri resevanju nehomogene Laplacove enacbe (Poissonove naloge) na ob-
mocju ki je interval, pravokotnik ali kvader, si pomagamo z lastnimi funkcijamu
Laplacovega operatorja.

Primer. Naj bo D = [0,a] x [0,b] in h € L?(D). Re§imo Poissonovo nalogo
Au = —h

na obmodcju D pri robnem pogoju ulgp = 0. Izra¢unajmo tudi koeficiente za
h=2.
Resitev. Najprej resimo lastni problem

Uzy + Uyy = Au,  u(z,0) = u(z,b) =u(0,y) = u(a,y) = 0.

Dobimo dvoparametri¢en sistem lastnih vektorjev in lastnih vrednosti

Ny — — km 2_ lm ’ ( )_S-nkﬂﬂs-nlﬂ/
kl — a b y ’Uklﬂ?,y —= S1 a 1 b

Nato razvijemo h = >, ; hyvp v L?(D). Resitev is¢emo z nastavkom u =

Zk,l CLiVUkl- Dobimo Crl = —%. Torej je

1 S~ hy . kmx . my
u(z,y) = —QZZ 7z Sin sin ==,
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ab
4 k l
hy, = o /h(x,y) sin%xsin 7TTyal:lcdy.
00
V primeru A = 2 dobimo
8

hi = %(1 — (=" = (-1).

4.2 Polarne koordinate.

Ko resujemo nehomogeno Laplacovo ena¢bo (Poissonovo nalogo) na ob-
mocju ki je krog, krozni izsek, kolobar, valj, votel valj in podobno, si pomagamo
z zarvojem po lastnih funkcijah.

Primer. Naj bo D krog z radijem a in f € L?(D). Re§imo enacbo
Au = _fv u|8D =0.

Resitev. Najprej resimo lastni problem

1 1
Uy + Sur + 2lpp = Au, ulgp = 0.

Separiramo spremenljivke u = R(r)®(y) in dobimo
1 1
R'® + -R'® + 5 R®" = AR®.
r r
Delimo z R® in dobimo
R// R/ @l/

R R0

Mnozimo z 2 in damo ¢len s ¢ na drugo stran:

RII / q)ll
2 v Aoy e 2
r 7 +r In Ar T
Dobimo enacbi R . o
7’2?—1—7“?—/\7“2:0, -3 ¢

Pri drugi enac¢bi moramo upostevati periodi¢nost, zato dobimo periodi¢ni
Sturm-Liouvillov problem, ki nam da kompleten sistem lastnih funkcij sinnp,
cosnw. To nam dolo¢i konstanto ¢ = k2. Zato se prva enacba prepise v

/! /

7“2% + r% —x? =k
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ki je Besslova enacba, ¢e jo pomnozimo z R :
R’ +rR + (—k* = )R = 0.

Pri fiksnem k& dobimo (zaradi pogoja na omejenost v 0) funkcije Ji(v/—Ar).
Ker mora biti vrednost na robu enaka 0, je

Vv —Aa = gk‘la
kjer je &g 1-ta nicla k-te Besslove funkcije. Dobimo dvoparametricen sistem
lastnih vrednosti, vsaki pripadata dva lastna vektorja
2

r T
Al = —%, up(r, o) = Jk(fklg)cos ke, wvn(r,e) = Jk(szg) sin k.

Nato razvijemo funkcijo f po lastnih vektorjih v prostoru L2([0, a] x [—m, 7]; )
f= Zk,l(mlukl + qrivgr). Ce iSGemo resitev z nastavkom u = Zw(cklukl +
divrr), dobimo cxy = —pri/Arts dit = —qri/ A in

(o)
a cos ko + a?qp sin k T
_ ZZ > D ¥ gkl <PJ (),
k=0 =1 gk a

a’pr = // rf(r, )k fk;z*)COS ko drdep,
7TJk+1 )

2
a = ©)Jk (&g —) sinkp drd
G = — Jk+1 ) / / % (Era ) pdrdep.

Ce je resitev neodvisna od kota, je k = 0 in dobimo

r) =Y Acdo(§r/a).
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1. Definicija

Toplotna ali difuzijska enacba je enacba
u = Au.

Opisuje prevajanje toplote.

Izrek 13.1. Paraboliéni princip maksima. Naj bo D C R™ omejeno obmocje
z robom S in 0 < T < oco. Potem obstaja najve¢ ena zvezna funkcija u na
D x [0,t], ki se na parabolicnem robu (D x 0) U (S x [0,T]) ujema z dano
funkcijo in resi enacho uy = Au. Ce je u zvezna na D x [0,T] in resi enacho
u = Au, zavzame maksimum na parabolicnem robu.

2. ResSevanje z integralskimi transformacijami

Kadar je obmoc¢je D enako R ali RT, resujemo difuzijsko ena¢bo na D
bodisi z Laplacovo transformacijo po ¢ bodisi z eno od treh Fourierovih trans-
formacij po x. Prva metoda ima prednost, kadar je zacetni pogoj homogen,
druga pa kadar je robni pogoj homogen. Laplacovo transformacijo po t bi
lahko uporabili tudi v primeru, ko je D koncen interval, vendar si v tem
primeru raje pomagamo s separacijo spremenljivk.

Primeri.

1. Prevajanje toplote po neskonéni palici. ReSimo enacbo
U = gy

na obmocju z € R, ¢t > 0 pri zacetnem pogoju

u(z,0) = f(z),
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kjer je f dana funkcija.

Resitev. Naj bo

1 &0 :
v(z,t) = \/ﬁ/ u(z,t)e” " dx.

Dokazi, da je v(z,0) = F(f(z))(2) in v; = —c22%v. Odtod sledi, da je

22t

v(z,t) = F(f(x))(z)e” 7"

Pri rac¢unanju inverzne transformiranke potrebujemo Se transformiranko funk-
cije

—_

ki je

1z izreka o konvoluciji sledi

1 > —\r—u C
u(z,t) = f*xg= QCJH/ f(u)e™ /A gy,

Po substituciji & = (u — x)/2c\/t dobimo
1 o0
u(z,t) = NG /OO flz+ 205\/%)6_526%‘.
Definicija 13.2. Funkciji

1 o2

e 4ct
20\/H

pravimo toplotno jedro.
2. S pomocjo Fourierove transformacije resi enac¢bo
Ut = Ugy

na obmoc¢ju z € R, t > 0 pri pogoju u(x,0) = ze .

Resitev. Privzemimo, da lahko vedno zamenjamo vrstni red odvajanja in
integriranja. Ce z v(z,t) ozna¢imo Fourierovo transformiranko u(zx,t) po
spremenljivki x, enacba preide v

ve(z,t) = —2%0(2,t).
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Za fiksen z je to navadna diferencialna enacba z zacetnim pogojem

v(0,t) = 1/00 ze " e
V2T J o
1 1 —x? —izx:|oo 1 > ( 1 —:c2> . —IZT
= — |—ge e — ——e —ize dx
\/271'[ 2 oo V2T J_—xo 2 ( )
—1z /OO efxzefizxdx
221 J oo
77:2 722/4

e
2V/2

Resitev tega zacetnega problema je

v(z,t) = —z —2* /42"

€
2v/2

Resitev originalne enacbe dobimo z inverzno Fourierovo transformacijo.

1 & )
u(z,t) = \/ﬂ/ v(z,t)e**dz
= ; - —22(t+l) ! 12T
2\/7?(4t+1)/_oo<€ 4>€ dz

_ Wim (|:ez2(t+i)eizx} zioo _ /OO efzz(t+%) (eizx)’dz>

— x > —22(t+1) izz g
st | e
T a2 /(441)
(4t + 1)3/2

3. Resevanje s separacijo spremenljivk

Naj bo D obmocje z gladkim robom 9D in ¢ > 0 konstanta. Is¢emo tako
funkcijo u = u(r,t), r € D, t > 0, ki resi nehomogeno difuzijsko ena¢bo

1
Au = ut + F(r,t)

pri pogojih

u(r,0) = f(r), reD,
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o(r)ule, 1) + Hr) g (v, 1) = g(x), x€ D, 120
Recept je takle:

(a) Homogenizacija robnih pogojev. Ce funkcija g ni identi¢no enaka nic,
potem uganemo tako funkcijo w = w(r), ki zadosca pogoju

o(r)ue) + A 0 (r) = g(r), r €D

in napravimo substitucijo u(r,t) = u(r,?) + w(r). Nova enacba je At =
Qﬁt + F( t), kjer je F = F — Aw, nova pogoja pa sta u(r,0) = f(r),
kjer je f = f — w in a(r)a(r, )—i—ﬁ() (,t)zO.

(b) Resevanje lastnega problema S separacijo spremenljivk resimo lastni
problem Av = \v, av + 3 a” lop = 0. Dobimo Stevno mnogo lastnih

vrednosti, ki so vse negativne. Vsaki pripada koné¢no lastnih vektorjev.
Naj bo v, kompleten ortogonalen sistem sestavljen iz lastnih vektorjev.

(c) Razvijemo F(r,t) = 3, Fu(t)va(r) in f(r) =3, fava(r), kier

/n F (r)dr Inf r)dr
Falt) = Dvan r)2dr " Dvan )dr

(d) Resitev (nove) enacbe je
i(r,t) =Y Tu(t)vn(r),
n
kjer je funkcija T), resSitev zatetne naloge

MTa(t) = 5 To(0) + Falt), Ta(0) = fo.

Na koncu k @ pristejemo w, da dobimo wu.

3.1 Karteziéne koordinate.
Primer. Naj bo ¢,1,Ty > 0. Resi toplotno enacbo za palico [0, 1], ki ima na

temperaturi 0. Podrobno bomo obravnavah primere

fl@)=To, flz)="Toz/l, f(z)="Tox(l—2)/P%,
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kjer je Tp konstanta.
Resitev. Resiti moramo enac¢bo

Uy = C2Uxx

pri zaCetnem pogoju
u(z,0) = f(z)

in robnih pogojih
u(0,t) = u(l,t) = 0.

Dobimo -
nmwx 2,72
1) = s —(nme)*t/l
u(x,t) nE:1f sin ——e ,
kjer je
2 [l . nmx
fao== f(x)sin ——dux.
L Jo l

V primeru f(x) = Tp dobimo

277,
n=—(1-(-1)"),
fu= 2D (- o)
v primeru f(x) = Tox/l je
27T,
nzi—ln—‘rl
fu= 2oy,

v primeru f(z) = Tox(l — z)/I? pa

4Ty my
o= G (L= ().

3.2 Polarne koordinate.
Primer. Resimo enacbo
ur = Au,

117

za krog B2(0,1), ¢e ima rob kroga temperaturo 0, zacetna porazdelitev tem-

perature pa je
u(r, ¢,0) = f(r).

Podrobno bomo obravnavali primera f(r) =1 in f(r) = 1 — 2.
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Resitev. Separiramo spremenljivke u(x,y,t) = T'(t) K (z,y) in dobimo

" AK

T K
Ker sta kvocienta kostantna, dobimo v krajevnem delu lastne funkcije za
Laplacov operator v polarnih koordinatah, pri ¢emer upostevamo, da je za-
¢etna porazdelitev odvisna samo od r. Zato so lastne funkcije O-te Besslove

funkcije z ustreznim argumentom. Naj bo &, n-ta pozitivna nicla funkcije Jy
in

1
5 /0 rf(r)Jo(&yr)dr.

o 2
$0) = D fadol&ar)s fo = s

Potem je resitev naloge
> 2
u(r,t) = Z frndo(&nr)e5nt,
n=1

V primeru f(r) = 1 dobimo

2
=)
v primeru f(r) =1 — 72 pa
8
b= gher

3.3 Black - Scholesova enaéba. Vecina diferencialnih enacb v finanéni
matematiki je paraboli¢nih. Kot primer si oglejmo Black - Scholesovo
diferencialno enacbo, ki popisuje vrednotenje opcij.

Oznacimo z V vrednost opcije. Vrednost bo funkcija ve¢ spremenljivk:
izpolnitvene cene F (strike price), dospelosti T' (expiry date), trenutnega casa
(t), osnovnega instrumenta S (underlying asset), o in p, ki sta parametra,
povezana z osnovnim instrumentom, r je parameter, povezan z valuto, v kateri
je opcija (currency). Mi se bomo omejili le na dve spremenljivki: ¢ in S.
Zahtevna izpeljava nas pripelje do Black - Scholesove diferencialne enacbe:

1
Vi + 50252V53 +rSVg—rV =0.

Gre za linearno parabolicno PDE, ki ima konéni pogoj, tj. pogoj v ¢asu 7.
V primeru nakupne (call) opcije je

V(S,T) = max(S — E,0).
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Clen z Vgg v DE lahko interpretiramo kot difuzijo v nehomogenem mediju,
¢len z Vs kot konvekcijo (pri difuziji dima v zraku bi tak ¢len ponazarjal
npr. pihanje vetra), in reakcijo, ki jo predstavlja zadnji ¢len (ena¢ba u; = au
denimo popisuje radioaktivni razpad). Spomnimo, da ima modelna enacba
obliko u; — ug, = 0 z danim z zac¢etnim pogojem. S substitucijo

V(S,t) = eo‘x'th(x, T),

kjer je

1 /2r 1 /2r . 2T
a:2(0_21>, ﬁ:4<02+1), S:ezlnt:Tfp,

diferencialno ena¢bo prevedemo na
Ut = Uxx
in pogoj V(5,T) = max(S — E,0) na pogoj

U(z,0) = max(e® — E,0)e” **.
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1. Definicija in D’Alembertova resitev

Valovna enacba je enacba
Ut = Au.

V eni dimenziji opisuje nihanje strune, v dveh nihanje membrane itd. Za
nihanje neskonéne strune
2
Utt = C Ugy

na obmocju x € R, t > 0 pri zacetnih pogojih u(z,0) = f(x), u(z,0) = g(x),

nam reSitev pove D’Alembertova formula:

x+ct
u(z,t) = %[f(x +ct)+ flx —ct)] + 21c/ g(s)ds.

Valovno enac¢bo na konénem intervalu lahko reSujemo bodisi s separacijo
bodisi z Laplacovo transformacijo po t. Ra¢unanje Fourierovih koeficientov se
nadomesti z ra¢unanjem Stevno mnogo residuov.

2. ReSevanje z integralskimi transformacijami

Primer. Resimo enacbo
2
Utt = C Ugy

na obmocju x > 0, ¢t > 0 pri robnem pogoju
u(0,t) = ¢(t)
in pri za¢etnih pogojih

u(z,0) =0, w(x,0)=0.
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Resitev. Dodatno definirajmo ¢(t) = 0 za t < 0. Z Laplacovo transformacijo
po t dobimo

u(z,t) = ot — f)

C

3. Resevanje s separacijo spremenljivk

3.1 Kartezicne koordinate.

Primeri.

1. Naj bosta f(x) in g(z) dani odvedljivi funkciji, ki sta v 0 in [ enaki 0 in
naj bosta ¢, > 0 konstanti. ReSimo ena¢bo

2
Utt = C Ugy

pri robnih pogojih
u(0,t) = u(l,t) =0

in pri zac¢etnih pogojih
u(@,0) = f(z), w(z,0)=g().
Podrobno obravnavaj primera
(a) f(x) = 2hmin(2,1— %), g(x) = 0.

o) s =090 ={ o "L

sicer
Resitev. Dobimo
> nmwet gnl nmct nwT
u(z,t) = cos + T sin sin ,
(,?) n21 [fn l nme l } l

kjer je
2 [ 2 [
fn:/ f(x)sinmdx, gn:/ g(:ﬂ)sinwdx.
I Jo l I Jo l

Resitev lahko zapiSemo tudi v D’Alembertovi obliki

z+ct

u(z,t) = %(F(w%—ct) + F(x —ct)) + 20/_ t G(s)ds,
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kjer funkciji F' in G dobimo tako, da funkciji f in ¢ liho nadaljujemo iz [0, ]
na [—l,{] nato pa periodi¢no s periodo 2l na celo realno os. V primeru (a)
dobimo

8h . nmw
v primeru (b) pa
2 nmh
n =70, n=— 1= (=1)" S :
fa=0. go= (1= (~1)")cos "]

2. Resimo enacbo uy = Au za vpeto membrano [—1,1]2, pri pogoju

u($aya0) = (17‘T2>(1*y2)a Ut(l‘,y,O) = 0.

Resitev.

uont) = 16l§0 ((21 f 1)7r>3 ((2kz i 1)7r)3 S

cos (W;\/(Qk +1)2+ (20 + 1)2> cos <(2l+21)m> cos <(2k+21)7ry) .

3.2 Polarne koordinate.
Primer. Naj bosta f(r) in ¢g(r) dani funkciji in a,c > 0 konstanti. Resimo
enacCbo

up = A

na krogu z radijem a pri robnem pogoju
u(a,t) =0
in pri zacetnih pogojih
u(r,0) = f(r), w(r,0)=g(r).
Podrobno obravnavajmo primera
(a) f(r)=nh(1-— Z—z), g(r) =0, kjer je h > 0 konstanta,

(b) f(r) =0, g(r) = vox[o,(r), kjer sta vg > 0 in 0 < b < a konstanti.
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Resitev. Dobimo

S at | agn . cEat] o
u(r,t) = Z {fn cos Ci + Zism c£a } JO(%),
n=1 "

kjer je &, n-ta pozitivna nicla funkcije Jy in

2 e n 2 @ n
)2/0 rf(r)Jo(%)dr, gn = 002Jl(§n)2/0 TQ(T)JO(%)dT-

fn - CLQJI(fn

V primeru (a) dobimo

8h
h=aney ="

v primeru (b) pa
~ 2ugb J1(€nb/a)
T G &)




15. Variacijski racun

1. Primeri

1.1 Brahistokrona. Brahistokrona (brahistos - najkrajsi, kronos - cas)
je ravninska krivulja, po kateri masna tocka z dano zaCetno hitrostjo iz neke
tocke A = (x4,Yq) pride v drugo tocko B = (xp, 1) v najkrajsem ¢asu pod
pogojem, da nanjo deluje konstanten gravitacijski pospesek. Trenja ni.

Postavimo telo v izhodis¢ée koordinatnega sistema A = (0,0) in merimo y
navzdol. Po izreku o kineti¢ni in potencialni energiji je

2
— — =0.
2mv mgy
1z definicije hitrosti
ds
V= —
dt
dobimo za ¢as
ds ds
dt = — =

Za cas, ki ga potrebuje telo iz zacetne do koncne tocke, dobimo:

R
0o v 0 29y’

kjer je
ds = +/dx? + dy?

kvadrat elementa loéne dolzine. Dolo¢iti moramo tir y(x), pri katerem je
pri dani zacetni in koné¢ni tocki ¢as potovanja ¢ najkrajsi. ISCemo minimum

funkcionala
Tp 1_|_y/2
Fo) = [yl
0 gy
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Problem brahistokrone je postavil Johann Bernoulli in zanj leta 1696 prvi
objavil resitev, ki pa naj bi bila v resnici resitev njegovega brata Jakoba.
Probleme te vrste imenujemo variacijski problemi. Johann Bernoulli pa velja
za oCeta variacijskega racuna. Splosno nalogo za brahistokrono je resil Leon-
hard Euler leta 1774.

1.2 Izoperimetriéni ali Didin problem. Vergil je v Eneidi predstavil
naslednji problem.

His commota fugam Dido sociosque parabat: 360
conveniunt, quibus aut odium crudele tyranni

aut metus acer erat; navis, quae forte paratae,
corripiunt, onerantque auro: portantur avari
Pygmalionis opes pelago; dux femina facti.

Devenere locos, ubi nunc ingentia cernis 365
moenia surgentemque novae Karthaginis arcem,
mercatique solum, facti de nomine Byrsam,

taurino quantum possent circumdare tergo.

Dido je bila Fenicanka iz Tira, ki je zbezala pred tiranskim bratom na
obmoc¢je danasnje Kartagine (novo mesto po fenicansko). Sklenila je kupéijo,
po kateri je dobila toliko zemlje ob obali, kolikor jo je lahko omejila s trakom
iz ene bikove koze. Mesto naj bi prvotno nosilo ime Byrsa ali bikova koza.
Problem si bomo malo poenostavili tako, da bomo izbrali fiksni tocki a in b,
obala morja pa naj bo ravna. Matemati¢no iS¢emo ekstrem funkcionala

pri pogoju

b
G(y) :/ V1+y(x)?de =c.

1.3 Geodetke. Dana je ploskev M in na njej tocki A in B. Pois¢i najkrajso
pot od A do B. Taka pot se imenuje geodetka. Na sferi so geodetke krogi z
najvec¢jim premerom. IS¢emo minimum

B
/ ds,
A

kjer je ds element loéne dolzine krivulje na ploskvi. Oglejmo si primer sfere
z radijem R. . Vsako krivuljo med tockama A in B lahko predstavimo s
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parametrizacijo
V(@) = (2,y(z), V R? — (2 + y?))

kjer je x € [a,b] C [-R, R]. Tocki dolo¢imo tako, da sfero zasukamo tako, da
sta tocki nad osjo x. Potem je

(@) = (1,9, (—z—yy')/VR? — (2% + ¢?))

ds = (149”2 + (x +yy)*/(R* = (2* + 7).

Iséemo minimum

b
er=/X1+y?+@+yyme”—@?+f»dm

2. Euler-Lagrangeva diferencialna enacba

Pri problemu brahistokrone is¢éemo minimum funkcionala

b
F(y) = / f(z,y,y) dx,

pri ¢emer mora biti y(a) = A, y(b) = B. Funkcija f naj bo vsaj enkrat zvezno
odvedljiva. Recimo, da je minimum zavzet pri neki funkeiji . Ce to funkeijo
malo perturbiramo, se mora vrednost povecati. Naj bo 7 poljubna funkcija,
ki ima ni¢li v a in b. Potem je

F(y+tn)—F(y) >0

za vsak t. Izracunajmo
b
Fy+n) = F@) = [ faoy+im(y+t)) - fep.y) ds

b
—l/@@w+nmmy+mmmm+
+fz($7 Yy + T1 (.%')T], y/ + T2 (@77/)“7/ d(L’

b
= / fy(z,y + m(x)n, v + ma(x)n)in +

b
3/ﬁ@w+n@my+mum%#m.
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Delimo s t. Izraz
F(y +tn) — F(y)
t
je za negativne t negativen, za pozitivne pa pozitiven. Ce obstaja limita, ko
gre t — 0, mora biti enaka 0. Ko gre ¢ — 0, gresta 7 in 79 tudi proti 0, zato
dobimo

F _
i F Y +tn)
t— 0 t

b
= / fy@ u, v I+ fo(x, 9,9 )0 de = 0.

Naredimo per partes na drugi ¢len, upoStevamo, da je n(a) = n(b) = 0 in
dobimo Prepisemo v drugo obliko

b B
/a (fy(z,y,9) — prekld y,y'))ndx = 0.

Ker je bila funkcija n poljubna, mora biti

0
fy(xay;y/) - %fz(xﬁy?y/) =0.

Tej enacbi pravimo Euler-Lagrangeva enac¢ba. Enak razmislek lahko naredimo
pri funkcionalih, kjer nastopa Se drugi odvod, le da moramo narediti dvakrat
per partes. Naj bodo spremenljivke (z,y, z, w). Potreben pogoj, da ima funk-

cional
/ flz,y.9.y")

pri ¢emer mora biti y(a) = A, y(b) = B, minimum pri y je, da je

0 0?
fy(fC;y,y/ayn) - %fz(xaya ylvy”) + @fw(‘xaya ylvy//) = O

2.1 Euler-Lagrangeva enacba za f = f(z,y). V tem primeru je f, =0,
zato je resitev dana z fy(x,y) = 0. To je implicitna enacba za y.

2.2 Euler-Lagrangeva enacba za f = f(z,y’). V tem primeru je f, =0
zato je resitev dana z f,(x,y) = c.

2.3 Euler-Lagrangeva enaéba za f = f(y,y’). V tej funkciji « eksplicitno
ne nastopa. Zamenjamo vlogi x in y in piSemo 3y’ = 1/2’'. Potem je nasa
funkcija enaka f(y,1/2’), integral pa

ABf(yay/)dxz/abf(y,l/l',)l‘/dy:/abL(y7x’)dy'
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Po prejsnjem primeru so resitve oblike L/ (y, ") = ¢. S posrednim odvajanjem
dobimo

Ly (y, ') = f(y,1/2") — %fz(y, 1/2')a’ = c.

Euler-Lagrangeva enacba je

fu,v) =y f(y,9) = c.

2.4 Brahistokrona. Resimo problem brahistokrone. Funkcija f je enaka

1+y/2
flz,y,y) = -
( ) 20

Euler-Lagrangeva enacba je

1+y2 y Y .
29y (29y)(1 + ")

Poenostavimo in dobimo

1

vV (29y)(1 +y?)

Kvadriramo in premecemo:
B 1
292 (1+y")

Pigimo C? = 2gc? in vstavimo 3’ = ctg(p/2). Potem je

Y

1, 1
Y= gzsin (p/2) = Q—CZ(I — cosp).
Iz posrednega odvajana dobimo formulo
dy _ dy/dp
— = =ct 2).
dr ~ dejdp C g(p/2)
Izrazimo dz/dp
dj sinp
dp 202 ctg(p/2)
_ 2sin(p/2) cos(p/2)
202 cos(p/2) sin(p/2)
1.
= = sin?(p/2)
1
= ——(1—-cosp).

2C?
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Integriramo in dobimo

1
T = ﬁ(p —sinp) + D.
Zaradi zacetnega pogoja je D = 0. Pigimo 1/(2C?) = R in dobimo Dobili smo
parametrizacijo
= R(p—sinp), y= R(1— cosp).

To je enacba cikloide. Skozi dano tocko gre ve¢ cikloid. Prava je tista z
najmanj volancki. Spomnimo se, da smo y merili navzdol. Naj gre cikloida
npr. skozi tocko B = (37/2 4+ 1,—1). Potem je R = 1. Graf je prikazan na
sliki 15.1.

Slika 15.1: Cikloide pri radijih 1,1.2,1.4

3. Izoperimetricni problem

Izoperimetri¢ni problem je problem vezanega ekstrema. IS¢éemo minimu
funkcionala

b
F(y) = / f,y, ') dr,

pri ¢emer mora biti y(a) = A,y(b) = B pri pogoju

b
9(y) = / g(x,y,y)dx = c.

Funkciji f in ¢ naj bosta razreda C!'. Naj bo minimu zavzet pri funkciji .
Privzeti smemo, da je ¢ = 0. Problem bomo resili tako, da ga bomo prevedli na

vrednosti 0 in pisimo n(z) = rz(z) + su(z), kjer imata z in s tudi nicli v
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su(z)). Potem ima problem vezanega ekstrema
min Fi(r,s), Gi(r,s) =0

resitev pri r = s = 0. Po klasisni teoriji je to takrat, ko je gradient Lagrangeve
funkcije
L(T’, S, )‘) = Fl(r7 3) - AG(l(ra S)

enak 0. Parcialni odvod na A je ravno vez, parcialna odvoda na 7 in s pa sta
L,(0,0) = F1,(0,0)—AG1,(0,0) =0, L4(0,0) = F;4(0,0)—AG1(0,0) = 0.

V matri¢ni obliki to pomeni, da je determinanta

F1,(0,0) G1,(0,0) —0
F15(0,0) G1,5(0,0) |
Izra¢unajmo parcialne odvode.
.1
F1,(0,0) = lim —(F(y+ hz(z)) - F(y))

h—0h
b
= [hew)) = oA/ ete) de

Enako dobimo za parcialni odvod Fi s in za parcialne odvode Gi,, Gis.
Dobimo enacbo

b
[ e = el = Maytof) = o) (o) do =0

oziroma

(fy(z,y,y") — %fz(:u v, y') — Mgy(z,y,y) — %gz(w, y,y')) = 0.

Ugotovimo, da is¢emo ekstrem funkcionala

b
H(y, ) = F(y) — AG(y) = / La,y.y N de

kjer je
L(z,y. 4, \) = f(z,5.9) = Ag(z,y.9).
Enacbo, ki smo jo izpeljali, pa lahko napisemo v obliki
d

Ly - %LZ
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4. Parametri¢ni variacijski problem

4.1 Euler-Lagrangeva enacba za f = f(t,z,y,%,y). Zanima nas mini-
mum funkconala

b
Fla,y) = / F(t 2y, 5) dt

med funkcijami z z(a) = x4, ©(b) = zp, y(a) = yq in y(b) = yp. lzpeljava je
podobna kot v osnovnem primeru, le da moramo pogledati spremembo v dveh
spremenljivkah: Naj bosta 71,72 poljubni funkciji, ki imata ni¢li v ¢ in b in
naj ima funkcional minimu pri danih funkcijah x in y. Potem je

F(z+tn,y+sm2) — F(y) 20
za vsak {. Izracunajmo izraz

I(s,t) = F(x +tn,y+ sn2) — F(y).

b . .
I(s,t) = /f(f7l’+t7717($+t711)ay+8772,(y+8772))—f(%y,?))dﬂf

b . .
= / [f(t,x4tny, (x +tm),y + sne2, (y + sn2)) —
a

—f(t,z, &,y + sm2, (y +':9772))} +
+[f(t,x, 2,y + sn2, (y + sn2)) — f(x,y,9)] dx

= /ab[fx(t, x4+ 7 (t)m, T+ 1(t)n,y + sn2, (y +'ST]2))tT]1 +
+fi(t,x + ()0, & 4+ 72()my + sn2, (y +'S772))t7'71] + dx
+ /b[fy(t7l‘>fb,y + o1(t)n2, ¥ + o2(t)n2)tn +
"l + (O + o2 (i) da.

Ce vzamemo 1, = 0, dobimo po enakem razmisleku kot prej Euler-Lagrangevo
enacbo za funkcijo x :

d
fa? - &fl‘)
C pa je m = 0, dobimo enako enacbo za funkcijo v :
d
fy = &fy
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4.2 Sploéni primer. Ce je funkcij veé, se uporablja nekoliko drugaéna
pisava. Funkcijo f zamenja funkcija L z oznakami

L(t7Q1,-~~,QmQI,-~-7Qn) :L(t7§7®

Uvedemo
pi = Ly,

in Hamiltonovo funkcijo

H(t,q,p) = pq — L(t,q, Q).

Enacbe
L,="r,
4% = g
se prepisejo v
pi = _Hq¢(ta(ﬁp)a
G = Hp(t,q,p)

5. Didin problem

Zdaj imamo na voljo vsa sredstva, da resimo Didin problem. Zdruziti
moramo parametri¢ni variacijski ra¢un in robni variacijski ra¢un. Funkcional
Fje

1

B
Flew) =5 [ o®(t) - (0t dr,

robni pogoj pa

B
G(a:,y):/ VP2 +200) dt — ¢ = 0.

Zatetna in kon¢na tocka sta dani z z(a) = x4, x(b) = xp, y(a) = y, in
y(b) = yp. Za funkciji z in y dobimo enacbi

. d . . d .
fx(t,%%%y) - %fi(t7$7y7xay) - >‘(9$(t7x7yax7y) - %gi(tvxayaq%y)) =0

n

.. d .. .. d L
fy(t,x,y,my) - %fy(taxﬂ/’xvy) - )‘(Qy(tvﬂfaya%?/) - %gy(taxayvl”y)) = 0.
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V naSem primeru je

fo=19/2, fi = =/2,00 =0, g = (#° + 9°)" /i,

Prva enacba je

. d d .9 SON—1/2\
y/2+dty/2+)\dt((x +9°) ) =0.

Integriramo po ¢ :
(y —d) + M@+ 9>) "2 =0.

Podobno dobimo pri drugi ena¢bi. Parcialni odvodi so

fy=—0/2, f3 =1/2,9, =0, g5 = (&> + 5"y,
enacba pa

d
—i/2—%/2+ Aa((:tz +92) V%) =0.

Integriramo po ¢ :
(z =) =A@ +5%) "y =0.

Dobili smo sistem enacb

(=) = A@* + 7)1 %5 =0,
(y — d) + \(@2 + %)~ 2% = 0.

Prvo pomnozimo z &, drugo z ¢ in seStejemo:
(x—c)z+ (y—d)y=0.
Integriramo po ¢ in dobimo
(x—c)* + (y—d)? =12

Dobili smo druzino kroznic z radijem r. UpoStevati moramo Se vez in zaetne
pogoje. Zaradi enostavnosti smemo privzeti, da je A = (0,0) in B = (b,0).
Ociten pogoj je, da mora biti dolzina C ve¢ja od razdalje med tockama, C' > b.
Iz predpostavk sledi, da je ¢ = b/2 in d? + (b/2)? = 72, d = +/r2 — b2/4.
Parametrizirajmo kroznice, da bomo laze izracunali, katera ima predpisam
obseg. Naj bo x = c+ rcosp in y = d + rsinp. Del kroznice nad osjo
x mora imeti obseg enak C. Iz parametrizacije sledi ¢g = =+ arccos(b/2r).
Znak izberemo glede na velikost C. Ce je C vecji od 7b/2, moramo vzeti
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minus, ker dobimo veé kot polovico kroga, za d pa plus: ¢g = — arccos(b/2r),
d = +/r? = b%/4. Dolzina je r(m — 2¢g) = C, oziroma

rsin(C/(2r)) = b/2.
Is¢emo niclo funkcije

(2r)sin(C/(2r)) — b.

Z uvedbo nove spremenljivke C'/(2r) = u se enacba prepise v
sinu = —u.
C

V splosnem nima analiti¢ne resitve. Zanimajo nas resitve za r > C/(2m), saj
je najmanjsi mozni radij tisti, pri katerem dobimo cel krog. Za spremenljivko
u je to interval (0, 7]. Resitev dolo¢imo numeri¢no.

Izberimo Se konkretne Stevilke. Naj bo b = 2 in C = 97. Potem imamo
druzino kroznic

x = 1+rcosy,

y = /r2—0%2/4+rsinep.
Ker je m < 27, bomo vzeli resitev

wo = —arccos(—1/r).

Enacba, ki jo dobimo, je

cos(9m/(2r) —w/2) = —1/r,
oziroma

rsin(97/(2r)) = 1.

Poglejmo si ti funkciji na grafu. Funkcija rsin(97/(2r)) ima limito 97/2 in
naras¢a od nekod dalje (zagotovo od 9 dalje), zato ima s funkcijo 1 konéno
presecisc. Presecisca so r; = 1, 1o = 1.61443, r3 = 2.084 in r4 = 4.82064.
Minimun za r je dan s pogojem 97 /(27) = 4.5, torej je prava zadnja resitev.

Pripomnimo Se, da v primeru b = 0 is¢emo krivuljo, ki pri fiksnem obsegu
obsega lik z najvecjo plos¢ino. Prib = 0 dobimo ¢ = 0 in d = r, parametrizacija
kroznic je

T = TCcosp,

y = r+rsine.
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Is¢emo niclo funkcije

(2r) sin(C/(2r)).

To je seveda pri C' = 27r.

Didin problem je v resnici malce drugacen. Tocka B ni fiksna. Izra¢unaj-
mo ploséino, ki jo dobimo pri tocki (b,0) in jo izrazimo z r. Spodnja meja za
r je C'/(27), ko dobimo cel krog, zgornje meje pa nimamo. Plo3¢ina je enaka
vsoti plos¢éin kroznega izseka in trikotnika, ¢e je sredis¢e nad osjo. Kot, ki
pripada izseku, je C/r.

P() = o 4 r|cos(C/20)r sin(C/2r)|
_ O, s
2 2
_ e
2 2 ’

saj je v tem primeru sin(C/r) negativen. Ce je sredisce pod osjo z, je kot,
ki pripada izseku pozitiven, vendar moramo v tem primeru plos¢ino izseka
odsteti, tako da dobimo isto formulo. Zanima nas ekstrem funkcije P(r) na
intervalu [C'/(27), 00). Zaradi enostavnosti uvedimo novo spremenljivko u =
C/r. Potem je ) ,
C C*sinu
P(r)=S(u) = T T
Tocka, kjer je zavzet ekstrem, je pricakovano neodvisna od C, ampak le od
razmerja C'/r. Ekstrem v is¢emo na intervalu (0, 27]. Odvajajmo S in poiséimo
niclo odvoda:

c?  C? 2C?sinu
’ o _
S’ (w) ——?—ﬁcosu%—T =0,
oziroma 9 6i
1+ cosu— smu:O'

Eno resitev takoj uganemo, in sicer u = 7. To pomeni, da je C' = 7r in da
imamo opravka s polovico kroga s ploséino P = C? /72, Pois¢imo $e ostale. S
prehodom na polovi¢ne kote dobimo

sin u

1+ cosu — = —2sin(u/2)(1 + 2cos(u/2)/u).
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Izraz v oklepaju je 0 le, ée je cos(u/2) = —u/2 Ta enacba pa na intervalu

funkcua S limito 0 :

Su) = — - —(u——= +—+...)
v krajiscu 27 pa je

6. FEksistenca minima in goljufije

6.1 Eksistenca minima.

Hilbert je prvi podal pogoje, pri katerih so reSitve Euler-Lagrangevih
enacb res stacionarne tocke. Pogledali si bomo najenostavnejsi primer, ko
sta obmo¢je in funkcija konveksna. Funkcija dveh spremenljivk razreda C? je
konveksna, e je Hessejeva matrika pozitivno (nenegativno) definitna.

/fxyy

pri cemer mora biti y(a) = A,y(b) = B. Funkcija f naj bo vsaj dvakrat zvezno
odvedljiva na y in z. Naj bo definicijsko obmocje Dy tako, da je mnoZica

M, ={(y,2), (x,y,2) € Dy}

konveksna in f(z,-,-) konveksna na M, za vsak x, za katerega je M, # 0. Ce
je y resitev Euler-Lagrangeve enacbe, ki zado§ca robnim pogojem, ima F(y)
minimu pre y.

Izrek 15.1. Naj bo

6.2 Goljufija.

Goljufali smo pri brahistokroni. Pri izpeljavi smo zamenjali vlogo x in vy,
pri resitvi pa smo na to pozabili. Tezava je v tem, da mora biti ciljna tocka
taka, da je na delu cikloide pred temenom, saj sicer zamenjava koordinat ni vec¢
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legalna - x-a ne moremo predstaviti kot funkcijo y. Oglejmo si parametrizacijo
cikloide:
x=R(p—sinp), y= R(1—cosp).

Teme ima pri p = 7, v tocki (Rm,2R). Kvocient

_ylp) _ 1—cosp
K(z(p),y(p)) = z(p)  p—sinp

pove naklonski kot premice skozi (0,0) in (z(p),y(p)) in je padajoc:

1—cosp /_psinp—2+2008p_sinp(p—th(p/Q) <0

p—sinp)  (p—sinp)>2  (p—sinp)? T
Zato mora biti 5
K(B) =2 > K(Rr,2R) = =.
xp s

Potem je resitev prava. Nasa resitev za B = (37/2 4 1,1) je bila taka, da je
lezala na drugi strani temena. Pogoj ni izpolnjen.

1 2
————— = 0.175058, = = 0.63662.
2m/2 + 1 i

Za tocke levo od temena je izpolnjen pogoj konveksnosti. Zamenjamo vlogo x
in y in dobimo

b B _ B
1 12 1 1—2

/ Y dw—/ e ? x’dy—/ g(y,z,2') dy
a 2g9y A 2g9y A

Odvodi so

Gzx = 07 Gz = 07 Gx'x! = (1’/2 + 1)_3/2y_1/2 > 0.

Hessejevka je pozitivno (nenegativno) definitna.

7. Investiranje v podjetjih

Privzemimo, da imamo podjetje, ki je vodeno racionalno '. Naj na trgu
vlada tekmovanje. Radi bi maksimirali sedanjo vrednost prihodnjega denar-
nega toka. Ta vrednost je dana s formulo

V= / R [P(H)Q — w(t)L(t) — C(I)] dt, (15.1)
0

1J P.Gould, Ajdustment Costs in the Theory of Investment of the Firm, The Review of
Economic Studies, Vol. 35., No.1. (1986, p.47 - 55)
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) R(t) = eJom(9)ds digkontni faktor, r pa obrestna mera,
b) P(t) je vrednost produkta v odvisnosti od ¢asa,
) @

je produkt,

S

(t) je cena dela,
L(t) je vlozeno delo,
C(I) so stroski investiranja v odvisnosti od reda inversitanja I,

)
(g) @ = F(K,L) je produkcijska funkcija, kjer je K vrednost osnovnih
sredstev (kapital),

(h) I = K + D(K), kjer je D(K) amortizacija.

Dolocili bi radi funkciji L in K, da bo vrednost 15.1 maksimalna.

Motivacija za uvedbo tega modela je zZelja po zmanjsanju (ali eliminaciji)
tezav, ki nastanejo pri ad hoc dinamic¢ni teoriji. Standardni pristop k temu
problemu je bil dolociti zZelena osnovna sredstva K* iz staticnega modela
maksimiranja dobicka in ga potem uporabiti kot Zeleni kapital na dolgi rok.
Kot primer je modeliranje z enac¢ho

K =~(K* - K).

Tezava tega pristopa je, da se ne ozira na to, koliko kapitala je v resnici na
voljo. Na veliko spremenljivk, ki doloc¢ajo K*, npr. place, dobicek, K* vpliva
in zato ne prikazuje prave zelene vrednosti v nobenem trenutku, dokler ni
dosezeno ravnovesje. Investiranje predstavlja odloc¢itev, ki vpliva na dobicek in
mora biti ali upostevana pri kriterijski funkciji ali pa upoStevana kot omejitev
pri dobicku.

Obstaja ve¢ nacinov, kako resimo te tezave. Izkazalo se je, da v veliko
primerih investiranje ustreza enacbi 15.1. Dolociti moramo Se funkcijo C.
Jasno je, da bo odvisna od empiri¢cnih podatkov, ki so razli¢ni za razli¢cne
panoge. Privzemimo nekaj smiselnih lastnosti, ki veljajo splosno.

(a) Za I > 0 mora biti C(I) >0, C'(I) > 0in C(0) = 0.

(b) Nekaterim avtorjem se zdi smiseln privzetek, da je tudi C”(I) > 0.
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Najpreprostejsa funkcija, ki ima te lastnosti, je funkcija
C(I) = qol +quI*.

Privzeli bomo Se, da je

D(K) = §K,

odvisna le od kapitala. Produkcijska funkcija naj bo homogena reda 1.
Definicija 15.2. Funkcija f(x,y) je homogena reda o ce je

[t ty) =t f(z,y).
Primeri funkcij, homogenih reda 1 :

az? +b:z;y+cy2 a3 +y3
ex +dy | x?+y?’

az + by, xsin(y/x).

Ce je funkcija f homogena reda 1, so parcialni odvodi homogeni reda 0.
ZapiS§imo f drugace:

flz,y)=f (%»T%) =zf (Lg) =xg (ﬂ)

xT xT

Izracunajmo parcialni odvod na x :

Y Y\ ¥ Yy Y\ Y Yy
an=o(8) -4 () 4=0(8) 4 (2) =0 (2.
x x/) x x x/) x x
Prevedimo na$ problem v jezik variacijskega racuna. Rac¢unamo ekstrem
funkcionala

V= / H(K,L,K,L)dt,
0
H(K,L,K,L)=PF(K,L) —wL — C(K + 6K),

pri ¢emer vrednosti L in K za t = oo niso dane. Za t = 0 Ze imamo dane
vrednosti. Pri ra¢unu prve variacije dobimo pogoj, da sta integrala 0 za vsako
dopustno funkcijo 7 :

/ Hg(K,L,K,L)n+ H;(K,L,K,L)y dt = 0,
0

in

[ee]
/ HL(K,L, K, Lyy+ H; (K, L, K, L) dt = 0.
0



15. Variacijski racun 141

Ko naredimo per partes na drugi ¢len, se zintegrirani del ne unici nujno:

oo .. d .. T
Int; = / Hy (K, L, K, L) = = Hp (K. LK, L)ldt + Hy (K, LK, Ly
0 0

Ker so med dopustnimi funkcijami tudi take, ki imajo 0 v neskonénosti,
dobimo Euler-Lagrangevo enac¢bo. Ker pa so vrednosti v krajis¢u oo poljubne,
bo zadnji ¢len enak 0 le, ¢e bo

HK(K(OO)7 L(OO)7 K(OO)7L(OO)) =0.

Podobno velja za odvode na L in L. Tem pogojem pravimo transverzalnostni
pogoji. Problem, ki ga imamo, je enostavnejsi primer problema s prostimi

primer

Hp = e BOPF, —w] =0 (15.2)
in
Hx - 4Hp = e fO(PFr — C'(K 4 6K)8) + Le FOC (K + 0K)
e~ R() (PFK — C'(K + 6K)5 + C"(K + 6K)(K + 6K)—
—R'(t)C"(K + 5K>)
= RO (PFy — C'(K +8K)(6 + (1)) +
+CO"(K + 6K) (K + 51’<)) .

K
r-n(7)

Od tod dobimo zvezo med K in L :

K w
7=t (7).
L L \p

Ker je tudi odvod na K homogen reda 0, je odvisen le od kvocienta K/L, zato

(15.3)
Iz enacbe 15.2 dobimo

w
5

smemo pisati

PFr(K,L) = PFy (f) = PFy (FL—l (%)) = PG (%) .

Upostevajmo Se, da je C'(I) = 2¢q11 + qo, C” = 2qp in poenostavimo
zadnji del = —C'(K +6K)(6 4 r(t)) + C"(K + §K)(K + 6K)
= —(2q1(K +0K) +q0) (0 +r(t)) + 21 (K + 6K)
= 201K — KQ2q1(6 +7(t)) + 2018) + K (241 (5(5 + (1)))-
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Celotna diferencialna enacba je

21K — 2q1r () K + 2q16(5 4+ r(t)) — qo(6 + 7(t)) + PG (%) =0.

Delimo z 2¢; in dobimo

PG (%) —qo(0 4+ r(t))

=0.
2q1

K —r(t)K +6(6 +r(t) +

Ce upostevamo ) . .
I=K+/K,
se enacba prepise v )
I=(r(t)+0)I— f(t),

kjer je

f(t) _ PG (%) _2;]?(5 + T(t)) .

Privzemimo, da so funkcije, ki nastopajo v f take, da je f zvezna, pozitivna
in omejena. Splosna resitev skozi (tg, Ip) je dana s formulo

t to
I(t) = Iyelio e+ ds _/ el r@)+0)do 1 () g,
to

Manjka nam zacetni pogoj. Matematik obupa, ekonomist pa poskusa poiskati
kak naravni pogoj in izbere zacetno tocko oco. Ker je integral

/t(r(s) +9)ds = —o0,

[e.o]

¢len z Iy odpade in dobimo resitev

o0
I(t) = / f(s)e™ Je r@)+d)do g
t
Preverimo Se, da reSitev ustreza transveralnostnim pogojem.
Hy = —e "0(2q (K + 6K) + q0) = —e "D (21T + qo).
Ce privzamemo, da je r > ¢ > 0,
R(t)

lim e™ =0,
t— 0o
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moramo dokazati le, da je

lim e #®[ = 0.

t— 0o
Ker je f po privzetku omejena, recimo z M, in je R(t) narascajoca, je R(t) —
R(s) < 0 na integracijskem obmodcju in

I<M/ t)RS)+5(t8) S<M/ tsdsé%

Potem je
lim e #®[ = 0.

t— oo

Pois¢imo Se eksplicitno resitev za primer, ko so spremenljivke 7, w, P konstan-
te. Potem je f konstanta in I je enaka

f
r+4

I(t)y=1"=

Izra¢unajmo Se K. Ta ustreza diferencialni enacbi

K+0K =1".
Resitev je
I*
K(t) = Koe % + 5
Ravnovesna resitev je
I*
K*=—.
1)
Resitev za L je
K 1 < st 1 >
L == = KO@ + -
—1 -1
Foi(p)  Fo () 0



