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Izviedek

V danka j Jje prikazana metoda ,, skylme ki je ena izmed
wmetod za udinkoviio shranjevanje matrik sisternov linearnih
enac, ki med drugim omogoca refevanje velikih sistemoy
linearnih enalb. Pregledno je opisan nacin shranjevanja
elementov matrike normalnih enacb, kar je bistvo te metode.
Podan je nadin izracuna vekiorja neznank. Primerjave med
Hrlasiénini” metodami in metodo , skyline” kazejo na njene
prednosti in vecjo ucinkovitost.

Kljuéne besede: geodetske mreZe, izravnanje, metoda
WSkyline”, primer, sistem linearnih enacb

Abstract

The use of ,,skyline” method in surveying is presented in the
paper. Large systems of linear equations can be solved by
»Skyline” method which uses an effective type of storage of
matrices. The essential idea of the method is described in
detail. The modified Cholesky method is used to solve the
system of linear equations. The comparison among the
»classic” methods and , skyline” type methods shows
advantages and greater efficiency of the laiter.

Keywords: adjustment, example, ,, skyline” method, surveying
networks, system of linear equations

UvoD

membna faza dela na mnogih inZenirskih podrodjih je reSevanje sistemov
linearnih enacb. To velja tudi v geodeziji. Tako imenovane normalne enacbe
sestavimo iz enach popravkov opazovanj po metodi najmanjSih kvadratov. Resitev teh
enatb pa nam predstavlja izravnane neznanke. Metode za reSevanje sistemov linearnih
enacb Ax = b delimo v dve skupini (Bohte 1985): direkine in iterativae. Pri direkinih
metodah izraCunamo refitev, Ce obstaja, s kontnim Stevilom aritmeti¢nih operacij.
Med te priStevamo Kramerjevo pravilo, Gaussovo eliminacijo, trikotno razstavitev,
metodo Choleskega in druge. Pri iterativnih metodah pa tvorimo zaporedje
priblizkov, ki konvergira k resitvi, e ta obstaja. Iteriramo, dokler nataninost ne
ustreza zahtevani oziroma Zeljeni. Mednje priStevamo Jacobijevo iteracijo, Seidlovo
iteracijo in druge.

[—
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2 voljo imamo kar nekaj meiod za reSevanje sistemov linearnih enacb. Vendar so
pri reSevanju velikih sistemov linearnih enacbh teZave, saj nam zmanjka
raCunalniSkega pomnilnika pri shranjevanju koeficientov leve strani enach, elementov
matrike A. Pomagamo si na razline nacine. Najbolj enostavno je upoStevanje
simetriCnosti matrike A. Preprosta metoda je tista, ki upoSieva pasovnost matrike A.
Pomanjkljivost te metode pa je, da je Sirina pasu dolocena s Stevilom elementov od
diagonale pa do najbolj oddaljenega od ni¢ razliCnega Clena. To pomeni, da element, ki
je daleC od diagonale in razliCen od ni¢, zelo razliri pas matrike in s tem zmanjSa
ufinkovitost metode. Za izredno velike sisteme linearnih enadb z relativno ozkim
pasom je najuspesnejSa tako imenovana frontalna metoda (Irons 1970). Njeno bistvo
je viem, da reSuje sistem v frontl. Hkrat je v racunalniSkem pomnilniku le majhen del
celotne matrike, ostanek matrike pa je shranjen na disku. To je sicer vzrok za relativno
neudinkovitost te metode, saj je branje z diska in zapisovanje na disk bistveno
pocasnejSe kot operacije v hitrem pomnilniku. Ugotovili smo, da je za shranjevanje
elementov matrike normalnih enacb pri izravnavi gecdetskih mreZ najbolj u€inkovita
metoda ,skyline”. Ker veline elementov, ki so enaki ni¢, ne shranimo, zmanjsamo
zasedenost pomnilnika. Zato lahko v razpolozZljiv pomnilnik shranimo velik sistem
linearnih enacb. Naslednja velika prednost tako shranjenih elementov je, da izvajamo
radunske operacije z mnogo manj elementi, zato je metoda ucinkoviteja.

RESITEV SISTEMA LINEARNIH ENACB

d sredine petdesetih let tega stoletja previadujejo tehnike direkine eliminacije za
zradun refitev sistema linearnih enacb

Ax = b 1
V enachi (1) je:
A - simetrina regularna matrika (det A = 0) leve strani enacb (dimenzije nx n),
x - vekior neznank (dimenzije n),
b — vektor desne strani enacb (dimenzije n) in
n -~ $tevilo linearnih enach = Stevilo neznank.

editev sistema linearnih enacb (1) lahko izra¢unamo po modificirani metodi
Choleskega (Felippa 1975, Wilson et al. 1974). Matriko A najprej razcepimo:

A = LpLY 2)
in nato izraCunamo vektor neznank v naslednji korakih:
Lz = b, )
Dy =z in ' )
L% = y. 4)
V enacbah (2), (3), (4) in (5) pomeni:
L - spodnja trikotna matrika (dimenzije nx n),
D - diagonalna matrika (dimenzije nx n) in

z,y - pomoina vektorja (dimenzije n).
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NACIN SHRANJEVANJA ELEMENTOV MATRIKE V METODI » S KYLINE”

alin shranjevanja elementov matrike A najlaZje pokaZemo s pmmemm {Felippa
1975). Simetriéno matriko

a1 - a13 - -+ 316

azz 0 az - O

_ azz azs - 0
A= aas . 246 ()

. ass ase

sim. ‘ 266

shranimo kot vektor a z elementi:

=[a11 a2 213 0 233 a24 234 a4q ass a16 0 0 age ase ae6 |- (7

Pike predstavljajo vrednosti ni¢, ki ne zasedajo pomnilnika, ¢e za shranjevanje matrike
A uporabimo metodo ,skyline”. Poleg vrednosti elementov moramo shraniti e

njihovo lego (poloZaj posameznega elementa v sistemu). Najenostavnejsi in najboljsi
nalin dolotitve lege je uvedba kazalca diagonalnih ¢lenov. Oglejmo si ta kazalec na
nafem primeru. Zaporedje elementov matrike A je nasiednje:

6 -
7 -
8 - 13 : 6]

Tako ima vektor, ki vsebuje kazalce na diagonalne ¢lene, naslednje elemente:
kazalec=[12 58 9 15]. ' 9

Vektor s kazalci ima toliko elementov, koliker imamo linearnih enacb oziroma
neznank. Stevilo elementov vektorja a je odvisno od razporeda (lege) neznank. Pri tej
metodi shranimo v posameznem stolpcu matrike A vse elemente od prvegs, ki je
razlien od ni¢, pa vse do diagonainega. S prerazporejanjem enacb (neznank) pridemo
do minimalnega Stevila elementov vektorja a. To pa pomeni, da lahko pri isti velikosti
pomailnika izraCunamo vedji sistem linearnih enacb. Na primer, pri izravnavi
nivelmanskih mreZ zmanjSamo $tevilo elementov vektorja a, ¢e podamo pribliZne
viSine reperjev (s tem doloCimo lego neznank) tako, kot smo jih oznacili, torej
zaporedno po zankah.

PRIMER UPORABE METODE ,,SKYLINE”

etodo ,,skyline” smo uporabili pri izdelavi programa za izravnavo geodetskih
mreZ v ravnini in programa za izravnavo nivelmanskih mrez. Za prikaz

uspesnosti cbravnavane metode smo izbrali program za izravnavo nivelmanskih mreZ,
imenovan ViM. Zaradi primerljivosti so torej vsi navedeni rezultati primeri
nivelmanske mreZe in vsi so izra¢unani na istem rac¢unalniku. Uporabili smo PC
80386, 20 MHz, z vgrajenim matematinim koprocesorjem.
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Preglednica 1: Primerjava zasedenosti pomnilnika z elementi normalnih enacb in
potrebnega ¢asa za izravnavo nivelmanske mreze.

Stevilo enacb n 100 197 300 399 496

Zasedenost pomnilnika (v kByte): -

Polna mairika A 80,0 3105 720,0 12736 1968,1

Simetricna matrika 4 40,4 156,0 361,2 6384 986,0
Matrika A 69 64,4 1229 1397 1577

Metoda

skyline Vektor Kazalec 02 04 06 08 1,0
Skupaj 71 64,8 1235 1405 1587
- Cas izravnave (v minutah in sekundah) ,
Polna matrika A ’ 006 035 159 436 845
Matrika A -, skyline” 003 035 135 222 318

1 0ceni zasedenosti pomnilnika smo upoStevali, da en element matrike oziroma
L vektorja zasede 8 bytov raCunalniSkega pomnilnika (dvojna natandnost) in en element
vektorja kazalcev na diagonalne Clene 2 byta.

| z preglednice lepo vidimo, kako hitro nara§Ca prednost uporabe metode ,skyline”
Iz nara$Canjem Stevila enacb. Pri tem pa se moramo zavedati, da velikih sistemov
linearnih enacb (vet kot 600) sploh ni moZno resiti na danadnjih osebnih rafunalnikih
brez uporabe metod, ki varéujejo z rafunalniSkim pomnilnikom. Povedati moramo, da
je uporaba metode ,skyline” izrazito primerna za izravnavo nivelmanov, saj je oblika
matrike sistema normalnih enacb takSna, da z metodo ,,skyline” bistveno izboljSamo
ucinkovitost ra¢unanja. Pri izravnavi ravninskih mreZ pa ne moremo pri¢akovati
tolikSne prednosti.

ZAKLJUCEK

ljub hitremu razvoju racunalniSke tehnologije je velikost ratunalniSkega

2 ®.pomnilnika Se vedno omejitev pri reSevanju sistemov linearnih enacb. Zato
celotne matrikeé ne moremo shraniti v ra¢unalniSkem pomnilniku, kar pomeni, da
sistema linearnih enacb ne moremo izraCunati. '

7 geodeziji imamo simetri¢ni sistem normalnih enacb, v katerem so elementi

v/ matrike A, ki so razli¢ni od ni¢, najveckrat blizu diagonale. Metoda ,skyline”

upodteva obe lastnosti. Zato se je izkazala kot primerna za shranjevanje normalnih

enacb. Z uporabo metode | skyline” pa skraj¥amo ¢as, ki je potreben za izralun resitev

sistema linearnih enacb, saj je shranjenih veliko manj elementov matrike, zaradi Cesar

je potrebnih manj operacij za izradun resitev.
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