FRAKTALI — ZNANOST ALI UMETNOST
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V naravl Je veliko objektov in pojavov,

oblaki, pretok teko¢in, rast

podobni pojavi, ki

moremo matemati¢no predstaviti z obi¢ajnimi orodji,

fraktali.

fraktalno geometrijo oz.
geometiritne fraktale,
nakazemo
naslednje vrste fraktalov:

fraktale dolo¢ene po metodl IFS.

ABSTRACT

For some natural objects
liquids, population growth,

into chaos,
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populaci je,

uporabe formalnih jezikov.

Juliovo mnozico,

like trees,
surface of brain etc.,

it is impossible to describe all mathematical data,
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kot n.pr. drevesa, gore,

oblika mo2ganskih gub ter

iz dolotenega reda preidejo v nered in ki jih ne

lahko pa Jih s

¥V <¢lanku obravnavamo naravne \in
metodo iterativnih funkcijskih sistemov (IFS) in

Na koncu izdelamo algoritme =za

Mandelbrotovo mnozico in

mountalns, clouds, flow of
which turn from order

but it is

possible to present them with fractal geometry or fractals. The purpose

of this article is to present natural and geometrical fractals,

function method (IFS),

theory.
fractals: Julla set, Mandelbrot set,
1. UYOD
Beseda fraktal Jje latinskega tzvora (fractus =
zloml jen), torej naj bl spominjala na loml jenJe,

drobljenje. S fraktalno teorijo se je prigel ukvarjati
Benoit B. 1980. 161,
matematidne osnove za nastanek te teorije ustvarili ze

mnogo prej P. F. Verhulst, Gaston Julia, Pierre Fatou,

Mandelbrot leta ¢eprav  so

Adrien Douady in drugi (7].

Fraktale delimo na dve osnovni skupini, In slcer

na: naravne in geometricne.

jterated

and use of the formal languages in the fractal

At the end we show some algorithms for creating the following

and fractals produced by IFS method.

naravnlh in geometri¢nih

Clanek

fraktalov ter uporabo formalnih

obsega opis

Jezlkov na podrotju
fraktalne teorije. V povezavi z naravnimi fraktall smo
opazovall Verhulstov dinamitnl proces ter Jullove in
Mandelbrotove mnozice. Pri geometriénih fraktalih smo
podali metodo IFS

geometricnih fraktalov.

pravila za
tako

in oplsali nekatera

Prav smo

generiranje
razvili tri algoritme za generiranje fraktalnih slik.




2. NARAVNI FRAKTALI

fraktale zasledimo na

biologi je,

lahko
biokemije in fizike,

Naravne podro¢ ju

geografl je, ko zelimo 2
njimi upodobiti naravne pojave, kot so na primer poplave
rek, pretok tekodin, obliko mozganskih gub, vaskularni
sistem, vreme itn.

Ideja za nastanek naravnih fraktalov izvira iz
biologije, ko Jje P. F. Verhulst 1845. leta definiral
(7).

lahko dolo&ena populaclja naras¢a tako dolgo, dokler ne

zakon rastl populacije Zagovar jal je trditev, da
doseze - svojega razseznostnega maksimuma X.. Ce le tega
prekoraci, velikdst populact je pade: Potrebno je bilo
vet kakor ‘'sto let, da so dokazali vse nejasnostl te
trditve. Prisli so do zanimivih rezultatov :

Ce je faktor rasti majhen, se velikost populaclje
uravnava sama po sebl in zmeraj ostaja znotraj optimalne
vrednosti X. To pomeni, da populacija narasca, kadar je
pod optimalno vrédnostjo X, in pada, kadar Jje nad
optimalno vrednostjo X.

velik, taksen,

V primeru, da je faktor rasti

da se populacija poveta za ve¢ kakor
200 %, pa optimalne vrednosti X ni mogote vel doseti.
Porodl se vprasanje,

tako velika?

all Je rast populacije sploh

" kda] Seveda! Cloveske

naras¢ajo tako hitro,

populacije ne
toda pri nekaterih insektih tak

pojav ni nenavaden. Ugotovili so, da prl 245 4 povetanju

populacti je nastane jo oscilacli je okoll optimalne
vrednostli X z velikostjo beriode 2,4,8,16,..., dokler
pri 257 % ne preidemo v zmedo.

Kako si1 razlagamo besedo zmeda? To preprosto
pomeni, da delovanja sistema ne moremo .ve¢ nadzorovati,
da je uSla izpod nase kontrole.

Na jzanimive jsa todka Verhulstovega dinami¢nega

précesa pa ni zmeda séma po sebi, temvet dogodek, ki

spremeni red v nered. Verhulst je to trditev matematicno

dokazal. ‘2 X, oznaéi zacetno velikost populacije,

letih.

z X
n

pa velikost populacije po n “Jakost rasti
populacije R definira relativni prirastek populacije na

leto:

Nato uvede doloéene predpostavke:

- Populacija lahko naraste do dolot¢enega maksimuma X
(maksimum normirajmo, tako da je X=1) '

- R se naj spreminja glede na velikost populacije in na}j
bo linearna funkcija od r (r imenujemo paraﬁetek rasti

in r>0): R=r(1—xn)

Ob teh predpostavkah dinamiéni zakon rasti preide v
naslednjo obliko: ‘ .

(1+r)x® = rx
n n

Lot¢imo dve stanji, pfi-katerih populacija ne spreminja

velikosti: X,= 0 in x,= 1. Zanima nas stabllnost oz.
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nestabilnost teh dveh stanj. Pri X = O ne pride do rasti

populacije, saj nimamo s ¢&im zateti. To stanje smatramo

za nestabilno, sa} 2e pri 0<x0<<1 nastopl rast
populacl je: )
X, & X, = X,
X % X - rx
2 1 1
. itn.
Zapored je xo.x’,xz,..., naraséa, dokler ne doseze
velikosti 1. Ali je stanje X, 1 stabilno? Da bl prisli
do odgovora, opazujmo razliko 5n= x - 1! Dinamiéni

zakon nam omogo¢a lzradun X .1 lahko dolo¢imo

tudi naslednji an‘

torej

1

& = 3 (1-r)
n+l n

Tezimo za tem, da se xml stabilizira pri 1, zato mora
] limitiratl proti O.
n+1 -

1im 50(1-r)" =0
n=roo

limé =20 B3
n+i .o
N

To bo veljalo, kadar bo |8n’ se bomo

priblizevalli k 1),

<8 (z x

1 n n+1

¢e Je 0<r<2. All z drugimi besedami:
1 je stabllno, ¢e r le2i v mejah med O in 2

ter nestabilno, ¢e je r>2.

Stanje X,=

Oglejmo si primer,

r=1.8 (slika 2.1).

pri katerem postavimo X,= 0.1 in

]

-

velikost popuacije

tos

Slika 2.1 Rast populaclije pri r=1.8 in X = 0.1

Vidimo, da velikost populacije x sprva narasca, saj

je pod maksimalno vrednostjo X=1. V &etrtem koraku pride

do prekoraditve. Zaradi tega se vellkost populaci je

zmanjsa in pade pod 1. To povzro¢i ponovno rast in takoj
za tem ponoven padec itn., dokler se dokont¢no ne umiri
pri stabilni vrednostl X=1. Zanimivejsi polozaj nastane,
ko postavimo Xy
0.1 in r=2.5 (slika

kadar Je r>2. Zato razistimo primer,
0.1 in r=2.3 (slika 2.2)
2.3).

ter x =
0
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Slika 2.2 Rast populaclje pri r=2.3 in X= 0.1

velikost populacije

velikost populacije

tes

Slika 2.3 Rast populacije pri r=2.5 in %= 6.1

Ugotovimo, da pride do perioditne oscilacije med .
nivoji. V prvem primeru dobimo periodo 2, v drugem pa 4.

Ce bi dobili
8,16,32,..., dokler pri r=2.57 ne bi presii v zmedo in

periode ne bi bilo ve¢ mogote dolo¢iti (slika 2.4).

nadal jevali s postopkom, bi periodo

velikost populacije

tos

Slika 2.4 Rast populacije pri r=2.57 in X, 0.1

¥ nadaljevanju si lahko zastavimo zanimivo

vpraganje: Katero maksimalno vrednost lahko zavzame r,
da bt dobili $e enako stabllno oscilacijo (n.pr. s
pericdo 2)? Ce izberemo 2<r<ve, dobimo osclilacije s
periodo 2, ¢e pa izberemo r malo vetji od v6, dobimo

oscilacije s periodo 4 itd (slika 2.5}.

velikost
populacl je

-
g’_
-

Slika 2.5 Verhulstov dinami¢ni proces

Vprasall se boste v kaksni povezavi jJe vse to

skupaj s fraktali? Verhulstov proces Je

enodimenzionalen, Mandelbrot pa Je raziskal popolnoma
enak problem, le v 2D prostoru. Odlotil se Je opazovati
kompleksna stevila namesto realnih, pri Cemer je sledil
procesu xo.xi.xz,‘.., v ravnini, raje kakor na premici.
De jal Je, da stekalisca

imamo v ravnini

(attractors), ki se "borijo" za svoj vpliv na ravnlni.
Totka xo

drugemu stekaliséu,

se v dinami¢nem procesu priblizuje enemu alil
lahko pa Je na mejl (lo¢nicl) med
dvema stekalié¢ema In se ne

more opredelitl =za

enega. Mandelbrotov proces je matemati¢no ekvivalenten

Verhulstovem procesu. Izhaja iz preproste formule:

2
x =f(x)=x+c
n+l n n

pri kateri lo¢imo dve sltuaciji:

1. Fiksiramo vrednost ¢ in dovolimo, da X zavzame
razliéne vrednostl kompleksnih stevil.

2. Flkslramo X, in dovolimo spremembo c.

Pri prvi situaciji lahko postavimo c=0 ali c#0.

a) Ce je c=0 dobimo zaporedje iteraci} xo.xz.x;..... pri

katerem loc¢imo tri razlic¢na stanja glede na vrednost Xy

- Stevila zaporedja postajajo vse manjsa in manjsa.
Takana situaclja nastane, kadar jJe |x0| < 1. 2aporedje
limitira proti ni¢ in pravimo, da Je ni¢ stekalisce
procesa X = x°.

~ Stevila zaporedja postajajo vse vetja in vetja. Do

tega primera  pridemo, kadar Je ]xol > 1. Zaporedje

limitira protl neskon¢nosti in pravimo, da Je
neskontnost stekaliste procesa x = xa.

- |x6| = 1. V tem primeru so stevila zaporedja na meji
med ~dvema stekallstema. Mejo sestavlja kroznica

enotsk.ga kroga, ki razdell ravnino na dve regiji. Ni¢
predstavlja notranje stekaliste,

stekalisde.

neskon¢nost pa 2zunanje




b) Ce

xo,xl,xz,..., pri katerem lahko prav take nastanejo prej

nastete moz2nosti.

predvidimo ¢ # 0 dobimo  zaporedje iteracij

Razllka je le v tem, da notranje

stekalis®e nima ve¢ vrednost! 0, temve¢ drugaéno

vrednost, in da meja ni vec lepo ukrivljena, temvel je

"nazob¢ana" .

Prav s tem pa smo porusili pravilnost
geometri jskih likov in dobili 1ik, ki je podoben
naravnemu. Imenujemo ga fraktal (slika 2.6).

iy
10

e
{

sk.kaLiSEe.

<18 18 Retal

Slika 2.6 Fraktal

Pri podrobnejsi analizi meje ugotovimo dve zanimivi

lastnosti :

-~ Ce vzamemo povecevalno steklo in pogledamo deltek meje

od blizu, ugotovimo, da je popolnoma enak, kakor cCe ga

pogledamo brez povecevalnega stekla. To lastnost
imenujemo samopodobnost.

- druga lastnost je zrcalnost .Ce pogledamo obliko meje
v enem kotu, ugotovimo njeno zrcalno sliko v nasprotnem

kotu.

Fraktale, ki posedujejo taksne lastnosti, imenujemo
Juliove mnozice (po francoskem matematiku Gaston Julit)
[7].

Druga moznost je, da fiksiramo X,= 0 in dovolimo

spremembo c po vsej kompleksni ravnini. Na tak nat¢in

dobimo novo mnozico, ki Jo imenujemo Mandelbrotova
mnozica M (B. Mandelbrot je prvi obJjavil njen opis in jo
prikazal na rac¢unalniku, slika 2.7)..

imfc)
151

075 Relc)

Slika 2.7 Mandelbrotova mnozica pri x.= 0
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Zanimive so naslednje ugotovitve:
~ Ce 1izberemo c iz notranjosti glavnega dela telesa
Mandelbrotove mnozice in ga po prvem postopku razvijemo

v Juliovo dobi

mnozico, Juliova mnozica obliko

ki obkroza stekalisce
(slika 2.6, podoben primeru 1 na sliki 2,13).

deformirane, nazobtane kro2nice,

- Ce

Mandelbrotove mno2ice in ga razvijemo v Juliovo mno2ico,
bo

izberemo c¢ v notranjosti enega izmed "popkov"

Juliovo mnozico sestavl}alo ve¢ deformiranih,

nazob¢anih kroznic, kjer vsaka izmed njih obkroza svoje

stekalisce (slika 2.8, primer 3 na sliki 2.13)

m(x)
14r

14 Relx)

" Slika 2.8 Primer fraktala, ki se nahaja v notranjostl

enega lzmed "popkov" Mandelbrotove mnoZice
- Ce izberemo ¢ na meji, kjer se "popek” dotika glévnega
dela telesa Mandelbrotove mnozice in ga razvijemo v
Juliovo mnozico, dobimo t.i. paraboli¢ni primer. Zanj je
znatllno, da se vet nazob¢anih kroznic steka v eno toéko

(slika 2.9, primer 8 s slike 2.13).

Imx}
15

15 Relxt

Slika 2.9 Paraboliéni primer fraktala

- Ce 1zberemo ¢ na "anteni" Mandelbrotove mnozice in ga
razvijemo v Juliovo mnozZico,

dendrit.

dobime fraktal imenovan
Zanj Je znatilno, da ima eno samo stekalisce,
Zaradi tak fraktal nima

notranjosti (slika 2.10, primer 4 na sliki 2.13).

ki Jje v neskonénosti. tega
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Slika 2.10 Primer dendrita

~ Ce 1izberemo ¢ kjerkoli drugje na meji Mandelbrotove
mnozice in ga razvijJemo v Juliovo mnozico, pride do
Slegelovih diskov. Ce tocka v

postopku doseze Siegelov disk, bo v njem tudi ostala. To

po javov iteraci jskem

pomeni, da bo v krogu rotirala okoli stekalista, samega

stekalisca pa ne bo nikdar dosegla (slika 2.11, primer 9
s slike 2.13).

AT 7]

15

215

15 15 Relxi

Slika 2.11 Primer fraktala s Siegelovimi diski

- Ce lizberemo c¢ lzven Mandelbrotove mnoz2ice in ga
razvijemo v Juliovo mnozico, be Juliova mnozica
nepovezana. To pomeni, da razpade v mnozico to&k in tak

fraktal imenujemo Fatouov prah (slika 2.12, primer 11 na
slikl 2.13).

13

>
LN
Kooy
'.‘: i '%:'
‘F, -;. ] “‘:5;‘*: %q
& AR *

-15

Ty 15 Re(r}

Slika 2.12 Fatouov prah
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1983. leta Jje Dennis Sullivan dokazal,
edine oblike, ki jih Juliova mnozica

Obstaja %e ena moznost,

da so to
lahko 2zavzame.
tako imenovani Hermanov obroe
(Herman nastane v x;x{

ring}, ki pa ne primeru

Teoreti¢no Je dokazano, da lahko do njegovega pojava
pride v druglh primerih, &eprav praktiéno %e nl bil

nikdar opazovan (7).

Slika 2.13 prikazuje nekaj Juliovih mnozic, ki Jth
dobimo z ustrezno izblro parametra ¢ iz Mandelbrotove

mnozice.

2.1 Podobnosti Mandelbrotove mnozice z Verhulstovim

dinamiénim procesom

Raziskave so pokazale, da ima Mandelbrotova mnozica
veliko skupnih to¢k 2z Verhulstovim dinamiénim procesom
(slika 2.14). Pri Mandelbrotovi
stabilno podro¢je ter oscilacije s periodo 2,4,8,16,...,

mnozici ugotovimo
ravno tako kakor pri Verhulstovem dinamicnem procesu.
Stabilno podro¢je zajema obmotje med c¢=0.25 in
c=-0.75, oscilaclje s periodo 2 se pojavljajo v krogu s
polmerom 1/4 in sredistem v toeki c=-1,
periodo 4 pa okoli srediséa c=-1.3107 itn.

oscilaclje s
Totke, kjer

"popki” na realni osi na slikl Mandelbrotove

nastajajo

mnozice, ustrezajo totkam, kjer prihaja do podvajan})

periode v Verhulstovem procesu.

Slika 2.14 Podobnosti Mandelbrotove mnozice 2
Yerhulstovim dinami¢nim procesom
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Slika 2.13 Juliove mnoiice kot sestavni del Mandelbrotove mnozice

3. GEOMETRICNI FRAKTALI

Geometriéni fraktali se od naravnih razlikujejo po
tem, da ustvarjajo slike, ki jih Je mogoée vnapre}
predvideti. Primer geometri¢nega fraktala Je Kochova

snezinka (slika 3.1), ki Jo lahko generiramo s pomotjo

naslédnjega algoritma:

Kochova_krivul ja := iniciator;

loop
vsak osnovi element v Kochovi_krlvulji
zamenjaj z generatorjem

endloop.

iniciator : 1. fteracta:

oensrator

A

osnovni alement

2. iteracija:

Slika 3.1 Primer geometricnega fraktala-Kochova snezinka

Opazimo lahko, dé s ponavl janjem iteracij v globino
ustvarjamo ¢Cedalje bolj natantno sliko.” S tem dobimo
obtutek, da je objekt (snezinka), ki ga opazujemo, zelo
blizu. Pri majhnem 'stevilu iteracij dobimo obcutek
oddal jenostl objekta.

Kochova  snezinka predstavlja najprimitivnejsi
fraktal v verigi geometri¢nih fraktalov. To pomeni, da
lahko v osnovni algoritem uvedemo dodatna pravila in na
tak na¢in dobimo =zanimivejse in bolj komplicirane

fraktale,



Pravilo 1: Nekatere daljice iniciatorja zaznamujemo kot
koristne in Jih v literacijskem postopku
spreminjamo (slika 3.2)}.

hiciator Generator Osnovni element

»

Slika 3.2 Drevo, narisano s pomo¢jo pravila 1

in zapolnitvijo notranjosti

Pravilo 2: Dodamo funkci jo, ki bo dovol jevala
generatorju naklju¢ni premik na levo alil

desno (slika 3.3).

Iniciator Generator Osnovni. element

T
LS
[j \ o’ l.’
Leee, .

Slika 3.3 Drevo, narisano s pomo¢jo pravila 2

in zapolnitvijo notranjosti

Pravilo 3: Generator sestavimo iz dveh ali vetih delov

(slika 3.4).

Iniciator Generator Osnovii element

O - —

Slika 3.4 Vzorec, narisan s pravilom 3 in zapoln:tvijo

kvadratkov

Pravilo 4: Predpostavimo, da je osnovni element enak

inicliator ju (slika 3.5).

Inciator -

Generator

Osnovni  element

A

A

Slika 3.5 Trikotnik Sierpinskega, narisan s pomo¢ jo
pravila 4

Seveda lahko ta pravila zdruzimo in jih uporabimo
skupaj. Na tak na¢in porusimo geometrijsko natanénost in
dobimo nepravilne krivulje, ki imajo obliko oblakov,

gorovja itn.

4. UPORABA METODE IFS 2A GENERIRANJE GEOMETRICNIH
FRAKTALOY

Trikotnik Slerpinskega iz pravila 4 Je mogote
narisati tudi na na drugaden nacin in slicer tako, da
izberemo zadetno tocko Bon= [0,0,1] (dano s homogenimi

koordinatami) ter eno izmed treh transformacl]j:

0.5 0 0
T1= 0 0.5 0 T1 Je skalirna matrika.
o 0 1]
T2=( 065 0?5 8 T2 Je produkt skalirne
[ 1 o0 1] in translacijske matrike.
- -
0.5 0 o}
T=} 0 0.5 0 T, Je produkt skallrne
*losos 1 3
4 in translacli jske matrike.

Transformacijo izberemo nakljuéno, jo izvrsimo nad

zatetno totke in dobimo totko P Nato nakl jueno

izberemo naslednjo transformacijo ‘i: Jo dzvrsimo nad
totko, dobljeno v prejlsnjem koraku. VerJetnosti =za
izbiro posami¢ne transformacije so0 enake. Postopek
nadal jujemo in po doloZenem $tevilu iteracij pridemo do

trikotnika Slerpinskega.

Na prvi pogled se zdi ¢udno kako lahko nakl ju¢na
izbira ene od treh transformacij privede v literativnem
postopku do tako slozne harmonije, kakor Je trikotnlk
Slerpinskega. Podro¢je v matematiki, ki se ukvarja s
taksnini transformaci jami, Je teorija iterativnih
funkci Jskih sistemov (IFS} in od tod tudl ime za naso

metodo.



5. UPORABA FORMALNIH JEZIKOV NA PODROCJU FRAKTALNE
TECORIJE

Nekatere objekte, na primer drevje in rastlinje, jJe
mogoce predstaviti s pomotjo gramatik PRG
grammars). Benoit Mandelbrot v
definicijah (6] ne dovoljuje , da bi objekte,

na tak naéin,

(parallel

svojih
dobl jene
da Jje

rewriting

imenovall fraktal{. Trdi namret,

pojem fraktala strogo geometri jski, medtem ko s pomotjo

formalnih jezikov dobimo strukturirano zgradbo.

Objekte, nastale s pomotjo gramatik, Iimenujemo
graftali [8]. Graftali se od fraktalov razlikujejo po
tem, da ne .ustvarjajo strogo zrcalnih in samopodobnih
slik ter ne dovoljujejo nikakréne nakljucnosti pri
uporabl produkci jskih pravil.

Znatilnost gramatik PRG je =zaporedna uporaba
produkci jskih pravil (nad vsakim simbolom izvrsimo

produkci jsko pravilo), prav tako ne lo¢ijo terminalnih

simbolov od neterminalnih.

Ogle jmo si primer!
Dana naj bo abeceda £ = (0,1, (,),(, [}

zatetni simbol S=0 ter

o-»1{0]1(0)0
1=+ 11

[—]

produkci jska pravlla:

1]
)~>)

(—» (

Upcrabimo naslednji algoritem:
for i:=1 to stevilo_generacij do
nad vsakim simbolom v nizu uporabi produkci jsko

pravilo

Pri stevilu_generacij = 3 dobimo:

Stevilo_generacij niz
1 [
2 1{011(0)0
3 11{1{ol1(0)0111(1{0}1(0)0O)I1[0})1(0)0

s

Dobl jeni niz zelimo grafi¢no predstaviti v obliki

drevesa, zato uporabimo preprosto interpretaci jo:

.narisi list

.narisi érto

-zacetek vejitve v levo
.konec vejitve v levo

. zatetek vejitve v desno

— o o = Q

.konec vejitve v desno
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stevilo gereraci : 1 2 3

Slika 5.1 Prikaz postopka, kako s pomo¢jo predhodno
definirane gramatike tvorimo graftalno sliko.
Vejitveni kot znasa 45 stopinj.

Seveda obstajajo e bolj komplicirane
interpretaci je nasega niza. Tako lahko npr. spreminjamo
vejitvenl kot glede na smer vetra, ¢&vrstost, velikost

drevesa itn. Prav tako lahko predpostavimo veje v obliki
valja, katerega premer in visina sta odvisna od polozaja

enice v nizu. Ta dodatni pogoJ omogota, da v dolot¢enem

.trenutku dobimo manjse in tanjse veje.

6. OPIS ALGORITMOV ZA GENERACIJO FRAKTALOV

Pri oblikovanju 2D fraktalnih slik smo upostevall
dinami¢nt proces nad polinomom druge stopnje‘ Zz = z2 +c
(namesto x pisimo z). Kompleksni stevili z in ¢ smo
razdelill na realnl in imaginarni del (z=x+iy, c=p+iq)

tako, da je dlnami¢nl zakon presel v obliko:

2 2
f(xn.yn.pl X =Y, *P

-
n

glx .y .q) =2x y +q

Kot ‘ze omenjeno, smo do oblikovanja slik prisli po dveh
poteh: '

1. Upostevall smo ravnino xy in fiksnl vrednostl p ter
q. 2a vsako totko ravnine smo ugotovill njeno dinamiéno
povezanost do ustreznega stekalis¢a. Na tak nac¢in smo

raziskall strukturo Juliovih mno2ic.

2. Upostevall smo ravnino pg ter fiksno to¢ko (x,y). Tak
postopek Je produciral slike Mandelbrotove mnozice.
Program za izratun dinami¢nega procesa ter

dolo¢itev barv Jje tekel na VAX 8800.

shranjeval na datoteke,

Rezultate je
ki smo jih kasneje prenesli na
PC-AT. Tam Je tekel program za izris fraktalnih slik.
Napisan je bil v turbo pascalu.

Pri izrisu slik smo uporabill 16 barv. Povedale so,
kako Je totka da Je
priblizala stekallstu. Ce se totka po dolotenem Stevilu
iteracij (5000) ni priblizala stekaliseu, Jo

pobarvall s é&rno barvo. Velikost okna smo

izbrall {511 x 350) pikslovf
in 2

dolgo potrebovala (x,y) se

smo

(a x b)

Algeritma 1 smo uporabill 2za generiranje

nakljudnlh fraktalov. S pomotjo algoritma 3, pa smo



narisali geometriZna fraktala trikotnik Sierpinskega in
list praproti.

Algoritem 1: Juliova mnoZica

korak O: Izberi parameter c=p+iq
Doloc¢i velikost okna: "x =y
min min
x =
max max
Ax={x - x )/(a-1)
max oln
Ay=(ymax - ym‘n)/(b—l) .
Z2a vse tolke zaslona (nx.ny). n = 0,1,...,a-1,
ny= 0,1,...,b-1, 1zvr3i naslednje korake.
korak 1: x '= x + n Ax
[+] min x
yO = ymln * nyAy

Stevec_jteracij = 0

A = w2 2
korak 2: X s x yn +p
Yoo T2 Y+ 4
Povetaj &stevec_iteracij za 1.
korak 3: Izracunaj r?= %%+ y2
n

n
if r>2 then lzberi barvo in goto korak 4

if stevec_iteraci) = SO000 then izberi

barvo O (&rno) in goto korak 4

(11i) if r = 2 and &tevec_iteracij<5000 then got§
korak 2

korak 4: Pobarva]j to¢ko (n‘.ny) z ustrezno barvo, izberi

(1)
(11)

naslednjo tocko in pojdi na korak 1.

Da bi izboljsali ¢as racunanja,
togki (x,y) in (-x,-y)
Je slika simetric¢na glede na izhodisce.
biti tudi na 1izbiro koordinat okna,

smo upostevall, da
producirata enak rezultat, saj

Pozornl moramo
sa} ob njihovi

nepravilni izbiri lahko dobimo nezanimivo sliko.

Algoritem 2: Mandelbrotova mnozica

korak O: Izberi Poin P
Ap = (pmax

» q

’
max min

- pmln)/(a-l)

q

mux'
Aq = (qmex- qmln)/(b-l)
2Za vse tocke zaslona (np,nq), np= 0,1,...,a~1,
nq= 0,1,...,b-1, izvrsi naslednje korake.
korak 1: p =1p + npAp
q0 = qmln * nqu
Stevec_iteraclj = 0O
0 .
- 2 +
Y. p
= zxnyn * q

[} min

ooN o

korak 2:

Povetaj stevec_literacl}).
2 e X yz

n n
if r>2 then izberi barvo goto korak 4

if stevec_iteraci j=5000 then 1zberi

korak 3: Izraduna}j

(1)

(i1)
barve 0 (&rno) in goto korak 4

(1i1) if r = 2 and steQec_lteraciJ<5000 then

goto korak 2

korak 4: Pobarvaj toé&ko (np,nq) 2z ustrezno barvo,

izberl naslednjo to¢ko in pojdi na korak 1.
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Pri tretjem algoritmu smo =zaletno toéko (xo.yoJ'
izbrali (0,0). Stevilo iteraci) je bilo 32000. Program
Je v celoti tekel na PC.

Algoritem 3 : metoda IFS

korak D: Okno opazovanja V na} bo vellkosti X x Y, pri
¢cemer Je X x Y resoluclija zaslona.
Okno V razdelimo na L x M kvadratov (ozna¢imo
Jih 2z Vl]) velikosti dolz (L=L/dolz, M=M/dol2).
Izberi &Stevilo_iteracij = L x M.
Polje V inicializiraj na O.
izberi zatetno tocko (xo.yo) e R%.
Stevilo_barv=16.

korak 1: for n = 0 to stevilo_iteracij do
begin
(» izberi nakju¢no transformaci jo Mk .)
rand = random Stevilo med [0,1];
ver jetnost = pl:
k =1;
while (verjetnost < rand) do
begin
k = k+1;
Qerjetnost = ver jetnost +~px;
end;
(» izvrsl transformacljo nad totko ¢)
[ xnol ynOI 1 ] = [ xn yn t ] Mk
n = lnt(xn‘l);
n, = int(yn‘lh
(» zaznaj "obisk"” v kvadratu VU )
Vin lln ] = Vin 1o} + 1;
end;
korak 2: Pois¢i maksimalno vrednost max v polju V.
Dolo&il barvo pravokotnika V:f
barva_pravokotnika=barva(VIi] [ j)*15/max)
in ga pobarval.
Slike 6.1, 6.2 in 6.3 so bile izrisane na barvnem

brizgalnem risalniku Tektronix 4696.
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xmin= -1.50
ynin= -1,50

xmax= 1.50
ymax= 1.50

Slika 6.1 Juliova mnozica pri ¢ = 0.11031 - 0.670371

prin= -0.74591
gnin= 0.11196

prax= -0,74448
grnax= 0.11339

i

i

)

Slika 6.2 Mppdelbrotova mno2ica



Slika 6.3 Trikotnik Sierplinskega

7. ZAKLJUCEK

Znanost in umetnost sta dva nasprotujo¢a si nac¢ina

za lizrazan)e naravnega sveta - prvi analiticen, drug

intuitativen. S pomoCjo fraktalov smo tl1 dve potl

zdruzili in dokazali, da sta odvisni druga od druge.
Fraktali so zanimivl zaradi visoke stopnje vizualne

kompleksnosti, <¢eprav so v svojem bistvu lzredno

preprosti. Matemati¢na osnova fraktalne teorije Je

enostavna, Prav zaradi tega

bilo

saj temelji na ponavl janju.
lahko
Algoritmi za kreiranje fraktalnih slik

Jo Je izredno uporabiti na podro¢ju
racunalnistva:
potrebujejo malo podatkov, s pomo¢jo rekurzije pa so
zelo uspesni.

Teori ja

geometrijo likov.

fraktalov je pomagala =zlomiti strogo

Trendi v svetu pa segajo &e dalje.

Podrot je uporabe fraktalov se naglo $iri - od biologije

do tekstilne industrije pa vse do drugih, predvsem

barvnih grafiénih izdelkov.
ta ¢lanek oplisuje le del¢ek njih.

Moznostl je torej ogromno -
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PRIMENA METODA INZENJERSTVA ZNANJA

U OBRAZOVANJU |
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U radu su opisane metode inZenjerstva znanja kao podoblasti

veStactke inteligenci je, i
obrazovan ju.

£ mogucnosti
Kao najpogodnija metoda reprezentaci je znanja =za

primene tih metoda u

potrebe obrazovanja izabran je sistem okvira Marvina Minskog.. Na
osnovu takvog pristupa razvijen je programski sistem OSOF za

prikupl janje,
vidovima i nivoima obrazovanja.

i. UvVOD

Prema [1)], vestatka inteligencija <VI> je deo
ratunarskih nauka u kojima se projektuju
inteligentni racunarski sistemi, koji se
ponasaju na natin slitan inteligenci ji u
1judskom ponasanju, =za razumevanje prirodnih
jezika, ulenje, rezonovanje, resavanje problema
i s1. VI je interdisciplinarna nauka 1 potekla
je iz istrazivanja iz domena simbolitke obrade
podataka i dela psihologije o rasudivanju. VI
istrazuje simboli&ku  obradu i heuristicke
procese zakljutivanja 1 rezonovanja, kao i
predstavl janje znanja u obliku pogodnom za
zakl jutivanje uz pomo¢ raZunara (21.

Osnovni pravci istrazivanja u okviru VI su:
razumevanje prirodnog govora, masinsko uZenje,,
automatsko programiranje, ratunarska vizija,
inteligentna robotika, inZenjerstvo znanja itd.

Razvojem raltunarske tehnologije i metoda VI u
zadnjih deset godina, pribliZavanjem ragunara
svim uzrastima, kao i uvodenjem ratunara u
&skole, istrazivatima VI obrazovanje postaje
interesantno polje rada. Deo VI, inZenjerstvo
xnanja, po svojoj definici ji, metodama b
rezultatima postaje direktno primenljivo. i1 u
obrazovan ju, sa ciljem krajnje
individualizaci je obrazovnog procesa. Davnainja
. teznja da jedan nastavnik ili profesor obrazuje
Jjednog ucenika ovakvim- pristupom postaje
realnost, kao i napredovanje svakog ufenika
prema njegovim sposocbnostima.

U radu se dalje opisuju metode inZenjerstva
znanja i njihova primena u obrazovanju. Data je
definicija i klasifikaci ja natina
pretstavl janja znanja, prihvacena u
inzenjerstvu znanja. Iskori&cena je metoda M.
Minskog {6) za realizaci ju univerzalnog
programskog paketa OSOF (3] za primenu ratunara
u obrazovanju.

2. INZENJERSTVO ZNANJA

U ranom razdobl ju istrazivanja u ovoj}
podoblasti VI, do sredine 70-tih godina, tezilo
se (pod uticajem psihologijed, iznalazenju
opstih metoda resavanja problema ‘“ekspertize"”
znanja,’ zasnovanih na opstinm principima
zakl ju¢ivanja sa psiholoskog aspekta. Ovakav
pristup se pokazao neefikasnim za Yon
Neuman-sku o 'anizacij. radunara i sa malom
primenl jivo&scu u praksi. Nedostatak Je
prevashodno &to se unutar opateg’ generalizovalo
specifi&no znanje relativno dis junktnih
oblasti.

internu reprezentaciju i korisé¢enje znanja u svim

Krajem sedamdesetih godina se sa paradigme
zasnovane na zakljutivanju preslo na novu
paradigmu zasnovanu na znanju. Oblast delovanja
istrazivaca inZenjerstva znanja postaje
istovetna sa oblastima delovanja strugnjaka iz
pojedinih uskih oblasti: prikupl janje
specifi¢nih znanja { iskustava, te potom |{
njihova primena u re3avanju odredene grupe
problema. Preduslovy =za ovakvo, heuristigko,
re3avanje problema Je izbor pogodne
reprezentaci je relevantnog znanja kome
inteligentni program mo2e lako da pristupi, dok
mehanizam zakl jucivanja, ty. mehanizam
koriZdenja tako memorisanog znanja treba da je
Jjednostavan i zasnovan na tom znanju umesto na
opatinm principima 4§14 nekakvim funkci jama
komplikovanim za fizratunavanje.

Ljudsko znanje se kodira odredenim metodama u
module  koji se u mehanizmu zakl judivanja
aktiviraju uzorcima: “sirovi" podaci,
"“obradeni® podaci, parcijalna re3enja,
neotekivane situacije, grezke 1 =sl1. Ovakvi
uzoralke vodeni moduli imaju niz prednosti u

odnosu na nekakav op&ti algoritanm
zakl jucivanja: ‘

~predstavl janje znan ja u delovima je
primerenti ji na&inu memorisanja znan ja
eksperata,

~programiranje sa ovakvinm modul ima

omogucava razvoje inteligentnih =sistema u
koracima, programi se lako modifikuju i
pro3iruju, a greske unutar znanja se
popravl jaju bez ifizmene koda programa, i sl.

Proces konstruisanja Jednog inteligentnog
sistema obuhvata sledec¢ih pet oblasti:
-prikupl janje i sistematizaci ja

relevantnog znanja: od eksperta 111 masinskim
utenjem na primerima,

-reprezentaci ja znanja: izbor pogodnog
nazina kojim se velika koliZina =znanja moz2e
predstaviti pomodcu simbolickih struktura
podataka unutar ratunara, pogodnih za
zakl juzivanje. Odabrana struktura treba da
omogudi fleksibilne izmene i dopune memorisanog
znanja,

~primena 2znanja: planiranje {1 kontrola
resavanja problema, heuristicko =zakljuzivanje,
tatnost i efikasnost rada inteligentnih
procesa, koje memorisano znanje predstavl ja,

-generisanje ocbjadnjenja: interakci ja
ratunar-Z¢ovek, objadnjenje =zasto Jje problem
reSen na jedan a ne na neki drugi natin,
moguénost utenja na greskama i uticanja toveka
na proces zakljutivanja,

-obrazovanje: snmeSteno znanje se uz
izvesne ograde moze koristiti i =za stvaranije



inteligentnih sistema utenja.
3. INZEN JERSTVO ZNANJA 1 OBRAZOVAN JE

Ratunar u obrazovanju sa stanoviSta nastave se
moZe posmatrati kao novo ‘nastavno sredstvo |
kac upravl ja¢ nastavnog procesa. Za razliku od
konvencionalnih nastavnih sredstava (grafoskop.
diaskop, interna televizija, responderi { dr.>
ratunar u nastavni proces unosi znaZajnu novinu
- moguc¢nost obostrane komunikacije radunar -
utenik. Nijedno od konvencionalnih nastavnih
sredstava ne mo2ze da odgovara na pitanja
utenika i da na taj naZin usmerava nastavni
proces. Kao upravl jac nastavnog procesa,
racunar u obrazovanju se posmatra kao
neposredni izvr3ioc nastavnog procesa kreiranog
putem programske podrske i upravljat raznih
pomoénih uredaja nastavnog procesa
(laboratori jski uredaji, responderi i dr.).

Ovako posmatrana primena rafunara u obrazovnon
procesu otvara mogudnost primena metoda i
tehnika inZenjerstva znanja u obrazovanju i
otvara novo polje istraXivanja =~ projektovanje
inteligentnih sistema wuZenja. Projektovanje
ovakvih sistema utenja =zahteva interakci ju
metoda in2enjerstva znanja sa jedne strane |
metoda pedagogi je, metodike, didaktike i
psihologije sa druge.

Pretpostavka da se znanje koje sadr2e ekspertni
sistemi standardnog tipa mo2e iskoristiti i u
svrhe obuZavanja, demantuje se u praksi jer su
takvi inteligentni programi losi utitelji (4],
Uzrok je upravo izostavl janje osnovnih principa
pedagogi je i metodike pri kreiranju programskih
sistema &ija je svrha prvenstveno konsultanska
pomoé¢ pri redavanju problema.

sistema

Kreiranje posebnih inteligentnih
namenjenih obrazovanju, mora re&iti sledete
probleme:

~kako predstaviti znanje koje utenik treba
da usvoji,

-kako opisati pojmove koji se usvajaju,

-kako usaglasiti mehanizam koriscenja
takvog znanja s=a metodigkinm i pedagoskin
principima usvajanja znanja,

~kako iskoristiti dobre osobine svih vrsta
konveéncionalnih natina prenoSenja i usvajanja
znanja: predavanje, testiranje, eksperiment,
opazanje, programirana nastava i dr.

4. SISTEMI REPREZENTOVANJA ZNANJA

Znanje se mo2e definisati kao simbolicka
reprezentaci ja ¢injenica i relacija medu njima.
Reprezentacija znanja je naZin predstavl janja
znanja, kao i nain kako se ono moZze povezivati
sa drugim znanjem, koristiti za resavanje novih
situacija i izvoditi novo znanje.

U (8] reprezentacija znanja se definise kao
skup sintaksnih i semantickih kenvencija koje
omogucavaju opisivanje stvari. Sintaksa
reprezentaci je je skup pravila za formiranje,
kombinovan je i uredenje izraza u Jeziku
reprezentaci je. Semantika reprezentaci je
odreduje kako se sintaksno valjani izraz koji
reprezentuje znanje interpretira, tj. kako se
iz date forme moze izvesti | koristiti znanie.

Reprezentaci ja znan ja je bitan element
inZenjerstva znanja koji omogudava sistematican
nagin kodiranja znanja strutnjaka o nekom
problemu unutar neke Sire kategorije. Ona
implicitno obuhvata i organizaciju podataka u
ratunaru za memorisanje znanja. Postoji niz
notaci jskih sistema za predstavl janje znanja u
ratunaru. Zajednitka karakteristika svih je da
treba da obezbede brz pristup znanju i da se
znanje moZe Jlako koristiti pomoc¢u manje-visze
prirodnih mehanizama zakl judivanja ili
izvodenja. Programeru nakon odabiranja
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notaci jskog sistema ostaje da izabere
najpogodni ju strukturu podat.aka ko ja se
implementira =zadrZavaju¢i sve dobre osobine

izabranog notaci jskog sistena.

Vazni kriterijumi =za izbor notaci jskog sistema
i organizaci ju podataka za reprezentaci ju
znanja su:

-logitka dovol jnost tj. da formalizam moze
na pogodan natin da opise znanje,

~efikasnost pristupa pri obradi znanja,

~iskoristivost, tj. reprezentovano znanje
se moze upotrebiti u resavanju problema za koje
su ta znanja doveol jna.

Za reprezentaci ju znanja u primeni inzenjerstva
znanja se koriste sledeci formalizmi:
produkci jska pravila, strukturni ob jekti i

" predikatska logika.

Svi navedeni formalizmi se implementiraju sami
i11i u nekoj kombinaciji, u uzoratko vodenim
sistemima. Struktura podataka koja pretstavlja
unutrasnju reprezentaci ju izabranih fornalizama
pretstavl janja =znanja je zavisna od problema
ko ji se resava, sistema zakl jusivanja,
interpretatora mehanizma procesiranja znanja,
ratunara na kome se implementira i programskog

Jezika izabranog za realizaci ju odredenog
inteligentnog sistema.

Sistemi koji koriste neki od navedenih
formalizama, se sastoje od niza relativno

nezavisnih modula koji omogucavaju prikupljanje
i memorisanje =znanja, formiranje odgovarajuce
unutradnje reprezentactije =znanja, koriscenje
prikupl jenog znanja i sl.

Produkci jska pravila su formalizam za
predstavl janje 2znanja koji se korist!i { u
teori ji automata, formalnim jezicima i
dizajniranju programskih jezika. Sastoje se od
skupa pravila oblika:

if (P, A ... AP D then <A, N ... N A,
1 n 1 m
gde su Pi’ i=1, . ..,n uslovi, a Aj’ J=1,...,m
zakl jutci .Uslovi su trojke objekt -~ atribut -

vrednost oblika:
(Bor fe_rudnik bakar)

‘dok su zakl jutci akci je koje se preduzimaju ako

su uslovi zadovoljeni.

Koriscenjem ovog formalizma kodiraju se
iskustvene veze <(asocijacijed) izmedu uzoraka
podataka i akci ja koje sistem treba da preduzme
kao posledicu zadovol jenost.d uslova.
Produkci jskim praviiima se kodiraju dva tipa
Zznanja: opSte znanje relevantno za problenm koji
se opisuje tim =znanjem {1 specifilno znanje
vazno za posebne primene koje d¢e koristiti to
znanje. To specifitno znanje se moze i
reprezentovati tradicionalnim tehnikama
pretstavl janja znanja u bazanma podataka.
Neodredeno znanje ko je, se takode moze
koristiti je pretstavljeno trojkom:

if e, A ... AP DO then
1 n

(Al N N Am) with V<0.7>

gde je V(0.7> verovatnoéa da (P1 A LA Pn)

i Ia) A

izvodi (A1 N Am).

Predikatska logika, u &ijoj osnovi Je
propozicioni i predikatski ratun, razvojem

logickog programiranja i logitkih programskih
jezika, se koristi i kao sistem predstavl janja
znanja. Znanje se predstavlja pomoc¢u formula,
kao napr.:

Svako voli nekog <(==> (VxD> (Fyd (volilx y»>

Ovakav nacina opisivanja znanja se koristi u



reprezentaci ji opstih cinjenica za razliku od
produkci jskih pravila u kojina znanje
predstavl ja iskustvene cinjenice.

Strukturni objekti su opsti izraz za bilo koju
Semu reprezentacije znanja. Osnovni delovi
strukturnih objekata su analogni <&vorovima §
vezama u teoriji grafova, otvorima (“"slot’'> 1
markerima teorije okvira ("frame™, i1i
otvorima i puniocima ("filler') konvencionalnih
struktura podataka tipa slog. Oni obuhvataju
slede¢e formalizme: semanticke <(asoci jativne
mreze), okvire, objektno orjentisane sisteme,
strukture konceptualne zavisnosti ili skripte.

Predikatska logika i produkcijski sistemi kao
formalizmi predstavljanja znanja se koriste za
reprezentovanje razliZitih aspekata okoline.
Medutim, u opstem slucaju, oni ne dozvoljavaju
da struktuiramo znanje o toj okolini.
Strukturni objekti ukl jueuju noguénost
reprezentovanja strukture =znanja, grupisanjenm
delova znanja u celine i relaci ja medu znanjemn,

kao i1 pokazivata na akciju koja se preduzinma
korisé¢enjem tog znanja. Takode se  unutar
strukturnih objekata predvida rad sa
podrazumevanim (defaultd vrednostima,

otkrivanje gresaka kao i rad sa nepotpunim
Znanjem. Sve ove nabrojane osobine su direktno
primenljive u predstavl janju Znanja za
obrazovne svrhe.

5. PREDSTAVLJANJE ZNANJA U SISTEMU OSOF

Znanje za potrebe obrazovanja se moze
organizovati u nastavne sekvence {lekcijed koje
se sastoje od skupa medusobno povezanih flanaka
(pojmovad. (lanak sadr2i minimalnu koliZinu
zaokruzenog znanja koga ucenik treba da savlada
u jedinici vremena.

Svaki tlanak se sastoji od naziva, teksta kojim
Jje on opisan, graf itke ilustraci je itg
simulacije i proizvoljnog broja zadataka kojim
se moZze proveriti i utvrditi znanje opisano u
¢lanku.

Zadatak je opisan tekstom, slikom 114
simulaci jom, a odgovor se mo2e eksplicitno
uneti, odabrati od niza ponudenih alternativa
ili odabrat i iz dve - grupe ponudenih
alternativa, uparivanjem.

Alternative su opisane tekstom, a svaki moguci
odgovor sadr2{ i informaciju o daljem toku
utenja u slutaju da je utenik odgovorio na

odgovarajuci nacin 114 odabrao odredenu
alternativu kao svoj odgovor na postavl jeni
zadatak.

U sistemu OSOF iskoriscena je metoda okvira za
pretstavl janje  ovako organizovanog
Okvir se sastoji od skupa 'imenovanih slotova
koji sadrze vrednosti ili pokazivale na druge
okvire ([(51. Struktura podataka koja odgovara
navedenoj reprezentaciji {1 organizaciji =znanja
zapisana u pseudo jeziku za opis okvira Jje:

Begin Sekvenca

{ Ime: Niska;
F Pocetak: Clanak >
Begin Clanak
{ Pojam: Niska;
Opis: Niska, Simulacija, Slika;
F Pitanje: Zadatak >
End;
Begin Zadatak
{ Opis: Niska, Simulaci ja, Slika;
F Slede¢i: Zadatak;
. . F Odgovor: Alternativa >
End;
Begin Alternativa
{ Opis: < Izbor, Otvoreni odgovor,

Uparivanje J;

F Akcija: ¢ Glanak, Zadatak,

znanja. .
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Dopuna_opisa, Kraj J>;

F Sledeci: Alternativa >
End;
Begin Kraj

{ Ime: Niska;

F Akcija: ¢ Sekvenca, CGlanak, 'Exit’ > >
End;
U okvirima Sekvenca, Clanak, Zadatak 1 Kraj
“Niska" oznatava tekst proizvoljne duzine,
“Simulacija" proceduru =za ‘simuliranje nekog
procesa, a “Slika" proceduru za grafickl prikaz

proizvol jne slike. Unutar okvira Alternativa
moguci =zadaci koje ufenik treba da izvrai su:
"Izbor" - na postavljeni =zadatak 'se odgovara
izbor jedne od navedenih alternativa, "Otvoreni
odgovor' - zahtev za eksplictni upis resenja 1
“Uparivanje odgovora'" - postavljeni =zadatak se
reSava uparivanjem odgovarajucih alternnativa
iz dva skupa. Na osnovu utenikovog resenja
zadatka, akecija raCunara se odvija prelaskom
na: jedan od okvira Clanak, Zadatak i Kraj, {114
grupu okvira Clanak koji pruzaju dodatno
objasnjenje nejasnog opisa ('Dopuna opisa'™).
Oznaka F ispred imena slota oznatava da Jje
njegova vrednost pokaziva® na okvir.

6. SISTEM OSOF

Sistem OSOF [3] je razvijen u .Institutu za
matematiku u Novom Sadu i sastoji se iz modula

za prikupljanje =znanja TEA, njegovu internu
reprezentaci ju po opisanoj semi 1 dva modula
elementarnog koris&cenja =za usvajanje znanja:

izborom alternativa - LEA i testiranjem - EXA.
Realizovan je programom vodenim menijima |
izuzetno Jje jednostavan za korisScenje, te od
nastavnika { ulenika ne =zahteva nikakvo znanje
o ustrojstvu ratunara -niti znanje
programiranja. Primenom sistema =zakljutenoc je
da je odabrana metoda okvira pogodna za primenu
u obrazovanju.
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