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POVZETEK — Zastavljanje in reSevanje problemov
kot didakticno-matematicna aktivnost pomembno
prispeva k napredku posameznika pri ucenju ma-
tematike. Ucitelji naj bi stremeli k temu, da ucenci
razvijajo kriticno in ustvarjalno misljenje ter zgradi-
Jjo uporabno znanje, ki omogoca uspesno resevanje
(matematicnih) problemov. V prispevku predstavija-
mo rezultate raziskave, s katero smo ugotavijali, ali
so ucenci iz eksperimentalne skupine (ES), ki so bili
delezni pouka, pri katerem je zastavijanje in reseva-
nje problemov vodilna didakticno-matematicna aktiv-
nost, uspesnejsi pri resevanju vseh vrst matematicnih
problemov kot ucenci iz kontrolne skupine (KS), ki so
bili delezni klasicnega pouka matematike, v katerem
se poudarja predvsem trening aritmeticnih operacij.
Rezultati so pokazali, da je bila ES statisticno po-
membno uspesnejsa pri resevanju enostavnih proble-
mov iz geometrije z merjenjem (G2) in logike z mno-
zicami (L2) ter v reSevanju zahtevnejsih problemov
(tretji nivo znanja) iz geometrije z merjenjem (G3) in
logike z mnozicami (L3). Ucenci ES so bili uspesnejsi
tudi pri reSevanju enostavnih problemov iz aritmeti-
ke (A2) in zahtevnejsih problemov iz aritmetike (A3),
vendar razlike niso bile statisticno pomembne.
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ABSTRACT — Setting and solving problems as didac-
tic-mathematical activity significantly contributes
to the progress of the individual in learning math-
ematics, where the teacher also plays an important
role. Teachers should strive for students to build the
knowledge needed to successfully solve mathematical
problems and place greater emphasis on developing
critical and creative thinking, rather than on merely
formal acquisition of knowledge. In the article we
present the results of a research, with which we deter-
mined whether the students of the experimental group
(EG), who received mathematical teaching where
setting and solving problems is the leading didactic-
mathematical activity, performed better in solving all
mathematical problems than the students in the con-
trol group (CG), who received classical teaching of
mathematics where training of arithmetic operations
is predominantly emphasised. The results showed the
EG was statistically significantly more successful in
solving simple problems in geometry with measuring
(G2) and in logic with sets (L2) as well as in solving
more demanding problems (third level of knowledge)
in geometry with measuring (G3) and logic with sets
(L3). The students of the EG were also more success-
ful in solving simple problems in arithmetic (A2) and
more demanding problems in arithmetic (A3), the dif-
ferences were, however, not statistically significant.

Nacionalne in mednarodne evalvacije opozarjajo na pomanjkljivo znanje matema-
tike in slabo razvite kompetence, zaradi Cesar se vedno znova postavlja vprasanje o
kakovosti u¢enja in poucevanja matematike (UNESCO, 2012). Tudi v porocilu omrezja
Eurydice “Matematicno izobrazevanje v Evropi: skupni izzivi in nacionalne politike”,
v katerem so predstavljeni pogledi nacionalnih evropskih politik in primerjalna analiza
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poucevanja matematike v Evropi, so navedeni podatki o problemati¢nih predmetnih
vsebinah in spretnostih. Med pogostimi tezavnimi podrocji za ucence, poleg algebre in
matematicnega sporazumevanja, prepoznano tudi kontekstualno reSevanje problemov
(Kresal Sternisa, Plevnik, 2012).

Rezultati med drugim opozarjajo, da bi v izobrazevanju morali stremeti k temu,
da ucenci pridobijo tudi sposobnost za uspesno resevanje matemati¢nih problemov in
problemov v zvezi z zivljenjskimi situacijami, se bolj posvetiti razvijanju kriticnega
misljenja, manj pa zgolj formalnemu usvajanju znanja (Jacobs et al., 2007). Omenjeno
znanje pa ucenci tezje pridobijo, kadar so v ucenje vkljuceni zgolj kot pasivni prejemni-
ki znanja. Problemsko znanje uc¢enec gradi skozi razlicne problemske situacije. Tiste, ki
so za u¢enca nove in jih ne more predvideti, torej niso vnaprej pricakovane, spodbujajo
razvoj matemati¢nega razmisljanja: ustvarjalnega, kriticnega, analiti¢nega in sistem-
skega misljenja (Zakelj, 2003).

Podobno tudi Mari¢i¢ in Spijunovié¢ (2014) menita, da se mora poucevanje mate-
matike usmeriti v razvijanje misljenja, saj ni pomembno le to, da ucenec usvoji neko
matematicno znanje, ampak da je usposobljen to znanje uporabiti, kriticno presojati
njegovo uporabo in ustrezno preverjati dobljeni rezultat.

Ucenec bi moral prevzeti aktivnejSo vlogo v procesu izobrazevanja, saj bi tako
lahko postal bolj ustvarjalen in samostojen, hkrati pa bi razvijal logi¢no misljenje in se
usposabljal za reSevanje problemov v zvezi z vsakdanjimi problemskimi situacijami,
kar predstavlja neposredno uporabo matematike v vsakdanjem zivljenju. Nasprotno pa
porocila Evropske komisije (2007) opozarjajo, da v praksi matemati¢nega izobraze-
vanja prevladuje formalni pouk, usmerjen na tehnike pomnjenja pravil, ki jih ucenci
velikokrat ne razumejo. Ucenci ne uvidijo povezave med novim znanjem in koncepti, ki
so jih predhodno usvojili, matematike ne znajo povezovati z vsakdanjim zivljenjem, pri
svojem delu niso samostojni in pogosto le ponavljajo dolocene dejavnosti ali postopke.

Poucevanje lahko izvedemo tako, da ucenec aktivno pridobiva znanje, razvija svoje
sposobnosti misljenja in sklepanja ter tako dobi kvalitetno znanje, ki ga lahko uporabi
pri reSevanju problemov v vsakdanjem zivljenju. Ti na¢ini poucevanja obicajno slonijo
na socio-konstruktivisti¢cnem pristopu k ucenju (Ernest, 1998) in poudarjajo problemski
pristop k poucevanju matematike. U¢ence motiviramo z izbranimi problemi, ob reSeva-
nju le-teh pa spoznajo nove koncepte ali se usposobijo za uporabo ze znanih konceptov
(UNESCO, 2012).

2 ReSevanje problemov kot cilj matemati¢nega izobraZevanja

Resevanje problemov je ena izmed kljucnih kompetenc, ki se preverja v mednaro-
dnih raziskavah, kot sta TIMSS in PISA. Prav rezultati teh raziskav so bili eden izmed
razlogov za iskanje novih pristopov k ucenju in poucevanju matematike, pri cemer naj
bi s pridobivanja faktografskega znanja presli na razvijanje sposobnosti reSevanja pro-
blemov in povezovanje matematike z realnim kontekstom. Tako torej reSevanje pro-
blemov ni le cilj pri ucenju matematike, pac pa glavno sredstvo tega uc¢enja (NCTM,
2000).
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Resevanje problemov je pomembna vescina, ki je neobhodno potrebna v zivljenju,
saj vkljucuje analizo, tolmacenje, sklepanje, predvidevanje, ocenjevanje in refleksijo,
zato bi moralo biti poglavitni cilj in temeljna sestavina ucnega nacrta za matematiko
(Anderson, 2009). Pri zacetnem pouku matematike je klju¢na izbira vsebin, s katerimi
lahko dosezemo dolo¢ene cilje (Mari¢i¢, Spijunovié, 2015). Vsebine se morajo nave-
zovati na realne matemati¢ne probleme, ucenje pa mora biti voden proces odkrivanja
matematicnih idej, s katerimi uenec usvaja matematicne koncepte z razumevanjem.
Ko resuje probleme, je ucenec v srediSCu ucenja, saj uporablja ze razvite sposobnosti
abstrakcije, analize, sinteze, posplosevanja ipd., obenem pa te sposobnosti nadgrajuje,
s tem pa razvija ustvarjalnost, logi¢no in kriticno misljenje. V takem procesu stalno
povezuje teorijo in prakso, razvija strategije reSevanja problemov in se uci ob aktivnem
procesu izgrajevanja znanja, obenem pa pridobiva znanje, ki ima vecjo transferno vre-
dnost pri kasnejsem ucenju (Remillard, Kaye, 2002).

3 Metodologija

3.1 Problem in cilji raziskave

V raziskavi smo zeleli ugotoviti, ali so uc¢enci iz eksperimentalne skupine (ES), ki
so bili delezni matemati¢nega pouka, pri katerem je zastavljanje in reSevanje problemov
vodilna didakti¢no-matematic¢na aktivnost, uspes$nejsi pri reSevanju vseh vrst matema-
tiénih problemov kot ucenci iz kontrolne skupine (KS), ki so bili delezni klasi¢nega po-
uka matematike, v katerem se poudarja predvsem trening aritmeticnih operacij. Uspe-
$nost resevanja smo preverjali z nalogami, ki so merile znanje pri reSevanju enostavnih
problemov (drugi nivo znanja) in zahtevnejsih problemov (tretji nivo znanja), in sicer z
vsebinami iz aritmetike, geometrije z merjenjem in logike z mnozicami.

V ta namen smo sestavili pisna preizkusa: z enim smo preverili uspesnost resevanja

problemov na zacetku, z drugim pa na koncu Solskega leta. Pri sestavljanju preizkusov
smo bili pozorni na obcutljivost, objektivnost, zanesljivost in veljavnost.

3.2 Raziskovalna hipoteza

Ucenci iz ES, ki bodo delezni matemati¢nega pouka, pri katerem je zastavljanje
in reSevanje problemov vodilna didakti¢no-matematicna aktivnost, bodo uspesnejsi pri
reSevanju vseh vrst matemati¢nih problemov kot ucenci iz KS, ki bodo delezni klasic-
nega pouka matematike, v katerem se poudarja predvsem trening aritmeti¢nih operacij.

3.3 Metoda

V nasi raziskavi je bila uporabljena kavzalno-eksperimentalna metoda. Uporabljen
je bil pedagoski eksperiment z namernim vnasanjem eksperimentalnega faktorja v raz-
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iskovalno situacijo, da smo lahko preucevali vpliv pouka, pri katerem je zastavljanje in
reSevanje problemov vodilna didakti¢no-matemati¢na aktivnost.

3.4 Vzorec

V eksperimentu je sodelovalo 179 ucencev drugega razreda osnovnih Sol. Ucenci
so bili razdeljeni v 2 skupini: v eksperimentalni (ES) jih je bilo 89, v kontrolni skupini
(KS) pa 90. Osnovne $ole, katerih u¢ence smo vkljucili v raziskavo, so bile mestne Sole
z izenacenimi dobrimi pogoji za delo, v razredih je bilo priblizno enako Stevilo otrok,
in sicer od 19 do 24.

Zacetni in konéni test znanja smo za namen raziskave oblikovali sami. Upostevali
smo ucni nacrt in cilje, ki so v njem. Znacilnosti zacetnega in kon¢nega testa znanja smo
preverili na pilotskem vzorcu 79 uéencev drugega razreda naklju¢no izbranih osnovnih
Sol. Dolocili smo najvaznejse merske znacilnosti: objektivnost, zanesljivost, veljavnost
in obcutljivost.

Tako zacetni kot konéni test sta vsebovala po Sest nalog: tri za preverjanje uspe-
S$nosti resevanja preprostih realnih problemov in tri za preverjanje uspesnosti reSevanja
zahtevnejsih realnih problemov. Vsak sklop treh nalog je vseboval po eno nalogo iz
vsake matematic¢ne vsebine: aritmetike, geometrije z merjenjem ter logike in jezika. Za-
cetni test smo izvedli na zacetku Solskega leta, koncni test pa ob zakljucku Solskega leta.

4 Rezultati in interpretacija

Rezultate smo tolmacili v skladu z dokazovanjem postavljenih hipotez. Pri pre-
izkusih hipotez smo upostevali pravilo, da je najvecje dopustno tveganje za zavrnitev
hipoteze 5%, izbrana vrednost za stopnjo pomembnosti je torej 0,05. V tabeli 1 so
predstavljeni osnovni statisti¢ni parametri uspesnosti reSevanja nalog, ki so merile zna-
nje pri reSevanju enostavnih problemov (drugi nivo znanja) na kon¢nem testu, in sicer
z vsebinami iz aritmetike (A2), geometrije z merjenjem (G2) in logike z mnozicami
(L2), v tabeli 2 pa osnovni statisti¢ni parametri uspesnosti reSevanja nalog, ki so merile
znanje pri reSevanju zahtevnejSih problemov (tretji nivo znanja) na kon¢nem testu, in
sicer prav tako z vsebinami iz aritmetike (A3), geometrije z merjenjem (G3) in logike
z mnozicami (L3).

Ce primerjamo razlike v aritmeti¢nih sredinah vseh spremenljivk med ES in KS
(tabeli 1 in 2), ugotovimo, da je bila ES uspesnejsa tako pri reSevanju enostavnih kot
zahtevnejSih problemov. Ucenci iz ES so veliko bolje kot njihovi vrstniki iz KS resevali
probleme iz geometrije z merjenjem, predvsem pa probleme iz logike. Ceprav so v ES
uspesneje kot v KS reSevali tudi aritmeti¢ne probleme, pa razlike v aritmeti¢nih sredi-
nah spremenljivk A2 in A3 niso tako velike.
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Tabela 1: Osnovni statisticni parametri pri nalogah, ki so merile znanje pri reSevanju
enostavnih problemov (drugi nivo znanja) na kon¢nem testu

Test | Skupina n Ar;f:t;t’iina Dosezki v% Stigi?gjni Min Max
A2 ES 89 11,38 87,54 2,00 5,00 13,00
KS 90 10,29 79,19 2,99 1,00 13,00
a2 ES 89 2,03 67,80 0,96 0,00 3,00
KS 90 1,53 51,11 1,11 0,00 3,00
ES 89 0,71 70,79 0,46 0,00 1,00
L2 KS 90 0,09 08,39 0,29 0,00 1,00

Tabela 2: Osnovni statisti¢ni parametri pri nalogah, ki so merile znanje pri reSevanju
zahtevnejsih problemov (tretji nivo znanja) na kon¢nem testu

Test | Skupina n Ar;f;n;t;ina Dosezki v % Sti};igjni Min Max
ES 89 8,79 51,70 4,88 0,00 17,00
A3 KS 90 6,54 38,50 4,86 0,00 16,00
ES 89 1,10 55,00 0,94 0,00 2,00
@ KS 90 0,85 42,70 0,96 0,00 2,00
L3 ES 88 0,99 49,43 0,88 0,00 2,00
KS 90 0,62 31,11 0,82 0,00 2,00

Z analizo kovariance z eno kovariablo (rezultati zacetnega testa) smo preverili, v
katerih spremenljivkah sta se skupini na koncu eksperimenta statisti¢cno pomembno raz-
likovali. V tabeli 3 so prikazane razlike v kon¢nem stanju po parcializaciji rezultatov
zacetnega stanja (analiza kovariance) v znanju aritmetike (A2), geometrije z merjenjem
(G2) in logike z mnozicami (L2) na drugi ravni znanja, v tabeli 4 pa v znanju aritmetike
(A3), geometrije z merjenjem (G3) in logike z mnozicami (L3) na tretji ravni znanja.

Tabela 3: Prikaz razlik v znanju na drugi ravni v konénem stanju po parcializaciji rezul-
tatov zacCetnega stanja

] N Vsota Prostostne . Raven statisticne
Test Vir variacije . Varianca F .
kvadratov stopnje pomembnosti
v skupini 5,088 1 5,088
A2 - 1,174 0,280
med skupinama 758,558 175 4,335
v skupini 5,734 1 5,734
G2 - 6,024 0,015
med skupinama 166,565 175 0,952
v skupini 17,591 1 17,591
L2 - 125,979 0,000
med skupinama 24,576 176 0,140




8 Didactica Slovenica — Pedagoska obzorja (1, 2018)

Tabela 4: Prikaz razlik v znanju na tretji ravni v kon¢nem stanju po parcializaciji rezul-
tatov zacetnega stanja

. Lo Vsota Prostostne . Raven statisticne
Test Vir variacije . Varianca F .
kvadratov stopnje pomembnosti
v skupini 19,726 1 19,726
A3 - 1,504 0,222
med skupinama | 2295,814 175 13,119
v skupini 3,301 1 3,301
G3 - 4,006 0,047
med skupinama 145,102 176 0,824
v skupini 2,462 1 2,462
L3 - 4,070 0,045
med skupinama 105,874 175 0,605

Iz tabele 3 in 4 je razvidno, da se skupini statisticno pomembno razlikujeta v Stirih
spremenljivkah od Sestih, in sicer v G2, L2, G3 in L3. Iz tabel 1, 2, 3 in 4 razberemo, da
je ES uspesneje kot KS resevala tako enostavne kot zahtevnejse probleme iz aritmetike
(A2 in A3), Ceprav razliki med skupinama nista statisticno pomembni. Tako v ES kot v
KS so uciteljice izvajale matemati¢ni pouk po u¢nem nacrtu, vendar je bil koncept pou-
ka v obeh skupinah bistveno drugace zastavljen. V ES je imel vodilno in osrednje mesto
v vseh matemati¢nih vsebinah matemati¢ni problem in z njim povezano resevanje in
raziskovanje problemov. Pouk v KS pa je bil bolj naravnan na obvladovanje algoritmov
oziroma na poucevanje in ucenje dolocenih receptov in racunskih spretnosti. Tudi ma-
temati¢ne probleme, ki so bili v glavnem enoli¢no resljivi in ve€inoma le iz aritmetike,
so ucenci KS resevali na tradicionalen na¢in po modelu racun, odgovor; manjkala so
navodila za reSevanje teh problemov na razli¢nih prezentacijskih nivojih in smiselno
voden analiticno-sinteti¢ni proces (Tomi¢, 1984).

Ucenci obeh skupin so zelo dobro resevali enostavne aritmeti¢ne probleme, saj se
ti najpogosteje pojavljajo v ucbenikih in delovnih zvezkih, pa tudi ucitelji jih najpogo-
steje zastavljajo. Tak je na primer naslednji: Mama je stara 31 let. Hcerka Ana je 20 let
mlajsa. Koliko je stara Ana? Tovrstne probleme je pravilno resilo 87,5 % ucencev iz ES
in 79,2 % ucenceyv iz KS.

Tudi enostavne probleme iz logike in geometrije so uspesneje resevali ucenci ES.
Pokazalo se je, kako ozek izsek problemov resujejo ucenci v KS, saj so le redkokdaj
reSevali probleme iz logike in geometrije z merjenjem. Pri enostavnih problemih iz
logike so morali ucenci razvrscati elemente dane mnozice glede na dve lastnosti in pri
tem uporabljati razli¢ne prikaze (na primer Carrollov prikaz). V ES je bilo pri teh na-
logah uspesnih kar 70,8 % ucencev, medtem ko v KS samo 9 % ucencev, ¢eprav se taki
problemi pojavljajo tudi v predpisanem matematicnem ucbeniku za 2. razred.

Ucenci ES so pri pouku resevali take matemati¢ne naloge preko treh prezentacij-
skih nivojev, in sicer na nenaktivnem, ikoni¢nem in simbolnem, medtem ko so jih ucen-
ci KS resevali le v delovnem zvezku na ikoni¢nem ali simbolnem nivoju. Pri slednjih
je bila izpuscena konkretna izkustvena aktivnost, ki je na nivoju prvih treh razredov
osnovne Sole ena od obveznih stopnick k razvijanju kognitivnih procesov. Hkrati pa
ucenci KS preglednic niso smiselno vkljucevali v reSevanje razli¢nih problemov, tako
matemati¢nih kot nematematicnih.
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Pri enostavnih problemih iz geometrije z merjenjem je bilo uspesnih 67,8 % ucen-
cev ES in 51,1% uéencev KS. Ceprav so bili problemi zelo preprosti in bi jih glede na
Mialaretovo klasifikacijo (1969) uvrstili v enostavne vodene probleme, so bili u¢encem
KS tuji, saj so sami izjavili, da so bili drugacni od tistih, ki jih reSujejo v Soli. V nasih
Solah so ucenci navajeni, da pri preizkusih znanja v glavnem resujejo naloge, ki so zelo
podobne (ali celo enake) tistim, ki jih reSujejo pri pouku. Ker pri pouku matematike ne
razvijamo razli¢nih strategij reSevanja matemati¢nih problemov, so uéenci pri reSevanju
“drugac¢nih” problemov nebogljeni.

Tudi pri zahtevnejsih problemih so bili uspesnejsi ucenci iz ES. Povprecen do-
sezek pri reSevanju zahtevnejsih problemov iz aritmetike je bil 51,78% v ES, v KS
pa 38,50%. Pri geometrijskih problemih je bil povprec¢en dosezek v ES 55%, v KS
42,70%. Ravno tako so bile velike razlike v znanju pri problemih iz logike (ES je
dosegla 49,43 %, KS pa 31,11 %). K zahtevnej$im problemom smo uvrstili sestavljene
(vodene in nevodene) probleme:

o ki nimajo zadostnega Stevila podatkov za reSitev;

o ki imajo ve¢ podatkov, kot je potrebnih za resitev;
oz vec reSitvami;

o v katerih dane podatke preberemo iz preglednice.

Poleg tega so morali u€enci pri testu reSevati Se naslednje naloge:
o0 k dani ilustraciji oblikovati smiselni problem in ga nato resiti;
o k besedilu problema postaviti smiselno vprasanje in nato problem resiti;
O izbrati matematicni problem, ki sodi k danemu racunu.

Ucenci iz KS so od nastetih problemov pri pouku matematike resevali predvsem
sestavljene probleme, nekoliko manj tudi probleme, kjer so dane podatke prebrali iz
preglednice, in naloge, pri katerih so k dani ilustraciji oblikovali smiselni problem. V
ES pa so pri pouku resevali vse nastete probleme. Zanimivo je, da so ucenci iz obeh
skupin najslabse resevali sestavijene probleme. V ES je pravilno resilo te probleme
18,5% ucencev, v KS 14,4% ugencev. Ceprav te probleme pogosto redujejo pri pouku
matematike, pa so samo nekateri ucenci sposobni sami, brez uciteljevega vodenja, se-
stavljeni problem razstaviti na podprobleme in si pri tem postavljati vimesna vprasanja,
ki jih privedejo do resitve.

Poglejmo, kako uspesno so resevali Se druge vrste zahtevnejsih problemov (tabela 5):

Tabela 5: Strukturni odstotki uspesnosti uc¢encev ES in KS pri zahtevnejsih problemih

Dosezki v %
Problemi s XS
ki imajo ve¢ podatkov, kot je potrebnih za resitev 59,5 41,6
ki nimajo zadostnega Stevila podatkov za resitev 82,0 63,3
z vec resitvami 20,8 10,0
v katerih so dane podatke prebrali iz preglednice 80,5 71,1
k dani ilustraciji oblikovati smiselni problem 78,4 62,6
k tekstu problema postaviti smiselno vprasanje 54,3 37,4
izbrati matemati¢ni problem, ki sodi k danemu ra¢unu 71,6 44 4
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Iz tabele razberemo, da so bili pri vseh vrstah problemov ucenci ES uspesnejsi
kot ucenci KS. Oboji so slabo resevali probleme z vec resitvami (v ES je bil dosezek
20,8 %, v KS pa 10%), saj so se v vecini primerov zadovoljili z eno resitvijo, Ceprav je
bilo v nalogi zapisano, naj zapisejo vse mozne resitve. Vecina ucencev je prepricanih,
da ni potrebno iskati drugih resitev, ¢e poisces eno, saj naj bi nalogo pravilno “resili”.
Tudi uciteljice iz ES so ugotovile, da so ravno ti problemi u¢encem povzrocali najvec
tezav. Le najsposobnejsi ucenci so iskali oziroma poiskali ve¢ resitev tudi, ¢e jih med
reSevanjem problema uciteljica ni vodila. Rezultati dajo slutiti, da se tudi pri pouku ne
reSuje veliko tovrstnih problemov. Nadaljnje spremljanje ucencev ES je namre¢ poka-
zalo, da ucenci, ki so bili v drugem razredu v ES, obiskujejo sedaj Cetrti razred. V teh
razredih poteka pouk matematike $e vedno po konceptu, ki smo ga oblikovali v nasem
eksperimentu. Uciteljice teh Stirih Cetrtih razredov so se namre¢ na permanentnem iz-
obrazevanju in v $tudijskih skupinah izobrazile za nov koncept matemati¢nega pouka.
Na kon¢nem testu za Cetrti razred je tovrstne probleme pravilno resilo 42,2 % ucencev,
kar potrjuje tudi izsledke nekaterih sodobnih raziskav (Siegler, 1991), da s starostjo
in primernim poucevanjem napreduje sposobnost vkodiranja komponent problema in
nacrtovanja reSevanja razli¢nih vrst problemov.

Pri problemih, ki imajo ve¢ podatkov, kot je potrebnih za resitev, se je izkazalo, da
je kar 59,5 % ucencev iz ES z razumevanjem prebralo besedilo problema in znalo poi-
skati tiste podatke, ki so potrebni za resitev. V KS je pravilno resilo ta problem 41,65 %
ucencev. Tudi rezultati te naloge pokazejo mocan vpliv Solske prakse. Do napacnih
resitev so ucenci prisli v glavnem zato, ker so pri reSevanju uporabili vse podatke, tudi
nepotrebne, saj so v problemih, s katerimi so se srecevali pri pouku, vedno “morali”
uporabiti vse podatke.

Zelo uspesni so bili ucenci pri resSevanju problemov, ki nimajo zadostnega Stevila
podatkov za resitev, saj je to nalogo uspesno resilo kar 82 % ucencev iz ES in 63,3 %
ucencev iz KS. Vecina ucencev je izjavila, da so jim te vrste problemi najbolj vsec, saj
se jim zdi “zelo dobro”, da lahko sami dolo¢ijo vrednost podatka, ki manjka. Tudi uci-
teljice so potrdile, da so bili u¢enci zelo motivirani za reSevanje tovrstnih problemov,
hkrati pa jih je presenetilo, da so ucenci zelo hitro poiskali manjkajoc¢i podatek in mu
nato dolocili zelo smiselne vrednosti.

Poleg teh problemov so ucenci iz obeh skupin najraje resevali naloge, ko so morali k
dani ilustraciji oblikovati smiselni problem. Kar 80,5 % ucencev iz ES in 62,6 % ucencev
iz KS je pravilno resilo to nalogo. Analizirali smo tudi, kako originalni so bili ucenci pri
oblikovanju svojih problemov. Ucenci iz ES so oblikovali zelo raznolike probleme:

O probleme, pri katerih so za njihovo resitev uporabili mnoZenje, deljenje,
seStevanje in odStevanje;

O probleme iz geometrije;

O probleme iz obdelave podatkov.

Pri reSevanju tako zastavljenih problemov se od ucenca pri¢akuje ne le matemati¢no
znanje, temvec¢ tudi ustvarjalnost, inovativnost, kriticno misljenje in reflektiranje mate-
mati¢nega znanja. Na tak nacin zastavljeni problemi ponujajo pogled na (problemsko)
situacijo oz. (matemati¢no) vsebino iz razli¢nih perspektiv; od resevalca se pricakuje
tako konvergetno kot divergentno misljenje. V KS so ucenci oblikovali samo probleme,
ki so jih resili z racunom mnozenja in seStevanja. Hkrati pa so bili problemi sestavljeni
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izkljuéno po modelu iz delovnega zvezka. To opozarja, da imajo nasi ucenci pri sedanjem
pouku matematike malo moznosti za svojstven nacin reSevanja nalog in da se kreativno-
sti ne spodbuja dovolj. V ES pa so uciteljice razvijale fleksibilno in kreativno misljenje.
Naloge, ki so jih ucenci sestavili, kazejo, da so na tej starostni stopnji zmozni ustvarjalno
in smiselno sestavljati matemati¢ne probleme, Ce jih ucitelj pravilno spodbuja.

Pri naslednji nalogi, ki so jo ucenci resevali, so morali k besedilu problema posta-
viti eno ali ve¢ smiselnih vprasanj in nato problem resiti. Ta problem je uspesno resilo
54,3 % ucencev ES in samo 37,4% ucencev KS. Besedilo problema smo “otezili” e
tako, da smo dane Stevilske podatke zapisali z besedami in ne s Stevilkami. Raziskave
v svetu (Valenti, 1987) so namre¢ pokazale, da zapis Stevila s Stevilko ali z besedo zelo
vpliva na razumevanje besedila. Zato mora ucitelj poznati vse dejavnike, ki vplivajo na
razumevanje problema, in u¢enca spretno voditi pri reSevanju le-tega. V ES so uciteljice
ucence navajale, da podcrtajo podatke, zapisane s Stevilko ali z besedo. Te vrste nalog,
ki jih v pedagoski znanosti imenujejo tudi produktivne naloge (Tomi¢, 1984), odvracajo
ucence od resevanja nalog po modelu: racun — odgovor

Vzrokov za nizje dosezke pri problemih, pri katerih so morali k besedilu problema
postaviti eno ali ve¢ smiselnih vprasanj in nato problem resiti, je seveda lahko vec,
nekatere dostopne raziskave med drugim opozarjajo tudi na povezanost matematike
z jezikom. Secada (1992, v Zakelj 2016) je Ze v zgodnjih 90. letih prej$njega stoletja
objavil izsledke raziskave, ki kazejo, da sta znanje maternega jezika in uspeh pri mate-
matiki povezana, ne glede na raso, narodnost, druzbeni razvoj in jezik. MacGregor in
Price (1999) menita, da so obseg besedisca, poznavanje in razumevanje stevil, simbolov
ter odnosov med njimi, sposobnost branja in razumevanje besedilnih problemov klju¢ni
dejavniki za ucenje matematike, ter dodajata, da so kognitivne sposobnosti, ki omogo-
¢ajo razvoj simbolnega procesiranja, potrebne za razvoj jezika in matematike.

Tudi Clarkson in Williams (1994) v svojih raziskavah navajata, da napredovanje
pri branju pomeni veéje moznosti tudi za napredovanje pri reSevanju matemati¢nih be-
sedilnih problemov, saj v besedilnih problemih oboje, matemati¢no in nematemati¢no
besedilo, vpliva na uspesnost resevanja.

Ucenci so pri testu resevali tudi nalogo, ko so morali k danemu racunu med danimi
problemi poiskati problem, ki ga dani racun resi. Tu je Slo za dvoje: razumeti besedilo
in imeti dobro usvojene osnovne racunske operacije. V vseh danih problemih so “na-
stopala” enaka Stevila, tako da so morali uc¢enci zelo pazljivo prebrati vse tri probleme
in se nato odlociti za pravilno resitev. Ucenci iz KS so v vecini primerov izbrali kar
prvi problem, saj je nalogo pravilno resilo le 44,4 % ucencev. To spet potrjuje izsledke
raziskave (Valenti, 1987), da u€enci ne preberejo celotnega besedila, ampak ve¢inoma
le prepisejo dane podatke in izvedejo tisto racunsko operacijo, ki jo takrat pri matema-
ticnem pouku obravnavajo. Ucenci ES so zelo dobro resevali dani problem, saj je bilo
kar 71,6 % pravilnih resitev. Pri pouku matematike v ES smo namre¢ zelo poudarjali
prvo fazo reSevanja problema: to je razumevanje problema.

Ucenci obeh skupin so zelo dobro resevali probleme, v katerih so dane podatke
prebrali iz preglednice. V ES je ta problem pravilno resilo 80,5 % ucencev, v KS 71,1 %
ucencev. Zadnja leta se pri pouku na razredni stopnji tako pri matematiki kot pri nara-
voslovju bolj vkljucuje v pouk branje in zapisovanje raznih oblik preglednic. To nam
potrjujejo tudi dobljeni rezultati.
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Na podlagi vseh dobljenih rezultatov in po njihovi analizi lahko zaklju¢imo, da je
model matemati¢nega pouka, ki smo ga izvajali v ES in pri katerem je bilo zastavljanje
in reSevanje problemov vodilna didakti¢no-matematic¢na aktivnost, pozitivno vplival na
ucne dosezke ucencev eksperimentalne skupine. Ucenci eksperimentalne skupine (ES)
so bili delezni matemati¢nega pouka, pri katerem sta bili vodilni aktivnosti zastavlja-
nje in resevanje problemov. Oboje razvija poleg matemati¢nega znanja tudi jezikovno
dimenzijo matematike ter ustvarjalno, kriti¢no, analiti¢no in sistemsko misljenje. Ce
se opiramo izkljuéno na analitino misljenje, ostajamo znotraj posameznih vsebin in
znanja ne povezujemo; posledici sta raztrgana mreza znanja in njegov slabsi prenos.
Ucencem KS, ki so resevali probleme na tradicionalen na¢in po modelu racun — odgo-
vor, so manjkale izkus$nje s predstavitvijo problema na razli¢nih ravneh in z analiticno-
-sinteti¢nim nacinom razmisljanja. Analiticno misljenje poudarja posamezne elemente
sistema, analiti¢no napoveduje korak za korakom, spreminja eno spremenljivko, hkrati
se opira na natancnost detajlov. Sistemsko misljenje pa poudarja povezave, izmenjave
ucinkov med elementi, opira se na opazanja celote in spreminja ve¢ spremenljivk hkrati.

Pri problemskih nalogah, pri katerih je bilo potrebno tudi pozorno branje in razu-
mevanje besedila, so imeli teZzave vsi u¢enci, vendar rezultati kazejo, da so imeli uc¢enci
KS vecje tezave z razumevanjem besedila kot uc¢enci ES: npr. bolj nepremisljeno so
uporabili vse podatke, kar daje slutiti, da matemati¢nega besedila naloge niso popol-
noma razumeli. Dawe (1983) je v eni izmed svojih raziskav pokazal, da so ucenci z
nizkimi dosezki pri matematiki slabo obvladali tudi materni jezik; poudarjal je, da je
uspesno ucenje matematike na visji ravni, kar problemi zagotovo so, povezano z dobrim
znanjem maternega jezika. Vendar je pri tem treba opozoriti tudi na raziskave, ki opo-
zarjajo, da reverzibilnost ni avtomati¢na. Ni nujno, da bodo uspesni ucenci pri branju
uspesni tudi pri matematiki. Branje matematic¢nih besedil z razumevanjem pogojujejo
obvladovanje matemati¢ne terminologije, poznavanje in razumevanje matematicnih
definicij, izrekov, zakonitosti, pravil idr. ter zmoznost spretnega in hitrega operiranja s
simboli in z odnosi med njimi, kar je seveda vec kot le jezikovna pismenost.

1z rezultatov lahko sklepamo, da so bili u¢enci ES bolj uspesni tudi zaradi aktivno-
sti, ki so jih bili delezni pri pouku, pri katerem je zastavljanje in reSevanje problemov
vodilna didakti¢no-matematicna aktivnost. Z izrazanjem problemov s svojimi beseda-
mi, s postavljanjem vprasanj k odprtim problemskim situacijam pokazemo sposobnost
identificiranja bistva problema, problem osvetlimo iz razli¢nih zornih kotov in ga tudi
predstavimo na razli¢ne, bolj ali manj inovativne nacine. Vse te vescine pa se razvijejo
postopoma, skozi proces, skozi pridobivanje izkusenj z dejavnostmi, ki so praviloma
raznovrstne.

S tem smo potrdili naso specifi¢no raziskovalno hipotezo: ES bo uspesneje kot KS
reSevala tako enostavne kot zahtevnejse probleme pri vsebinah iz aritmetike, geometrije
z merjenjem in logike z mnozicami.

5 Sklep

Ceprav se ze od osemdesetih let prej$njega stoletja poudarja, da bi moral pouk
matematike vkljucevati reSevanje problemov in izpostavljati uporabo matematike v
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vsakdanjem zivljenju, se zdi, da tak pouk v resnici ni zazivel (Dindyal et al., 2012)
in da ostaja eden izmed nedosegljivih ciljev pouka matematike (Stacey, 2005, Kresal
SterniSa, Plevnik, 2012). Raziskave namre¢ kazejo, da je reSevanje problemov margi-
nalizirano in da ostaja zgolj sredstvo za vaje pri preverjanju pridobljenih vescin, ne pa
kontekst za u¢enje matematike (Dooley et al., 2014).

Upostevati moramo, da u¢enci ne morejo usvojiti znanja, ¢e niso samostojno misel-
no aktivni in ¢e niso neposredno soudeleZeni pri reSevanju razli¢nih problemov (Mari-
¢i¢ et al., 2013), poleg tega pa prav reSevanje skrbno izbranih problemov pripomore k
razvoju matematicnega misljenja (cultivate and refine) (Biechovsky et al., 2015). Ucite-
1ji bi se morali zavedati, da se prav s problemskim poukom lahko doseze ustrezna raven
matematicnega znanja in izgrajuje matematicna pismenost.

Amalija Zakelj, PhD, Mara Cotic, PhD, Darjo Felda, PhD

The development of mathematical thinking in solving problems

National and international evaluations have been drawing attention to insuffici-
ent knowledge of mathematics and poorly developed competences, which raises the
question of the quality of learning and teaching mathematics (UNESCO, 2012; Kresal
Sternisa & Plevnik, 2012; Marici¢ & S'pijunovié, 2014).

In the article, we present the outcomes of the survey with which we determined whe-
ther the students in the experimental group (EG), who received mathematical teaching
in which setting and solving problems was the leading didactic-mathematical activity,
were more successful in solving all types of mathematical problems than the students in
the control group (CG), who received classical teaching of mathematics, in which the
emphasis is predominantly on training arithmetic operations.

Both in the EG and the CG, the teachers carried out the teaching of mathematics
according to the syllabus, the concept of teaching in both groups was, however, desi-
gned in essentially different ways. In the EG, the mathematical problem and solving
and exploration of problems associated with it was given the leading and central posi-
tion in all mathematical contents. The teaching in the CG was oriented more towards
managing algorithms, i.e. on the teaching and learning specific procedures and com-
putation skills. The students in the CG also solved mathematical problems which were
mainly uniformly solvable and to the largest part only from the contents of arithmetic
in the traditional way according to the computation, response model,; missing were the
instructions for solving these problems at different presentation levels and with mea-
ningfully led analytical-synthetic process (Tomi¢, 1984). The students in the CG solved
mathematical tasks across three presentation levels, namely at the enactive, iconic, and
symbolic levels, while the students in the CG only solved them in their workbooks at the
iconic and the symbolic level. With the latter, concrete-experiential activity was omitted,
which at the level of the first three grades of the primary school is a mandatory step in
the development of cognitive processes.

The performance of students in solving all types of mathematical problems was
checked with tasks that measured the knowledge of solving simple problems (second
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level of knowledge) and more demanding problems (third level of knowledge) with con-
tents of arithmetic, geometry with measuring and logic with sets.

Causal experimental method was applied in the survey. Educational experiment
was applied with intentionally entering experimental factor into the research situation.

The experimental group (EG) consisted of 89 students and the control group (CG)
of 90 students. We designed the initial and the final knowledge test with which the per-
formance in solving problems was checked at the beginning and at the end of the school
year by ourselves for the purpose of the survey. The characteristics of the initial and of
the final knowledge test were checked on a pilot sample of 79 second-grade students in
randomly selected primary schools. The most important measuring characteristics were
determined: objectivity, reliability, validity, and sensitivity.

We interpreted the results in accordance with the set hypotheses. In testing the
hypotheses, we followed the rule according to which the maximum allowed risk for
the rejection of the hypothesis was 5 %, the selected value for the level of significance
was thus 0.05. We computed the basic statistical parameters about the performance in
solving tasks that measured the knowledge in solving simple problems (second level of
knowledge) during the final test, namely with contents from arithmetic (42), geometry
with measuring (G2), and logic with sets (L2), as well as the basic statistical parame-
ters of efficiency in solving tasks that measured knowledge in solving more demanding
problems (third-level knowledge) during the final test — also from arithmetic (43), geo-
metry with measuring (G3) and logic with sets (L3).

The results showed that the EG performed statistically better in four variables of
six, namely in G2, L2, G3, and L3. The EG performed better than the CG in solving both
simple and more demanding arithmetic problems (A2 and A3), although the differences
between the two groups are not statistically significant.

The students from both groups were very good at solving simple arithmetic pro-
blems, as this kind of problems most frequently appear in textbooks and workbooks and
are also most often taught by teachers.

In solving simple logic and geometry problems, the students of the EG performed
better than their peers from the CG. It became obvious how narrow the segment the
students in the CG usually solve was, as they only rarely solved problems in logic and
geometry with measuring. With a simple logic problem, the students were asked to ar-
range the elements of a given set according to two features and using different displays
(e.g. the Caroll diagram). In the EG, as many as 70.8 % of the students were successful
in these tasks, and only 9 % in the CG, although this kind of problems also appear in the
prescribed mathematics textbook for the second grade.

With simple geometry problems including measuring, 67.8 % of the students from
the EG and 51.1% of the students from the CG were successful. Although the pro-
blems were very simple and would be classified as simple guided problems according to
Mialaret's classification (1969), they were alien to the students from the CG, and they
described them as different from those they solve at school. In our schools, students are
accustomed to solving tasks during exams that are very similar to (or even the same as)
those they solve in the classroom. Because in mathematics classrooms different strate-
gies of solving mathematical problems are not developed, students feel helpless when
faced with solving different types of problems.
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Also with more demanding problems, the students of the EG were more successful.
The average performance in solving more demanding arithmetic problems was 51.78 %
in the EG and 38.50% in the CG. With geometrical problems, the average performan-
ce in the EG was 55 % and in the CG 42.70%. Likewise, there were great differences
in knowledge with problems in logic (the EG achieved 49.43 % and the CG 31.11 %).
Classified as more demanding were also composite (guided and non-guided) problems:
the problems that do not contain enough data for being solved; problems that contain
more data than necessary for a solution; problems with multiple solutions; problems in
which data are read from the table; problems in which a meaningful problem must be
formed to a given illustration and then solved; asking a meaningful question to the text
of a problem and then solving it; selecting the mathematical problem that belongs to a
given computation.

With problems that contain more data than needed for a solution, it was proved that
as many as 59.5 % of the students in the CG read the text of the problem with under-
standing and were able to find the data needed for the solution. In the CG, 41.65 % of
the students solved this problem correctly. Also, the results of this task indicate a strong
influence of school practice. Students mainly arrived at wrong solutions, because in
solving the problem they used all the data, including the redundant ones, since in the
problems they had encountered in the classroom, they always had to use all the data.

The students were very successful in solving problems that do not have enough data
for the solution: as many as 82 % of the students from the EG and 63.3 % of the students
from the CG successfully solved this task.

In addition to these problems, the students of both groups preferred to solve pro-
blems in which they were asked to form a meaningful problem to a given illustration. As
many as 80.5 % of the students in the EG and 62.6 % of the students in the CG correctly
solved this task. We also analysed how original the students were in forming their pro-
blems. In the CG, the students only formed problems that were solved with multiplica-
tion and addition. At the same time, the problems were exclusively composed after the
model in the workbook. This points to the fact that in today’s mathematic teaching, our
students have little opportunity for unique ways of solving tasks and that creativity is
not promoted enough. In the EG, however, the teachers developed flexible and creative
thinking. The tasks the students composed show that at this stage students are able to
creatively and meaningfully compose mathematical problems if appropriately encoura-
ged by the teacher. In solving problems set in this way, students are not only expected to
demonstrate mathematical knowledge, but also creativity, innovation, creative thinking
and reflection of mathematical knowledge. Problems set in this way offer a view of the
(problem) situation or (mathematical) content from various perspectives, the solver is
expected to demonstrate convergent as well as divergent thinking.

In the next task the students were asked to solve, they had to ask a meaningful que-
stion or several meaningful questions to the text of the problem and then solve the pro-
blem. This problem was successfully solved by 54.3 % of the students from the EG and
only 37.4% of the CG. The text of the problem was additionally made “more difficult”
by writing the numerical data in words and not in numbers. Research around the world
(Valenti, 1987) has namely shown the record of a number with words or with digits has
great impact on the understanding of the text. The teacher must therefore know all the
factors that affect the understanding of the problem and guide the student skilfully in
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solving it. In the EG, the teachers stated they underline the data that are written either
in digits or in words. This type of tasks, which in educational science are also called
productive tasks (Tomi¢, 1984), discourage students from solving tasks according to the
computation-response model.

During the test, the students also solved a task that required finding the problem
among the given problems that is solved with the given computation. Here, it was about
two things: understanding the text and having well-acquired basic computational ope-
rations. All of the given problems featured the same numbers, so the students had to
read all three problems very carefully and then decide which solution was correct. Most
students in the CG simply selected the first problem, as only 44.4 % of the students sol-
ved the task correctly. This corroborates the findings of various studies again (Valenti,
1987) that students do not read the whole text, but mostly copy the given data and then
perform the computational operation currently discussed in the mathematics classroom.

We can conclude from the results that the students from the EG were also more su-
ccessful because of the activities they had been provided in the classroom, where setting
and solving problems is the leading didactic-mathematical activity.

With this, we have proved our specific research hypothesis: the EG will solve both
simple and more demanding problems in the contents of arithmetic, geometry with me-
asuring and logic with sets more successfully than the CG.

We can conclude that, similarly to the results of other research (such as Maricic et
al.,, 2013, Brehovsy et al., 2015), the results of this research also indicate students ca-
nnot acquire in-depth knowledge unless they are autonomously mentally active in buil-
ding the knowledge. Besides, it is precisely the solving of carefully selected problems
which helps develop, cultivate and refine mathematical thinking (Biehovsy et al., 2015).
Teachers should be aware that by applying problem teaching, an exactly appropriate
level of mathematical knowledge can be achieved and mathematical literacy built.
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