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NEKAJ PRIMEROV DVOJNEGA �TETJASANDI KLAV�ARFakulteta za matematiko in �zikoUniverza v LjubljaniMath. Subj. Class. (2000): 05-01, 20B05Predstavljena je metoda dvojnega ²tetja ter nekatere njene uporabe v kombinatorikiin teoriji grup. SOME EXAMPLES OF DOUBLE COUNTINGDouble ounting is presented and some of its appliations in ombinatoris and grouptheory are given. 1. UvodReimo, da ste na konertu simfoni£nega orkestra, kjer poleg dveh skladb,zaradi katerih ste pri²li v dvorano, izvajajo tudi dolgo£asen klavirski konert.Od samega dolg£asa ne veste, kaj bi, pa se odlo£ite pre²teti glasbenike v or-kestru. Najprej se lotite violinistov in violistov, preidete na £eliste in takonadaljujete do zadnje skupine in²trumentov. Kaj pa, £e ste se zmotili? Zatoglasbenike pre²tejete ²e enkrat, tokrat po vrstah, v katerih sedijo. In dobiteisto ²tevilo. Tako ste ubili dve muhi na mah. Ne samo, da ste ugotovilito£no ²tevilo glasbenikov, tudi klavirski konert je ºe skoraj pri kraju.Opisani primer prevedemo v matemati£ni jezik takole:�e elemente iste mnoºie pre²tejemo na dva razli£na na£ina, je rezultatenak.Ugotovitev poimenujemo metoda dvojnega ²tetja, v£asih ji re£emo tudiprinip dvojnega ²tetja. Metoda je na videz zelo preprosta, vendar je prvi vtisvarljiv. Izkaºe se namre£, da je izjemno mo£no orodje, ki ni uporabno samov kombinatoriki in teoriji mnoºi, temve£ tudi na mnogih drugih podro£jihmatematike.V nadaljevanju tega razdelka si bomo pobliºe ogledali metodo dvojnega²tetja ter med drugim prepoznali pravilo ²tetja parov kot njen posebni pri-mer. Nato bomo v treh razdelkih nanizali nekaj zna£ilnih uporab metode.Ko na dva razli£na na£ina pre²tevamo elemente mnoºie, nas poleg mo£imnoºie lahko zanima ²e kak²na druga njena lastnost. Za ilustraijo, kaj
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Sandi Klavžarimamo v mislih, si izberimo matriko A reda m × n z elementi aij ter vsemznano enakost
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aij . (1)V enakosti (1) na levi se²tejemo tako, da najprej se²tejemo po vrstiah, natopa se²tejemo vrsti£ne vsote, medtem ko na desni se²tejemo tako, da najprejse²tejemo po stolpih ter nato se²tejemo stolp£ne vsote. Zato enakost (1)pomeni dvojno ²tetje, kjer pa smo hkrati, ko smo na dva na£ina pregledalielemente matrike A, te tudi se²teli.Poseben primer metode dvojnega ²tetja je tudi pravilo ²tetja parov. Najbo R ⊆ A × B binarna relaija, kjer sta A in B kon£ni mnoºii. Za dani
a ∈ A naj bo

aR = {(a, b) | b ∈ B, (a, b) ∈ R}ter podobno, za izbrani b ∈ B, naj bo
Rb = {(a, b) | a ∈ A, (a, b) ∈ R} .Za kon£no mnoºio X ozna£imo z |X| ²tevilo njenih elementov. Tedaj pravilo²tetja parov pravi, da velja

|R| =
∑

a∈A

| aR| =
∑

b∈B

|Rb| . (2)Pravilo torej na dva razli£na na£ina dolo£i mo£ relaije R. Ker zapis (2)verjetno marsikomu ni najbolj nazoren, si ga je koristno predstavljati s po-mo£jo matrike M(R) relaije R. M(R) je matrika, katere vrstie ustrezajoelementom iz A, stolpi elementom iz B, pri £emer je element matrike, kiustreza paru a ∈ A in b ∈ B, enak 1, £e je (a, b) ∈ R, sier pa 0. Iz tegazornega kota pravilo ²tetja parov postane poseben primer enakosti (1), sajv matriki relaije na dva na£ina se²tejemo njene enie.2. Trije preprosti primeriPrimer 1 (Lema o rokovanju). Kot prvi preprost primer uporabe pra-vila dvojnega ²tetja si oglejmo naslednji osnovni rezultat teorije grafov, kiga bomo potrebovali tudi v nadaljevanju. Spomnimo se, da je stopnja voz-li²£a ²tevilo njegovih sosedov.122 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 4
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Nekaj primerov dvojnega štetjaLema (o rokovanju). Naj bo G = (V, E) graf. Tedaj je vsota stopenj voz-li²£ enaka dvakratniku ²tevila povezav: ∑

v∈V

d(v) = 2|E|.Dokaz leme o rokovanju je preprosta uporaba pravila ²tetja parov. Relaijo
R ⊆ V ×E vpeljemo tako, da je vozli²£e v ∈ V v relaiji s povezavo e ∈ E, £eje v kraji²£e od e. Potem nam prva vsota v (2) se²teje stopnje vozli²£, drugapa vrne dvakratnik povezav. (Ve£ o lemi o rokovanju si lahko preberemov [5℄.)Primer 2 (Tringulaije sfere). Imejmo poljubno triangulaijo sfere. (Natak²no triangulaijo lahko ekvivalentno gledamo tudi kot na ravninski graf,ki je vloºen v ravnino tako, da je vsako lie omejeno s iklom dolºine 3.)Glej sliko 1.

Slika 1. Ravninska triangulaijaNaj bo E mnoºia robov triangulaije sfere ter T mnoºia njenih (triko-tni²kih) li. Na primer, triangulaija s slike 1 premore 8 li (ne pozabimozunanjega lia) ter 12 robov. Vpeljimo relaijo R ⊆ E×T na naraven na£in:rob je v relaiji s trikotnikom, £e tvori njegovo stranio. Potem pravilo ²tetjaparov pove, da velja naslednja zveza med ²tevilom robov in li triangulaijesfere:
2|E| = 3|T | .Primer 3 (Vsota prvih n naravnih ²tevil). Nazadnje poglejmo kva-dratno matriko A reda (n + 1). Dolo£imo ²tevilo elementov matrike A na
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Sandi Klavžardva na£ina. Seveda je ²tevilo elementov v A enako (n + 1)2. Po drugi stranimatriko A sestavljajo diagonala ter zgornji in spodnji trikotnik:

× • • • · · · •

◦ × • • · · · •

◦ ◦ × • · · · •

◦ ◦ ◦ × · · · •... ... ... ... . . . ...
◦ ◦ ◦ ◦ · · · ×

.

Trikotnika vsebujeta isto ²tevilo elementov, ki ga ozna£imo z x. Vseh ele-mentov v A je tako (n + 1) + 2x. Od tod po metodi dvojnega ²tetja dobimo
(n + 1)2 = (n + 1) + 2x ,od tu pa preberemo

x =
n(n + 1)

2
.Ker imamo v zgornjem trikotniku matrike A ravno 1+2+ · · ·+n elementov,smo izpeljali formulo za vsoto prvih n naravnih ²tevil. Ta izpeljava ni takopoznana, kot je slavna Gaussova ideja, da se²tejemo prvi in zadnji element,drugi in predzadnji, . . ., pa tudi indukija ni potrebna.3. Binomski izrek in n-kokeKombinatori£ne enakosti so seveda zanimive same po sebi. �e dodatnovrednost pa pridobijo, £e imajo kak²no interpretaijo. Eden pomembnihna£inov pri iskanju interpretaije je ravno uporaba dvojnega ²tetja. V temrazdelku bomo opisali tak primer iz [2℄.Ko po binomskem izreku zapi²emo
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xk−1. (4)124 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 4
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Nekaj primerov dvojnega štetjaZa x = 1 enakost (4) postane:

n2n−1 =
n
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)

. (5)Sedaj pa si poglejmo drug na£in, kako pridemo do enakosti (5). Kotsmo ºe omenili, pri tem ne gre samo za to, da enakost izpeljemo na drugna£in, pomembneje je, da nam bo drugi na£in podal tudi vsebinsko razlagoza enakost.Razred n-kok je ºe bil vpeljan v Obzorniku [3℄, zato se tu le na hitrospomnimo de�niije. Za n ≥ 1 je n-koka Qn graf, katerega vozli²£a so vsibinarni nizi dolºine n; vozli²£i sta sosednji, £e se razlikujeta na natanko enemmestu. Na sliki 2 je prikazana 3-koka Q3.
001 010 100

011 101 110

111

000Slika 2. 3-koka Q3Pre²tejmo povezave v Qn = (Vn, En). Najprej opazimo, da ima vsakovozli²£e n sosedov. Ker je |Vn| = 2n, iz leme o rokovanju preberemo
n2n = 2|En| ,torej je
|En| = n2n−1.Pre²tejmo povezave v Qn ²e na drug na£in. Posebej odlikujmo vozli²£e

v = 00 . . . 0. Vozli²£a n-koke razdelimo v mnoºie
V0, V1, . . . , Vn ,kjer so v mnoºii Vk, 0 ≤ k ≤ n, vozli²£a, ki imajo natanko k eni. Naprimer, v V1 imamo n vozli²£, saj imamo eno enio lahko na enem izmed n
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Sandi Klavžarmest, medtem ko sta v V0 in v Vn le po eno vozli²£e. V splo²nem, mnoºia Vkvsebuje (

n
k

) vozli²£, saj na toliko na£inov lahko izberemo k mest, na katerihso enie.Naj bo e poljubna povezava n-koke Qn. Tedaj se njeni kraji²£i raz-likujeta na enem mestu. Zato obstaja tak indeks k, 1 ≤ k ≤ n, da enokraji²£e povezave e leºi v mnoºii Vk, drugo kraji²£e pa v Vk−1. Situaija jeshemati£no prikazana na sliki 3. (Primerjaj tudi sliko 2.)
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Slika 3. Razdelitev vozli²£ n-kokePovezave zato lahko pre²tejemo tudi tako, da za vsako vozli²£e v, reimoda je v ∈ Vk, pogledamo, koliko sosedov ima v Vk−1. Ker je v ∈ Vk, vsebuje
k eni. �e poljubno njegovo enio spremenimo v ni£lo, dobimo vozli²£e iz
Vk−1, ki je sosed v. Zato ima vozli²£e v v mnoºii Vk−1 natanko k sosedov.Torej je vseh povezav v Qn ravno
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.Ker smo zgoraj po drugi poti ugotovili, da je vseh povezav v Qn tudi n2n−1,smo tako izpeljali enakost (5).4. Orbite in stabilizatorji permutaijskih grupZa ilustraijo ²iroke uporabnosti pravila dvojnega ²tetja se podajmo ²ev teorijo grup.126 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 4



�DvojnoStetjeRevised� � 2008/10/2 � 19:54 � page 127 � #7
Nekaj primerov dvojnega štetjaNaj bo X kon£na mnoºia. Tedaj bijektivni preslikavi X → X pravimopermutaija mnoºie X. Mnoºia permutaij mnoºie X tvori permutaijskogrupo, £e tvori grupo za obi£ajno komponiranje funkij. Kadar pa grupa vse-buje vse permutaije mnoºie X, permutaijsko grupo imenujemo simetri£nagrupa nad X.Naj bo torej G permutaijska grupa na kon£ni mnoºii X. Glede nagrupo G lahko v mnoºio X vpeljemo relaijo ∼ s predpisom: x ∼ y, £eobstaja g ∈ G, da je g(x) = y. Relaija ∼ je ekvivalen£na relaija, njeneekvivalen£ne razrede imenujemo orbite grupe G na X. Orbito, ki ji pripada

x ∈ X, ozna£imo Gx, torej
Gx = {y ∈ X| ∃g ∈ G : g(x) = y} .Vpeljimo ²e mnoºio permutaij G(x → y) s predpisom

G(x → y) = {g ∈ G| g(x) = y} .

G(x → x) imenujemo stabilizator elementa x in ga ozna£imo z Gx.Lema 1. Naj bo y ∈ Gx. Tedaj velja |Gx| = |G(x → y)|.Lema 1 hitro sledi iz de�niij, zato vabimo brala, da se sam prepri£a o njeniveljavnosti. Mi pa dokaºimo naslednji pomemben izrek, ki je tudi ilj tegarazdelka.Izrek 2. Naj bo X kon£na mnoºia in G permutaijska grupa na X. Tedajza vsak element x ∈ X velja
|G| = |Gx| · |Gx| .Dokaz. Izberimo poljuben element x mnoºie X in ga �ksirajmo. Naj bo

M matrika reda |G| × |X|, katere vrstie so indeksirane z elementi grupe G,stolpi pa z elementi mnoºie X. Potem za g ∈ G in y ∈ X ustrezen elementv M postavimo na 1, £e je g(x) = y, sier naj bo 0.�tetje eni matrike M po vrstiah je preprosto: ker je g ∈ G permutaija,imamo v vsaki vrstii natanko eno enio, torej imamo po vseh vrstiah |G|eni.Poglejmo ²e stolpe. Naj bo y ∈ X. Tedaj imamo v pripadajo£emstolpu po de�niiji mnoºie G(x → y) ravno |G(x → y)| eni. �e je y ∈ Gx,je po lemi 1 v tem stolpu |Gx| eni. �e y ni v orbiti elementa x, ni v stolpunobene enie. Torej je ²tevilo vseh eni po stolpih enako |Gx|·|Gx|, in dokazje kon£an.
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