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V sestavku je podan pregled najpomembnejdih rezultatov o teoretiénih in algoritmiénih

vidikih problema barvanja grafov. Na koncu je podan postopek, Kki zdruZuje trenutno
M z

najuspednejsa hevristiéna postopka za barvanje grafov: Szekeres-Wilfov in Brélazov

postopek.

GRAPH COLORING

In the paper a survey of the msst important results on theoretic and algorithmic aspects

of the graph coloring problem is given.

A heuristic procedure which combines the

Szekeres-Wilf and Brélaz coloring procedures is presented at the end.
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NEKAJ PRIMEROV PREVEDBE PROBLEMOV NA NALOGO O BARVANJU
TOCK GRAFA

Nalogo o barvanju todk grafa zastavimo takole:

Dan je graf G = ( V,E ) . Pobarvaj todke grafa G tako,
da ae bo noben par sosednjih todk pobarvan z isto barvo.

Obidajno zahtevamo Se:
Pri tem uporabi &im manjSe 3tevilo razlidnih barv.

Naloga o barvanju tolk grafa sodi v seznam "osnovnih"
(kanonskih) kombinatoriénih nalog, saj lahko nanjo
prevedemo celo vrsto, navidez neprimerljivih, nalog.
Poglejmo si nekaj primerov:

1. Radijaki oddajniki

Radijska oddajnika lahko motita eden drugega, Ge sta si
preblizu. Kako razdeliti valovne dol¥ine dani mnoZici
oddajnikov, tako da se ne bodo medsebojno motili? Koliko
najmanj valovnih dolZin je za to potrebnih?

Prevod:

TOCKE GRAFA: oddajniki

POVEZAVE: oddajnika sta sosednja (povezana); de .sta si
preblizu (lahko motita eden drugega)

BARVE: valovne dolZine

2. Turistiéni vodié&i

Turistiéna agencija'namerava organizirati n izletov. Za
vsak izlet i poznamo datum njegovega zadetka Zi in

datum njegovega konca K. . Koliko (najmanj) vodidev je

potrebnih za izvedbo teh izletov? Katere izlete bo vodil
posamezni vodid?

Prevod:

TOCKE GRAFA: izletl (oziroma skupine, &e je za isti izlet
predvidenih veé vodidev) )

POVEZAVE: 1zlet i je povezan z izletom j
takrat, ko je: ( Zi ’Ki )f] ( ZJ ,KJ ) £ 0.
BARVE: vodidi

natanko

3. Optimizacija porabe pomnilnika

Naj bo X = i Xii mnoZica spremenljivk (istega tipa, da
ne bo teZav), ki nastopajo v nekem programu. Nekaj
prostora prihranimo, &e nekaterim spremenljivkam priredimo
isti prostor; seveda tako, da dobimo ekvivalenten program.
Koliko najmanj prostora je potrebnega? Katerim
spremenl jivkam pripada 1sti prostor?

Prevod:

TOCKE GRAFA: spremenljivke

POVEZAVE: todki sta povezani, &e sta ustrezni
spremenl jivki lahko istolasno aktivni

BARVE: prostor v pomnilniku

Morda ne bo odved, ¢&e malo natanéneje opiSemo, kako
doloéimo povezanost (istolasno aktivnost) dveh
spremenljivk: Sestavimo shemo programa in v njej povsod
zamenjamo akcije z ustreznimi:

Use X - vrednost spremenljivke X Je bila uporabljena
oziroma

Def X ~ vrednost spremenljivke X je bila spremenjena

V pravilnc asestavljenem programu mora biti na vsaki poti
po shemi programa od. zaletka do nekega Use X vselej vsaj
en Def X . Todki X in Y sta povezani natako takrat,



. ko lahko v shem! programa najdemo pot z zaletkom v Defl ¥
in koncem v Use X , ki ne vsebuje nobene Lolke z oznako
Def X .

4, Semaforji _ b

Na danem kriZ13du so predvidene dolofene smeri voinje. Na
primer kriiidde (A)doviéina v Ljubljani):
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Sestavi rezlm delovanJa semarorJev na kriZ13éu (doloc1
istodasne ameri) 2 naJkraJalm clklusom ‘

Prevod:

TOCKE GRAFA: smeri voinje
" POVEZAVE: smeri sta. povezani,
(iahko pride do tréenga)
ABARVE- faze aemarorakaga rezima

e se v kriZi8du sekata

1 ga

V' nadem primeru dobimo naslednji graf
pobarvamo's itlrimi‘burvami (1,2,3, b):
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EARYANJA TOCK GRAFOV - OSNOVNI POJMI -

Naj bo dan graf 0 s ( V,E ) , mnozica barv C in “barva"
nepobarvano [} ¢ c . Vpeljimo. &e . okraJSavo

C' a C LJ{:]. Teday 1manuJemo delno barvnnje toék grara
G vsako prealikavo ¢

.- . : . f

. eV —wC
ki zadoééa pogoJu

Vu VGV I ( (u v)éE /\u(u):o(v) =} c(u):. ), o

lahko

36

. konéni.

" Posamezni todki

Delno barvanje, Jje barvanje natanko takrat, ko Je
c(V)& C . Torej vsako barvanje .zadoSca- pogoju

VuvEV : ( (uiv)EE =p eluddelv) )

Posebna primera (delnih) barvanj sta barvanje e ki Jeo

dolodeno o predpisom c_ : v % & in injektivno barvanje

€, ki zado3a pogoju uiv = 8w+ 4v)

V nadaljevanju se bomo omejili na kondne grafe - grafe,
pri katerih sta mnozica tock V ~in mnoZica povezav. K

Barvitost delnega barvanja ¢
X(G/c) =. card( c(v)ﬂc b}

Craf G jJe r-(de]do)obarvljlv natanko takrat, ko obstaja’
(delno) barvanje c¢ , tako da je )((G/c) €r . Predvsen -
pa je v tej zvezi zanimivo Stevilo

X(G) = min’ X(c/c)

¢ Jje barvanje

imenujemo &tevilo

all tudl kromatidno
da je graf G X -barven.

ki mu pravimo barvnoai grafa G
Stevilo. Redemo tudi,

Podobne pojme lahké definiramo tudi za barvanja povozav,
v tem sestavku se z barvanJi povezav ne bomo ukvnrjall.

vEV. grafa '0 lahko glede na delno

barvanje c priredlmo nekaJ karaktarlatlénlh mnoZic:

- mnofica barv Aosedov toéke v

C(vie) = ic(u) : (v:u)€E1

s

: Zanjo velja ocena card(B(v/e)) €d(v) , kjer smo = d(v)
-oznacili stopnjo (= stevllo souedov) todke . v , - ’

- mnoilcn proatth barv za’ barvanJe toéke v glade na. ¢
: C(vlc) = C\C(v/c)

oziroma, de dopuaéamo se "barvo" nepobarvano

C.l(v/c) : cmc)'U{ I
- Todka vEV - grafa Je zaaiéena za barvanJe ¢ , natanko
takrat ko Je
" Clvic) = { °(V)£
Barvanje, 1menu36mo

- KempeJeve komponento grnfa a-
_imenujemo povezane komponentp podgrarn

v katerem so vee boéke zaaléeno.

- zasideno barvnnJo.

'~ barvni razrad barve aéZC

Viaje) = {vév 1 olv) s u}
061tno Je. vaak V(a/c) ‘necdviana - mnoitca.

Gornje mnozice lahko na naravan nnéin poaploilmo s veld
slementov. Na . primer: : e

V(a,b/c) = V(alc) Uv(b/c)

‘ta barvi s dn b

( V(a b/c), E(a,b) ),

' kjer Je [

£(a,b) :{(uw)EE. {uu)cw)} {mb‘}

Pogosto nas zanima Med njlmi komponentl, ki -vaehﬁje
povezavo - plu:v) , seveda za barvy e(u) 4n  clv) ..
Oznaéimo jo K{p/c) , oziroma, e holemo biti dolonejhi .

K{pja,b/e) , pri &emer Ja @ = clu) .. in bw ofv) .
Komponento- za- barvi ‘a -in b, ki vsebuoo todko . v
¢e{v) =.a ,  pa .oznaéimo K(v bra) oziroms - daljde.

K(via,b/c). -

Pravkar definirani poJmi nam omogoénjo vpelJatl pri dani
mnozici barv C naslednji Lransrormaclji nad barvanJl. '
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- zamena barve v tocki v
e’ = S(v;a/c) , a€c(v/c)
Novo barvenje c' jJe doloéenb'é predpisom

clu) uidv

c¢'(u) =
a u=v

vV primeru, ko dgpuééamo,'bﬁdi "barvo" nepobarvano,
aécl(vlc) , pa dobimo mognejso transformacijo

L S'(v;a/c)
ki Je definirana s podobnim predpisom kot S .

-~ Kempejova zamena glede na barvi a in b v komponenti,
ki vsebuje tolko v , c(v) = a:

c' = I(v;a,b/c)

Nove barvanje c¢' Je dolodeno s predpisom:

a clu)sdb AuEK(v;a,b/c)
c'(u) = b c(uyza Au€kiv;a,b/c)
Celw) u@K(via,ble)

Ker nas oznake barv ne zanimajo, Je smiselno izbrati nek
atandardni nabor barv. Pri konénih grarlhwlphko 1zberemo
na primer CC N ; oziroma, &e Zelimo izbor barv Se bol}
omejiti, postuvimo za mnoiico barv Cn s [1..n]'

Naj bo ¢
postopek;

while Jv : cl(v) D> min C(v/c) do
¢ :s S{v;min C(v/ec) / c);

Cn-barvnnJe grafa G . Poglejmo si pobliZe

Vpeljimo funkcijo

0

Gle) = E%Esc(v) .
Za vrednostl funkcije G velja ocena (c) Zp , kler
Je p s card(V) . Ker se na vsakem koraku postopka
vrednost (¢} zmanj5a, se mora postopek v konéno
korakih iztedi. Dobljeno konéno barvanje oznadimo s °,
in mu pravimo reducirano barvanje.

ed

Danemu barvanju c¢ v sploSnem pripada ve¢ reduciranih
barvan) (odvianih od zaporedja redukcij). Za vsa pa velja

ocena x(clcmd) € X(G/c) in naslednja lastnost
V€V, V€l .c (-1, uéy :
{ (w:v)EE /\crad(u)zk )

Torej Je ¢ Grundyeva funkcija grafa G .

red

BARVNOST GRAFA ~ LASTNOSTI TN. OCENE
Neposredno iz definicije barvnosti  X(G)
razberemo naslednje lastnosti:

(1) X(0) & X(G/e) X card(V)
(2) HEG =>» Xlhle) = X(G/c)
(3) naJj bodo G, komponente povezanosti grafa G , potem

Je

grafa G

XiGle) = mliax X(Gllc)

(%)

o) € AG) + 1, kjer Je A = d(v)
v

max
ev

ge v (2) in (3) postavimo namesto ¢ barvanje coPt

}((G/coPt) = %(G) , dobimo, po krajiem razmisleku

(2')  HsmEe = X)) = X(c)
(3") X(@G) = m'iix X(ul)

iz lastnostli (2') dobimo takoj oceno:
(5)  ed(o) € %)
kjer je eD(G) mod naJJeéJega skupka (klike, polnega

podgrafa) grata G .

Enakost v oceni (5) velja na primer za polai graf
cD(Kn) = J((Kn) = n . Po drugl strani pa je Tutte pokazal,
da obstajajo grafi z ¢&J(G) = 2 in poljubno velikim
X(G) . 3e moénejdt je Erdds-Lovészev izrek, ki pravi, da
za vsak par naravnih 3tevil m in n obstaja n-barven
gral’, v katerem dolZina najkrajSega cikla presega m .

Zanimivo oceno barvnosti grafa 0 nam daje tudi naslednji
izrek (Roy, Gallai):

Naj bo G' = ( V, A(E) ) wusmerjeni graf,
tako, da poljubno usmerimo povezave grafa

ki ga dobimo
G=(V, E)
in naj bo m dolZlna najdaljdega enostavnega sprehoda po
G' , potem je °

XG) € o+t
Kdnigov izrek pa pravi:

X(G) €2 natanko takrat, ko jJe G dvodelen graf.

Leta 1976 sta K. Appel in W, Haken, s pomodjo radunalnika,
pozitivno odgovorila na veé kot sto let stari problems
Stirih barv: vsak ravninskl graf je mogofe pobarvati z
najved 3tirimi barvami. Za orientabilne ploskve vidjih
redov so Heawood (1890), Heffter (1891), Ringel in Youngs
(1968) pokazali,, da je vesak graf, ki ga lahko vloZimo v

orientabilno ploskev reda n 0 , mogole pobarvati =z
najved

Lo« Vivien) /2]
barvami.

Zanimivi sta tudl 2zvezi med barvnostjo grafa G in
njegovega komplementa & , ki sta ju na3la Nordhaua in

Gaddum:
L2 ]€X6 + Xt K pon
p L X(@). XA K ftip » 172)7]
kjer je p = card(V) .

Omenimo Se znani Brooksov izrek:

V povezanem nepolnem grafu G 2

X(6) < Ato)

Dokaze naStetih izrekov 1in £e nekaJ drugih rezultatov
najdete v {Batagelj, 1980).

AG) 23 velsa

ALGORITMI ZA BARVANJE GRAFOV

Raziskave na podrodju zahtevnosti algoritmov so pokazale,
da sodi problem barvanja todk grafa med NP-polne probleme
(Karp 1972, Aho, Hopcroft, Ullman 1974). Zato najbri ne
obstaja polinomsko omejen poastopek za redevanje tega
problema - vsi postopki, ki zagotavljajo minimalno
barvanje, zahtevaje v najslabdih primerih prebor skoraj
vaeh moinih barvanj in so pomemtakem reda pl .

Iz literature so znani postopki "usmerjenega" prebora, ki
z domiselnim odmetavanjem neperspektivnih delnih barvan]
labko ponavadi v zmernem &asu (do 1000 s na rad¢unalniku,
kot je CYBER) dolodijo minimalna barvanju grafoy a8 tja do
100 totkami. Za najuspednejl3e med njimi s0 se izkazale
izpel janke naslednje zamisli, ki Jo je e Jleta 1949
uporabil Zykov v zveri s kromatiénimi polinomi:



Vzemimo v grafu, k1~-sa Zelimo pobarvat!
nepovezani todki. Nastopita dve moZnosti

pol jubni

- toéki'ata v (minlmalnem) barvanju enako pobarvani;
‘- tolk{ asta v (minimﬂlnem) barvanju razliéno pobarvani.

- Obe moinouti lahko popiiemo z ustreznime transformacijama
-osnovhega grafa: :

‘- &a sta tolki pnako pobarvan{,

ju zdruiimo v
(1dontifiolramo)y ' ’

- Za sta todki razliéno pobarvani, ju poveZemo s povezavo.

Takoﬂdoblho,drevo. katerega tolke so grafi, listi pa polni - -

grafi, Stopnja polnega grafa - lista je enaka &tevilu barv
v barvanju, ki ga doloa pot po drevesu od vrha do lista.
Posamezni postopki a8 razlikujejo v nadinu pregledovanja

tega drevesa in v pravilih odmetavanja neperapektivnih

veJ. - ¢

Za zelo uéinkoviti osta se 1zkazali naslednji,
preproati, Hedetniemijevi pravili:

" p1. &e v. grafu obstaja totka u , ki je povezana z vsemi
oat-l}mib(po povezavi), potem bo v vsakem barvanju todka
- u_ {mela barve drugaéno od vseh drugih todék. -

P2, %e v grafu obstajata todki u in v , taki da ai
val sosedl todke u tudi sosedi todke v , potem uostaja
minimalno barvahje grafa, v katerem sta obe todki. enako
pobarvani, '

Obe pravili omogodata, da tolko u

"izlofimo" 1z grafa -
nadaljnjega pregledovanja. ’

Nekoliko drugaden pristop Je ubral Christofides,
pokazal, da je
barvami tako, da najprej pobarvamc maksimalno neodvisno
mnoico V‘ = N(G) 8 prvo barvo, nato 2z drugo barvo
pobarvamo maksimalno neodvisno mnoiico V, s N(G(V‘\V N,
+se Seveda moramo tud! tu pregledati vae moine makaimalne
neodvisne amnoiice.

ki Je
X -barven graf mogole pobarvati s X

1 i ’
PodrobneJe 80 tovratni algoritm@ opisani v (Godec, 1983).

Kaj pa, %o Je gral prevelik all pa Je cena za iskanje
‘minimalnega barvanja s postopkom prebora prévellka?‘TedaJ
"se moramo zateél k hevristiénim postopkom barvanja in se
& tem odpovedati zagotovilu, da Je dobljeno barvanje
"minimalndj &eprav lahko slednje vdasih pokaiemo, tako da
naJdomo polni podgrafl na 3((0) _tockah,

Stvar je de hujda. Garey in Johnson (1976) sta pokazala
naslednje: Naj A(G) oznaduje Stevilo barv,
pobarva postopek A _dnni graf G . Potem najbri (zarad{
NP-poinosti) ne obstaja polinomsko omejeni postopek, ki

bi znsotavljpl da je
MO X < r <2
Trenutno nista znana nobena konstanta r>0 in

polinomsko omejeni postopek A , za katera bl veljalo
A(G) 7 X(0) & r
_NanolJén me ja Jo reda p / log p .

Vedina hevrlstlénlh postopkov za barvanje.. toék . grafe
zadod&a shemi postopkov zaporednega barvanja:

¢ a0

while v : c{v) « 8 'do -
fzberi barvo a€C(v/c) » -
¢ i3 S(vja/c) ’ )

zato, da bi opisani postopek mora  biti

-vasakozi

vedno tekel,
Clv/c) 4 0 . Za to zadoatuje, &e Je .

eno

agicer

8 katerimi -

in

" pokazati oceno:

“permutacija

card(C) =

Aw) + 1.

Postopki zaporedneéa barvanja se' med seboj razlikujejo po
pravilu -izbire naslednjega kandidata za barvanje in po
naéinu izbire barve, s katero ga pobarvamo.

" Preden nadal jujemo omgnimo "y tolazbo in vzpodbudo"’ﬁikuJ‘

verjetnostnih rezultatov o postopkih zaporednega barvanja

(Erd8s, Grimmett, McDiarmid):

NaJ bo G(n,p) sluéaJnl graf na n tolkah, v katerem
nastopa posamezna povezava z verjetnostjo p . § 7((n.p)
in. (n,p) pa oznadimo ‘- sludajni spremenljivki za
barvnost oziroma &tevilo barv dobljenih z. zaporednim’
barvanjem grafa’ G(n,p) . Tedaj veljata skoraj za vsak
gral oceni: ' .

X(n.p) 20 -8&) %08, q"

'ﬁ(ntp)

q=1=p,

(loE)nlog q1

kJerJe pi ‘in 67_0.

" Iz zgornjega razberemo, da velja

P 1 Xinp) € 24 €
ToreJ zaporedna\barvanji v po#preéju le niso tako slaba.

Povrnimo Se k postopkom zaporednega barvanjl; Keko lahko
izberemo prosto barvo? Obifajno ne razmetavamo z barvami
in jih zato raje po potrebli dodajesmo. Torej:

- &e za dano todko obstaja prosta barva, izberemo eno izmed
njih: najmanjfo, kar da reducirano barvanje; ali sludajno,
kar omogoda vedkratno poskudanje; ali pa najmanjkrat
uporabl jeno, kar da razmeroma enakomerno.pébarvan graf;

- &e ima todka sosede vseh dotedaj uporabljenih barv,
dopolnimo mnoZico barv z novo barvo. V&asih se temu lahko
izognemo, .tako da 8 Kempejevimi zamenami aprostlmo neko
barvo na sosedih dane toéke.

Veakemu zaporednemnu barvanJu ustreza zaporedje lzbir tolk,
ki popisuje vrstni red -barvanja. To zaporedje je v bistvu
permutacija todk.

Za vsak gral G obstaja taka permutacija tolk U , da
da zaporedno barvanje todk v zaporedju, ki ga dolola
qt‘ , pri demer vselej lzbiramo najmanjdo proato barvo,
minimalno barvanje grafa G . V to se preprifamo takole:
Naj bo ¢ reducirano .minimalno barvanje grafa G .
Uredimo' todke grafa po narad&ajodih vrednostih
pripadajoéih barv, Dobljeno.zaporedje todk doloda iskano
permutacijo T .

Tore) Je ‘osnovno vpradanje pri zaporednih postopkih
barvanja: Kako najti "ta pravo" permutacijo ~ doloditi
pravi vraini red barvanja?

Pogle)mo 8i nekaj moZnosti:

Welah-Powellov poatopek: temelji na naaladnjém recepiu:
T Je dolofena s padajofim vratnim redom
atopen] d1 todk grafa G, Za NP-poatqpek Jo mogode
Naj bo dl:’ d, EBQ R padajode zaporedje itopin]
tofk grafa G. , potem je

X(0) & WP(G) o max | 1 :
Dreveani postopki:

164‘01}
‘ temelje na dreveanih permutacijah:
permutacija TJC Je drevesna natanko takrat, ko za vaak

16[2..p) velja:
{u: vpweed N v v ! k€(\..1 l]} ‘o

Ti postopki lmaJo naslednjo lepo lastnost



Drevesni =zaporedni postopki barvanja se eksaktni za
dvodelne grale.

Primer dreovesnega postopka Je Brelazov postopek. Tu Je
permutactja W takole dolofena:

vse totke imajo vrednost 0 ,
tofki, ki ima najvedjo stopnjo, postavi vrednost na 1

for 49 1,2, ... ,p do 5
(1) » toika z najveljo vrednostjo, ki Se nl v T
voem sosedom todke T (1) poveda) vrednost za 1
V Brélazov postopek Jje v bistvu vgrajenas ideja takojinjega
barvanja poln(el§)ih pografov.
Szeliers-¥ilfov postopek: je stranski produkt pri izpeljavi
naslednje ocene za barvnoat grafa:

Naj preslikava f : G -5 R zadodda pogojema:

(1} He G =P r(H) = 1)
2 min  d(v)
(2) r{G) "3453(3 (v

potem volja

X(G) = £{G) + &

Ena izmed funkcij f , ki zedo3&ajo pogojema (1) in (2)
Je ri{G) « max A{G) =~ najveija lastna vrednost grafa.
Szekerea in Wilfl pa ste pokazala 8e:

Najmanjde funkcija, ki zado3da pogojema (1) in (2) je

flG) a min  d,(v)

vEV(H)

SH(G) = £4(G) » 1 -

Ker Je vedno SW(G) 5 WP(G) , nima smisla programirati
WP-postopks. Take nam ostaneta na 1zbiro 3e SW-postopek
in Brélazov postopek, Izkaie se, da Ju lahko zdruiimo v
enoton postopek odvisen od dveh parametrov r in 8 :

max

&6

Oznadimo

dolodi stopnje todk dfv] , v€V ;
8w ts min §dfv] 1 vEV ]S
val 1a 0 ; W :ia V
for { :s 1 to p do N
v iz argmlnid[w] : uéHI;
§f d[v] > sw then
val s val ¢ r ¢
endif ;
a%[v] = vel 5 Wis WN v}
for uE€EXT(STAR(V])) AW do
“dfud s afu] -1
endfor
endfor ;
Wis V-
for 4 :=1 to B do
v is argmax{d [v] : w(H};
col[v] :a selectcolor ;
Wae WNIv;
for w&EXT(STAR(V)) ()W do
d®Lu] ta d®[u) ¢ @
endfor
endfor ;

sw ia dfw]

Gornji postopek nam pri r = 0 4n s 4 0 da Brélazov
poatopek; pri r § 0 In a3 0 pa SW-postopek; zanimive
pa 80 tudi njune kombinacije pri nenilelnih r 4{n o .

. Pastopek udinkovito sprogramiramo tako, da organiziramo
d 4n d® v koploo (lahko celo iato).

Na radunalniku DEC-10, Univerze v Ljubljani Je postopek
vgrajen v program COLORS programskega paketa za delo z
grafi GRAPH. Program COLORS v zmernem 3asu dolodi dobra
barvanja grafov na do tisod todkah in nekaj tisod
povezavami. .
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