
Primena error funkcije u difuzionom hromiranju 
Ris tesk i Ice B . * 1 UDK: 519.21:539.219.3:669.269 

A S M / S L A : N1b, U4j, L15, Cr 

U radu su dokazane anatitičke jednačine za odredivanje 
površinske koncentracije, pri difuzionom hromiranju kao 
funkcija vremena. Isto tako odredeni su i parcijalni difu-
zioni koeficijenti. Proračun je izveden pomoču error 
funkcije. 

UVOD 
U p r e t h o d n o m istraživanju1 , au tor je dokazao kvadra-

turne fo rmu le za odred ivan je parc i ja ln ih koef ic i jenata di-
fuzi je u b ina rnom s i s temu sa n- faza i (n - l ) - f azn ih grani -
ca. Taj p ro račun može biti i skor iščen pri reakc iono j d i fu-
ziji. 

Raspode la koncent rac i je , e lementa po p reseku di fu-
z ione zone, karakter iše se sa p r i su tnos t i povečane kon-
centrac i je2 , ko ja se posmat ra na mes t ima prelaza iz jed -
ne faze u d r u g u i odgovara g ran icama dvofazn ih oblast i 
t ih faza, pri da to j tempera tu r i na odgova ra j učem di jagra-
mu s tan ja uza jamno de lu juč ih e lemenata. 

U radu3 p red ložen je p ro račun koef ic i jenata di fuzi je 
za više faznih d i fuz ion ih slojeva, pri p re tpos tavc i da koe -
f ic i jent i d i fuzi je u razl ič i t im s lo jev ima ne zavise od kon-
cent rac i je i koncen t rac i j a na spo l jno j površ in i ne zavisi 
o d vremena, a gran ice faza men ja ju se po pa rabo l i čnom 
zakonu. 

U f o rmu lama rada3, za odred ivan je koef ic i jenata d i fu-
zije u više faznih s is tema nisu p roučen i neki pos to ječ i 
prakt ičn i uslovi, š to i onako dovod i d o bi tn ih grešaka. 

Za bol j i konk re tn i p ro račun n e o p h o d n o je, da se uzi-
ma u obz i r v r emenska zav isnost površ insk ih koncen t ra -
cija, kao š to je to uč in jeno u ovom radu, pri rešavanju 
p rob lema d i fuz ionog hromiran ja p o m o č u parabol ične 
parci ja lne d i ferenci ja lne jednač ine d r u g o g reda. 

F O R M U L A C I J A P R O B L E M A 
Neka koncen t rac i j a na spo l jno j površ in i uzorka l ine-

arno zavisi od vremena, t. j. C (0, t) = at, a koncen t rac i je 
na g ran icama faza su zadate i ne zavise od vremena, 
sem toga gran ice faza men ja ju se po pa rabo l i čnom za-
konu. 

Zadatak se svodi na rešavanje d i fuz ione jednač ine : 

D k C ^ ( x , t ) = C t k ( x , t ) , (1) 
pri us iov ima: 

Yk-i (t) < x < y k ( t ) , 
C k [ y k - , ( t ) , t ] = Z k _ „ ( k = 2, 3 n+1); 

C k [yk ( t ) , t ] = C k , (k = 2, 3 n+1); 
C1 [ y o ( t ) , t ] = a t ; (2) 
C ' [ y i ( t ) , t ] = A t ; 

yk (t) = 2 b k Vt, ( k = 1, 2, . . . , n+1). 

*1 Ice B. R i s t e s k i , I n s t i t u t z a r u d a r s t v o i m e t a l u r g i j u , 
p .p . 454 , R u d n i c i i Ž e l e z a r n i c a S k o p j e , 9 1 0 0 0 S k o p j e 
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REŠENJE P R O B L E M A 

Iz rada3 rešenje jednač ine : 

D C x x ( x , t ) = C t ( x , t ) , (3) 

pri koncent rac i j i na spo l jno j površ in i uzorka : 

C (0, t) = 4>(t) (4) 

je jednač ina : 

C(x ' , )=f 1*0" 4 i h ) < 5 > 
a za O (t) = at, 

2/Dt 

C (x, t ) = a t [ - — —7—e~ 4 D 
L VTT2VDF 

(6) 

Tada kao rešenje jednač ine (1) pri us iov ima (2) j ed -
načina: 

C k ( x , t ) = ( 1 - S k ) [ A 

+ 8 k a t - -K L . 
_ 2 x e - 4 0 i e + 

(7) 

1, za k=1 

0, za k *1 

gde je : 
5k — s imbo l Kroneckera-VVeierstrassa. 
Ak i B k od redu ju se iz f o rmu le : 

5k 

er f 

(8) 

Cu erf 

Bk = -

erf (v^)-e r f (A) 

(9) 

8 k = Zk_, - C k , za k = 2 , 3,..., n+1. 

U više opš t i j im s luča jev ima zadatak se svodi na reša-
vanje jednač ine : 



D k C k x ( x , t) = Ctk (x, t), 

pri us lov ima: 

yk_, (t) < x < yk (t), 
(at, za t<t . 

c 1 [ y 0 ( t ) , t ] = 
[at+at, , za t>t , , 

C ' [ y , (t), t] = A t + B t „ 
c k [yk- , ( t ) , t ] = Z k „1 , (k = 2, 3 n+1) 

c k [ y k <t). t ] = C k . ( k = 2 . 3 n + 1 ) ; 

(10) Po analogi j i sa radom 3 dob i j a se: 

m „ 

2 V T 
+ Z k_, bk_, (1 + 5 k J A k 

b:.. 
e D - + 

n \ 

2Vt 

+ 5l 

+ C k bk 0 + 8 J A k V ~ e D k + 

(11) 

r _ a t / £ 
L 3 V Ti 

a t . D k ^ b ^ 4b k_, at r o " 

Razmatra se dovo l jno veči v remensk i interval, kada 

yk = 2b k VT, (k =1, 2 n+1) 
gde su: 

a, A, B, Ck, b — konstant i . 

Rešenje jednač ine (10) za uslove (11) je izraz: 

C* {x , t) = (1 + 5 k ) [ A k e r f ( ; ^ = ) + B k ] + 

— o 1Dk t . 

a t . / D k J 4b k at / d 7 « + 8 
3Dk n + 

2bk_1 at 
erf C 

V M 3 v „ 

2b k at 

+ 2 k ) at I " — — + V + L ' 

C k ( x , t) = (1 + 5 k i ) [ A k e r f ( ^ ) + B k ] 

V̂pT 

*] 
(12) 

a t i . Dk J b f l (17) 

Jednač ina (17) važi za t > t , . Za t e t , o t s u t n o je at, u 
(17). Iz izraza (17) za k # 1 dob i je se: 

n & at - -
~ L . 

_ X2 

" lR -1 

2vy 

[1, za k=1 
8 k = 

' [O, za k*1 
gde je : 

8 k , — s imbo l Kroneckera-VVeierstrassa, 

A - i - c k 

m k 
o k 

2Vt 
l + C k bk 

(18) 

(13) gde je : 

D k = -
b g - b t , 

1n 
m k - i + A+ t 2b k _, 

m k + C k 2 b k V l 

2 2 
y k - y k - 1 1 

A k = - (14) 

41 . mk_, + Zk_,yk_, 
In ^ 

m k + C k y k 

( 1 9 ) 

Za k = 1 dob i ja se 

• b k - i 
m „ 2 + 

C k 6 r f erf ( v d : ) 
(15; 

m , + C , y , ^ b 2 b? n r — b 

< — • 

(k = 2, 3 n+1) A , <°° i B , < ~ . 

Kol ič ine mase m k , ko je se nalaze u m o m e n t u v reme-
na t na g ran icama raspode le faze k i k - l -1 , može se nači 

:a3: 
t 

mk = - D k J C x k [ y k ( t ) , t ] d t - C k y k ( t ) ; 
o 

mk = - D k + 1 } Cxk+1 [y k (t), t] d t - Z k y k (t). 

/ b 2 \ t 
(20) 

D / " ' t 

Izraz (20) važi za t > t , . Za t e t , o t su tno je t , / t u (20). 

b. v, 
Za malo q = - ~ = — ^ = (do 0,1) dob i ja se: 

2 A / D ^ 

(16) D, 4 1 

[ ( m , + C i y , ) ( 2 + j - ) + 2 m 0 ] ' 

{ - m 0 ± m 2 0 - [ ( m , + C , 

— > 



<— 
<— 

, z a t > t „ ( 2 1 ) 

. t . D , = t 

2 m 0 ] [ ( C m 1 + C i y , ) - m 0 ( 2 + ^ ) ] } 

( m i + c i y i + m 0 ) 2 

{ - m 0 ± V m š - 4 [ ( m 1 + C 1 y , ) 2 - m * ] } * 

Koncen t rac i ja pri difuzi j i u a— Fe ( k = 1 ) iz (4) i (5) 
je: 

C1 4D,t . (X, t) = at f - p r r L 

C1 (x, t) = at [ -

(24) 

je: 
Koncen t rac i ja pri difuzi j i u y — Fe (k = 2) iz (11) i (12) 

x 
C 2 (x, t) = A 2 erf 

gde je: 

Z , - C 2 

(25) 

O d r e d i m o koef ic i jente di fuzi je. 
Iz (19) za di fuzi ju u y — Fe (k = 2) dob i ja se: 

(26) 

D ? = 
2 2 

1 

4 t | n m 1 + Z i y i 
(27) 

m 2 + C 2y 2 

Za di fuzi ju u a — Fe ( k = 1 ) iz (20) dob i ja se: 

m n - ' f 

, z a t > t , ( 2 8 ) 

b, 

/ h 2 \ b> t b> 

m n 

m i + C , y i h 2 b i 

D / 
e D , _ 4 - e - D , _ 2 b A / ^ e r f c ( ^ ) -

-, za t< t , . (29) 

bi y. 
Za malo £ = - = i = — 7 = (do 0,1) dobi ja se : 

V d 7 2 ^ 

- , z a t c t , ( 2 2 ) t 2 
[ ( m , + C,y,) ( 2 + y ) + 2 m J 

{ - m 0 ± ' \ j n ^ - [ ( m 1 + C i y i ) ( 2 + ^ ) + 

(23) 

+ 2m 0 ] [ (m 1 + C l y 1 ) ( 2 + ^ ) - m 0 ( 2 + 51)] } 

, z a t > t „ (30) 

2 

D , 
y? ( m i + C,y ,+ m j 

{ - m 0 ± V m 2 - 4 [ ( m 1 + C , y 1 ) 2 - m 0 ] } 2 

z a t < t , (32) 

A P L I K A C I J A A N A L I T I C K I H REZULTATA PRI DIFUZI-
O N O M H R O M I R A N J U 

O b r a d o m rezul tata di fuzi je h roma u A rmco -če l i k , 
Č 0 1 4 7 N , 15 X M 0 K P (p rema GOST-u) i Č 1331 po for -
mu lama iz rada3 i po fo rmul i (30), dob i ja ju se za a — fazu 
podac i dat i u t abe l i 1. 

Tabela 1: Eksperimentalni podaci 

Č e l i k 
T e m p e -

r a t u r a 
K 

D 
m 2 / s 

E 
J / m o l 

D 
m 2 / s 

E 
J / m o l 

A r m c o - č e l i k 1373 2 ,5 10 - ' 3 1 4 4 5 5 5 1,55 10"1 3 2 3 0 4 5 0 
1473 9 ,7 10"1 3 2 ,70 10"13 

1573 2 ,2 10"1 3 3 ,90 10-1 2 

1653 4 ,7 10"1 2 4 ,80 10"1 2 

Č 0 1 4 7 N 1373 4,1 10-1 3 1 5 4 1 9 2 2 ,50 10"1 3 2 3 8 8 3 0 
1423 5 ,7 10-1 3 2 ,50 10-1 3 

1473 7 ,0 10"13 1,61 10"1 2 

1523 2 ,7 10~12 3 ,10 10-1 2 

1573 3 ,4 10-12 6 ,10 10"12 

15 XM<t>KP 1473 3 ,6 10"1 3 1 6 2 1 5 3 4 ,50 10"1 3 2 6 6 0 6 5 
( p o 1523 2 ,7 10-1 2 1,90 10 - ' 2 

G O S T - u ) 1573 6,1 10"12 4 ,30 10-1 2 

Č 1331 1373 6 ,6 10-1 4 1 6 7 6 0 0 3 ,70 10-1 4 2 7 6 5 4 0 
1423 1,3 10"13 2 ,30 10"1 3 

1523 3 ,8 10"13 1,00 10-1 2 

1573 5 ,2 10"13 2 ,00 10-1 2 

DISKUSIJA O R E Z U L T A T I M A 

Rezul tat i dob i jen i u o v o m radu, po redu vel ič ina koe -
f ic i jenata di fuzi je h roma u železa, d o b r o se s lažu sa iz-
meren im rezul ta t ima izvršenim u d rug im radovima4 . Ipak 
vel ič ina akt ivac ione energ i je dob i j ena u našem radu je 
veča nego u l i teraturi3 . U tv rdena je p o d u d a r n o s t dob i je -
nih poda taka sa podac ima ist raživanja di fuzi je h roma u a 
— že lezo p o m o č u izvanredno egzak tn ih m e t o d a (me tod 
radioakt ivn ih indikatora) . 

V rednos t i D0 , dob i jen i u o v o m radu takode se nalaze 
u bo l jo j poduda rnos t i sa podac ima takvih ispit ivanja4 , ne-
go D 0 iz rada3 . Pri p romen i pov rš inske koncent rac i je u 
v remenu, koef ic i jent i d i fuzi je izračunat i u našem radu, 
pokazu ju b i tno veče povečan je sa povečan jem tempera -
ture, nego š to je dob i j eno u radu3 . 



Z A K L J U Č A K 

U radu su dokazane egzak tne anal i t ičke fo rmule za 
odred ivan je koncen t rac i j e pri difuzi j i h roma u a — 
Fe (k = 1) i y — Fe (k = 2) kao funkc i ja v remena. Odrede -
ni su isto tako i parci jalni d i fuz ioni koef ic i jent i . Uopš te 
rečeno, rešen je p rob lem d i fuz ionog hromi ran ja p o m o č u 
parabol ične parc i ja lne d i ferenci ja lne jednač ine d rugog 
reda. U p ro računu je ko r i ščena error funkc i ja , t. j. Gaus-
sova funkc i ja g reške . 
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Z U S A M M E N F A S S U N G 

In d e r A r b e i t vve rden g e n a u e a n a l i t i s c h e F o r m e l n f u r d i e B e -
s t i m m u n g d e r K o n z e n t r a t i o n be i d e r D i f f u s i o n v o n C h r o m in a 
— Fe ( k = 1) u n d y — Fe (k = 2) a ls F u n k t i o n d e r Ze i t g e g e b e n . 
E b e n s o s i n d a u c h d ie p a r t i e l l e n D i f f u s i o n s k o e f f i z i e n t e b e s t i m m t 
w o r d e n . A l l g e m e i n g e s a g t , d a s P r o b l e m d e r D i f f u s i o n s c h r o m i e -

r u n g is t m i t H i l fe d e r p a r a b o l i s c h e n p a r t i a l - d i f f e r e n t i a l G l e i c h u n g 
z w e i t e r R e i h e g e l o s s t vvorden . In d e r B e r e c h n u n g ist d ie E r r o r 
F u n k t i o n d . h. d i e G a u s s - F u n k t i o n d e r F e h l e r a n g e w e n d e t vvor-
d e n . 

S U M M A R Y 

P a p e r p r o v e s t h e e x a c t ana l y t i ca l e q u a t i o n s f o r d e t e r m i n i n g 
c o n c e n t r a t i o n s in c h r o m i u m d i f f u s i o n i n t o a — Fe (k = 1) a n d y 
— Fe (k = 2) as t i rne f u n c t i o n s . A l s o pa r t i a l d i f f u s i o n c o e f f i -
c i e n t s vvere d e t e r m i n e d . In g e n e r a l , t h e p r o b l e m of d i f f u s i o n 

c h r o m e p l a t i n g is s o l v e d by p a r a b o l i c pa r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n 
o f s e c o n d o r d e r . In c a l c u l a t i o n t h e e r r o r f u n c t i o n , i. e. G a u s s e r -
r o r f u n c t i o n , vvas a p p l i e d . 

3AKJ1KDHEHHE 

B xoae pa6oTbi flOKa3aHbi ar3aKTHbie aHajiMTHMecKHe $op-
My/ibi jjnp onpeae^eHMR KornjempaLiHM npM flH())ct)y3MM xpoivia B 
a — Fe (k = 1) n y — Fe (k = 2) KaK <t>yHKi4MH BpeMeHM. Ta ione 
onpeae / ieHbi n napuMa/ ibHbie flM00y3MOHHbie KoattictjmjMeHTbi. B 

o6meM peujeHa npoS^eMMa flH(J)(t)y3Horo xpoMMpoBaHHH c no-
MOMbHD napa6o/iHHecKoro napuHa^bHoro fln0epeHuna^bHoro 
ypaBHeHMH B T o p o r o Knacca . PacneT npoM3BeaeH c noMonbio 
appop <t>yHKunM. T. e. L~aycc0B0M <J)yHKunn OUJH6KM. 


