VPRASANJA IN ODGOVORI

Dragi bralci, v ¢etrti stevilki prejsnjega letnika smo zastavili nalogo o ge-
pardu, ki lovi gazelo. Veseli smo, da je naloga naletela na dober odziv, in v
povzetku odgovorov vam bomo predstavili glavni oris resitve. Seveda smo
imeli odgovor ,,na zalogi® in se z izjemo nekaterih podrobnosti ujema s ti-
stim, ki ga je v knjigi ,Navadne diferencialne enac¢be in variacijski racun®
opisal ze France Krizanic. Na to resitev so nas opozorili tudi pozorni bralci.

Povzemimo nalogo: v zacetku je gazela v izhodis¢u koordinatnega sis-
tema, ko opazi geparda pa za¢ne bezati v smeri osi y s hitrostjo vg. Gepard
je na zacetku na osi x pri koordinati —zg < 0, nato pa lovi gazelo s stalno
hitrostjo vy tako, da je vseskozi usmerjen proti gazeli. Gepard ujame gazelo
v tocki (0,yp).

Gibanje geparda je opisano s parametriéno krivuljo ¢ — (z(t),y(t)).
Ocitno je t — x(t) strogo narascajoca funkcija, zato lahko gepardovo pot
opisemo z grafom funkcije y = y(z). Ker je gepard vseskozi obrnjen proti
gazeli, je smerni koeficient tangente na krivuljo y(z) v tocki, ki jo gepard
doseze ob casu t, enak:

dy Yy — vot
g ==y ="——". (1)

Iz te enacbe Zelimo eliminirati ¢as, zato jo prepisemo v xy’ = y — vot in
odvajamo po x: y' + zy” =y — vot’, kjer t' oznacuje dt/dx. Komponenta
gepardove hitrosti v smeri osi z je

dx cos U1
—_— = 3
dt ! ¥ /1 + y/2

Ce to upostevamo v preoblikovani enachi (1), dobimo

zy’ = —kV1+y2,

kjer smo oznacili k = vg/v1. V enacbi lahko lo¢imo spremenljivki

dy’ dx

/1 + y12 - ?
in integriramo. Integral na levi spada med osnovne integrale in ga lahko
napisemo kot arshy’ ali pa kot dolgi logaritem In(y’ + /42 + 1). Dobimo
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arshy’ = —kln|z| + ¢. Zacetni pogoj narekuje, da je odvod gepardove
krivulje enak ni¢, saj je gepard obrnjen proti gazeli, ki je takrat v izhodis¢u:
0= —Inaf + cin zato

k k
0 shln 20

[ L

Z uporabo shz = (e — e~*) dobimo

/=3 (- S)

Ponovno integriramo in upostevamo zacetni pogoj y(—xg) = 0:

1 [ (—z)ktlgk pk(—g)l-k ok
y=- ( ) 0o 0( ) + 0 5. (2>
1+ k 1—-k 1—-k

y =shln

Na podoben nacin pridemo do enakega rezultata, ¢e najprej zapiSemo
dolzino poti, ki jo do trenutka ¢ opravi gepard: s = v1t. Pot izrazimo Se s
krivuljnim integralom in dobimo zvezo:

1 €T
t:/ V1+y?de. (3)
U1 z0
V tem casu gazela pritece vzdolz osi y do vgt. Ker je gepard usmerjen proti

x
y—k/ V1+y?dx
,_y—UOt: o

T T

gazeli, velja

Enac¢bo pomnozimo z x in odvajamo po x. Spomnimo: ¢e odvajamo integral
neke funkcije po spremenljivki v meji, je tak odvod enak vrednosti funkcije
na meji: & Joo i f(w) du = f(z). Dobimo seveda enako kot prej

y/_’_yllxzyl_k /1+y/2

Pot geparda za tri razlicna razmerja hitrosti £k = 0.1; 0.5; 0.8 kaze slika
1. Kadar je gepard le malo hitrejsi od gazele (k — 1), se krivulja skoraj
asimptoti¢no priblizuje navpic¢ni osi in lov lahko traja zelo dolgo.

Cas, ki ga gepard potrebuje, da ujame gazelo, bi lahko izracunali iz (3).
Lazje pa pridemo do istega rezultata, Ce izra¢unamo cas, ki ga do konca
porabi gazela. Konec se zgodi v tocki (0,yp) na osi y. Te tocke ni tezko
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¥/Xo

Slika 1

izracunati iz (2): yo = 1]?,22-

Do te tocke gazela tece s konstantno hitrostjo
v in za pot potrebuje

b= =)
Pri k — 1 gre cas t — oco. Za k > 1 bi dobili t < 0, kar pa ni fizikalno
smiseln rezultat. Ce je gepard pocasnejsi od gazele, je seveda ne bo ujel.

Povejmo se zgodbo o kmetu in prasicku. Kmet stoji v oglis¢u kvadratne
ograde, v oglis¢u diagonalno nasproti zeva luknja, prasicek pa je v sosednjem
oglis¢u. Prasicek se v trenutku, ko za¢nemo meriti cas, pozene s hitrostjo
vg proti luknji, kmet pa, enako kot prej gepard, s hitrostjo v, ves ¢as tece v
smeri proti prasicku. KolikSna vsaj mora biti kmetova hitrost, da prasicka
ujame pred luknjo? NajmanjSo hitrost potrebuje v mejnem primeru, ko
prasicka ujame pri luknji. Krivulja gibanja kmeta je enaka kot pri gepardu.
Kmet ujame prasicka, ¢e je y(z = 0) = xo, saj smo privzeli kvadratno
ogrado. Pogoju zadosti k, ki je resitev enacbe k = 1—k?. Fizikalno smiselna
resitev je k = (v/5 — 1)/2 oziroma v = (/5 + 1)vg/2 ~ 1.618uy.

Ob obravnavi naloge z gepardom se je cenjenemu bralcu porodila po-
dobna zanimiva naloga, ki vam jo podajamo v premislek. Ime naloge je
Gospod Hulot in njegov pes gresta na sprehod. Pes je na vrvici, ki jo g. Hu-
lot krajSa z enakomerno hitrostjo. Po kaksni krivulji se giblje pes, ¢e g. Hulot
koraka s konstantno hitrostjo naravnost v smeri pravokotno na zacetno smer
vrvice?

Ales Mohorié
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