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Uvod.

§ 1. Pojasnila,

Stvari vsakdanjega Zivljenja in tudi naSega misljenja
so ali iste vrste ali raznih vrst. Stvari iste vrste
more§ zameniti drugo za drugo ali popolnoma ali vsaj
deloma; stvari raznih vrst pa se ne dado tako zamenjavati.

Ako imamo mnoZino stvari iste vrste, pravimo vsaki
stvari enota; izraz za vse stvari te mnoZine se zove
Stevilo. S Stevilom dolotamo, koliko istovrstnih stvari
imamo v mislih. Enote sestavljajo Stevilo.

Kadar pridenemo enoti enoto, z dobljenim &tevilom
spojimo enoto in to ponavljamo, tedaj Stejemo. Vrsti
Stevil, ki jo dobimo pri Stetju, pravimo naravna Ste-
vilna vrsta. V govoru izrazamo &tevila naravne &tevilne
vrste s posebnimi imeni (s 8tevniki) in v pismu jih
predofujemo s posebnimi znaki (s 8tevilkami).

Ako se pri Stetju ne oziramo na to, katere vrste je
enota, dobimo neimenovana Stevila; &e pa pri Stetju
povemo tudi vrsto enote, dobimo imenovana Stevila.

Naravno S§tevilno vrsto predoéimo s sliko, ako na-
¢rtamo na poluomejeni premici ali na polutraku 4B od

8 9

4 5 6 i
' 1 1

AN oL T e
krajis¥a 4 enake daljice drugo poleg druge. Vsaka taka
daljica predstavlja enoto; dve daljici skupaj predofujeta
Stevilo ,dve“, tri daljice skupaj dado Ztevilo ,tri* i t. d.

Stevila, ki izrazajo dolofeno mnoZino enot, se ime-
nujejo posebna Ftevila; piSejo se z arabskimi Stevil-
kami 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Stevila, ki izraZajo ne-
doloteno mnozino enot, se imenujejo ob&na Stevila;
piSejo se navadno z latinskimi érkami. Crka je znak vsa-

krine mnoZine enot; e se ista ¢rka ponavlja v enem
1g,r

S B

Matek, Aritmetika.

Istovrstne in
raznovrstne -
stvari = gleich-
artige und
ungleichartige
Dinge.
Enota = die Ein-
heit. Stevilo =
die Zahl.

Steti. Naravna
Stevilna vrsta =
die natiirliche
Zahlenreihe.
Stevnik = das
Zahlwort. Ste-
vilka = die Ziffer,
Imenovana in ne-
imenovana Ste-
vila = benannte
und unbenannte
Zahlen.

Predodevanje
naravne Stevilne
vrste s sliko.

Posebno Stevilo
= besondere
Zahl. Ob&no Ste-
vilo=allgemeine
Zahl.



Radunati. Znesek
= das Resultat.

Aritmetika = die
Arithmetik.
Posebna in ob&na
aritmetika = be-
sondere und all-
gemeine Arith-
metik. Algebra=
die Algebra.
Stevilni izraz =
der Zahlenaus-
druck. Oklepaj —
die Klammer.

Zameniti = sub-
stituieren.

Enaki Stevilni
izrazi.

Enadba = die
Gleichung. Enad-
bena dela = Teile

der Gleichung.

Neenaki Stevilni
izrazi.
Neenadba = die
Ungleichung.

Enadaj = das
Gleichheits-
zeichen.
Neenadaj = das
Ungleichheits-
zeichen.
Kolidina = die
Gribe.

2

in istem ra¢unu, pomeni vsakikrat istotoliko enot, kolikor
jih je pomenila prvikrat. Razli¢ne ¢rke zaznamujejo raz-
liéna Stevila. Glavni razlotek med posebnim in ob&nim Ste-
vilom je ta, da posebno $tevilo zavzema dolofeno, obZno
stevilo pa nedolofeno mesto v naravni Stevilni vrsti.

Kadar spajamo Stevila med seboj po dolofenih pra-
vilih, tedaj raunamo. Stevilo, ki ga najdemo pri radunanju,
se zove znesek ali rezultat.

Nauk o $tevilih in njih medsebojnih zvezah je arit-
metika. Ce se aritmetika peta le s posebnimi Stevili, se
zove posebna aritmetika; fe pa se aritmetika pela
7z obénimi Stevili, se imenuje ob&na aritmetika. Ob&na
aritmetika se zove tudi algebra.

Vsakemu znaku, ki ga rabimo za Stevilo, pravimo
Stevilni izraz Ako spojimo dva ali vet enostavnih
Stevilnih izrazov v celoto, stvorimo sestavljene Ste-
vilne izraze. Kadar spajamo sestavljene Stevilne izraze med
seboj, devamo jih v oklepaje. Oklepaji so raznovrstni:
okrogli (), oglati [] in zaviti {}. Kadar je treba
okleniti oklepaj, rabimo raznovrstne oklepaje.

Ako postavimo v Stevilne izraze namesto obénih Stevil
posebna Stevila ter izvrSimo s temi Stevili nakazane ra-
¢unske nadine, pravimo, da zamenimo.

Ako pomenita Stevilna izraza ¢ in b isto Stevilo,
pravimo, da sta izraza enaka, v znakih « = 0.

Dva izenafena Stevilna izraza tvorita enadébo ter
se zoveta enalbena dela. Vsako enalbo utegnemo
Citati ali od leve proti desni ali pa obratno od desne
proti levi.

Ako ima izraz ¢ vet enot nego izraz b, pravimo,
da je a vetji ko b, v znakih ¢ > b. Ce pa ima @ manj
enot nego b, je ¢ manjsi ko b, v znakih a < b.

Znak — se imenuje enacaj; znak > ali <  se pa
zove neenadaj. V votlino neenadaja piSemo vedji izraz,
pred vrh neenataja pa manjSega.

Vsaka stvar, ki je sestavljena iz enakih delov ali iz
delov iste vrste ali se da vsaj tako misliti, se imenuje
koli¢ina. Bistvena lastnost vsake koli¢ine je, da jo mo-
remo povefati in zmanjSati.
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Stevila smemo smatrati za kolidine; zakaj vsako
Stevilo ima lastnosti, ki se pripisavajo koliéinam. Razen
Stevilnih koli¢in imamo Se prostorske koli¢ine
(telesa, ploskve, &rte), fizikalne kolidine i. t. d. Nauk
o Stevilnih koli¢inah je aritmetika, nauk o prostorskih
koli¢inah geometrija, nauk o Stevilnih in prostorskih
koli¢inah sploh pa matematika. Aritmetika in geome-
trija sta dela matematike.

Podlaga vseh matemati¢nih izrekov so osnovne
resnice, to so resnice, ki so same po sebi razumljive.
Matematitne osnovne resnice so te-le:

1. Enake koli¢ine sme§ povsod zameniti
med seboj.

2. Ako izpremenis8 enake kolid¢ine na isti
natin, najdes enake kolidine.

3. Vsaka celota je tolika, kolikrini so vsi
deli te celote skupaj; torej je vsaka celota
vedja ko del te celote.

Na podlagi matematitnih osnovnih resnic in s po-
modjo doloenih pojasnil uéi algebra pravila, po katerih
se mora racunati (ratunske zakone), izvaja last-
nosti Stevilnih izrazov in kaZe na nalogah, kako
se uporabljajo ratunski zakoni in lastnosti Stevilnih iz-
razov.

Primerjaj uvod v geometriji!

J*

Matematika =
die Mathematik.

Osnovna resnica
= der Grundsatz
oder das Axiom.

Matematién®
osnovne resnice.

Kaj uéi algebra.

Ratunski zakon

= das Rechen-
gesetz,



Sestevati = ad-
dieren.
SeStevanec —
der Summand.
Vsota = die
Summe.

Kako izvrsi§ se-
Stevanje dveh
stevil. Nakazano
seStevanje. Na-
kazana in izradu-
nana vsota.

Kako izvrsi§ se-
Stevanje treh ali
ved Stevil

L Osnovni racunski nacini s celimi Stevili.

A. Ra¢unska naéina prve stopnje.
§ 2. Sestevanje. :

Dve ali ve¢ dolo¢enih &tevil sesteti se pravi, po-
iskati novo &tevilo, ki ima toliko enot, kolikor jih imajo
dolotena Stevila skupaj. Stevila, ki se seitevajo, se ime-
nujejo sedtevanci ali sumandi; Stevilo pa, katerega
i%%e§, se zove vsota. Znak seStevanja je stojeti kriz |-,
ki se &ita ,vet* ali ,plus“; stavi se med sumande.

Stevili «in b seStejes, ako poiSeS v naravni Stevilni
vrsti prvi sumand ¢ ter StejeS za toliko enot dalje (na-
prej), kolikor jih ima drugi sumand b. Stevilo a - b, do
katerega prided na ta nadin, je vsota, kojo i§GeS. Stevilni
izraz

a-+b

ima dvojen pomen. Ta izraz pomeni, da je treba Stevilu @
pristeti Stevilo b (nakazano seStevanje); isti izraz
pomeni tudi vsoto Stevil ¢ in b (nakazana vsota).
Razen nakazane vsote imamo Se izraéunano vsoto
(navadno pri posebnih &tevilih), t. j. vsota, v kateri so
enote sumandov spojene v celoto; v izrafunani vsoti ne
pozna§ ve¢ sumandov. N. pr. 17 je izradunana vsota Stevil
8 in 9, oziroma 10 in 7, 12 in 5 i. t. d. Ako je ftreba
ra¢unati z nakazano vsoto, jo oklenemo ; oklepaj rabimo
tudi, ¢e hotemo vsoto dveh Stevil zaznamovati kakor do-
loteno Stevilo.

- Tri ali ved Stevil seStejeS, ako priStejeS vsoti prvih
dveh sumandov tretji sumand, dobljeni vsoti éetrti sumand

i. t. d. Stevilni izraz
a+bt+ctd

ima dvojen pomen. Ta izraz pomeni, da je treba vsoti
Stevil @ in b priSteti Stevilo ¢ in tej vsoti pristeti Stevilo d:



b

isti izraz pomeni tudi vsoto &tevil a, b, ¢ in d. Kar smo
poprej omenili glede na rabo in pomen oklepaja, velja
tudi tukaj. Kdaj torej piSemo (¢ + b+ ¢ -+ d)?

Sumandi so deli vsote; torej morajo sumandi in
vsota biti ali neimenovana Stevila ali pa Stevila istega
imena, oziroma iste vrste.

Ako so vsi sumandi enaki, se da vsota prav kratko
zaznamovati. N. pr. vsoto

at+at+a-t+ata

zaznamujemo krajSe s ba, t.j. enaki sumand ¢ zapiSemo
samo enkraf, pred njega pa postavimo Stevilo b, ki pove,
kolikokrat se mora seSteti Stevilo a. Istotako zaznamu-
jemo tudi vsoto

a—+ a4 a- ... (mkrat)

krajse z ma. V izrazih 5e in mae imenujemo e glavno
koli¢ino, b (oziroma m) pa koeficient. Koeficient 1
se ne piSe ; torej pomeni ¢ toliko kakor 1a.

Glavna koli¢ina v Stevilnem izrazu se mora toliko-
krat seiteti, kakor pove koeficient, ki stoji pred glavno
koligino. Stevilni izrazi, ki imajo enake glavne koli¢ine,
se imenujejo istoimenski; S&tevilni izrazi z razliénimi
glavnimi kolidinami so pa raznoimenski. Tako sta
n. pr. izraza 6e in 8¢ istoimenska, izraza 3¢ in 4b pa
raznoimenska.

V izrazu ma | ne se mora glavna koli¢ina « seSteti
mEkrat in nkrat, t.j. skupaj (m -+ n)krat, v znakih

ma |+ na = (m -+ n)a.
Istoimenske izraze torej seSteje§, ako
seStejes njih koeficiente in pridrzi§ skupno
glavno koli¢ino.

Raznoimenske izraze seStejeS, ako na-
kaze8 seStevanje. N. pr.

4a-+5b+6e

Kdaj je vsota
imenovano, kdaj
neimenovano
Stevilo.

Glavnakolidina=

die Hauptgrsfe.

Koeficient = der
Koeffizient.

Istoimenski in
raznoimenski
Stevilni izrazi =
gleichnamige und
ungleichnamige
Zahlenausdriicke.

Kako seitevas
istoimenske,
kako raznoimen-
ske izraze.



Zakon o zame-
njavi sumandov
= das Kommuta-
tionsgesetz der
Addition,

Zakona o zdruZe-
vanju sumandov
= die Assozia-
tionsgesetze der
Addition.

Razresevanje
oklepajev.

V vsaki izmed vsot
«+b in b4«

se nahaja toliko enot kakor v sumandih « in b skupaj;
e

torej J a+b=>b-+a

(e imamo tri ali ve& sumandov, velja isto. Zato smemo reéi:

Isti sumandi dado v vsakem redu isto
vsoto.

V vsaki izmed vsot
(e + b) —{— ¢y (a + ¢) +b, a4 (b — ¢)

je toliko enot, kolikor jih imajo &tevila @, b in ¢ skupaj.
Torej je

(@+0)+ec=(+e¢)+b= ct—{—(()+c~),}t ;

¢+ G+0) = (@tb)+e 2

Vsoti pridtejes Stevilo, ako ga prisStejes
samo enemu sumandu. N. pr.

" (2a-+3b) +4a = 6a | 3,
(2a +3b) +5b = 2a 4 8.

Stevilu priStejes vsoto, ako mu pristejes
njene sumande drugega za drugim. N. pr.

6a¢ + (7Ta - 8b) = 13a | 80,
9b L (10e -+ 115) = 206 -+ 10a.

Zadnji dve pravili sta prav pogostoma spojeni v
enem in istem radunu. N. pr.

4a 4+ 7b+2¢) 4+ (ba+3b+4¢) = 9a¢ 1051 3e.

Povej, kako se je izvriilo navedeno seStevanje !

Ako se v ratunu nahaja oklepaj v oklepaju, izvrsis
najprej seitevanje, ki ga nakazuje notranji oklepaj, in
potem zaporedoma seStevanja, ki jih nakazujejo naslednji
oklepaji. Tako izgine iz ratuna oklepaj za oklepajem. N. pr.

(e +48) + @a+ )] - [(Ba -+ 6b) + (a 78] ==
— [Ta+bb] + [4a +130] = 11a - 180,



§ 3. Odstevanje.
Naloge kakor

b2 =49a ali ?210=a

se reSujejo po drugem racunskem naéinu, Ki se zove odste-
vanje. Kaj poznamo in &esa iS¢emo v navedenih nalogah ?

OdStevati se pravi iz vsote dveh Stevil («) in iz
enega sumanda (b) poiskati drugega. Dolofena vsota se
imenuje zmanjSevanec ali minuend, dolo¢eni su-
mand se zove odStevanec ali subtrahend in su-
mandu, ki ga i8¢eS, se pravi razlika (ostanek, diferenca).
Znak odStevanja je vodoravna &rta —, ki se Cita ,manj*
ali ,minus®“; stavi se med minuend in subtrahend. Pred
znakom odstevanja stoji minuend, za znakom odStevanja
pa subtrahend.

Od Stevila @ odStejes Stevilo b na dva naéina. Z
ozirom na prvo zgoraj navedeno nalogo je treba od Ste-
vila b za toliko enot dalje Steti v naravni Stevilni vrsti,
da prides do Stevila «; Stevilo, ki pove, za koliko enot
si moral Steti naprej, je razlika. Razlika dolo¢a torej raz-
daljo v naravni Stevilni vrsti od subtrahenda b do mi-
nuenda @¢. — Z ozirom na drugo zgoraj navedeno nalogo
najdes razliko, ako Steje$ v naravni Ztevilni vrsti od Ste-

vila @ za b enot nazaj. Stevilo, do katerega pride$ na ta

naéin, je razlika. Da moras v prvem in drugem sludaju
dobiti isti rezultat, je zaradi zakona o zamenjavi su-
mandov jasno.

Stevilni izraz g,
ima dvojen pomen. Ta izraz pomeni, da je treba od Ste-
vila ¢ odSteti Stevilo b (nakazano odstevanje); isti
izraz pomeni tudi razliko &tevil ¢ inb (nakazana raz-
lika). Razen nakazane razlike imamo Se izracunano
razliko (navadno pri posebnih &tevilih); v izrafunani
razliki ne pozna§ niti minuenda niti subtrahenda. N. pr.
5 je izratunana razlika Stevil 9 in 4, oziroma 12 in 7 i.t.d.
AKko je treba rafunati z nakazano razliko, jo oklenemo;
oklepaj sluzi tudi, ¢e hotemo nakazano razliko dveh Stevil
zaznamovati kakor dolo¢eno Stevilo.

Odstevati = sub-
trahieren. Zmanj-
Sevanec — der
Minuend. OdSte-
vanec — der
Subtrahend. Raz-
lika = die Diffe-
renz.

Kako izvr3is od-
Stevanje,

Nakazano odSte-
vanje. Nakazana
in izratunana
razlika.



Razlikina last-
nost.

Kdaj se Stevilo
ne izpremeni.

Kako odStevas
istoimenske,
kako razno-

imenske izraze.

Radunski zakoni.

Stevila pri oditevanju so ali neimenovana Stevila ali
pa Stevila istega imena, oziroma iste vrste. Zakaj?

Ako seStejes razliko in subtrahend, dobis
minuend za vsoto, v znakih

(¢ —0b) b = a.

Stevilo se ne izpremeni, ako mu pristejes
in od8tejes (oziroma odStejed in pristejes) eno
in isto Stevilo, v znakih

¢ =(@+b—b=(a—b)+b.

Zakaj jasno je, da se Stevilo ¢ ne more izpremeniti, ako
Steje§ v naravni Stevilni vrsti od Stevila ¢ za & enot na-
prej in potem za istotoliko enot nazaj, ali ako StejeS od
Stevila @ za b enot nazaj in potem za istotoliko enot
napre;j.

V izrazu mae — ne se mora glavna koli¢ina « sesteti
mkrat in potem od te vsote odvzeti nkrat; torej ostane
glavna koli¢ina Se (m — n)krat kakor sumand, v znakih

ma — na = (m — n) a.

Istoimenske izraze oditevasi, ako odStejes
njih koeficiente in pridrZis skupno glavno
koligino. O resni¢nosti tega pravila se tudi prepricas,
ako pristejes razliki subtrahend. :

Raznoimenske izraze od3tevas, ako na-
kaze& odStevanje. N. pr.

ma — nb,

Od vsote odstejes S§tevilo, ako ga odStejes
od enega sumanda, v znakih

@+b)—c=@—c)+b=at+@0—c. .. .L
Zakaj jasno je, da zmanjSa8 vsoto « -+ b za ¢ enot, ako
zmanjSa8 sumand ¢ ali pa sumand b za ¢ enot. N. pr.

(ba -+ 8b) — 3a = 2a - 8b,
(ba + 8b) — Hb = Ha | 3b.



V enacbi pod I se nahaja tudi pravilo:

Za rezultat je vseeno, v katerem redu
izvr8is seStevanje in odS8tevanje dolo&enih
Stevil, v znakih (¢ b)) — ¢ = (¢ — ¢) | b.

Razlika @« — b pomeni razdaljo v naravni Stevilni
vrsti od subtrahenda b do minuenda ¢. Primerjaj sliko !

| B T S R (I v DR S @, e .
1 | Bl | | R |

3
>

Ce se minuend a poveta, oziroma zmanjsa za nekoliko
enot, se mora tudi razdalja od b do a povefati, oziroma
zmanjlati za istotoliko enot. Ce se subtrahend b poveda,
oziroma zmanj$a za nekoliko enot, se razdalja med & in a
zmanj8a, oziroma poveca za istotoliko enot. Ce se mi-
nuend ¢ in subtrahend & obenem povefata ali zmanjsata
za istotoliko enot, mora razdalja med b in @ ostati ista.
Torej smemo redi:

Razliki pri&tejes §tevilo, ako ga pridtejes
minuendu ali pa od&tejes od subtrahenda, v
znakih

@—b+ec=(@+c)—b=a—0b—¢ . . .]IL

Zakaj razliko ¢ — b povetaS za c enot, ako povela$
minuend @ za ¢ enot ali pa zmanj$a§ subtrahend b za

¢ enot. N. pr.
(12¢ — 15b) + 4a = 16a — 15,
(120 — 15b) + 6b = 12a — 9b.

Od razlike od3tejes§ &tevilo, ako ga od-
§tejed od minuenda ali pa priStejeS subtra-
hendu, v znakih

@—b) —c=(@—¢—b=a—(b+4c. ..

Zakaj razliko ¢ — b zmanjSa8 za ¢ enot, ako zmanjsas
minuend « za ¢ enot ali pa povetaS subtrahend b za ¢ enot.

N. pr.
(23a —17b) —14a = 9a — 17,

(234 — 17b) — 85 — 234 — 25b.
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Razlika dveh Stevil se ne izpremeni, ako
pristejes, oziroma odSteje$ od minuenda in
subtrahenda eno in isto 8tevilo, v znakih

e —b = (a +m)— (b m),
a—b = (¢ —m) — (b— m).

Zakaj razlika ¢ — b ostane neizpremenjena, €e povecas

ali zmanjSa$ minuend ¢ in subtrahend b obenem za m enoct.
V enadbah pod IL in III. se nahajata tudi pravili:
Za rezultat je vseeno, v katerem redu iz-

vr8i8 odS8tevanje dolocenih Stevil, v znakih

(@—b—c=(@—c)—0b

Od stevila odStejeS dve ali veé §tevil, ako
odstejeS8 od minuenda vsoto vseh subtrahen-

dov, v znakih
(@a—b)—c=a— b+ c).

Ako obrnemo enatbe pod I, IL in IIL, t. j. ako za-
menimo prvi in drugi enalbeni del med seboj, najdemo
pravila:

at+(b—r¢c) = (a0 —e¢ l
a—(b—¢c) = (e—0b)+e¢ 't

J
«— (b-f¢) = (ct—b)—r?.[

Stevilu pridtejes razliko, ako mu pridtejes
minuend in odSteje$ subtrahend. N. pr.

42 4 (9« — Hy) = 132 — by.

Stevilu od¥tejes razliko, ako mu od&tejes
minuend in priStejes subtrahend. N. pr.

92 — (40 — 3y) = bz + 3.

Stevilu oditeje§ vsoto, ako mu od3tejes
zaporedoma sumand za sumandom. N. pr.

Tz — (4x +5y) = 32— bHy.



§ 4. Algebrajska Stevila.

Razlika ¢« — b pomeni neko Stevilo v naravni Zte-
vilni vrsti, dokler je minuend « ve&ji od subtrahenda b.
Ko pa postane minuend ¢ enak ali manjsi od subtra-
henda 0/, ne moremo razlike ¢ — b doloditi s pomodjo
naravne Stevilne vrste ; kajti ta vrsta se za¢ne s Stevilom 1.
Zaraditega je treba naravno Stevilno vrsto podaljSati in
obenem prvotni pomen stevila primerno razsiriti in sicer
tako, da ostanejo ra¢unski zakoni veljavni tudi za ta sluéaj.

Ako je minuend enak subtrahendu, nima razlika
@ — @ nobene enote, v znakih

i e

Taki razliki pravimo nié¢la. Niéla pomeni torej, da ni-
mamo nobene takSne enote, ki bi bila podlaga rafunu. Iz
tega pomena izvajamo, da se mora ni¢la nahajati v na-
ravni Stevilni vrsti pred Stevilom 1, in da se Stevilo ne
izpremeni, ako mu pri$tejes, oziroma od3tejeS niclo.

Ako je subtrahend b za ¢ enot vedji od minuenda a
(torej b = a | ¢), najdeS vrednost razlike « — b po Ze
znanih ra¢unskih zakonih tako-le:

a—b=a—(a+¢)=(@—a)—c=0—c=—c

Taksno razliko kakor 0 — ¢ ali krajse — ¢ imenujemo
negativno Stevilo. Negativno Stevilo je torej razlika
z minuendom 0, ali pa Stevilo, ki ima pred seboj znak
odstevanja. Ta znak se zove predznak Stevila in se &ita
,minus“, Negativno 8tevilo je manjSe od nicle.

Ako damo Stevilu ¢ zaporedoma vrednosti 1, 2, 3, 4
i. t. d., najdemo vrsto negativnih Stevil

N el gl s L B tdL

ki tvorijo podalj8ek naravne Stevilne vrste.
Stevila naravne Stevilne vrste nimajo nobenega pred-
znaka, dokler se ne oziramo na podaljSek te vrste. Takim
8tevilom pravimo absolutna Stevila. Ce pa se oziramo
na negativna Stevila, dobivajo Stevila naravne Steviloe

Razlikin pomen.

Nidla = die Null.
Pomen nitle in
njene lastnosti.

Negativno Stevilo
= die negative
Zahl. Pomen
negativnega
Stevila.

Absolutno Ste-

vilo = die abso-
lute Zahl. Pozi-
tivno Btevilo =
die positive Zahl.



Relativno ali al-
gebrajsko Stevilo
= die relative
oderalgebraische
Zahl.

PodaljSana 3te-
vilna vrsta = die
erweiterte
Zahlenreihe.

Premikanje v po-
daljSani Stevilni
vrsti.

12 .

vrste predznak -+ (Citaj: plus) in se imenujejo potem
pozitivna Stevila. Pozitivna in negativna Stevila imajo
skupno ime relativna ali algebrajska Stevila.

Enota absolutnih 8tevil je 1 in se imenuje prvotna
ali absolutna enota; enota pozitivnih Stevil je -1 in se
zove pozitivna enotfa; enota negativnih Stevil je — 1 in se
imenuje negativna enota. Absolutna Stevila so sestavljena
iz ene ali ve¢ absolutnih enot, pozitivna iz ene ali ve¢ po-
zitivnih enot, negativna pa iz ene ali ved negativnih enot.
Ali je razlidna pozitivna enota od absolutne?

Ako spojimo naravno Stevilno vrsto s podaljSkom te
vrste, stvorimo neomejeno Stevilno vrsto, ki jo ho¢emo
imenovati podaljSano Stevilno vrsto. To Stevilno
vrsto predofujemo na neomejeni premi &érti ali na traku,
na katerem naértamo od dolo¢ene totke enake daljice na
vsako stran. Doti¢na to¢ka predoéuje niélo, vsaka daljica
pa enoto; daljice na desno od niéle predstavljajo pozitivne
enote, daljice na levo od niéle pa negativne enote. Ena,

premikanje v pozitivno smer

A
¥

premikanje v negativno smer

dve, tri ali ve¢ daljic na desno skupaj predotuje pozi-
tivna Stevila: 1, 42, -+ 3 i.t. d.; ena, dve, tri ali ved
daljic na levo skupaj predstavlja negativna Stevila: — 1,
— 2, — 3 i. t. d. Primerjaj sliko!

V podaljSani Stevilni vrsti lodimo premikanje v
pozitivno in negativno smer. Ce se premikamo od
kakega Stevila v pozitivno smer, pridevamo doti¢nemu &te-
vilu zaporedoma enoto za enoto ali z dotidnim Stevilom
spajamo zaporedoma pozitivne enote. Za kolikor enot se
pomaknemo na desno, toliko enot pridtejemo dotitnemu
Stevilu, ali toliko pozitivnih enot spojimo z dotitnim Ste-
vilom. Ako se pa premikamo od kakega 3tevila v nega-
tivno smer, jemljemo od doti¢nega Stevila zaporedoma enoto
za enoto ali z dotitnim Stevilom spajamo zaporedoma ne-
gativne enote. Za kolikor enot se pomaknemo na levo,
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toliko enot odstejemo od dotitnega Stevila, ali toliko ne-
gativnih enot spojimo z dotiénim Stevilom. Primerjaj sliko!
Pri premikanju v pozitivho smer postajajo Stevila vedno
vedja, pri premikanju v negativno smer pa vedno manjsa.
Torej je 0 > —1 > —2 > —3itd

Pri vsakem algebrajskem Stevilu je treba loéiti pred-
znakin mnoZino enot (absolutno vrednost). Pred-
znak pove, kakfne so enote; absolutna vrednost pa, koliko
enot je v 8tevilu. N. pr. v Stevilu — a je @ negativnih enot.

Stevili --m = 0-m in —m = 0 — m sta v po-
daljSani Stevilni vrsti enako oddaljeni od ni¢le v nasprotno
smer. Taki dve Stevili se imenujeta nasprotni §tevili.
Po dve nasprotni Stevili imata isto absolutno vrednost, pa
razliéna predznaka. Iz — m = 0 — m izvajamo po pojmu
o razliki

(—m) 4+ m = 0, ali tudi (— m) 4 (-Fm) = 0, t.j.

Vsota dveh nasprotnih Stevil je = 0, ali: dve
nasprotni Stevili se uni¢ujeta pri sedtevanju.

Algebrajska Stevila navadno oklepamo, kadar je treba
z njimi radunati. Ko izvr§imo nakazane rafunske naéine,
odpadejo oklepaji.

§ b. Sestevanje algebrajskih Stevil.

Vsota algebrajskih Ztevil izraza tolikko pozitivnih in
negativnih enot, kolikor jih je v sumandih skupaj. Alge-
brajska Stevila sestejeS, ako spojis enote vseh sumandov
s pomodjo podaljSane Stevilne vrste v celoto.

Algebrajski Stevili -}- ¢ in | b sta sestavljeni le iz
pozitivnih enot; v vsoti teh Stevil mora biti ¢ |- b pozi-
tivnih enot, v znakih

Ha+Hb)=-+(@+8b......L

Algebrajski Stevili — a in — b sta sestavljeni le iz
negativnih enot; v vsoti teh Stevil mora biti « —+ b nega-
tivnih enot, v znakih

() le Chly s s ey o

Predznak = das
Vorzeichen.
Absolutna vred-
nost = der ab-
solute Wert.

Nasprotna Ste-
vila = entgegen-
gesetzte Zahlen.
Lastnost na-
sprotnih Stevil.

Kako sedteva$
algebrajska Ste-
vila.
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Algebrajski stevili + @ in — b sta sestavljeni iz na-
sprotnih (pozitivnih in negativnib) enot. Ako je absolutna
vrednost « vetja od b, se b pozitivnih in & negativnih enot
uniduje; torej ostane za vsoto toliko pozitivnih enot, za
kolikor je absolutna vrednost « ve&ja od b, t.j.a« — b po-
zitivnih enot, v znakih

Hae&++—b =-+@—10,c>0b .. . IlL

Algebrajski Stevili — ¢ in 0 sta sestavljeni iz
nasprotnih enot. Ako je absolutna vrednost o vedja od 7,
se b negativnih in b pozitivnih enot uni¢uje; torej ostane
za vsoto @ — b negativnih enotf, v znakih

(—a)F(Hb)=—(@—0b,a>0b. . .1V,

Ako primerjamo v prvem in drugem, oziroma v
tretjem in &etrtem sluaju sumande in vsoto glede na
predznake in absolutne vrednosti, najdemo za porabno
ratunanje te-le pravili:

Dvoje algebrajskih Stevil z istim pred-
znakom seStejeS, ako seStejeS njuni absolutni
vrednosti in pridrzi8 skupni predznak.

Dvoje algebrajskih 8tevil z razli¢nim pred-
znakom seStejes, ako odstejeS njuni absolutni
vrednosti in pridrzi§ predznak ve&je absolutne
vrednosti.

Ako je treba seSteti tri, Stiri ali ved algebrajskih
Stevil, pristejeS vsoti prvih dveh Stevil tretje Stevilo, tej
vsoti detrto Stevilo i.t.d. V@asih ravnad pripravneje, ako
seSteje pozitivne in negativne sumande zase ter spojis
dobljeni vsoti v novo celoto. N. pr.

(—14) + (4 156) + (— 17a) + (—164) - (L 190) —
= (—47a) + (+34a0) = —13a.

Ako so sumandi raznoimenski, zapi§e§ jih
drugega poleg drugega z njihovimi predznaki
vred; pri tem odpadejo oklepaji in znaki seStevanja. Da
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- zaznamuje dobljeni Stevilni izraz vse pozitivne in nega-
tivne sumandske enote, je jasno. N. pr.

(+20) + (— 38) (= B0 - (+40) —
= 2a¢—3b— be4d.

V vsoti algebrajskih Stevil se sme predznak | pri prvem
¢lenu in za enalajem izpuSéati; predznak — se ne sme
nikdar izpustiti.
Vsaka vsota algebrajskih Stevil, kakor n. pr. Algebrajska

vsota = die alge-

iR Sl 9L Gt c) - e e i g braische Summe.

(4 8) + —=08) o) = (=) a=bc—a Mnogodlenik —

- ; : - c das Polynom.
se imenuje algebrajska vsota ali mnogodélenik, Clen=adas Gied.
posamezni sumandi se zovejo &leni. Algebrajska vsota D*OClenk = dus
dveh ¢lenov se zove dvoélenik ali binom, vsota treh = das Trinom.
Clenov pa troélenik ali trinom. Izrazom, ki imajo I"“"é;g]'lt; gar
samo en ¢&len, pravimo enodéleniki ali monomi.

V algebrajski vsoti ali mnogoéleniku

a—b-tc—d

smemo znake -} in — smatrati~ali za predznake doti¢nih
&lenov ali pa tudi za radunske znake. Kajti spajanje po-
zitivnih, oziroma negativnih enot z dolotenim Stevilom se
ujema popolnoma s priStevanjem, oziroma z odStevanjem
absolutnih enot od doti¢nega Stevila.

Po istih pravilih, po katerih seStejemo dvoje alge- Skreevanje v
brajskih Stevil, spojimo (skréimo) v celoto tudi istoimenske s
izraze v mnogoclenikih.

Ako je treba Stevilu, oziroma mnogoéleniku priSteti Kako sestevas
mnogoélenik, moramo z dotitnim Stevilom, oziroma s prvim ""egefienike
mnogotlenikom spojiti vse pozitivne in negativne enote, ki
se nahajajo v drugem mnogoé&leniku. To pa storimo, ako
pristejemo (pripiSemo) Stevilu, oziroma prvemu mnogotle-
niku zaporedoma posamezne ¢lene drugega mnogoélenika.

Torej je

da 31)—%(*2(&—5?)%—(:) =
— 4 —3b—2a —bb+c¢c =2e¢—8b+ec

Mnogoélenike seSteje$, ako zapiSeS nji-
hove &lene drugega poleg drugega z neizpre-



Kako odsteva3
algebrajska
Stevila.

Kako odstevas
mnogodélenike.
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menjenimi predznaki in skréis istoimenske iz-
raze. Da smes oboje naenkrat storiti, se razume samo
po sebi. N. pr.

(Ga—Tb—9c) + (Ba—4b+6¢) = 8a—11b — 3.

§ 6. Odstevanje algebrajskih Stevil.

Algebrajska &Stevila odStevati se pravi, iz vsote dveh
algebrajskih Stevil in iz enega sumanda poiskati drugega.
Tudi pri algebrajskih Stevilih je vsota iz razlike in sub-
trahenda enaka minuendu. Iz te lastnosti izvajamo za od-
Stevanje algebrajskih &tevil pravilo:

Algebrajsko Stevilo odStejeS od algebraj-
skega Stevila, ako pri§teje§ (pripises) neizpre-
menjenemu minuendu subtrahend z nasprotnim
predznakom; kajti v vsoti iz razlike in subtrahenda se
nahaja minuend in dvoje nasprotnih Stevil, ki se uni¢ujeta.

Torej je:
(+a) — +7) Eral G0
(Fa) — (— b)), = (-+a) + (-+ b),
k(=0 = )5 b),
(=a)— (=8 = (—a)+(+

Pristej v navedenih primerih razliki subtrahend.
Kaks&no vsoto najdes?

Od Stevila, oziroma od mnogotlenika odStejeS mnogo-
¢lenik, ako odstejeS od minuenda toliko pozitivnih in ne-
gativnih enot, kolikor se jih nahaja v posameznih sub-
trahendovih ¢&lenih, t. j. ako odStejeS od minuenda zapo-
redoma vsak subtrahendov é&len. Z ozirom na zgoraj na-
vedeno pravilo smemo torej redi:

Mnogoélenike od8tévas&, ako pripifesS neiz-
premenjenemu minuendu subtrahendove ¢lene
z nasprotnimi predznaki in skréis istoimenske
izraze. Da sme§ oboje naenkrat storiti, se razume samo
po sebi. N. pr.

(6a —Tb +9¢) — [(2a —Bb —8¢) — (—a -} 3b—4¢)] =
= (60— T7b+49¢) —[Ba —8b— 4c] = 3a -+ b+ 13¢
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§ 7. SeStevanje in od3tevanje enacb in neenach.

Ako izenadimo dva Stevilna izraza, ki imata enaki
vrednosti, stvorimo enadébo. N.pr. 32 —8 = 2x b,
Izenatena izraza se imenujeta enacbena dela (enad-
beni strani). Vsak teh delov utegne biti sestavljen iz
¢lenov, ki so spojeni med seboj z znakom seStevanja
ali odstevanja. Povej enalbeni strani, enacbene ¢&lene in
kako so ¢&leni zdruZeni med seboj v zgoraj navedeni
enathi!

Vazne so tiste enatbe, v katerih se nahajajo znane
in neznane koliéine. Znane koli¢ine (znanke) zaznamu-
jemo s posebnimi Stevili, v&asih tudi z zaletnimi ¢érkami
abecede ; neznane koli¢ine (neznanke) pa zna¢imo s koné-
nimi érkami x, y, 2, u, v.

Tisto Stevilo, oziroma tisti Stevilni izraz, ki ustreza
enadbi (tvori enadbena dela enaka), se imenuje ena&beni
koren. Enatbi dologiti koren, se pravi enafbo raz-
resiti.

Dolo&eno enatho razresimo, ako jo pretvorimo tako,
da stoji v enem enatbenem delu neznanka sama s koefi-
cientom -1, v drugem delu pa stoje znana Stevila. Raz-
reSena enacha ima torej obliko x — «, kjer pomeni ¢ znano
Stevilo, oziroma znani Stevilni izraz.

Ako izrazimo v znakih, da imata dva Stevilna izraza
neenaki vrednosti, stvorimo neenaé&bo. Tudi v neenacbi
lotimo neenatbena dela (neenaébeni strani) in
neenac¢hene ¢lene.

Enache in neenacébe sestevamo in odStevamo po na-
slednjih pravilih:

@) Ako pristejes (oziroma odSteje8) enakim
Stevilnim izrazom enake izraze, najdeS enake
zneske, v znakih

=0 } ito ¢ = b } oditeto
¢ = gl
té—}—c:b—‘,—([, G e ——h

Navedeni izrek sledi iz matemati¢nih osnovnih resnic.

Matek, Aritmetika. 28Xy

Enagha = die
Gleichung. Enag-
bena dela= Teile

der Gleichung.
Enadbeni &leni =
Glieder der Glei-

chung.

Neznanka = die
Unbekannte.
Znanka.

Enagbeni koren

= die Wurzel der
Gleichung. Raz-
reiti = auflsen.

Oblika razrefene
enadhe,

‘Neenatha = die
Ungleichung.

SeStevanje in od-
Stevanje enath in
neenatb.
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b) Ako priStejed (oziroma odSteje¥) ne-

enakim S§tevilnim

izrazom enake izraze, naj-

de¥ vistem zmislu neenake zneske, v znakih

a>i":

0

l
} selteto (f E {:, } odSteto

a-+c¢ > b-+d

H—r'>h—r.’.

Dokaz. Ako je Stevilo @ za f enot velje od Stevila b,
joa—f=Vbrali papa =041 Iz

(47
(1

77 Z—I_f } sesteto

=0b+d+/

e
R ?]_'—j } oditeto

sledi a-+c
in iz 17

¢
sledi T

R RSy

torej je po osnovnih resnicah

at+c¢c>b+d in a—ec > b—d.

¢) Ako pristejes (oziroma odStejes) enakim
gtevilnim izrazom neenake izraze, najde§ v
istem (oziroma nasprotnem) zmislu neenake

zneske, v znakih

@ =D & @ — b ;
sy } sesteto Bty } odsteto
atc > b4 d, ea—c¢ < b—d.
Dokaz. Iz e = b 3
i sesteto
b= -r—f
sledi atec=@O+ad+7
in iz =
: b : } odsteto
c =d-f
sledi gito={b—d) —f;.

torej je po osnovnih
vanju absolutnih Stevil

resnicah in po pojasnilih o odste-
a+c¢c>btdinae—e < b—d.
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d) Ako pristejes (oziroma odSteje¥) ne-
enakim Stevilnim izrazom neenake izraze v
istem (oziroma nasprotnem) zmislu, najdes ne-
enake izraze v zmislu prvih izrazov, v znakih

&b } - a >b } 2
o ity sesteto e odsteto
a+c > b-+d, a—c¢ >b—d.
Dokaz. = b+ f
okaz. Iz @ b [l—f } SEioto
¢ — d—ug
sledi a0 =0+ )+ (79,
in iz a=b-+4f } odsteto
c=d—yg

sledi a—c¢ = b—d) -+ (+9;
torej je po osnovnih resnicah

¢a+c¢c>b-Fd in a—ec >0b—d.

Naloge.

1. Razresi enadbo 30 —8 = 22} 5. R”:}fj:;"‘“je

Navedeno enatbo razresis, ako odpravi§ iz prvega
enalbenega dela znani élen 8 in iz drugega dela &len 2.
Prvo doseZes, alko pristejes enacbenima deloma Stevilo 8,
drugo pa, ako odstejes od enachenih delov Stevilni izraz
2. Primerjaj naslednjo razresitev.

Razresitev: Preizkus:
30 —8 =215 I.del = 39 — 8 = 31,
8z = 22413 . ILdel = 265 = 31.
% =13,

Iz navedenih pojasnil izvajamo za porabno rafunanje
to-le pravilo:
Vsak &len odpravi$ iz enega enatbenega Prestavljanje dle-
. . . r = das Tre =
dela, ako ga prestavi§ v drugi del z nasprotnim “°;0nim‘_‘; i
predznakom. Glieder.



Preizkus = die
Probe.

Pretvarjanje ne-
enadh.

Preizkus napravis, ako zameni§ v dolofeni enatlbi
neznanko z najdenim korenom ter izratuna§ vrednosti
prvega in drugega dela. Ce se ujemata te vrednosti, si
prav razresil enacho.

2. Razresi enacdbo

8— (4-+bHx) = (b — 6x) -+ (—4 - 2x).
Ako izvrii§ nakazana rafunska nacina, najdes
4 —bHxr = 1— 4.
Ce prestavi§ potem &len 5z v drugi enalbeni del in &len 1
v prvi del ter skréi§ izraze kolikor mogode, dobis

S —
Preizkus:
I del =8— (415 = — 11,
IL del = (b — 18) +(—4 +6) = —11.

3. Dololi mejo za x v neenachi
e — 3+ 2x > 3r—1-+4a.

V navedeni neenadbi mora§ iz prvega dela odpraviti
¢len 2x, iz drugega dela pa ¢lena 1 in 4a. Prvo doseZes,
ako odstejes od obeh neenacthbenih delov Etevilni izraz 2w,
drugo pa, ako pristeje§ (oziroma odstejeS) obema deloma
Stevilo 1 (oziroma izraz 4a). RazreSitev je ta-le:

bea —3+2x > 30 —1-—+4a
ba—3 > a2 —1-44a
ba —2 > x4 4a
¢ — 2 > z

Iz navedenega sledi, da se tudi v neenatbah odpravi
vsak ¢len iz enega dela, ako se postavi v drugi del z na-
sprotnim predznakom.

4. Dolo¢i meji za « v neenadhbi
3x 460 —8<4x+5e—T7<3x+6a—86.

V navedeni neenachi, ki je sestavljena iz treh delov,
odpravi§ &len 3w iz zunanjih delov, ako odstejes od vseh
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treh delov izraz 3w ; iz srednjega neenatbenega dela pa
odpravis &lena He in 7, ako odStejeS (oziroma pristejes)
vsem trem delom izraz ba (oziroma Stevilo 7). RazreSitev
Je ta-le:
3z 460 —8 < 4x+5a—7 < 3x-+6a—6
6a —8 < ax+ba—T7 < 6a—0b
ea—8 < ae—T7T < a—6
o —1 <o < at1l

Na katere izreke se opirajo razreSitve navedenih
enatb in neenach ?

B. Ra¢unska nacina druge stopnije.

§ 8. MnoZenje.

Stevilo mno%iti s &tevilom se pravi, prvo Stevilo
postaviti tolikokrat kot sumand, kakor kaze drugo Stevilo,

v znakih
a X b= a-+a-+a-...bKkrat,

Stevilo, ki se seSteva, se imenuje mnoZenec ali
multiplikand; S8tevilo, ki pove, kolikokrat se mora po-
staviti multiplikand kot sumand, se zove mnozitelj ali
multiplikator; Stevilo, ki ga i8¢e§, je zmnoZek ali
produkt. Multiplikand in multiplikator imata skupno ime
zmnozkova &initelja ali produktova faktorja. Znak
mnozenja je poSevni kriz } ali pika na ¢rti - in se éita
»pomnoZeno¥, ali ,naj se mnozi“, ali ,krat*; stavi se med
faktorja. Multiplikand stoji pred mnoZenskim znakom,
multiplikator pa za mnoZenskim znakom. Pri ob&nih Ste-
vilih se mnoZenski znak navadno izpuSéa ; torej se zapiSe
faktor poleg faktorja brez vsakega znaka, n.pr. ab. Isto-
tako se tudi ravna, ako je eden izmed faktorjev posebno
Ztevilo, n. pr. 45. V tem sludaju se zapiSe posebno Stevilo
pred ob&no Stevilo; posebno &tevilo se zove koeficient,
obéno pa glavna koli¢ina.

Navedeno pojasnilo o mnoZenju je prvotno in velja,
dokler je multiplikator absolutno celo Stevilo. Ce pa po-
stane multiplikator negativno ali ulomljeno Stevilo, nima

MnoZiti = multi-
plizieren.Prvotno
pojasnilo o mno-
Zenju. MnoZenec
= der Multipli-
kand. MnoZitelj=
der Multiplikator.
ZmnoZek = das
Produkt. Cinitelj
= der Faktor.

Ob&no pojasnilo
o mnoZenju.



Katera Stevila so
pri mnoZenju
imenovana. Na-
kazano mno-
fenje. Nakazani
in izradunani
produkt.

Produkt ved
Stevil,

VzmnoZ = die
Potenz.
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navedeno pojasnilo o mnoZenju nobenega pravega zmisla.
Zato je treba Se drugega in sicer obfe veljavnega pojas-
nila o mnoZenju. To pojasnilo je:

Stevilo mno#iti s Stevilom se pravi, produkt doloéiti
iz multiplikanda na isti na&in, kakor nastane multiplikator

iz absolutne enote. N. pr. Stevilo ¢ pomno#i§ s &tevilom b,

ako dolo¢is produkt iz multiplikanda « istotako, kakor na-
stane multiplikator & iz absolutne enote. Ker dobis multi-
plikator b, ako postavis absolutno enoto bkrat kot sumand,
najdes torej produkt, ako postavi§8 multiplikand bkrat kot
sumand. Iz navedenega se vidi, da se ujemata prvotno in
ob&no pojasnilo o mnoZenju.

Iz pojma o mnoZenju sledi, da utegne multiplikand
biti koli¢ina, multiplikator pa ne; produkt se ujema z
multiplikandom gledé na ime.

Stevilni izraz ab ima dvojen pomen. Ta izraz pomeni,
da je treba Stevilo ¢ pomnoziti s Stevilom & (nakazano
mnozenje); isti izraz pomeni tudi produkt Stevil ¢ in b
(nakazani produkt). Razen nakazanega produkta
imamo Se izradunani produkt (navadno pri po-
sebnih Stevilih); v izrafunanem produktu ne poznas niti
multiplikanda niti multiplikatorja. N.pr.24 je izradunani
produkt Stevil 3 in 8.

Produkt treh ali ve& &tevil je tisti konéni produkt,
katerega najdes, ako pomno#i§ produkt prvih dveh Stevil
8 tretjim, novi produkt s &etrtim Stevilom i. t. d. Stevilni
izraz abed ima dvojen pomen. Ta izraz pomeni, da je treba
produkt Stevil @ in b pomnoZiti s Stevilom ¢ in ta produkt
pomnoZiti s Stevilom d; isti izraz pomeni tudi produkt
Stevil a, b, ¢ in d.

Nakazani produkt dveh, treh ali vet &tevil oklenemo,
ako ga hofemo zaznamovati kakor doloeno &tevilo.

Produkte enakih faktorjev imenujemo vzmnozi ali
potence. N. pr.

aw, bbb, ccee, ddddd i. t. d.,
ali krajse:
aib et db s

Kakor kaZejo navedeni primeri, zaznamujemo potence na
okrajani naéin tako, da postavimo ponavljajodi se faktor
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(osnovno Stevilo ali potenéno podlogo) samo en-
krat ter mu pripiS8emo na desni zgoraj Stevilo (potenéni
eksponent), ki naznanja, kolikokrat se mora podloga
postaviti kot faktor. V potenci ¢* je ¢ osnovno Stevilo ali
podloga, 4 pa poteniéni eksponent. Druga potenca se ime-
nuje kvadrat, tretja potenca pa kub doti¢ne podloge.
Izraze o 0% c* CitaS tako-le: ¢ na drugo (potenco), ali:
@ na kvadrat; b na tretjo (potenco), ali: b na kub; ¢ na
tetrto (potenco).
Po pojmu o potencah najdemo :

@3- at = aaa - agae = a3t4 = a’. } b
am.a" = q@a...0 Q4. ..0 = @m0 £
m Krat nkrat

Potence iste podloge mnozis, ako pridrzis
skupno podlogo ter seSteje§ potencéne ekspo-

nente.
g = @+l

aad. ..

—_—

m krat

am . @

Ako se nahaja podloga sama kakor faktor, ravnas
z njo istotako, kakor bi imela eksponent 1. Torej po-
meni «! toliko kakor «, t.j. prva potenca vsakega
Stevila je enaka dotiénemu Stevilu.

Ako so faktorji algebrajska Stevila, mora& pri dolo-
¢evanju produkta gledati na predznak in na absolutno
vrednost. Ker so pozitivha Stevila istega pomena kakor
absolutna, mnozi§ torej algebrajsko Stevilo |- @ (oziroma
— @) 8 pozitivnim Stevilom -|- b, ako postavi§ neizpreme-
njeni multiplikand -} ¢ (oziroma — @) tolikokrat kot su-
mand, kakor kaZe multiplikator - b, v znakih

Fa)- ) =)+ o+t
(0 D) =g+ —ag+...

Da je v prvem sluaju produkt pozitiven, v drugem pa
negativen, je jasno. — Ce je pa multiplikator negativen,
ne moreS produkta doloéiti po prvotnem pojasnilu o mno-
Zenju. Algebrajsko &tevilo -~ « (oziroma — @) mnozis
torej z negativnim Stevilom — b, ako izvajaS produkt iz

— e e

blkrat —
IL

bkrat

—abi,

Osnovno Stevilo
= die Grundzahl.
Podloga = die
Basis.
Potenéni ekspo-
nent = der Po-
tenzexponent.
Kvadrat = das
Quadrat. Kub =
der Kubus.

Kako mno#i$ po-
tence.

Pomen prve po-
tence.

Kako mnoZis
algebrajska Ste-
vila.
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multiplikanda na isti nadin, kakor nastane multiplikator
iz prvotne enote. Ker dobi§ — b, ako vzameS prvotno
enoto (-} 1) nasprotno ter postavi¥ to nasprotno enoto
(t.j. —1) bkrat kot sumand, doloé¢i§ torej produkt, ako

postavis nasprotni multiplikand (t. j. — ¢, oziroma — «)
bkrat kot sumand, v znakih

(+a)-(—b =(—da)+(—a)+...0krat = —ab..IIL
(—a)-(—b) = (+—a)+ (+a) +...bkrat = - ab..IV.

Ako primerjamo faktorje in produkt v prvem in
Getrtem, oziroma v drugem in tretjem slucaju, najdemo
za porabno racunanje ta-le pravila :

Produkt dveh algebrajskih Stevil je po-
zitiven, ako imata faktorja enaka predznaka.

Produkt dveh algebrajskih Stevil je nega-
tiven, ako imata faktorja razli¢na predznaka.

Pri algebrajskih &tevilih najdeS absolutno
vrednost produkta, ako pomnoZzi§ absolutni
vrednosti faktorjev.

Ako je treba tri, Stiri ali vel algebrajskih Stevil po-
mnoziti, dolo¢imo predznak in absolutno vrednost koné-
nega produkta, ako porabimo ponavljajoé navedena pra-
vila. Gledé na predznak konénega produkta najdemo na
ta naéin pravilo:

Produkt algebrajskih Stevil je pozitiven
(negativen), ako je Stevilo negativnih faktorjev
sodo (liho).

Zakon o zame- Ako predo¢imo ab enot tako-le:
njavi faktorjev =
das Kommuta- 1 + 1 _|_ 1 + S RrAL
tionsgesetz der |
Multiplikation. Lol 1 .. ckrat P
. . . "

14+1+4+1-4 ... akrat
stvorimo b vodoravnih vrst, vsako po « enot, ali pa @ na-
vpi¢nih vrst, vsako po b enot. (e seStejemo te enote po
vodoravnih vrstah, dobimo bkrat po @ enot, t. j. ¢-b; Ce
pa seStejemo iste enote po navpi¢nih vrstah, dobimo ekrat
po b enot, t. j. b+a. Torej je

Gerb— b
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Produktova vrednost se ne izpremeni, ako
zamenis§ faktorja med seboj.

Ta izrek velja za vsako Stevilo neimenovanih fak-
torjev, ker smes zameniti po dva in dva faktorja.

Po pojmu o mnoZenju je

(ab)e = ab -+ eb 4+ ab -+ ... ckrat =

=o¢+eata- ... bkratl
o+ a—+a— ... bkrab

¢+ a—-+a- ... bkrat

¢ vrst.

Ako seitejemo navedena &tevila po vodoravnih vrstah,
dobimo v vsaki vrsti po ab enot in v vseh vrstah skupaj
ckrat po ab enot, t. j. ab.c; e pa SeStejemo ista Stevila
po navpi¢nih vrstah, najdemo v vsaki navpiéni vrsti po
ac enot in v vseh navpiénih vrstah skupaj b krat po @c enot,
t. j. ac « b.

Enote produkta (ab) ¢ pa moremo z ozirom na zakon
o zamenjavi faktorjev urediti tudi tako-le:

(ab) ¢ = ba + ba + ba - --+ ckrat =

— b -!ﬁ b —1— ) "TL -+« @ krat
b ﬁ:— b -%n b wIL ..+ akrat

¢ vrst,
bbb~ -+ akrat

Ce seStejemo te enote po navpi&nih vrstah, dobimo v vsaki

navpi¢ni vrsti po be enot in v vseh navpiénih vrstah skupaj

akrat po be enot, t. j. be - ¢ = a - be. lz navedenega naj-
demo torej pravilo:

(ab) » ¢ = (ac)-b = a- (be), t.].

Produkt pomno#%i8 s $tevilom, ako po-
mnozi§ enega njegovih faktorjev.
Ako obrnemo zadnjo enacbo, najdemo :

a-(be) = (ac) - b = (ab)-c, t.].
Stevilo pomno#i§ s produktom, ako po-

mno%is Stevilo z enim faktorjem in znesek
z drugim faktorjem.

Zakona o zdruZe-
vanjufaktorjev=
die Assoziations-
gesetze der Mul-
tiplikation.
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Kako se mnoZi,

&e je multipli-
kator = 1, ozi-
roma = 0.

Zakoni o delskih
produktih = die
Distributions-
gesetze der Mul-
tiplikation.

Dologeno Stevilo enkrat, oziroma nitkrat postaviti
kot sumand, je brez zmisla. Pomen in rezultat takih mno-
zitev dolo¢imo po Ze znanih radunskih zakonih, ako sma-
tramo namre¢ te zakone voble za veljavne, torej tudi v
navedenih sludajih. Po zakonu o zamenjavi faktorjev in
po pojmu o mnoZenju najdemo :

a-1 I-a:—:lwlLl...ak'mt:az,}t_
g:0=0a=0-10...akrat =0.)

Stevilo se ne izpremeni, ako ga pomno-
Zi§ z 1.

Produkt je = 0, ako je eden izmed fak-
tiorjevi— 0}

Po pojmu o mnoZenju in z ozirom na zakon o za-
menjavi sumandov je

(@e+b+eym = (e+b+¢)4+ (e +b—-+c) +...mEkrat =
= am - bm —+ cm, *t.j.

Vsoto pomnozi§ s Stevilom, ako pomno#Zis
vsak sumand z dotiédnim Stevilom ter seiteje$
delske produkte.

Po ravno navedenem pravilu najdemo z ozirom na
zakon o zamenjavi faktorjev:

m(@+b-+¢) = (@a+ b+ cym = am—+ b - em, t.j.

Stevilo pomnozis z vsoto, ako pomnozis
Stevilo z vsakim sumandom ter selStejes del-
ske produkte.

Ako obrnemo navedena zakona, najdemo :
aum —~-bm +em = (¢ +b -+ e)ym, tj.

Produkte s skupnim faktorjem sedtejes,
ako seStejeS neskupne faktorje vseh prLo-
duktov ter pomnoZi8 to vsoto s skupnim
faktorjem.
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7 ozirom na zgoraj navedena ratunska zakona o
delskih produktih najdemo dalje:

(¢ +b4c¢)(m—n—p) = em—+an—+ xp =
X = (aetbt+o)ym—+ (a+b+c)n-+
+@e+b+c)p =

an - bn -} cn
ap -+ bp -+ cp.

V konénem produktu je vsak multiplikandov &len pomnozen
z vsakim multiplikatorjevim ¢lenom. Torej smemo reéi:

Vsoto pomno%i§ z vsoto, ako pomno#zis§
vsak multiplikandov &len z vsakim multi-
plikatorjevim ¢&¢lenom ter sesteje¥ delske
produkte.

Ker veljajo pravila o mnoZenju vsot za vsako vsoto,
torej tudi za algebrajske vsote ali mnogoélemke smemo
iz navedenega izvajati:

Mnogoélenik pomno%is s Stevilom, ako po-
mno#i& vsak ¢len z dotiénim Stevilom ter al-
gebrajsko seStejes delske produkte (t. j. zapiSes
jih drugega poleg drugega z neizpremenjenimi predznaki).

Stevilo pomnoZzi§ z mnogoélenikom, ako
pomno%i§ Stevilo z vsakim é&élenom ter alge-
brajsko seitejed delske produkte.

Mnogoélenik pomno%is z mnogocélenikom,
ako pomno#i§ vsak multiplikandov &len z vsa-
kim multiplikatorjevim &lenom ter algebraj-
sko se8tejes delske produkte. Vkonénem produktu
skri§ izraze, kolikor je mogode. Da to laze izvr8i§, urediS
pred mnoZenjem oba mnogotlenika na isti na&in ter piSes
med mnoZenjem istoimenske izraze drugega pod drugega.
Mnogotlenik uredi§ po padajo¢ih (pojemajotih) potencah,
ako postavi§ na prvo mesto najvi§jo potenco in potem
nizje in niZje potence; Ge pa postavi§ na prvo mesto ¢len
brez potence ali z najmanjSo potenco in potem viSje in
vije potence, uredi§ mnogoélenik po rastoéih potencah.

J' am — bm —- cm

Kako se mnoZijo
mnogotleniki.
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Tako je n. pr. mnogoflenik bHa® — 2a?b | 3ab® — 40°
urejen po padajoCih potencah z ozirom na podlogo ¢ in
po rastodih potencah z ozirom na podlogo 4. N. pr.

82— 1122 & 3z — 13) (B2 —x—9)
24x° — 33at + 9u® — 39a°
— 8ot tlzt— 322t 13«
— 7223 4 9922 — 272 - 117
2425 = 41a* — 5228 | B7a? — 142 117,

s S pomodjo pojma o potencah in zadnjega zakona
binoma. naj doiio: : ‘
(¢ +0)2 = (6 +b) (6 +b) = a® +2ab 4 1® =
= a? = b* -2 ab. l
(¢ —0)2 = (a—0b)(e—10b) = a®—2ab+ b = [
— g2 | b2 — 24b.
GLBya—) = a2 1A

(@+0)P = (a+0b) (e D) (e +b) =
= a® -+ 3a%b + 3ab? 4 b5 l

(wwyzw_mmﬁmmmzl
= a* — 3a® -+ 3 ab®> — 07,

Kvadrat vsote (razlike) dveh Stevil je enak
vsoti kvadratov teh Stevil, povefani (zmanj-
Sani) za dvojni produkt obeh Stevil.

Produkt iz vsote in razlike dveh Stevil je
enak razliki kvadratov obeh Stevil.

Kub vsakega binoma je algebrajska vsota:
1.iz kuba prvega &lena; 2.iz trojnega kvadrata
prvega &lena, pomnoZenega z drugim &¢lenom;
3. iz trojnega prvega ¢lena, pomnoZenega s
kvadratom drugega ¢lena; 4. iz kuba drugega
¢lena. Pri vsoti so vsi C¢leni pozitivni, pri razliki pa sta
drugi in &etrti &len negativna.
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§ 9. Deljenje.
Naloge kakor

paaetii=—a calid o PiE iy

se reSujejo po Cetrtem rafunskem nadinu, ki se zove de-
ljenje. Kaj poznamo, €esa i8¢emo v navedenih nalogah?

Deliti se pravi, iz produkta dveh faktorjev in iz
enega faktorja poiskati drugega. Produkt dveh faktorjev
se imenuje deljenec ali dividend; doloceni faktor se
zove delitelj ali divizor; faktorju, katerega iSCes, se
pravi koliénik ali kvocijent. Deljenje znatita dve piki,
stojeti druga nad drugo (:) ali pa vodoravna Crta (—).
Ako rabimo prvi znak, zapiSemo dividend pred znak de-
ljenja, divizor pa za znakom deljenja; ¥e pa rabimo drugi
znak, stavimo dividend nad &rto, divizor pa pod Crto.
Zgoraj navedeno nalogo zapiSemo torej tako-le:

a:b = ? ali pa % =
(¢itaj: @ deljeno z b, ali: @ naj se deli z b, ali pa tudi:
b se nahaja v a).

Stevilo « deli§ s tevilom b na dva nafina. Z ozirom
na prvo zgoraj navedeno nalogo izvriiS deljenje, ako
seStejes &tevilo b tolikokrat, da najde§ Stevilo a, t.j.
divizor » se mora tolikokrat sesteti, kolikorkrat se da
odvzeti od dividenda . Delitev, ki se izvriuje na ta nacin,
se zove merjenje. Pri merjenju se torej preiskuje, ko-
likokrat se divizor nahaja v dividendu. Dividend in divizor
utegneta biti ali neimenovani Stevili ali pa kolidini iste
vrste; kvocijent je vselej neimenovano Stevilo, ki pove,
kolikokrat se divizor nahaja v dividendu. — Z ozirom
na drugo zgoraj navedeno nalogo izvrSi§ deljenje, ako
poidded taksno &tevilo, ki ga morad bkrat seSteti, da naj-

de¥ dividend a. Stevilo, katerega iS¢e¥, je torej toliki del

dividenda, kakor kaZe divizor. Vsaka delitev v tem zmislu
se imenuje pravo deljenje ali deljenje v oZjem
pomenu besede. Pri pravem deljenju se torej razdeli
dividend na toliko enakih delov, kakor kaze divizor. Di-
vidend utegne biti ali neimenovano Stevilo ali pa koligina,

Deliti v Sirjem
pomenu besede=
dividieren. De-
ljenec = der Di-
vidend. Delitelj=
der Divisor. Ko-
liénik = der
Quotient.

Kako izvrdis de-
litev. Merjenje =
das Messen. De-
Ijenje v oZjem
‘pomenu besede
= das Teilen.
Kolidine pri mer-
jenju in pravem
deljenju.



Nakazano de-
ljenje. Nakazani
in izratunani
kvocijent.
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divizor je vselej neimenovano Stevilo; kvocijent je divi-
dendov del in se ravna gledé na ime po dividendu. — Da
mora$ v prvem in drugem sluaju dobiti isti rezultat, ne
oziraje se na njegov pomen, je zaradi zakona o zamenjavi
faktorjev jasno.

Stevilni izraz
a:b ali pa ;f

ima dvojen pomen. Ta izraz pomeni, da je treba Stevilo «
deliti s 3tevilom » (nakazano deljenje); isti izraz
pomeni tudi kvocijent Stevil ¢ in & (nakazani kvo-
cijent). Razen nakazanega kvocijenta imamo Se iz-
ratunani kvocijent (navadno pri posebnih Stevilih);
v izradunanem kvocijentu ne poznaS niti dividenda niti
divizorja. N.pr. 7 je izrafunani kvocijent Stevil 63 in 9.
Ako je treba z nakazanim kvocijentom radunati (posebno,
kadar ima obliko o:0), ga oklenemo; oklepaj rabimo
tudi, e hofemo nakazani kvocijent dveh Stevil zaznamo-
vati kakor dologeno Stevilo.

Iz navedenih pojasnil o deljenju izvajamo:

1. Ako pomnozi§ kvocijent dveh Stevil z
divizorjem, dobi§ dividend kot produkt, v znakih

(:b)-b = a ali Z shi—ia.

2. Ako sta dividend in divizor enaka, je
kvocijent enak 1, v znakih
g var=—=l:
Eajti 19a — o, :
3. Kvocijent je enak dividendu, ée je di-
vizor = 1, v znakih

@l ==ty

kajti ¢ -1 = a.

4. Kvocijent je = 0, ako je dividend = 0, v
znakih
kajti 0.0 = 0.

5. Kvocijent se ne da doloé&iti, ako je di-
vizor = 0. Kajti za kvocijent 0:0 sme$ vzeti vsako
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stevilo x, ker je « - 0 = 0. Kvocijent @ : 0 pa je nemogoc,
ker ni Stevila, ki bi z ni¢lo pomnoZeno dalo produkt e.

6. Stevilo se ne izpremeni, ako ga zapore-
doma pomno%i8 in deli§ (oziroma deli§ in po-
mno%i%) z enim in istim 8tevilom, v znakih

¢« = am:m ali ¢ = =. m;
m

kajti @ - m = am. Primerjaj 1.!

Ako sta dividend in divizor algebrajski Stevili, mora¥
pri dolo¢evanju kvocijenta gledati na dvoje, prvi¢ na pred-
znak, drugi¢ na absolutno vrednost. Ker mora kvocijent,

pomnozen z divizorjem, dati v vsakem sluaju dividend

za produkt, morata torej kvocijent in divizor (faktorja)
imeti enaka predznaka, &e je dividend pozitiven; razli¢na
predznaka pa, ¢e je dividend negativen. Torej je

0D =44,
o e e B
Fa:h=—2,)
oty =—5. |

Iz pavedenih primerov posnamemo za porabno ra-
¢unanje ta-le pravila:

Kvocijent dveh algebrajskih Stevil je po-
zitiven, ako sta dividend in divizor enako za-
Znamovana.

Kvocijent dveh algebrajskih Stevil je ne-
gativen, ako sta dividend in divizor razli¢no
ZazZnamovana. :

Absolutno vrednost kvocijenta izradunas
pri algebrajskih ¥tevilih istotako kakor pri
absolutnih 8tevilih.

Kvocijent (o :b) pomeni toliki del dividenda a, kakor
kaZe divizor b. Ako povedad (zmanjSaS) le dividend «
dve-, tri-, ...nkrat, mora se otividno tudi kvocijent ist'o-
tolikokrat povedati (zmanjiati), t.j. ako pomnoZi§ (delis)

Kako deli alge-
brajska Stevila.

Kvocijentove iz=
premembe,
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le dividend z dolofenim Stevilom, pomnozi (deli§) kvo-
cijent z istim Stevilom in obratno. Ako napravi§ iz divi-
denda o dve-, tri-, ...nkrat ve® (manj) enakih delov,
morajo ti deli postati istotolikokrat manjsi (veéji), t.j. ako
pomnozis (deli§) divizor z dolofenim Stevilom, deli§ (po-
mno%i§) kvocijent z istim Stevilom in obratno. Ako po-
veta$ (zmanjsa8) dividend in divizor obenem istotolikokrat,
se mora kvocijent zaporedoma istotolikokrat povecati in
zmanjSati (oziroma zmanjSati in povedati), torej ostane
neizpremenjen.
Iz navedenih pojasnil izvajamo pravila:

Kvocijent pomno%is s Stevilom, ako po-

‘'mno%is le njegov dividend, ali pa delis le nje-

gov divizor z dotiénim Stevilom, v znakih

a i @ I
— N — e e R e e :
b b b im
Kvocijent deli§ s Stevilom, ako delis le
njegov dividend, ali pa pomno%is le njegov di-
vizor z dotiénim Stevilom, v znakih
a . m (2
—im = —— = — . ... ..o L
b b han
Kvocijent se ne izpremeni, ako pomnozis
(delig) dividend in divizor obenem z istim Ste-

vilom, v znakih
@ am @:m

b bm - bim
V enatbah pod I in I se nahajata tudi pravili:

Za rezultat je vseeno, v katerem redu iz-
vri8i8 deljenje in mnoZenje dolodenih §tevil, v

znakih
@ am

-E-m 3 3
Za rezultat je vseeno, v katerem redu iz-
vr8i8 deljenje dolotenih Stevil, v znakih
a a:_m

—B- iR — —’)L .
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Ako obrnemo enatbe pod L in IL, najdemo pravila :

am a
—;)* = ? M,
(42 a ¢
5—:?—”’ e ?T 7 1 s
a@ @
% = g «m.

Produkt delis s &tevilom, ako deli& le en
faktor z dotiénim &tevilom.

Stevilo deli§ s kvocijentom, ako ga deli§
z dividendom in znesek pomno%i8 z divizorjem.

Stevilo deli§ s produktom, ako ga deli§ z
enim faktorjem in znesek z drugim faktorjem.

Potence iste podloge deli§, ako pridrZi%
skupno podlogo ter oditejeS potendne ekspo-

nente, v znakih

oot et

Rajti am—n. gt — gm,

Vsoto delis s Stevilom, ako deli§ vsak su-
mand s Stevilom ter seStejes delske kvocijente,
v znakih

a b

| . S e
(e+b+c¢)im = +m+m'

m
SRS i (4
Kajti (5 4 % -9-;15) em = a-b-te

Zadnje pravilo velja za vsako vsoto, torej tudi za
algebrajsko vsoto ali mnogoélenik. Zato smemo reci:

Mnogoélenik deli s Stevilom, ako delis
vsak ¢len z dotiénim Stevilom ter algebrajsko
seStejes delske kvocijente.

Produkt iz divizorja in kvocijenta je v vsakem slu-
taju enak dividendu. Ako sta divizor in kvocijent urejena
mnogotlenika, se mora po pravilih 0 mnoZenju mnogo-
¢lenskih izrazov v dividendu nahajati toliko delskih pro-
duktov, kolikor ¢lenov ima kvocijent, in prvi dividendo.v
¢len je produkt iz prvega divizorjevega in prvega kvoci-

jentovega &lena. Prvi kvocijentov &len najdes torej, ako

Matek, Aritmetika. 3r
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deli§ prvi dividendov &len s prvim divizorjevim &lenom.
Ce pomnozi§ potem ves divizor s prvim kvocijentovim
&lenom ter odStejes ta delski produkt od dividenda, naj-
de$ prvi dividendov ostanek, v katerem se nahaja Se
toliko delskih produktov, kolikor ¢lenov Se manjka kvo-
cijentu. Ker je prvi &len urejenega dividendovega ostanka
produkt iz prvega divizorjevega in drugega Kkvocijen-
tovega ¢lena, najdeS torej drugi kvocijentov ¢len, ako
delis prvi ¢len dividendovega ostanka s prvim divizorjevim
¢lenom. Ce pomnoZi§ potem ves divizor z drugim kvoci-
jentovim Elenom ter odStejes ta delski produkt od prvega
dividendovega ostanka, najdeS drugi dividendov ostanek,
v katerem se nahaja e toliko delskih produktov, kolikor
¢lenov Se manjka kvocijentu. Iz urejenega drugega divi-
dendovega ostanka izra¢unad naslednji kvocijentov ¢len
istotako, kakor si doloéil drugi kvocijentov ¢len iz prvega
dividendovega ostanka (oziroma prvi kvocijentov Clen iz
popolnega dividenda) i. t. d. Primerjaj navedeni rafun:

—bab — 7b?) =

(Bat — 26a’h — a®b® — ab® — 420%) : (242
= 4a®— 3ab | 607,

Sa* — 20a3h — 28 a2b2
T 255 B
— 643 27a%02 — 9Qab?
— 6a% - 15a2b2 - 21 ab®

124202 — 30ab3 — 42 b*
124262 — 30ab® — 42 b*
i3 o A
0

ali krajse:

(8a* — 26a% — a?h® — 9ab® — 421 : (24— Bab — Th?) =

— 64327022 — 9ab® — 4a®— 3ab -} 612
124262 — 30ab® — 421
0

Iz navedenega posnamemo za delitev mnogoélenskih
izrazov to-le pravilo:

1. Uredi, prej ko zacne§ deliti, dividend in
divizor na isti nadin.
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2. Prvi kvocijentov ¢len najde§, ako delis
prvi dividendov ¢len s prvim divizorjevim &le-
nom. Potem pomno#i8 ves divizor s prvim kvo-
¢ijentovim ¢lenom ter oditejes§ ta delski pro-
dukt od dividenda. Tako najdes prvi dividendov
ostanek, katerega je treba istotako urediti,
kakor si zac¢etkoma uredil dividend in di-
vizor.

3. Iz prvega dividendovega ostanka izra-
¢unas drugi kvocijentov ¢len na isti naéin, ka-
kor si naSel iz popolnega dividenda prvi kvo-
cijentov &len.

4, Naslednje kvocijentove &lene izrac¢unas
iz naslednjih dividendovih ostankov istotako,
kakor si na8el drugi kvocijentov &len.

Samo po sebi se razume, da zapiSeS v dividendove
ostanke samo toliko ¢&lenov, kolikor jih ravno potrebujes.
Pismeni raéun si prav zdatno okrajSas, ako odstejes delske
produkte Kkar pri njih izradunanju od dividenda, oziroma
od dividendovih ostankov. Primerjaj navedeni ratun! Ako
prideS pri deljenju do ostanka, katerega prvi ¢len ima
glavno koliéino v manjsi potenci ko prvi divizorjev &len,
pretrga8 delitev. V tem sluaju je kvocijent le priblizno
dolo¢en; produkt iz divizorja in kvocijenta je za delitveni
ostanek manjsi od dividenda.

§ 10. MnoZenje in deljenje enach in neenach.

@) Ako mnozi8 (delid) enake Stevilne izraze
7z enakimi izrazi, najde§ enake zneske, v znakih

g = b 7 Ga—h } i
Sy } pomnoZeno iy deljeno
ac—-od, e Y

(s a8

Navedeni izrek sledi iz matemati¢nih osnovnih resnic.

3t
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b) Ako mno%i§ (deli%) neenake Stevilne iz-
raze z enakimi izrazi, najde§ v istem zmislu
neenake zneske, v znakih

6> b } , % } ;
Aott pomnozeno e i deljeno
: b
ac > bd, 3 L
Dokaz. Iz
a:b%f} 5 azbf..} :
g pomnozeno Sy deljeno
: e : : G
sledi ac = bd - df e
torej je po osnovnih resnicah
b

. @
ac > bd in > =

¢) Ako mno%i8 enake 8tevilne izraze z ne-
enakimi izrazi, najde8 v istem zmislu neenake
izraze, v znakih: iz ¢ = b in ¢ > d sledi ac > bd.

Dokaz je popolnoma sli¢en dokazu pod b).

d) Ako mnoZ%i§ vedji §tevilni izraz z vedjim
izrazom, najde8 vedji izraz, v znakih: iz ¢ >
in ¢ > d sledi ac > bd.

Dokaz. Iz o« = b -

T i } pomnozeno
e=—d-1y

sledi ac = bd — (df + bg - f9);

torej je po osnovnih resnicah ac > bd.

¢) Ako deli8 enake Stevilne izraze z ne-
enakimi izrazi, najded v nasprotnem zmislu
neenake izraze, v znakih: iz ¢ = b in ¢ > d sledi

@ b
i e

Dokaz. Ce bi bil kvocijent L Z in bi ta kvocijent
pomnozili z neenatbo ¢ > d, bi dobili % s =t Z - d ali
krajSe ¢ > b, kar nasprotuje pogoju ¢« = b. Torej mora

SZes v ll b
biti = <3 =
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/) Ako deli§ vedji Stevilni izraz z manj§im
izrazom, najdes vedji izraz, v znakih: iz ¢ > b
in ¢ < dsledi & > 2.

Dokaz je popolnoma slifen prejSnjemu.

Naloge.

1. RazreS8i enacho:
2r4+1)(x—3)— (Bxr—4)(2xr +5) = 4 — (2z — 3)>
Navedeno enatbo razresis, ako izvrSiS najprej na-
kazane ratunske nacine v vsakem enachenem delu, potem
prestavi§ ¢&lene z neznanko v en del, znane élene pa v

drugi del, in kon&no deli§ oba enatbena dela z neznan-
kinim koeficientom.

Razregitev:
(222 — Bbx — 3) — (622 T — 20) = 74— (422 — 1221 9)
— 422 — 122 4 17 = 60 — 422 {122
O =— 48

3 r = —2,
Preizkus:

L del = (—8)(—5)—(—10)+1 = 1510 = 25,
IL del — 74— (— 7)2 = 74— 49 — 25,

2. Razresi enadbo:
(122 — Ta® — 3822 — Ta 4 10) : (322 — 42 — b) =
= (22 — 3)(2x -+ 3) -- 4.
Navedeno ena®bo razreSi§, ako postopas istotako
kakor pri prejsnji enalbi.

Razregitev:
42280 — 2 = 42— 9 -4
Sa =23
=gl

Preizkus :

Ldel = (12--7—38+7+10):(3+4—5) =
= (—2):2 = —1, '

)
ILdel = (—5)-1+4+4=—514=—1

RazreSevanje
oklepajev pri
enatbah.
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Dekadiéne enote
= die dekadi-
schen Einheiten.
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3. Doloédi tista cela 8tevila, ki ustrezajo
neenadbi br 9 < 11z — 21 < bz — 3.

Nalogo razresis, ako odpravis iz zunanjih neenacbenih
delov &len Bz, iz srednjega neenatbenega dela pa flen 21,
in potem deli§ vse tri neenalbene dele z neznankinim
koeficientom.

Razregitey:

7 ozirom na pogoj naloge je torej v = 4.
Na Kkatere izreke se opirajo razrelitve navedenih
enacb in neenacb?

C. Lastnosti celih stevil.

§ 1. Stevilni sestavi.

Vsakemu Stevilu se da pridejati enota in z dobljenim
stevilom zopet spojiti enota. Tako postopajo¢ najdemo
neizreéeno veliko Stevil, ki se imenujejo cela Stevila. Ce
ho¥emo ta &tevila izraziti v govoru in predoéiti pismeno,
jo treba za vsako Stevilo posebnega imena in znaka. Pa
teh imen in znakov ne sme biti preveé, da si jih moremo
zapomniti in da ne postane njih raba pretezavna. Zato
so pregledno razvrstili Stevila po skupinah in so izumili
jako enostavna pravila, po katerih je mogoCe s primeroma
pi¢lo mnozieo besed in znakov izraziti v govoru in pred-
ot¢iti pismeno vsa potrebna cela Stevila natanko in doloéno.
Ta pregledna razvrstitev Stevil se imenuje Stevilni se-
stav ali sistem. Vsi omikani narodi rabijo desetiski
ali dekadidni &tevilni sestav. Stevilo 10 urejuje ta
sestav.

V desetiSkem Stevilnem sestavu ne Stejemo nepre-
stano naprej, temvet¢ prenehamo s $tetjem vecékrat. Rav-
namo tako-le. Ko na8tejemo deset prvotnih enot
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(enic ali dekadi¢nih enot brez reda), pretrgamo
Stetje ter zatnemo Steti od kraja in Stejemo zopet do
deset. (e ponavljamo na ta nadin Stetje, nastajajo sku-
pine po deset prvotnih enot. Tem skupinam pravimo
dekadidne enote prvega reda ali krajSe desetice
(10 = 10%). Ko naStejemo s prvotnimi enotami deset
skupin po deset enot, t.j. deset desetic, pretrgamo zopet
Stetje ter zdruZimo te skupine (desetice) v novo in vedjo
celoto, katero imenujemo dekadiéno enoto drugega
reda ali stotico (100 = 10%. Potem zafnemo Steti
zopet od Kkraja, in ko nastejemo deset skupin drugega
reda, t. j. deset stotic, spojimo te nove skupine v vedjo
celoto, ki jo imenujemo dekadi¢no enoto tretjega
reda ali tiso&ico (1000 — 103). Ce nadaljujemo Stetje
na ta naéin, nastajajo vedno nove in vedje skupine, katere
imenujemo dekadi¢ne enote Cetrtega, petega,
Sestega ... reda ali desettisodice, stotiso-
¢ice, milijonice i. t. d. (10000 = 104 100.000 = 107,
1,000.0005= 108550 5),

Iz navedenega spoznamo: deset enic tvori desetico,
deset desetic tvori stotico, deset stotic tvori tisocico
i.t.d. Deset dekadié¢nih enot doloéenega reda
tvori torej dekadidno enoto naslednjega vis-
jega reda.

Vsako celo Stevilo desetiSkega sestava je popolnoma
dolodeno, ako povemo, koliko ima enie, desetic, stotic i. t. d.

Pri pismenem predolevanju celih 8tevil so se deka-
di¢nim enotam odloGila posebna mesta, ki se Stejejo od
desne proti levi. Na prvo mesto piSemo enice, na drugo
desetice, na tretje stotice i.t. d. Znano ali dolo¢eno mno-
#ino enot kateregakoli reda zaznamujemo z arabskimi Ste-
vilkami: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 in z znakom 0, ki pomeni,
da na tistem mestu, kjer stoji ni¢la, ni nobene enote;
neznano ali nedoloteno mnoZino enot kateregakoli reda
pa zaznamujemo s ¢rkami. Vsaka Stevilka naznanja torej
na drugem mestu toliko desetic, na tretjem toliko stotic,
na Cetrtem toliko tisoéic i. t.d., kolikor na prvem enic.

Pri vsaki Stevilki dolotenega reda moramo lo€iti
dvojno vrednost in sicer Steviléno vrednost,

Zakon o tvoritvi
dekadi¢nih enot.

Kdaj je dekadiéno
Stevilo dolodeno.

Pismeno pred-
odevanje deka-

diénih Stevil,
Natelo o mestni
vrednosti Stevilk.

Steviléna vred-
nost = der
Ziffernwert,



Mestna vrednost
= der Stellen-
wert.,

‘Oblika dekadid-
nega Stevila.

Podloga Stevil-
nega sestava —
die Basis des
Zahlensystems.

Enote Stevilnega
sestava vobde.

40

ki naznanja mnoZino enot, in mestno vrednost, ki
pove red enot. Prva vrednost je odvisna od podobe doti¢ne
Stevilke in je zaradi tega neizpremenljiva; druga vred-
nost pa je odvisna od mesta, na katero se zapiSe Ste-
vilka, in je zato izpremenljiva. :

Dekadi¢no stevilo N, ki je sestavljeno iz « enic,
b desetic, ¢ stotic, d tisogic i. t. d., predodimo pismeno
tako-le:

N=a+b-10F¢-102+-d-1054.. .

ali pa obratno:
N=..4d-100+¢-102+5-10+} a.
Vsako posebno dekadiéno Stevilo se da smatrati za

mnogodlenik, ki je urejen po padajoéih potencah pod-
loge 10. N. pr.

452 — 7-109+4-102+5.10} 2.

Stevilo 10 se imenuje podloga desetiskega Stevil-
nega sestava.

Ce uredimo Stevila naravne Stevilne vrste po kaki
drugi podlogi, n. pr. po podlogi 8 (oziroma po pod-
logi p), stvorimo ¥tevilni sestav s podlogo 8 (ozi-
roma s podlogo p). Pri tem postopamo tako-le. Ko na-
gtejemo 8 (p) prvotnih enot, pretrgamo Stetje ter
zatnemo od kraja Steti in Stejemo zopet do 8 (p). Ce na
ta nacin ponavljamo Stetje, nastajajo skupine po 8 (p)
prvotnih enot. Tem skupinam pravimo enote prvega
reda (8!, oziroma p'). Ko naitejemo s prvotnimi enotami
8 (p) skupin po 8 (p) enot, pretrgamo zopet 3tetje ter
zdruZzimo te skupine (enote prvega reda) v novo in ve&jo
celoto, katero imenujemo enoto drugega reda (82
oziroma p?). Potem zafnemo Steti zopet od kraja, in ko
nastejemo 8 (p) skupin drugega reda, spojimo te skupine
v vetjo celoto, ki jo imenujemo enoto tretjega reda
(8%, oziroma p%). Ce nadaljujemo na ta nalin &tetje, na-
stajajo vedno nove in veéje skupine, ki jih imenujemo
enote Cetrtega, petega, Sestega ... reda (8% 89
8600, oaitema phap i ph))



41

Vsako celo Stevilo Stevilnega sestava s podlogo
# (p) je popolnoma doloeno, ako povemo, koliko ima
prvotnih enot (enot brez reda), koliko enot prvega, dru-
gega, tretjega, ... reda.

Pri pismenem predodevanju celih Stevil Stevilnega
sestava 8 podlogo 8 (p) se odlodijo prvotnim in vigjim
ecnotam istotako posebna mesta kakor v desetidkem Zte-
vilnem sestavu. Tudi mnoZina enot kateregakoli reda se
zzznamuje na isti na¢in. Koliko in katere Stevilke rabimo
torej v Stevilnem sestavu s podlogo 8?9

Stevilo N Xtevilnega sestava s podlogo 8 (p) pred-
ofimo tako-le:

N=a+b-84¢c-8+d-8+..,
OZziroma

N=a+beptc-p2+d-p’+..,
kjer pomenijo @ prvotne enote, b enote prvega reda, c
enote drugega reda i. t. d.

Vsako posebno Stevilo Stevilnega sestava s podlogo 8
se da smatrati za mnogoélenik, urejen po padajo¢ih po-
tencah podloge 8. N. pr.

65728 = 6-8+5.-8-T7-8-2

Vsakemu posebnemu Stevilu, ki ni desetiSkega Ste-

vilnega sestava, se mora pripisati podloga dotinega se--

stava. Poglej zgoraj navedeni primer!

Pravila, po katerih se izvriujejo osnovni raéunski
nacini dekadiénih Stevil, so znana in se opirajo na ra-
tunske zakone, ki veljajo o mnogoclenskih izrazih. Popol-
noma sli¢no je tudi ratunanje s Stevili, ki niso desetiskega
sestava.

Naloge.

1. Pretvori &tevilo 0432 [8] v desetiSki Ste-
vilni sestav!

Po zgoraj navedenih pojasnilih je

h0432[8] = 5.8 4-813.-812 =
= 20480 - 256 - 24 - 2 = 20762.

2. Pretvori dekaditno Stevilo 8734 v Ste-

vilni sestav s podlogo 8!

Pismeno predode-

vanje celih Stevil

v kakem Stevil-
nem sestavu.

Oblika celega
Stevila v kakem
Stevilnem
sestavu.

Radunanje s
celimi Stevili.
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Nalogo razresis, ako izratuna$ vrednosti vijih enot
Stevilnega sestava [8] ter izmeri§ s temi vrednostmi do-
loteno dekadi¢no Stevilo.

8 = 8 8734 : 4096 = 2
82 =""64 5421512 ='1
88 — 512 30 abae— 3
8+ = 4096. 6 10 =46,

Torej je 8734 = 21036 [8].

Ako je treba n. pr. dolofeno Stevilo Stevilnega se-
stava [6] pretvoriti v Stevilni sestav [9], pretvoris dotigno
Stevilo najprej v desetiS8ki Stevilni sestav in to vrednost
potem v Stevilni sestav [9].

3. Dolo&i a) vsoto, b) razliko Stevil 7453 in
5671 Stevilnega sestava [8]!

@) 7453 b) 7453
5671 , 5671
15344 [8]. 1562 [8].

Sestevati se dado le enote istega reda. Najprej sedtejes
enote brez reda in potem zaporedoma enote naslednjih
vigjih redov. SeStevanje izvriiS§ s pomodljo desetiSkega
sestava; vsako dobljeno vsoto pretvoris potem v Stevilni
sestav [8]. N.pr. 7 in 5 da 12, t.j. v Stevilnem sestavu
[8] = 1 enota naslednjega vi§jega reda in 4 enote tistega
reda, katerega so sumandi. Primerjaj navedeni rafun!

Ce je pri od$tevanju v §tevilnem sestavu [8] kaka minu-
endova Stevilka manjSa od subtrahendove istega reda, pristejes
doti¢ni minuendovi Stevilki 8 enot in subtrahendovi Stevillki
naslednjega vigjega reda 1 enoto. Primerjaj navedeni ratun!

4. Dolo¢i ) produkt Stevil 427 in 536 Stevil-
nega sestava [8], b)) kvocijent 8tevil 620776 in 643
§tevilnega sestava [8]!

a) 427 X 536 b) 620776: 643 — 752 [8]
2563 5565
1505 4227
3212 . 4057
276562 [8]. 1506
18] 1506

0
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Pri mnoZenju rabi8 podtevanko desetiskega tevilnega
sestava. Vsak znesek pretvori§, prej ko ga zapiSes, v Ste-
vilni sestav [8]. N. pr. Prvi delski produkt zgoraj navedenega
ratuna dolo¢i§ tako-le: Hkrat 7 je 35, t.j. v Stevilnem
sestavu [8] = 4 enote vi§jega reda in 3 enote tega reda
(katerega je znesek 35); bkrat 2 je 10 in 4 da 14, t.j. v
Stevilnem sestavu [8] = 1 enota viSjega reda in 6 enot
tega reda (katerega je znesek 14); Hkrat 4 je 20 in 1
da 21, t.j. v Stevilnem sestavu [8] = 2 enoti visjega reda
in 5 enot tega reda (katerega je znesek 21). Da govoris
pri ratunanju samo toliko, kolikor je neobhodno potrebno,
86 razume samo po sebi.

£ 12. Ob¢na pojasnila in znamenja o deliivosti.r

Ako delimo celo Stevilo 4 s celim Stevilom m ter
najdemo celo $tevilo ¢ kot kvocijent, pravimo, da je Ste-
vilo 4 deljivo s Stevilom m, v znakih 4 — am. Ste-
vilo 4 imenujemo mnogokratnik Stevila m, Stevilo m
pa mero Stevila 4.

Vsako celo &tevilo, ki je deljivo le z 1 in s samim
seboj, se imenuje enostavno Stevilo ali prastevilo;
vsako celo Stevilo pa, ki ni le deljivo samo z 1 in samim
seboj, temved Se z drugimi Stevili, se zove sestavljeno
stevilo.

Ako sta celi tevili 4 in B deljivi z istim Stevilom 7,
pravimo, da je m skupna mera S8tevil 4 in B.

Skupna mera dveh Stevil je tudi
vsote, oziroma razlike teh Stevil

Dokaz. Iz pogojnih enath 4 = wn in B = bm naj-
demo:

mera

(@ - b)m,
(@ — D) m,

A+ B
Atp

t.j. vsota A - B, oziroma razlika 4 — B je mnogokratnik
Stevila m.

Ako ima dolodeno Stevilo kako mero, ima
tudi vsak mnogokratnik doti¢nega Stevila isto

mero.

Deljiv = teilbar.

Mera = das MaB.

Mnogokratnik =
das Vielfache.

Prastevilo = die
Primzahl.
Sestavljeno Ste-
vilo = die zu-
sammengesetzte
Zahl.

Skupna mera =
das gemeinsame
Mab.
Nekatera obéna
znamenja o de-
ljivosti tevil.



Nekatera po-
sebna znamenja
o deljivosti deka-

dignih Stevil.

Dokaz. Iz pogojne enatbe 4 — wn najdemo
Ax — arm,
t. j. Az je mnogokratnik Stevila .

Vsaka skupna mera dividenda in divizorja
je tudi mera delitvenega ostanka.

Vsaka skupna mera divizorja in delitve-
nega ostanka je tudi mera dividendova.

Dokaz. Iz pogoja
&
A:B = k-+ B

sledi, da je produkt iz kvocijenta % in divizorja B za
delitveni ostanek » manjii od dividenda A, t.j. v znakih

A— Bk — r alipa 4 = Bt r.

S pomodjo teh enalh sklepamo: ako imata 4 in B skupno
mero, imata po zgoraj navedenih pravilih tudi B in » isto
mero; &¢e pa imata B in » skupno mero, imata po istih
pravilih tudi Bk in 4 isto mero.

Dekadi¢no Stevilo
N=a+0b-10-+c102F d-10%4 ¢-10* |
je deljivo z n, ako je % celo Stevilo.

1. Ce je n = 2 (oziroma 5), najdemo:

s
5 = g+ b5 50+ d-500+. I
A\Y

= = g_]_b 2.l .90 d.200.. ]

Dekadi&no Stevilo je deljivo z 2 (5), ¢e so
njegove enice deljive z 2 (H).

2. Ce je n = 4 (oziroma 25), najdemo:

'\T
S s a0t

N adfbi10
2o WL

i
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Dekadi¢no Stevilo je deljivo s 4 (25), te so
njegove enice in desetice kakor Stevilo deljive
g 4 (25).

3. Ce je n = 8 (oziroma 125), najdemo:

3

N bis . 102
g = irellme il g
: ~ 6. j.
N a—+b-10 4 ¢ 102
%5 = 125 Eeh

Dekadi¢no Stevilo je deljivo z 8 (125), &e so
njegove enice, desetice instotice kakor §tevilo
deljive z 8 (12b).

4. Ce je n — 3 (oziroma 9), je treba dekadiéno Ste-
vilo N tako-le pretvoriti:

N=a+9b+b-+99c+c+99d+d+...

Potem najdemo :

N 2o Pl L gpdsn L amsal
5 1.
-;, A (‘+"+9(’+(3‘|‘"+b+11¢-y-111d+..

Dekadié¢no Stevilo je deljivo s 3 (9), ako je
njegova Steviléna vsota (vsota vseh Stevilk dotit-

nega Stevila) deljiva s 3 (9).
5. Ce je n = 11, je treba dekadi¢no Stevilo .V tako-le
pretvoriti:
N = a-+-11b—b 4 99¢+ ¢+ 1001d — d | 9999¢

~+ e~ ...
=a—bte—d-te...+1164 99¢41001d +

- 9999¢ . ..
Potem najdemo:
N _(defefa) (0 Fa )iy g
il 11 4 b+ 9c +
1 91d-909¢+.. b i

Dekadi¢no Stevilo je deljivo z 11, ako je
razlika &tevilénih vsot lihih in sodih mest




Sodo Stevilo =
gerade Zahl.
Liho Btevilo =
ungerade Zahl.

Prafaktorji se-
stavljenega Ste-
vila.

Kako dologis
prastevila.
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deljiva z 11. N. pr. Pri Stevilu 405691 je Steviléna vsota
lihih mest 7 in Steviléna vsota sodih mest 18; razlika teh
dveh vsot znaSa 11 in je deljiva z 11, torej je tudi nave-
deno Stevilo deljivo z 11.

Z 2 deljiva Stevila se imenujejo soda Stevila, z
2 nedeljiva Stevila pa se zovejo liha Stevila. Soda Stevila
zaznamujemo z 2n, liha pa z 2n 1 ali tudi z 20 — 1,
kjer pomeni n neko Stevilo naravne Stevilne vrste.

§ 13. Razstavljanje sestavljenih Stevil in Stevilnih izrazov
v prafaktorje.

Vsako sestavljeno $tevilo se da le na en
nadéin razstaviti v prafaktorje.

Dokaz. Ker je sestavljeno Stevilo 4 deljivo ne le z 1
in s samim seboj, temveé tudi Se z drugimi Stevili, moremo
ga razstaviti na dva faktorja b in ¢ (4 = b¢), izmed katerih
je vé&asih le eden, v&asih sta oba, v&asih pa ni nobeden
prastevilo. Ako ravnamo z vsakim izmed faktorjev 4 in ¢,
ki ni prastevilo, istotako kakor s sestavljenim Stevilom A,
in ako to ponavljamo, najdemo konéno prastevila, katera
med seboj pomnoZena dado sestavljeno Stevilo 4 kot pro-
dukt (prafaktorji sestavljenega Stevila). -— Sestavljeno
Stevilo 4 pa se da le na en naéin razstaviti na prafaktorje.
Kajti e bi Stevilo A bilo sestavljeno iz prafaktorjev a, 0,
¢, d in tudi iz prafaktorjev a, 8, 7, ¢, ki so razli¢ni od
prej&njih, bi morala produkta abed in agyd biti enaka in
zato tudi oba deljiva z istim Stevilom. Prvi produkt je
n. pr. deljiv z @, drugi pa ne more biti deljiv z ¢, ker so
vsi njegovi faktorji razliéni od . Isto velja tudi o vsakem
drugem faktorju. Stevilo 4 se torej ne da razstaviti na
dva razliéna nadina v prafaktorje.

Ce delis doloteno Stevilo (n. pr.509) zapore-
doma s prastevili 2,3, 5,7, 11, 13,... in sicer tako
daleé, da postane kvocijent manj8i od divizorja,
inde se nobena teh delitev ne konéa z ostankom
0, je dotitno Ztevilo prastevilo.

Dokaz. Mislimo si dekaditno Stevilo N, ki je vedje
od prastevila ¢, pa manjSe ko kvadrat tega prastevila.
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Ce ni Stevilo N deljivo z nobenim pradtevilom od 2 do a,
utegne biti deljivo s Stevili, ki so vetja od «. Tako naj-
demo N = cd, kjer je vsak izmed faktorjev ¢ in d vedji
od @, v znakih ¢ > @ in d > a. Potem mora o&ividno
produkt ¢d = N biti vedji od 2, kar pa je zaradi zgoraj
navedenega pogoja nemogode. Stevilo N mora torej biti
prastevilo,

Naloge.

1. Dekadi¢no Stevilo (n. pr. 360360) raz-
stavi8 na prafaktorje, ako preii¢es in do-
loti§, katero izmed pradtevil 2, ‘
3,5 7,11, 13 i.t.d. in kolikokrat se 560360 | 2
nahaja v doti¢nem dekadiénem 1BOLB80 2
Stevilu. Vta namen deli§ dekaditno ite- Zggi? | g
50 . axs . . v D |
vilo z najmanj§im praStevilom (izvzemsi 1), 15016 | 3

5
7

s katerim je deljivo; dobljeni kvocijent -
5005

deli zopet z najmanj§im praStevilom, s !
katerim je deljiv, in tako postopa¥ dalje, 1001 |

dokler ne prides do kvocijenta 1. Divi- 143 [ 11
zorji vseh teh delitev so prafaktorji do- 1? 138

titnega Stevila. Poglej navedeni primer!

2. Pri enoélenskih Stevilnih izrazih pred-
ofuje vsaka ¢érka prafaktor; zato je treba raz-
staviti le koeficient na prafaktorje. N. pr.

24 a?mxd = 23. 3 - a2ma’,

3.Vsak mnogoélenski izraz, katerega ¢leni
imajo skupno mero, se da razstaviti na dva
faktorja, izmed katerih je eden skupna mera,
drugi pa mnogoé&lenik, katerega najdeS, ako
delis prvotni mnogoé&lenski izraz s skupno mero.
Vsakega izmed dobljenih faktorjev razstavi§ zopet na nove
faktorje, %e je mogode. N. pr.

12a2® — 24ba? — 3622 — 122% (@ — 26— 3) =
= 22.3.2%. (0 — 20— 3). :

Kako razstavig
dekadiéno Stevilo
na prafaktorje.

Kako razstavis
enodlenike na
prafaktorje.

Kako razstavis
mnogodélenike na
prafaktorje.
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Véasih razstavi§ najprej po dva in dva ¢lena na
faktorje in potem Sele ves mnogo&lenik. N. pr.

2ax — 6bx — Bay + by = 2x(a — 3b) — 3y (¢ — 3b) =
= (e — 3b) (22 — 3y).

4. Ako ima S8tevilni izraz obliko a>— 4% sta
faktorja vsota in razlika obeh podlog. N. pr.

vt—yt = @+ )@ —¢) = @+ ) (e +y)@—y).

5. Ako ima 8tevilni izraz obliko a?+ 2ab—-07,
sta faktorja enaka. N.pr.

4m? -+ 12mx + 9x® = (2m -+ 3x)2 = (2m -+ 3x) (2m | 3x).

— b2 6bt — 928 = — (B> — 6b2t - 925 =
= — (b — 32 (b — 3.

6. Trinom z obliko x®4 bxy 4 cy®> se da raz-
staviti na dva faktorja, ako more8 izraziti
koeficient b srednjega &lena kakor vsoto (ozi-
roma razliko) dveh Stevil, katerih produkt
je = c. Iz koeficienta b napravi§ vsoto (razliko) dveh
Stevil, ¢e je zadnji ¢len pozitiven (negativen). Faktorja
najde8 po pravilu pod 3. N. pr.

22— Bxy + 692 = a®— 3ay — 2xy -6 =

— 2@ — 3y) — 2y(e —3y) = (@ — 3y) (x— 29).
@@—6a—T=ae—Tata—T=a(@—7)+@—7) =

= (¢ —7) (e + 1).

7. lzrazi kakor n. pr.

@’ b%, a® -+ U5, oziroma x®— y3, x®— y°

so deljivi z @ - b, oziroma x — y. PoiS¢i kvocijente ter
si jih zapomni!

Vsota (razlika) dveh potenc z enakima li-
hima eksponentoma je deljiva z vsoto (raz-
liko) podlog.
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8. Izrazi kakor n. pr.
a* — bt b — b8

so deljivi z @ - b in @ — b. Poi8¢i kvocijente ter si jih
zZapomni !

Razlika dveh potenc z enakima sodima
eksponentoma je deljiva z vsoto in razliko
podlog.

9. Ako se prafaktorji sestavljenih Ztevil 6, 12, 15
i. t. d. nahajajo v dolofenem Stevilu, mora dotiéno tevilo
biti deljivo s 6, oziroma g 12, 15 i. t. d.~

S 6 so torej deljiva tista Stevila, ki so
deljiva z 2 in 3.

Z 12 so0 deljiva tista Stevila, ki so deljiva
s 4 in 3.

S 156 so deljiva tista §tevila, ki so deljiva

8 -3 0n o

§ 14. Najveéja skupna mera.

Najvetja skupna mera dveh ali ved &tevil je
tisto najvedje Stevilo, katero se nahaja brez ostanka v
vseh dolodenih Stevilih. Tako je n. pr. 15 najvedja skupna
mera 3tevil 30, 45, 75, v znakih

M (30, 45, 75) = 15,

in ¢« — b najvedja skupna mera Stevilnih izrazov a® — 02
a® — b3 a2 — 2ab -+ 0% v znakih

M (a2 — b2, a8 — b5, @ — 2ab -+ b?) — a —b.

Jasno je, da se morajo v najvecji skupni meri dveh
ali ve® Stevil nahajati le tisti prafaktorji, ki so vsem
dolotenim Stevilom skupni. Ako torej razstavi§ dolo-
tena 8tevila, oziroma Stevilne izraze na pra-
faktorje ter poi&fe’ in pomno%i§ vse skupne
prafaktorje (vsak skupni prafaktor se vzame v najnizji

potenci, v kateri se nahaja v kakem Stevilu), najdes

Matek, Aritmetika. 4r

Katera Stevila so
deljiva s 6, 12, 15.

Najvedja skupna
mera = das
grifbite gemein-
same Mab.

Kako najdes naj-
vetjo skupno
mero na prvi

naéin.



Kako najdes naj-
ve&jo skupno
mero na drugi

nadin.

VeriZna delitev
= die Ketten-

division.
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najvectjo skupno mero doti¢nih 8tevil, oziroma
Stevilnih izrazov. N. pr.
1. M (168 a®b3m, 180 a®b>m?, 324 aPb*m?®) = ?

168 a®m = 23.3 .7 - a?hm,
180 a805m? = 22.32. 5 . aBb®m?,
324 aPbim?® — 22. 3t. aPbim?;

torej je M = 22.3. a2b®m = 12 a%h%m.

9, M (224 52— 24, 2° | 9z 8, 25} 512) = ?

22 L b —24 = 2> - 8r— 32— 24 = (x-}8)(x— 3),
P90 +8 = a2+ 80t o8 = (8 + 1)
@+ 512 = (x - 8)(«>— 8z | 64);

torej je M = x —+ 8.

Na ta nadin se dolofuje najvedja skupna mera pri
manj8ih Stevilih in Stevilnih izrazih. Vé&asih se da to iz-
vrsiti kar na pamet.

Na drugi nadin najdes najveéjo skupno mero
dveh 8tevil (8tevilnih izrazov), ako deliS vedéje
Stevilo (vedji §tevilni izraz) z manjSim, potem
divizor z dobljenim delitvenim ostankom in
to ponavlja§ tako dolgo, da se ena izmed na-
slednjih delitev konéa z ostankom 0 (verizna de-
litev). Divizor zadnje delitve je najveéja skupna
mera dolodenih 8tevil (8tevilnih izrazov). To je
v znakih:

74
i B e B
B:?'l —— A)+~3,
2 r
”3
i = k23,
)

e e

Dokaz. Ker je vsak delitveni ostanek manjsi od di-
vizorja in postane v naslednji delitvi divizor, manj8ajo se
divizorji naslednjih delitev in ena izmed njih se mora torej
konéati z ostankom 0. Divizor »; zadnje delitve je potem
mera zadnjega dividenda »,. Po izreku, da je vsaka skupna
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mera divizorja in delitvenega ostanka tudi dividendova
mera, je v zgoraj navedenih delitvah zadnji divizor »; za-
poredoma mera dividendov »y, B in 4. Divizor r; je torej
skupna mera Stevil B in 4. — Ce bi pa &Stevili 4 in B
imeli vedjo skupno mero nego 73, recimo », bi moralo Ste-
vilo » po izreku, da je vsaka skupna mera dividenda in
divizorja tudi mera delitvenega ostanka, v zgoraj na-
vedenih delitvah biti zaporedoma mera delitvenih ostankov
7y, 79 in ry. Zadnji slu¢aj pa je nemogoé, ker je po pogoju
r > r,. Iz navedenega je torej jasno, da je zadnji di-
vizor r; najve&ja skupna mera Stevil 4 in B.

Skupna mera dveh Stevil se ne izpremeni,
ako pomno%is (deli¥) eno izmed dolofenih 8tevil
s faktorjem, ki ni mera drugega Stevila.

Dokaz. Ker se nahajajo v skupni meri Stevil 4 in B
le skupni faktorji, je jasno, da se skupna mera ne more
izpremeniti, ¢e pridened (oziroma odvzame$) n. pr. Ste-
vilu A4 faktor, ki ni mera Stevila B.

Najvetjo skupno mero treh ali ved tevil 4, B, C . ..
najdes s pomodjo verizne delitve, ako poiSces najprej naj-
vetjo skupno mero M, &tevil 4 in B, potem najvetjo skupno
mero M, najdene mere M, in tretjega Stevila C i. t. d.

Stevila, ki nimajo razen 1 nobene skupne mere, se
imenujejo medsebojna ali relativna praStevila.
Tako so n.pr. Stevila 4, 9, 25, oziroma Stevilni izrazi
x -}y, @2 -} 9% a2 — y* medsebojna praStevila.

Naloge.
1. M (2502, 1807) = ?

2h02 IR0 =— ali krajSe: 2502 | 1807 | 1
695 695 | 417 | 2
1807 : 695 = 2 278 | 139 1
4:17 0 | 1
695 :417 = 1 9
278
417 258 —als
139

278:139 — 2
s ’ M — 139,

4*

Lastnost skupne
mere.

Medsebojna pra-
Stevila =relative
Primzahlen.



Najmanj$i skupni
mnogokratnik =
das kleinste ge-
meinsame Viel-
fache.

Kalko najdes naj-
manjsi skupni
mnogokratnik
na prvi nadin.
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2. M (1022 — 342y 1242 22% — 3ay — 9y®) = ?
(1022 — 34xy + 124%) : (22— By — 9y?) = 5

— 192¢ L biy* — — 199y (x — 39),

(a2 —3Buxy — 9y?) : (x — 3y) = 2x 4 3y,
Sxy — 9y

0 M = xz— 3y.

3. MBat— 88 115° — 80+ 3,208 — 92290 —T) =2

Da bode mogoce, prvi Stevilni izraz deliti z drugim,
se pomnoZi prvi izraz s faktorjem 2 (oziroma s faktorjem
4 = 22 ker se namred prvi divizorjev ¢len nahaja v dveh
dividendovih é&lenih). To se sme storiti, ker je 2 (oziroma 4)
relativno prastevilo z ozirom na divizor.

(12x* — 322° - 4402 — 322 1-12) : (20 — 92292 —7) =
2228 — 1022+ 102 12 — 6% =11
8942 —89x -89 = 89 (x2— x 1),
Qx?—922+92x—T7): (22 —aF+1) = 22— T,
— T2 4T —7

0 M — 22— -1,

§ 15. Najmanj8i skupni mnogokrainik.

Najmanj8i skupni mnogokratnik dveh ali vet
Stevil je tisto najmanjSe stevilo, v katerem se nahajajo
vsa dolodena Stevila brez ostanka. Tako so n. pr. 120, 240,
360 i. t. d. skupni mnogokratniki &tevil 8, 12 in 15; naj-
manjsi izmed vseh teh mnogokratnikov pa je 120, v znakih

mn (8, 12, 16) = 120.

V najmanjSem skupnem mnogokratniku dveh ali veg
Stevil se mora nahajati vsak prafaktor dolodenih &tevil in
sicer tolikokrat, kolikorkrat se nahaja v tistem izmed
dolodenih Stevil, v katerem je najvetkrat. Z ozirom na to
lastnost najde8 doloéenim Stevilom najmanjsi

* Iz tega delitvenega ostanka se sme za daljnji rafun izpustiti
faktor — 19y, ker ta faktor ni mera divizorja.
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skupni mnogokratnik, ako razstavi§ vsa dolo-

ona Stevila zaporedoma na prafaktorje ter
zbereS in pomnoZ%i§ vse razli¢ne prafaktorje,
vsakega v najvedji potenci, v kateri se nahaja
r kakem izmed dolodenih Stevil. N. pr.

mn (15 a®b, 18 abr, 20 abx®, 24 2%, 30xy?) = ?
mn = 3:5:2-3:2.2.a%0%%% = 360 a2b2%2,

Pri navedeni nalogi razstavi§ najprej vse koeficiente
zaporedoma na prafaktorje in potem vzame§ od prvega
lkoeficienta vse prafaktorje, od vsakega naslednjega pa le
tiste, ki jih 8e nisi vzel v poStev. Primerjaj izvriitev!

2 mn (2 — 2 2 —ay — 29, #* 2y — 3y?) = ?

?—yt = @ty —y),

o —ay— 2y = —2ay Loy — 292 =
= (= —2y) (*+ ),

2t 20y — Byt = o - Bay —ay — By =
= @+ 3y @ —9);

mn = (@ +y)(e—y)(—2y @+ 3y) =

= at} ady — Ta?y® — x4 6y

Na ta nacin se i%¢e najmanjSi skupni mnogokratnik
pri manjih &tevilih in 3tevilnih izrazih, ki se dado lahko
razstaviti na prafaktorje.

Najmanj8i skupni mnogokratnik dveh Ste-
vilnih izrazov najdes, ako deli8 enega izmed
teh izrazov z najvedtjo skupno mero ter pomno-
2i% dobljeni kvocijent z drugim izrazom.

Dokaz. Mislimo si dve Stevili 4 in B, ki imata naj-
vedjo skupno mero M, torej

A= aM: ins B'= bM;

Ztevili ¢ in b nimata potem nobenega skupnega faktorja.
Jasno je, da se v najmanjSem skupnem mnogokratniku
Stevil 4 in B morajo nahajati faktorji a, b in M. Naj-
manjsi skupni mnogokratnik Stevil 4in B je torej — abll.

Kako najdes naj-
manjsi skupni
mnogokratnik na
drugi nadin.
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Ako postavimo v ta izraz vrednosti za « in b, najdemo
za najmanjsi skupni mnogokratnik izraz

L M

M — a7 M
ali krajSe
4B A B
mw:T:j.sz.A. :

Najmanj&i skupni mnogokratnik treh ali vel Ste-
vilnih izrazov najdeS, ako poi¥&es najprej najmanjsi skupni
mnogokratnik prvega in drugega Stevilnega izraza, potem
najmanj§i skupni mnogokratnik najdenega mnogokratnika
in tretjega Stevilnega izraza i. t. d.

Naloge.
1. mn (1781, 2329) = ?

2329 | 1781 | 1 1781 :137 = 13 2329 % 13
548 | 137 |3 411 6987
0 ! 0 30277
mn — 30277.

2. mn (622 —HBry — 692 1022 — Juay — 9y%) = ?

(1022 — 9ay — 9¢?) : (622 — bay — 617,
(3022 — 27xy — 27y?) : (622 — Hay — 64%) = b

— 2ay+ 8y = —y 2z — 3y),
(642 —bBay — 6y : 2z — 3y) = 3w+ 2y,
day — 642
0 M = 2x — 3y;

(1022 — 9ay — 9y*) 3z + 24
303 — 2722y — 27ay?
20x2y — 18xy> — 1843
30u3 — Tax2y — 45xy® — 18y* = mn.
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II. Racunanje z ulomljenimi $tevili.

A. Navadni ulomki.

5 16. Obéna pojasnila in pretvarjanje navadnih nlomkov.

Kvocijent % se da dolo¢iti s Stevilom naravne, ozi-
roma podaljSane Stevilne vrste le tedaj, kadar je divi-
dend ¢ mnogokratnik divizorja b. Ce pa dividend ¢ ni
mnogokratnik divizorja b, mores kvocijent % samo omejiti
% dvema zaporednima celima Steviloma. Tako je n. pr.
P

Da bode kvocijent g- imel v vsakem slu¢aju doloten
pomen, je treba Stevilni pojem primerno razsiriti. To se
zgodi s pomotjo deljive enote. Stevilni izraz  se da
namred po Ze znanih rafunskih zakonih tako-le pretvoriti:

a 1l-a i

FHReon Pl
Kvocijent % pomeni torej tisto Stevilo, ki ga najdemo, ako
razdelimo enoto na b enakih delov ter vzamemo enega
teh delov akrat.

Stevila, ki nastajajo na ta nadin, se imenujejo ulom-
ljena Stevila ali ulomki; %je ulomljena enota. V
ulomku % se zove @ Stevec, b pa imenovalec. Ime-
novalec pravi, na koliko enakih delov je treba razdeliti
enoto ; Stevec naznanja, koliko enakih enotnih delov se
vzame v poitev. Imenovalec torej imenuje enotni del, Stevec
pa Steje enotne dele.

Ulomek, katerega &tevec je manjsi od imenovalca,
se imenuje pravi ulomek ; ulomek pa, katerega stevec
je wvedji od imeﬁovalca, se zove nepravi ulomek.
Vrednost pravega ulomka je manjsa od enote, vrednost
nepravega ulomka pa ve&ja od enote. Vsota iz celega Ste-

Pomen nakaza-

nega kvocijenta.

Deljiva enota.

Ulomek = der
Bruch,
Stevee = der
Zihler.
Imenovalec =
der Nenner.

Pravi ulomek =
der echte Bruch.
Nepravi ulomek
= der unechte
Bruch.



Kako seSteva$ in
odstevad ulomke.

b8

2. Okraj%aj sledefe ulomke:

555 2363 2% — 30 ;
600 2919’ 22 - 162 - 54 °
15 139
o 2 s o3 L 1
600k d0r D LTS T D
Sfr -8  @L®w—5 a5
2+ 16z +564 =  (z+6@+9H T xI9°

3. Kolika je vrednost ulomka

@ — ey
22 o — 20 i 4
Ker dobi navedeni ulomek za » = 4 nedolodeno
obliko {§, je treba ulomek najprej okrajsati. Potem je:
a?— z — 12 (z — 4)(x - 3) T T

PEz—2 = @—HE+dH  =z+5 9

§ 17. Sestevanje in odStevanje navadnih nlomkov.

Po pojasnilih prej$njega paragrafa smeS z ulomki ena-
kih imenovalcev ravnati kakor s §tevili ene in iste ulom-
ljene enote;, katero dolo¢a skupni imenovalec. Iz tega sledi:

Ulomke enakih imenovalcev seStevas (ozi-
roma od38tevas), ako sestejeS (odStejes) njih Stevce,
skupni imenovalec pa pridrzi§ kakor imenovalec,

v znakih a b @ + b

S m

Ako imajo ulomki razliéne imenovalce,
pretvoris jih na ulomke s skupnim imenoval-
cem in potem seStejeS, oziroma od3tejes.

Naloge.
sk Bk Sl +ﬁ'”7+7
e AT R A e
& #—bekd 21w ii10
a2 — 14 — 24 w122 — 14e — 24
224+ 10z 21 ¥ a2 — 22 -+ 15

= w3 — 140 — 24~ a3f 22— 14z — 24 °
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D (E_E’_L) (%a 5?)) ( e
=p 4: 3 ] [= 2 ﬁ =

= cz__l_.__t_c_c_‘_)b bbb le s G
FEREERE o
gy A0t Oh 0 e
3v -+ 2 e
_ 2t 1Bt = e BE %0x3~201~m91—)—6
== 922 — 4 9x2 — 4
i 3u8 222460 +4 422 3x46
} 92— 4 3= (oS ey

Pri drugi nalogi se izvrii najprej seStevanje, oziroma
oditevanje dvodlenskih izrazov in obenem se uredijo ¢leni
po glavni koli¢ini. — Pri tretji nalogi pa je treba Stevilni
izraz 3z — 2, ki ima obliko celega stevila, pretvoriti na
ulomek z imenovalcem 9a2 — 4. Stevec tega ulomka najdeg,
ako pomno#zi§ Stevilni izraz 3 — 2 s skupnim imenovalcem.

§ 18. MnoZenje in deljenje navadnih ulomkov.

Ulomek mno#%i§ s celim §tevilom, ako po-
mno%i§ Stevec s celim Ztevilom, ali pa delis
imenovalec s celim Stevilom, v znakih

13 @mni a

A :
b b h:m

Dokaz. Po prvotnem pojasnilu o mnoZenju je
@

(4 a (17
f: SRRy = *b* + 7;' + e w ?”krat - 7?)—’

ali e deli§ Stevec in imenovalec navedenega rezultata z

M g am I
= = = :
b b:m

b
Na drugi nadin izvri§ mnoZenje, kadar je imenovalec

deljiv s celim Stevilom.
Ker pride pri mnoZenju na prvi nafin multiplikator
kakor faktor v Stevec, sme$ celo Stevilo in imenovalec

deliti s skupno mero, prej ko izvr§i§ mnoZenje.

Kako mnoZi8
ulomek s celim
Stevilom.



Kako deli§ ulo-
mek s celim Ste-
vilom.

Kako mnoZis
ulomek z ulom-
kom.
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Ulomek deli§ s celim Stevilom, ako delis
Stevec s celim Stevilom, ali pa pomnoZi§ ime-
novalec s celim Stevilom, v znakih

a.m a

a
e — — —,
b b bin

Dokaz. Kvocijent, pomnoZen z divizorjem, mora dati
v vsakem sludaju dividend za produkt. V prvem slucaju je
@2 m (@:m)-m _ a

N = = — =

b b b

in v drugem
@ «

i mcm b

Na prvi nalin izvrsi8 deljenje, kadar je Stevec deljiv
s celim Stevilom.

Ce imata Stevec in celo Stevilo skupno mero, smes
oba deliti s to skupno mero; kajti kvocijent se ne izpre-
meni, ako deli§ dividend in divizor z enim in istim Stevilom.

Ulomek mnozi§ z ulomkom, ako pomnoz#is
stevec s 8tevcem in imenovalec z imenovalcem
ter postavi§ prvi produkt kakor Stevec, dru-
gega pa kakor imenovalec.

Dokaz. Po obénem pojasnilu o mnoZenju izvrSis

nalogo
@ (4

B

ako delis multiplikand;—' z imenovalcem ¢ in znesek po-

mnozis s Steveem ¢, ali ako izvr§i§ omenjena racunska
nacina v obratnem redu. Po prejsnjih pravilih najdes potem

a Cc ac

T e TR
Ker pride pri mnoZenju ulomkov $tevec kakor faktor
v Stevec in imenovalec kakor faktor v imenovalec, smes
pred mnoZenjem en Stevec in en imenovalec deliti s
skupno mero.



61

Kakor mnozi§ ulomek z ulomkom, mnozi§ tudi celo
stevilo z ulomkom ; kajti vsako celo Stevilo si smeS misliti
iwakor ulomek z imenovalcem 1.

Ako zamenis Stevec in imenovalec dolofenega ulomka
med seboj, najde¥ nov ulomek, ki se imenuje obratni
nlomek z ozirom na prvega. Tako je n. pr. vsak izmed

a5k £ !
ulomkov = i obratni ulomek z ozirom na drugega;

Stevili @ in % sta tudi obratni §tevili.
Produkt dveh obratnih Stevil je enak enoti;
kajti
Qoiop ab 1 7

St = — = tlinds: = — = 1.
bt ab « @

Ulomek deli§ z ulomkom, ako pomnoZzis
dividend z obratnim divizorjem, v znakih

dc Qi d

R R
Ulomek tudi delis z ulomkom, ako deli§
Stevec s 8teveem in imenovalec z imenovalcem
ter postavid prvi kvocijent kakor §tevec, dru-
gega pa kakor imenovalec, v znakih

Dokaz. Kvocijent, pomnoZen z divizorjem, mora dati
v vsakem sludaju dividend za produkt. V prvem sludaju je

B s el
in v drugem
giic e (x:c):c @

bad ol ekl e ey B
Na drugi nadin izvrSi& deljenje, kadar sta deljiva
Stevec s Stevecem in imenovalec z imenovalcem.

Kakor deli§ ulomek z ulomkom na prvi naéin, delis

tudi celo Stevilo z ulomkom, v znakih
b ¢

Gi— = a5+
¢ b

Kako mnozi§ celo
Stevilo z ulom-
kom.

Obratni nlomek
= der reziproke
(umgekehrte)
Bruch.

Lastnost dveh
obratnih Stevil.

Kako deli§ ulo-
mek z ulomkom.

Kako deli§ celo
Stevilo z ulom-
kom.
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Kdaj je ulomkova Ulomkova vrednost je = 0, ako je 8tevec
vrednost = 0. % s s .
= 0, ali pa imenovalec neizrefeno velik.

Dokaz. Po pojasnilu o ulomku in po raéunskem zakonu

o mnozenju z 0 je % = % 0 = 0. — Ako razdelimo enoto
na mnogo enakih delov in vsakega teh delov razdelimo
zopet na mnogo enakih delov ter ponavljamo tako deljenje
zelo velikokrat, se manjfajo posamezni deli in bliZajo po
svojih vrednostih ni¢li. Ko postane Stevilo enotnih delov
neizreéeno veliko, so ti deli enaki ni¢li in zato je

7] 1
—_— = — e (] = 0-([, —_— 0
o0 (23
Kdaj je Ulomkova vrednost je neizredeno velika,

ulomkova vred-

nost — oo Ce je Stevec neizreleno velik, ali pa imeno-
valec = 0.

: : 1 v
Dokaz. Ce sedtejemo ulomljeno enoto + Dheizreteno
velikokrat, je ofividno, da mora ulomkova vrednost postati
: - i !
neizreeno velika, v znakih ;. co =

00
b
je, da morata obratni vrednosti dveh enakih Stevilnih iz-
razov biti enaki. Ce vzamemo pri Stevilnih izrazih v enadbi

= oo, — Jasno

0 = == obratni vrednosti, najdemo (1) = 903 — co; torej
je tudi % = co,
Naloge.
22122 —8 22— 2x—3
_—9E@—4 @+Y@—5 _ 22—9s+20
~ @Y FDE—3 F—s—2

Da more$ Stevilne izraze okrajSati kolikor mogode,
je treba jih razstaviti na prafaktorje.

Gz s b 4 ab ) ( 202 ) 5
e (aéb a+b_a'—’+b2 ; 1+a2—ﬁ e
5 ( 4 ab 4 ab ) a? b

&?ﬁbg—a?—'—b? 7 o T,
5 8 alb? a® -+ b2 D 8ab3

T @ — 0T F—2aP2 bt
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V multiplikandu in multiplikatorju izvrSi§ najprej
nakazano odStevanje, oziroma seStevanje. Pri pretvarjanju
stevilnih izrazov na skupni imenovalec je vtasih priprav-
neje, da pretvoriS dotitne izraze le zaporedoma (po dva
in dva) na skupni imenovalec. Primerjaj navedeno na-

logo! — BSli¢ne naloge pri deljenju izvrSis istotako.
9 {5(&‘—1 17ac | 23bc  40® 271,_2)
R 5 B
Ha
Ha 2ab ' 10ac —_2b‘|“ 2
>
= = ar
2ab ac | 23be 402
3 g e
: 2;7)r_ 4"5- Lk
ac 3bc
2.8
ac 3 be A
g
=3 = i
0

Navedeno delitev izvri§ po pravilih za mnogo¢lenske
izraze. — Pri mnoZenju podobnih Stevilnih izrazov po-
stopa¥ sliéno.

TGt JPI I_J__'f

0 — .’f x2 2]
w0l
Pip L

R G e 7t . : S i,
sy — P —@—y) e 2ay P

_ @t e i e ik
@ — y?) Qay — #* — ¥°) 2 o2

_atytadagt o dpe—g
LA e (el z—y
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?:f’};‘ip‘;f{;’ﬂ‘; V navedeni nalogi se nahajajo v glavnem Stevcu in
glavnem imenovalcu zopet ulomki. Taki ulomki se ime-
nujejo dvojni ulomki. Dvojne ulomke odpravi§, ako
pomnoZzi8 glavni Stevec in glavni imenovalec z najmanj8im
skupnim mnogokratnikom tistih imenovalcev, ki se naha-
jajo v glavnem Steveu in imenovalcu.

Odpravljanje b. V enachi
ulomkov v
b Br—d4 Br—3  Tz4+1 9x—6
Dy —'9 e 33 4 — 4

odpravi§ ulomke, ako pomnoZzi§ vsak ena¢beni ¢len z naj-
manj8im skupnim imenovalcem. Nadaljno razresevanje iz-
vrii§ po Ze znanih pravilih.

Razresitev:
br —4 20 — 3 Te—+1 92— 6 |

e T i Dy —
20— 2 T S s Y sy 1 X 12(x—1)

30 —24 — 242 36 = 280 4 — 270 | 18
6+ 12 = « - 22

b = 10
)
Preizkus :
B iA :
L deI:E—T = gl ="
LB T HG )
II. del z"g*—"I:O*g—w 2.

Ako se nahajajo v enadbi ulomki in oklepaji, raz-
redi§ navadno najprej oklepaje in potem odpravis ulomke.

B. Decimalni ulomki.

Desetinka = die § 19. Obéna pojasnila in raéunanje z decimalnimi ulomki.
Dezimale.

Sl Ako razdelimo enoto na 10, oziroma na 100, 1000,

i —d = 3

S e 10000, 100000, 1000000 . . . enakih delov, stvorimo ulom-
isodina = d : 7 1 o

T]'T‘?L?:::ndte(l.as ljene enote: desetino (1—10), stotino (ﬁ) = 1—0—2), tiso-

Desettisodina = 1 1

1 1
das Zehn- . Rt 2 s Al >
d i einD (1000 = 1—03), desettiso&ino (——10000 — ), sto

104
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(m 11)) milijonino (ﬁﬁﬁ mﬁ): t.d.,

ki se imenujejo desetinke ali decimalke. Ako vza-

tisodéino

memo te ulomljene enote veékrat (n. pr. akrat) v poStev,

@ a a @
107 10v 00 1000 100 107 - -+ K-

od 10. Taka
decimalni

dobimo ulomljena Stevila
terim je imenovalec 10 ali pa kaka potenca
ulomljena Stevila se zovejo desetinski ali
vsak drugi ulomek pa je navaden ulomek.
ée je

ulomki;

Desetinski ulomki so pravi, oziroma nepravi,
njih vrednost manjSa, oziroma ved&ja od enote.

Desetinke tvorimo tudi tako-le. Ako razdelimo enoto
na 10 enakih delov, stvorimo desetino; ako razdelimo
desetino na deset enakih delov, stvorimo stotino; ako
razdelimo stotino na 10 enakih delov, stvorimo tiso¢ino i. t.d.
Vsaka naslednja desetinka je torej deseti del prejSnje
desetinke.

Ako primerjamo tvorjenje desetink tvorjenju deka-
di¢nih enot (desetic, stotic, tisodic i.t.d.), spoznamo, da
je podlaga vsaki izmed teh tvoritev isti zakon ; kajti enica
je deseti del desetice, desetica deseti del stotice, stotica
deseti del tisodice i.t.d. Vsaka dekaditna enota je torej
deseti del sledele viSje dekadiéne enote.

Iz navedenega sledi, da se desetinke dado smatrati
za mnaravni podaljSek dekaditnega Stevilnega sestava. Po
tem pravimo desetinkam tudi dekadi¢ne enote nizjih
redov, deseticam, stoticam, tisoficam i.t. d. pa deka-
ditne enote visjih redov; enice so prvotne enote.
Enice in dekadifne enote vi§jih redov se zovejo s skupnim
imenom celote.

Desetinske ulomke pifemo ali v obliki navadnih
ulomkov, n. pr. 10m’ kjer pove potentni eksponent m Ste-
vilo desetink, ali pa v obliki celih Stevil. V zadnjem slucaju
predoimo mnoZino desetinskih enot z arabskimi Stevilkami
in z nidlo, red teh enot pa na ta nadin, da zapiSemo
doti¢no Stevilko na doloteno mesto, in sicer desetine na
Prvo mesto za enicami, stotine na drugo, tisofine na tretje,
desettiso¢ine na Cetrto, stotiso¢ine na peto, milijonine na

Matek,

Aritmetika, & r.

Stotisodina =
das Hundert-
tausendtel.
Milijonina = das
Milliontel.

Desetinski ulo-
mek = der De-
zimalbruch.
Navadni ulomek
= der gemeine
Bruch.

Tvorjenje dese-
tink.

Dekaditne enote
nizjih redov =
die niederen de-
kadischen Ein-
heiten.
Dekadiéne enote
vigjih redov =
die hiheren de-
kadischen Ein-
heiten.
Celote = die
Ganzen.
Pismeno pred-
odevanje desetin-
skih ulomkov.



Desetinska pika
— der Dezimal-
punkt.

Steviléna in
mestna vrednost
desetinskih enot.

Desetinsko Ste-
vilo = die De-
zimalzahl.

Sestevanje in od-
Stevanje desetin-
skih &tevil.

MnoZenje dese-
tinskih Stevil.

MnoZenje in de-
ljenje desetinskih
Stevil z dekadid-
nimi enotami vis-
jih in niZjih
redov.
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Sesto mesto i. t. d. Celote lo¢i od desetink pika (dese-
tinska ali decimalna pika), ki jo postavimo za eni-
cami na desni strani zgoraj. Ce manjka celot, zapiSemo
na njih mesto niclo.

Kakor pri celotah lo¢imo tudi pri desetinkah dvojno
vrednost in sicer Steviléno vrednost, ki dolota mnozino
desetinskih enot, in mestno vrednost, ki pove red dese-
tinskih enot. Katera teh vrednosti je izpremenljiva in
zakaj ?

Vsako Stevilo, v katerem se nahajajo desetinke, se
imenuje desetinsko ali decimalno Stevilo.

Jasno je, da se vrednost desetinskega, oziroma celega
Stevila ne izpremeni, ako mu pripiSeS na desni eno ali
vel nitel kakor decimalke. N.pr. 87 = 8-7000, 34 — 34-00.

7Z decimalnimi Stevili raCuna$ vobde istotako kakor
s celimi Stevili. SeStevati (odStevati) zanes pri desetinkah
najnizjega reda, in ko si seStel (odstel) zaporedoma dese-
tinke vseh redov, postavi§ v vsoti (razliki) desetinsko piko
ter seltejes (odsStejes) celote.

Po pravilih, ki veljajo o ulomkih sploh, najdes

o R ab ‘3
107" 107 — iom*a “ )

Desetinska Stevila mnozis istotako kakor cela Stevila;
med mnoZenjem se ne oziraS na desetinsko piko; v
kon¢nem produktu odstejeS (odbijes) toliko decimalk,
kolikor jih je v obeh faktorjih skupaj.

Ako pomaknes v desetinskem Stevilu desetinsko piko
za eno, dve, tri ali ve®¢ mest proti desni, se vrednost vsake
Stevilke povea 10 krat, oziroma 100krat, 1000 krat i. t. d.
Ce pa pomaknes v desetinskem Stevilu desetinsko piko za
eno, dve, tri ali ved mest proti levi, se vrednost vsake Ste-
vilke zmanjSa 10krat, oziroma 100krat, 1000krat i. t.d.
Iz navedenega sledi:

Desetinsko Stevilo mnozi§ (deli§) z deka-
di¢nimi enotami vi§jih redov (10, 100, 1000 i. t. d.),
ako pomakneS desetinsko piko za toliko mest
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proti desni (levi), kolikor niéel se nahaja v
dotidni dekadi&ni enoti. Ce manjka kje kake Stevilke,
jo nadomestis z niélo.

Po pravilih, ki veljajo o ulomkih sploh, najdes:

1 a
“*Jom T 1om°

1  t. .
oidgm 10’”,J

Stevilo (celo ali desetinsko) mnoZi§ (deli§) z deka-
diénimi enotami niZjih redov (0-1, 0-01, 0:001 i. t. d.) isto-
tako, kakor deli§ (mnozi§) Stevilo z dekadiénimi enotami
visjih redov, ali:

Stevilo mnozi§ (deli§) z dekadiénimi eno-
tami nizZjih redov, ako pomaknes desetinsko
piko za toliko mest proti levi (desni), kolikor
ni¢el se nahaja pred veljavno 8tevilko v dotiéni
dekadiéni enoti.

Po pravilih, ki veljajo o ulomkih sploh, najdes: Deljenje desetin-
skih Btevil.
@ aian bl N AanD
107 *10® ~ 107m-n .
: a _17)_(5-10”_1 b
' Jom 1o T Tiom %

Desetinska Stevila deli§ istotako kakor cela Stevila;
med deljenjem se ne brigas za desetinsko piko; v kvoci-
jentu postavis desetinsko piko po tem-le pravilu:

Mestna vrednost prve kvocijentove Ste- Mcsf:“z ]‘{':'_‘;i;’f'st

vilke se ujema z mestno vrednostjo tistega jerﬂove stevilke.
dividendovega dela (tiste dividendove Stevilke),
v katerem (kateri) se nahajajo divizorjeve ce-
lote. Ce pa nima divizor celot, pomakne$ v mislih de-
setinsko piko v dividendu in divizorju obenem za toliko
mest proti desni, da dobi divizor celote, in potem postopas
po zgoraj navedenem pravilu. s



Kako pretvori
navaden ulomek
v decimalnega.

Konéden deci-
malni ulomek =
endlicher
Dezimalbruch.

Brezkonden deci-
malni ulomek =
unendlicher
Dezimalbruch.
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§ 20. Pretvarjanje navadnih ulomkov v decimalne in deci-
malnih v navadne.

Ce hotes navaden ulomek 7, katerega Stevec in ime-
novalec sta medsebojni prastevili, pretvoriti v decimalnega,
moras ulomek g raziiriti tako, da postane iz imenovalca
kaka potenca od 10, v znakih

a a-10m a-10m : b :
e i e T
Stevec decimalnega ulomka najdes, ako pripiSes Steveu
navadnega ulomka toliko nifel, kolikor jih je treba, in
potem deli§ ta produkt z imenovalcem navadnega ulomka.
Imenovalec decimalnega ulomka je tolika potenca od 10,
kolikor ni¢el si moral pripisati $teveu navadnega ulomka.
— (e pa pi%es decimalni ulomek v obliki celega &tevila,
pretvori¥ navadni ulomek v decimalnega, ako delis Stevec
z imenovalcem ter izradunas kvocijent v obliki desetin-
skega Stevila. V to svrho je treba Stevcu pripisati v mislih
toliko nitel kakor decimalke, kolikor se jih potrebuje.
Prej ko vzame$ prvo decimalko (ki je v tem sluaju ni¢la)
v ratun, postavis v kvoeijentu desetinsko piko. Ce manjka
celot, zapiSe§ na njih mesto ni¢lo.

. [ .
Navadni ulomek 3 58 da v decimalnega popolnoma

natanko pretvoriti le tedaj, kadar je Stevilni izraz ¢ . 10™
deljiv z b. Ker sta @ in b medsebojni praStevili, se morajo
vsi prafaktorji Stevila b nahajati v dekadi¢ni enoti 107,
ki je sestavljena samo iz prafaktorjev 2 in 5. Ce je torej
imenovalec b navadnega ulomka sestavljen le iz prafak-
torjev 2 in 5, najde¥ iz navadnega ulomka ; koné&en

decimalni ulomek.

Ce pa sestavljajo imenovalec 5 prafaktorji, ki so
razlitni od 2 in b, ali pa prafaktorji 2 in 5 in vrh tega
Se tudi drugi prafaktorji, se zgoraj navedena delitev ne
more nikdar konéati z ostankom 0. Po nekoliko delitvah
(vsaj po b delitvah) se morajo ostanki ponavljati in istotako
tudi Stevilke v kvocijentu (brezkonéen decimalni
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ulomek). V takih sludajih pretrgas delitev, ko si dolo&il

dovolj decimalk. Izradunani decimalni ulomek je le pri-

- blizno enak navadnemu ulomku.

Decimalni ulomek, v katerem se ponavlja ena ali ve¢ Povraten deci-

. . . . . % 5 alni ulomek =
Stevilk, se imenuje povraten ali periodien deci- = jioaischer
malni ulomek; vrsta ponavljajotih se Stevilk se zove Dezimalbruch.

. . . . .y Povrataj = die
povradaj ali perioda. Periodo zapiSsemo navadno le Perioiss
enkrat ter zaznamujemo nje prvo in zadnjo Stevilko tako,
da nad vsako postavimo piko.

Tisti decimalni ulomek, v katerem se ponavljajo vse Cisto in nc:léisto

. . . . . . . . povraten deci-

desetinke, se imenuje &isto perioditen decimalni i womek —

ulomek ; decimalni ulomek pa, v katerem se ponavljajo ""i““f'dls_'e'?ischt
periodischer

le nekatere desetinke, se zove neéisto periodid¢en pezimalbruch.
A . .
decimalni ulomek, Tako je n.pr. 1‘—)1% —0-531.¢8isto
S 19 e : T : :
perioditen, s55 = 0-063 pa ne&isto periodicen decimalni

ulomek.
Obéna oblika Gisto periodi¢nega decimalnega ulomka je

b b ; b : b

107 + 1o@ T 1o% T 1o@ T
kjer pomeni b periodo in n Stevilo desetink, ki se nahajajo
v periodi. ObZna oblika nelisto periodi¢nega decimalnega

ulomka je
(1 i b L HET b

Tom T jomTa T jomFm T jgmFEm T
kjer pomeni o pred periodo stojete desetinke, m Stevilo
teh desetink, b periodo in » Stevilo desetink v periodi

Kako pretvoris

Konten decimalni ulomek pretvori§ v navadnega, ako YO
fr % i d ix konen decimalni
ga zapiSe$ v obliki navadnega ulomka in potem okrajSas, uiomek v navad-

¢e je mogoce. N. pr. nega.

632 e
SBHe S 000 1
Kako pretvorig
disto povraten

(Cisto perioditen decimalni ulomek pretvori§ v navad- =t ro
) = decimalniulomek
nega, ako ga pomnozis s tako dekadi¥no enoto, da pomaknes + navadnega.



Kako pretvoris

nedisto povraten

decimalniulomek
v navadnega.

Popolno Stevilo
= die vollstin-
dige Zahl.
Nepopolno Ste-
vilo = die unvoll-
stindige Zahl.
Kako zaznamu-
Jjemo nepopolna
Stevila.
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desetinsko piko za vso periodo proti desni, in od tega
pomnoZenega ulomka odstejeS prvotnega. N. pr.

x = 0°375 = 0-375375375. .. G
10002 — 375+ 375375375. . . } aditeto
999 — 375
o 376 1295
: 999 = 333 °

Iz navedenega izvajamo pravilo:

Cisto periodiden decimalni ulomek pre-
tvori§ v navadnega, ako vzameS§ periodo za
Stevec, za imenovalec pa toliko 9, kolikor Ste-
vilk ima perioda.

Nedisto perioditen decimalni ulomek pretvoris v na-
vadnega, ako ga pomnoZi§ s tako dekaditno enoto, da
postane &isto periodifen, in potem postopas kakor poprej.
N. pr.

x = 01236
o 36 4
136 34

54. S e e ST
@ = 1277 :100 = 3355 = 555-

C. Ra¢unanje z nepopolnimi Stevili.
§ 21. Obéna pojasnila o nepopolnih Stevilih.

Dekadi¢no Stevilo se imenuje popolno, ¢e so znane
vse njegove &tevilke. Dekaditno Stevilo se zove nepo-
polno, ¢e so od dolofenega mesta naprej neznane vse
naslednje Stevilke ali pa se izpustile iz kateregakoli razloga.

Nepopolno Ztevilo, ki je dolofeno najmanj do desetink,
zaznamujemo na ta nadin, da mu pridenemo na desni dve
piki; nepopolno Stevilo pa, pri katerem niso dolo¢ena vsa
celotna mesta, zaznamujemo tako, da mu pripiSemo toliko
zmanj8anih nicel, kolikor je celotnih mest nedoloCenih.
N. pr. Cesta do 4 do B je priblizno 8564 m dolga, v znakih
8564 ..m; trgovec C kupi priblizno 27°6 stotov blaga, v
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znakih 27°6..¢; D ima okoli 73b tisoé kron premoZenja,
v znakih 73by K.

étevila, katera nam podaja Stetje, so navadno popolna;
Stevila pa, katera nam podaja merjenje, so navadno nepo-
polna. Radunski zneski so véasih popolna, véasih nepopolna
Stevila. Tako so n. pr. zneski pri deljenju, pri pretvarjanju
navadnih ulomkov v decimalne i. t. d. prav pogostoma
nepopolna Stevila. Véasih je treba tudi popolne ratunske
zneske pretvoriti v nepopolna Stevila, da dobijo dotiéni
zneski uporaben pomen. N. pr. Ako velja 1 kg nekega blaga
1-21 (1-23, 1:25) K, velja 6-34 kg 7-6714 (7-7982, 7:925) K.
Ker ne moremo v prometu izplaati vinarskih desetin in
stotin, je treba pretvoriti navedene zneske v 7-67..
(12805792 )G

Popolnim Stevilom smemo pripisati ni¢le kakor deci-
malke (ali si misliti pripisane); obratno smemo tudi ni¢le
izpustiti kakor zadnje decimalke. N. pr. 3-5 = 3-5000,
6-800 = 6°8. Nepopolnim Stevilom ne smemo pripisati,
pa tudi ne izpustiti nobene niéle kakor decimalke; Kkajti
namesto ni¢el bi utegnile stati tudi kake druge Stevilke,
Zato moramo Stevili 0-8900.. in 0°89 .. smatrati za raz-
li¢ni; kajti pri prvem Stevilu sta tretja in detrta decimalka
znani, pri drugem pa neznani.

Ako izpustimo zadnje Stevilke (decimalke) katerega-
koli Ztevila, pravimo, da okrajsamo dotiéno Stevilo.
Tako smo n.pr. v zgoraj navedeni nalogi zneske 7-6714
(7:7982, 7-925) K okraj%ali v 7:67.. (7'80., 7°92..)K.
Pogresek, ki smo ga napravili v prvem slucaju, znasa
0:0014 K = 014 h, t. j. manj ko polovica (0°5) enega
vinarja ali manj ko polovica zadnje desetinske enote nepo-
polnega Stevila 7°67.. K. V drugem sluaju je nepopolno
Stevilo nekoliko preveliko, toda pogresek, ki se nahaja v
njem, je manjsi ko polovica (0'5) enega vinarja ali manjsi
ko polovica zadnje desetinske enote nepopolnega Stevila
7:80.. K. Ce bi pa okrajSanemu &tevilu ne bili povecali
zadnje Stevilke za enoto, bi znaSal pogreSek ve¢ ko pol
vinarja ali ve® ko polovico zadnje desetinske enote n=po-
polnega Stevila 7°79 .. K. V tretjem sludaju znaSa pogresek
ravno pol vinarja ali polovico zadnje desetinske enote

Kdaj dobimo ne-
popolna Stevila.

Razlodek med
popolnimi in ne-
popolnimi Stevili.

Kako okrajsamo
Stevilo.
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nepopolnega Stevila 7-92 .. K. Kakor v navedenih primerih
postopamo tudi v vsakem drugem slutaju, kadar je treba
okrajsati kako S&tevilo. .
Zadnjo Stevilko okrajSanega Stevila povesas za enoto,
ako je prva Stevilka, ki jo izpusti§, ve&ja od b ali pa b
z naslednjimi veljavnimi Stevilkami; v vsakem drugem
slu¢aju pustis zadnjo Stevilko okrajSanega S3tevila neiz-
premenjeno.
Koliko znasa po- Nepopolna Stevila so vcéasih nekoliko premajhna,
*:,Eifﬁ, Feunm” véasih nekoliko prevelika; toda v vsakem slutaju znala
pogreSsek manj ko polovico ali ravno polovico zadnje dese-
tinske enote doti¢nega Stevila.
Kako spoznamo Pri vsakem izmed Stevil 123:47 ..m in 89°56..m
"cp_;ﬁz;?fse znafa pogreSek pol centimetra ali manj. Ta pogresek pa
nima pri dolgi daljici tolikega pomena kakor pri kratki;
torej je Stevilo 123°47 . . m popolnejSe ko Stevilo 8956 . . m.
Istotako je tudi Stevilo 8-7..K popolnejse ko 6°9.. K.
Ce delimo katerokoli nepopolno &tevilo z 10, 100, i. t. d.,
se zmanjSa vrednost doti¢nega Stevila 10 krat, oziroma
100 krat i. t. d. Ker se pa tudi pogresek zmanjSa na isti
naéin, je torej jasno, da je nepopolnost Stevila odvisna od
mnozine enot najnizjega reda, ki se nahaja v Stevilu. Zato
80 n. pr. Stevila 8956 ..m, 895°6..m, 89°56..m enako
nepopolna. Stevilo 89°56..m pa je popolneje ko Stevilo
- 8:924 . .m, Ker je 8956 velje od 8924.

Izmed dveh nepopolnih stevil je tisto popolnejse, ki
ima ve& veljavnih Stevilk. Ce pa imata obe Stevili enako
veliko veljavnih Stevilk, je tisto popolnejSe, v katerem
najdes (od leve proti desni) poprej vedjo Stevilko. Vsako
popolno s$tevilo je popolnejse ko katerokoli nepopolno
stevilo.

Pri radunanju z nepopolnimi Stevili je treba gledati
na to, da se noben znesek ne doloéi dalje ko do tistega
mesta, na katerem se zacenja nepopolnost, in da se konéni
znesek dolo¢i ali tako natanko, kakor je sploh mogoce,
ali pa tako natanko, kakor je nalogi primerno.
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§ 22. Sestevanje in odStevanje nepopolnih stevil.

@ 9°614.. b 356, ¢) 1731046
8-578. . 7°129. . 8-127..
4-126. . 2-93/7. . 7628
0-326. . 4:85|. . 6°594..
3-567. . 0-968. . 4:0638. .
2-841. . 154 5:1/47. "
29-05. . 20-8. . B0

Pri nalogi «) so vsi sumandi pribliZzno dolo¢eni na
tri decimalke (na tisofine). PogreSek v vsakem sumandu
znaSa pol tisofine ali manj; v vsoti bode pogrefek znaSal
Gkrat pol tisofine — 3 tisotine ali manj, t.j. manj ko
polovica ene stotine (kajti b tisolin da Sele polovico ene
stotine). Iz tega se vidi, da ne moreS konéne vsote pri-
blizno dolo¢iti na tisodine, ampak le na stotine. Vsota
vseh sumandovih tisoéin (zadnjih decimalk) se porabi za
popravek, t.j. Stevilo, katerega je treba pristeti su-
mandovim stotinam (naslednjim decimalkam). Ker je 32 ti-
soéin blize 3 ko 4 stotinam, znaSa popravek 3. Potem
izvrsiS sestevanje kakor pri popolnih Stevilih. — Kar se
tite popravka sploh, si je treba zapomniti, da se jemlje
1 za popravek, ako lezi vsota iz zadnjih decimalk med
Hin 15; od 15 do 25 se jemlje 2 za popravek; od 25
do 35 je popravek 3, i.t.d.; od 1 do 5 ni nobenega po-
pravka.

Pri nalogi b) je treba najprej nekatere sumande
okrajsati tako, da imajo vsi enako veliko decimalk. Pri
tem se mora8 ravnati po tistem sumandu, ki je nepopolno
gtevilo in ima najmanj decimalk. Od odbitih Stevilk 8, 7
in 9 (t.j. od njih vsote) mora$ vzeti popravek, katerega
pristejes naslednjim decimalkam. Potem izvrsis seStevanje
kakor pri nalogi a).

Pri nalogah @) in b) se je dolo¢ila vsota tako na-
tanko, kakor je bilo mogoce.

Ce hoteS vsoto naloge c¢) doloGiti tako natanko,
kakor se zahteva, n.pr. na desetine, okrajSaS vsak su-
mand na desetine, vzame§ od odbitih Stevilk (t.j. od njih

Kako dolodis
vsoto nepopolnih
Stevil tako na-
tanko, kakor je
mogode.
Popravek = die
Korrektur.

Kako dolodis
vsoto popolnih
ali nepopolnih
Stevil tako na-
tanko, kakor se
zahteva.
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vsote) popravek ter seStejeS okrajSane sumande. Kar se
tice popravka v tem sluéaju, ga je treba vzeti dvakrat,
t. j. najprej sestejes tisotine, od. dobljene vsote vzames
popravek, ga priStejes stotinam, in ko seStejeS stotine,
vzames zopet popravek ter ga priSteje§ desetinam; kajti
drugate se pripeti prav lahko, da ne izrafuna$ vsote do-
volj natanko.

d) 7428 ¢ 4-32 /) 9°65.. ¢ 8396..
5-83 1:457.. 3:147 6-89
1-598. . 2-863. . 6-50. . 1-47..

Pri nalogah d) in ¢) se odsteva kakor pri popolnih
Stevilih. Pri nalogah f) in g) se mora okrajSati Stevilo s
premnogimi decimalkami tako, da imata minuend in sub-
trahend istotoliko decimalk. Od odbitih Stevilk se vzame
popravek za tisto Stevilo, ki se je okrajSalo. Potem se
izvrsi odStevanje kakor pri popolnih Stevilih.

§ 23. MnoZenje nepopolnih 3tevil.

a) 74°392.. %8 b) 3-874.. 659
595°14. . 23244
1937
348

=K

ke

¢) 19508375, 5 24:678 ..
222102
12339
197
71
1

23465. .

Ce pomnozi§ v nalogi @) 2 tisodini z 8, dobis pro-
dukt 16 tiso¢in; v tem produktu znaSa pogreSek S8krat
pol tisofine =— 4 tisodine ali manj. Od tega produkta
vzame§ popravek, ki ga pridtejeS pomnoZenim stotinam.
Vse drugo napravi§ kakor pri popolnih Stevilih.



(b

Pri nalogi 4) je multiplikand nepopolno, multiplikator
pa popolno Stevilo. MnoZitev da tri delske produkte. Prvi
delski produkt izraguna$, ako pomnozi§ multiplikand s 6,
ne oziraje se na decimalno piko. Pri tem delskem pro-
duktu ne vzame§ nobenega popravka; pogresek, ki se
nahaja v njem, se bode kon&no popravil pri seStevanju
delskih produktov. Da ni treba drugega delskega produkta
pomakniti za eno mesto proti desni kakor pri navadnem
mnozenju, okrajsa§ multiplikand za eno Stevilko; potem
pomnoZis odbito Stevilko 4 s b, vzameS od tega produkta
popravek ter ga pristejes produktu iz Stevilke b in okraj-
Sanega multiplikanda. Tretji delski produkt najdeS, ako
okrajSa§ multiplikand zopet za eno Stevilko in raéuna$
kakor pri drugem delskem produktu. Pri seStevanju del-
skih produktov vzame§ od vsote zadnjih Stevilk popravek.
Mestno vrednost kontnega produkta dolodis s pomodjo
prvega delskega produkta. Pri prvem delskem produktu
se pomnozi multiplikand z desetico (t.j. z 10). Ker se v
tem sluéaju decimalna pika premakne za eno mesto proti
desni, ostaneta v multiplikandu %e dve decimalki, in toliko
decimalk se nahaja v vsakem delskem produktu. Konéni
produkt mora imeti eno decimalko manj. Zakaj?

Pri nalogi ¢) sta oba faktorja nepopolni Stevili. Za
multiplikand izbere¥ tisti faktor, ki je nepopolnejsi (ki
ima manj veljavnih Stevilk); kajti ¢e bi napravil obratno,
bi se nahajal pogrefek v vseh Stevilkah zadnjega del-
skega produkta. Delske produkte izrafuna$ zaporedoma
ravno tako kakor pri nalogi &). Za multiplikatorjevo
niélo mora8 v multiplikandu tudi odbiti Stevilko; kajti
ni¢la da tudi svoj delski produkt, samo da se ta produkt
ne zapiSe, ker je — 0. Ko odbijes multiplikandu zadnjo
Stevilko, izratuna3 od nje popravek ter ga zapiSes kakor
delski produkt. Mestno vrednost konénega produkta do-
lo&i§ na isti nadin kakor pri nalogi b).

Mnozitev, ki se izvrSuje na ta nadin kakor v na-
vedenih nalogah, se imenuje okrajSana mnoZitev.
Glavni razlotek med navadno in okrajSano mnoZitvijo je
ta, da se pri navadni mnoZtvi pomnozi celi multiplikand
z vsako multiplikatorjevo Stevilko in se delski produkti

Okrajéana mno-
zitev = die abge-
kiirzte Multipli=
kation.
Glavni razlodek
med navadno in
okrajSano mno-
Zitvijo.
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pomaknejo zaporedoma vsak za eno mesto proti desni,
pri okrajSani mnoZitvi pa se pri izradunanju drugega
in vsakega naslednjega delskega produkta multiplikand
okrajSsa za eno Stevilko in se delski produkti zapiSejo
drug pod drugega tako, da stoje njih zadnje Stevilke
druga pod drugo.

Na okrajSani nadin moras mnoZiti, ako je vsaj eden
izmed faktorjev nepopolno Stevilo. Za multiplikand izberes
vselej nepopolnejsi faktor.

Produkti nalog @), b) in ¢) so se dolodili tako na-
tanko, kakor je bilo mogote. Ako je pa pri okrajSani
mnozitvi mnogo delskih produktov, se vé&asih pripeti, da
zadnja Stevilka konénega produkta ni dovolj natanko
dolofena. Temu se izognes, ako vzameS pri racunanju
tretjega in vsakega naslednjega delskega produkta po-
pravek od zadnjih dveh odbitih Stevilk. N. pr. Pri tretjem
delskem produktu naloge /) bi za ta slu¢aj racunal po-
pravek tako-le: 9krat 4 je 36, popravek 4; 9krat 7 je
63 in 4 da 67, popravek 7.

Na okrajSani nadin mnozis tudi, ako je treba pro-
dukt dveh' (popolnih ali nepopolnih) Stevil dolofiti tako
natanko, kakor se zahteva. N. pr.

d) 14°583.. > 06945 (na 2 decimalki).
e) 9-4164 < 5827 (na 1 decimalko).
J) 681357 > 29435 (na stotisoce).

Pri nalogi @) mora imeti konéni produkt 2 deci-
malki, vsak delski produkt pa 3 decimalke. e pomnozis
multiplikand s 6 (s prvo veljavno multiplikatorjevo Ste-
vilko), dobis 4 decimalke, torej eno veé, ko jih potrebujes.
Multiplikand smeS$ zato okrajSati za eno Stevilko pred
mnozenjem. Mnozitev izvr3iS na okrajSani nacin.

Pri nalogi ¢) mora imeti prvi delski produkt 2 deci-
malki. Ce pa pomno#is multiplikand s 5, dobi$ 4 decimalke,
torej 2 ve&, ko jih potrebujes. Multiplikand sme8 zato
okrajSati za dve Stevilki pred mnoZenjem.

Pri nalogi /) mora konéni produkt imeti vrednost
stotisotic, prvi delski produkt pa vrednost desettisotic.
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Ta pogoj se ravno ujema z nalogo. Prvi delski produkt
izra¢una$ torej na navadni nadin, naslednje pa na okraj-
Sani naéin. — Ako bi hotel pri nalogi /) produkt dolo&iti
na milijone, smel bi okrajsati multiplikand za toliko &te-
vilk, kolikor jih ima prvi delski produkt preveéd (t.j. 1).
Ce bi pa hotel produkt naloge /) doloéiti na tisote, moral
bi za prvim delskim produktom izradunati na navadni
natin Se toliko delskih produktov, kolikor Stevilk ima
prvi delski produkt premalo (t.]j. 2).

§ 24. Deljenje nepopolnih tevil.
@) 768 8'364.. — 0°9182.. 1) 485°7..:31'6 — 15:37..

1524 1697
688 117
19 22
2
¢) 6°1423..:263°5.. = 0-02331..
872 i
81
2
(1)

V nalogi @) je dividend popolno, divizor pa nepopolno
Stevilo. Da se ni treba brigati med raunanjem za deci-
malno piko, doloti§ najprej mestno vrednost prve kvoci-
jentove Stevilke. V ta namen poiSces tisti dividendov . del,
v katerem se nahajajo divizorjeve celote, in mestna vred-
nost tega dividendovega dela je tudi mestna vrednost prve
kvocijentove Stevilke, V nadi nalogi pomeni prva kvoci-
jentova Stevilka desetine; kajti 8 se nahaja v 76 in 76

Kako dolodis
kvocijent nepo-
polnih Stevil
tako natanko,
kakor je mogote.

so desetine. Potem priredis divizorju prvi delski dividend. :

V naSem sludaju je treba dividendu pripisati dve niéli (ali
si misliti pripisani). Véasih pa se mora dividendu kaka
Stevilka odbiti (Ce jih ima prevet) in od odbite Stevilke
vzeti popravek. Ko si iz prvega delskega dividenda dolo&il
prvo kvocijentovo Stevilko, pomnoZi§ divizor s to Stevilko
ter odstejes produkt od prvega delskega dividenda. Ostanek,
ki ga najde, je drugi delski dividend. (Zakaj ne smes



78

__ pripisati temu ostanku ni¢le?) Da je mot¢i nadaljevati

OkrajSana delitev
= die abgekiirzte
Division.
Glavni razlotek
med navadno in
okrajiano de-
litvijo.

delitev, okraj%a$§ divizor za eno Stevilko ter dolodis iz
drugega delskega dividenda drugo kvocijentovo Stevilko.
Potem izraduna$ popravek od odbite divizorjeve Stevilke,
pomno#i§ okrajSani divizor z drugo kvocijentovo Stevilko,
temu produktu pristejes popravek ter odstejeS ta poprav-
Ijeni produkt od drugega delskega dividenda. Ostanek, ki
ga najdeS, je tretji delski dividend. Sledefe kvocijentove
Stevilke izrafunaS istotako, kakor si izracunal drugo.
Delitev se konéa, ko je treba odbiti zadnjo (veljavno) divi-
zorjevo Stevilko. Pri zadnji kvocijentovi &tevilki moras gle-
dati na to, da jo dolo&i§ priblizno. To spoznas iz zadnjega
ostanka; ako je ta ostanek manjsi, ko polovica zadnjega
divizorja, si doloéil zadnjo kvocijentovo Stevilko pribliZno.

V nalogi b) je dividend nepopolno, divizor pa je po-
polno Stevilo. Mestna vrednost prve kvocijentove Stevilke
so desetiece; kajti 31 se nahaja v 48 in 48 so desetice.
Prvo in drugo kvocijentovo &tevilkko izracuna$ na navadni
nadin, tretjo in Cetrto Stevilko pa tako, kakor smo radu-
nali pri nalogi ).

V nalogi ¢) sta dividend in divizor nepopolni Stevili.
Mestna vrednost prve veljavne kvocijentove Stevilke so
stotine; kajti 263 se nahaja v 614 in 614 so stotine. Potem
priredi§ dividend in divizor drugega drugemu tako, da se
divizor ravno nahaja v dividendu, ter izratunaS kvocijent
istotako kakor pri nalogi ).

Vsako deljenje, ki se izvrSuje tako kakor pri nave-
denih nalogah, se imenuje okraj8ano deljenje. Glavni
razloéek med navadnim in okrajSanim deljenjem je ta, da
ostane divizor pri navadnem deljenju neizpremenjen in da
se ostankom pripisujejo zaporedoma dividendove Stevilke
ali ni¢le, pri okrajsanem deljenju pa se divizor pri izra-
tunanju vsake naslednje kvocijentove Stevilke okrajsa za
eno Stevilko in ostanki so zaporedoma drug za drugim
delski dividendi. Na okrajSani nadin se mora prej ali slej
deliti, ako je eno izmed dolofenih Stevil nepopolno. Pri-
merjaj nalogi «) in 0)!

Kvocijenti nalog «), b) in ¢) so se dolo¢ili tako natanko,
kakor je bilo mogoce.
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Na okrajSani nadin se tudi deli, ako je treba kvocijent
_dveh (popolnih ali nepopolnih) Stevil doloditi tako natanko,
kakor se zahteva. N, pr.

d) 74-69432..:8°576.. (na 2 decimalki).
¢) 9°5867 : 0- 75465 (na 1 decimalko).
J) 16°67384 : 4-327 (na 5 decimalk).

V nalogi d) ima prva kvocijentova Stevilka mestno
vrednost enic. Kvocijent bo imel po vsem tri veljavne
Stevilke in najmanj toliko jih mora imeti divizor. Dolodeni
divizor sme§ zato okrajSati za eno Stevilko; potem priredis
okrajSanemu divizorju prvi delski dividend ter izvrSis delitev
na okrajSani nadin.

V nalogi ¢) ima prva kvocijentova Stevilka mestno
vrednost desetic. Primerjaj § 19.! Kvocijent bo imel po
vsem tri veljavne Stevilke in najmanj toliko jih mora
imeti divizor. Dolodeni divizor smes zato okrajSati za dve
Stevilki in potem ravna$ kakor v prej¥nji nalogi.

V nalogi f) ima prva kvocijentova Stevilka mestno
vrednost enic. Kvocijent bo imel Sest veljavnih Stevilk in
najmanj toliko jih mora imeti divizor. Ker pa ima v naSem
sludaju divizor dve Stevilki premalo, moras izratunati za
prvo kvocijentovo Stevilko Se toliko Stevilk na navadni
natin, kolikor jih ima divizor premalo.

Ker se pri okrajSani delitvi nahaja pogreSek v zadnji
Stevilki vsakega delskega dividenda, se pripeti véasih
(posebno, e je zadnji delski dividend enoSteviléen), da
zadnja kvocijentova Stevilka ni dolo¢ena dovolj zanesljivo.
Temu se izogne§, ako vzame$ v okrajSani divizor eno
Stevilko ved, ko jih potrebuje$, in vsakokratni popravek
izratunad od zadnjih dveh odbitih Stevilk; pri nalogah pa,
katerih ne za®nes reSevati na okrajSani nalin takoj, ampak
Zele pozneje, izratuna§ na navadni na¢in eno Stevilko
veé, ko jih je treba.

Kalko dolotis
kvocijent popol-
nih ali nepopol-
nih Stevil tako
natanko, kakor

se zahteva.



Razmerje — das
Verhiiltnis.

Prednji ¢len =
das Vorderglied.
Zadnji tlen =
das Hinterglied.
Koli¢nik = der
Quotient.

Obratnorazmerje

= umgekehrtes

oder reziprokes
Verhiiltnis.

Stevilno raz-

merje = Zahlen--

verhiiltnis.
Koli¢insko raz-
merje — Grofien-

verhiiltnis.

Obli¢ne izpre-
membe razmerja
= Formveriinde-
rungen des Ver-

hiiltnisses.
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III. Razmerja in sorazmerja.

§ 25. Razmerja.

Ako preiskavamo, kolikokrat se v Stevilu 4 nahaja

Stevilo B, pravimo, da merimo Stevilo 4 s Stevilom B,
ali da isemo razmerje med Steviloma 4 in B, v znakih
A:Bali % (&itaj: A proti B).
Izraz 4: B ali 1—;
ter pomeni, da se Stevilo B nahaja nekolikokrat v Stevilu A4;
A4 zovemo prednji, B pa zadnji ¢len. Stevilu, ki pove,
kolikokrat se nahaja zadnji v prednjem c¢lenu, pravimo
razmerski kolié¢nik.

Vsako delitev v zmislu merjenja smemo smatrati
za razmerje doti¢nih dveh Stevil

Ako zamenimo v razmerju 4 :B ¢lena med seboj,
najdemo razmerje B: .4, ki se imenuje obratno raz-
merje Stevil 4 in B.

Vrednost razmerja sodimo po njegovem koli¢niku;
¢im vedji je koliénik, tem vedja je vrednost razmerja. Ako
imajo razmerja enake koli¢nike, se imenujejo enaka.

Razmerje med dvema neimenovanima Steviloma zo-
vemo Stevilno, razmerje med dvema istovrstnima koli-
¢inama pa kolidinsko razmerje. Kar se tie tvor-
jenja in vrednosti koli¢inskih razmerij, primerjaj § 21. v
geometriji. ;

Ako izpustimo v prednjem in zadnjem ¢lenu dolo-
¢enega kolitinskega razmerja ime, najdemo Stevilno raz-
merje, ki je enako koli¢inskemu.

Iz pojma o razmerju sledi:

Razmerje ne izpremeni svoje vrednosti,
ako pomnozis ali deli§ prednji in zadnji &len
z enim in istim §tevilom, v znakih

A5y

. ”.'

se imenuje razmerje Stevil 4 in B

A:B = md:mB

S pomodjo te lastnosti se da: 1, vsako razmerje,
tigar ¢lena sta ulomka, izraziti s celima Steviloma;
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2. vsako razmerje, Cigar Clena imata skupno mero, iz-
raziti z najmanjSima Steviloma (okrajati).

Razmerje treh ali ve¢ Stevil najdes, ako doloéis,
kolikokrat se njih skupna mera (% ni druge skupne
mere, se smatra Stevilna enota za skupno mero) nahaja
v vsakem izmed dotiénih &tevil. Taka razmerja hoemo
imenovati zaporedna razmerja; njih oblika je

Auil e P tids

Obli¢na izprememba, ki velja o vsakem enostavnem
razmerju, velja tudi o zaporednem razmerju ; torej je
v s SR

.”.

A BrOi—smAd =mbBemCi— 2
" n

Cleni, ki zavzemajo isto mesto v razmerjih, se zovejo
istolezni €leni. Tako so n. pr. prednji é&leni dveh ali
ve¢ razmerij istoleZni.

Ako pomnozis istoleZne ¢lene dveh ali ve¢ enostavnih
razmerij med seboj, najdes sestavljeno razmerje.
Tako so n. pr.

a:sh
¢:d % enostavna razmerja,
esf

ace : bdf pa je sestavljeno razmerje.

§ 26. Sorazmerje.

Ako izenadimo dvoje enakih razmerij, stvorimo so-
razmerje. N.pr. Iz razmerij ¢:b = k in ¢:d = k iz-
vajamo ¢:b = c:d (%itaj: Stevili ¢ in b sta si kakor
Stevili ¢ in d, ali krajSe: a proti b, kakor ¢ proti d).

Sorazmerje je sestavljeno iz dveh enakih razmerij.
Sorazmerje tvoreca Stevila se imenujejo ¢leni soraz-
merja in sicer od leve proti desni prvi, drugi, tretji in
Cetrti ¢len., Prvi in detrti ¢len se zoveta zunanja, drugi
in tretji ¢len pa notranja ¢lena; prviin tretji ¢len sta
prednja, drugi in ¢etrti ¢len pa zadnja ¢lena soraz-
merja; tetrtemu ¢lenu pravimo detrta geometrijska
sorazmernica prvih treh ¢lenov. Cleni, ki zavzemajo isto
mesto v dveh ali vet sorazmerjih, so istolezni &leni.

Matek, Aritmetika. 6 r.

Zaporedno raz-

merje = fort-

laufendes Ver-
hiiltnis.

Oblidna izpre-
memba zapored-
nega razmerja.

IstoleZni &¢leni =
korrespondie-
rende oder homo-
loge Glieder.
Sestavljeno raz-
merje = zusam-
mengesetztes
Verhiiltnis.

Sorazmerje = die
Proportion.
Zunanja in no-
tranja tlena —
dubere und
innere Glieder.
Prednja in zadnja
¢lena sorazmerja
= Vorder- und
Hinterglieder der
Proportion.
Cetrta geome-
trijska sorazmer-
nica = die vierte
geometrische
Proportionale.
IstoleZni &leni.



Stalno soraz-
merje — stetige
Proportion.
Srednja geome-
trijska sorazmer-
nica — mittlere
geometrische
Proportionale.
Stevilno soraz-
merje = Zahlen-
proportion.
Koli¢insko soraz-
merje = Griben-
proportion.

Razresiti = auf-
16sen.

Lastnost &tevil-
nega sorazmerja.

Razrefevanje
Stevilnega in ko-
licinskega soraz=

merja.

Vsako sorazmerje, v katerem sta notranja élena enaka,
se imenuje stalno sorazmerje, n.pr. ¢:b = b:c. No-
tranji élen stalnega sorazmerja se zove srednja geometrij-
ska sorazmernica zunanjih élenov*, Eetrti élen pa tretja
geometrijska sorazmernica prvega in notranjega ¢lena.

Vsako sorazmerje, katerega ¢leni so neimenovana
Stevila, se imenuje Stevilno sorazmerje; sorazmerju
pa, ki je sestavljeno iz dveh koli¢inskih razmerij, se pravi
koli¢insko sorazmerje. V koli¢inskem sorazmerju
sta C¢lena vsakega razmerja istoimenska; ¢&lena prvega
razmerja pa utegneta imeti razlitno ime od ¢lenov drugega
razmerja. Ako izpustimo pri vseh ¢&lenih koli¢inskega soraz-
merja imena, stvorimo Stevilno sorazmerje.

Sorazmerje razresfiti se pravi, iz treh znanih ¢lenov
izratunati neznani élen. RazreSevanje Stevilnih sorazmerij
se opira na lastnost:

V vsakem Stevilnem sorazmerju je produkt
zunanjih &lenov enak produkfu notranjih élenov.

Dokaz. Iz enadbe a : 0 ¢ :d izvajamo
(@:0)bd = (c:d)bd,
ad-="be.

if

Iz dveh enakih produktov stvoriS sorazmerje, ako
vzames faktorja enega produkta za zunanja in faktorja
drugega produkta za notranja €lena, v znakih: iz ad = be
najdes e¢:b = c: d.

Zunanji ¢len Stevilnega sorazmerja najdes,
ako deli§ produkt notranjih ¢lenov z znanim
zunanjim &lenom.

Notranji &len S8tevilnega sorazmerja
najde8, ako deli§ produkt zunanjih ¢&lenov
z znanim notranjim ¢lenom. Zakaj iz sorazmerja
@:b = c:d sledi enatba ad — be in iz te enacbe najdes:

be s ad ad
T e

* Srednja geometrijska sorazmernica dveh Stevil se imenuje tudi
geometriéna sredina dotiénih dveh Stevil. Izraz 215 56 zove
aritmetiéna sredina Stevil ¢ in b.

2
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Koli¢insko sorazmerje razresi§, ako ga najprej pre-
tvoris na Stevilno sorazmerje in potem razresis. Primerjaj
§ 21. v geometriji!

Iz navedenih pojasnil in lastnosti o razmerjih in so-
razmerjih izvajamo :

V vsakem Stevilnem sorazmerju smeS zameniti:
@) notranja ¢lena med seboj, b) zunanja ¢lena med seboj,
¢) notranja ¢élena z zunanjima &lenoma.

V vsakem Stevilnem sorazmerju smes «) vse Clene,
0) en zunanji in en notranji élen pomnoZiti, oziroma deliti
z enim in istim Stevilom.

S pomodjo zadnje lastnosti mores: «) vsako Stevilno
sorazmerje, v katerem se nahajajo ulomki, izraziti s celimi
Stevili; b) vsako Stevilno sorazmerje, v katerem imata en
zunanji in en notranji ¢len skupno mero, okrajSati.

1.V vsakem sorazmerju sta si vsota (raz-
lika) prvih dveh élenov in prvi ali drugi &len,
kakor sta si vsota (razlika) zadnjih dveh
dlenov in tretji ali éetrti ¢len, v znakih
atb o bd li atbd cad

a ¢ TR a s

Dokaz. Ako priStejeS, oziroma odStejes obema de-

v 4 . ¢ .
loma enacbe ; - ;— enoto, dobis %il = =+ 1 .ali

+b T d e 1 *
S c{d—‘. Ako deli§ zadnjo enafho s prvo, najdes
r_t_i:_b st c:tf

& e AR

2.V vsakem sorazmerju sta si vsota in raz-
lika prvih dveh ¢lenov, kakor sta si vsota in

a--b e d

razlika zadnjih dveh élenov, v znakih -—— = ~——.

. (7 v . . .

Dokaz. Iz sorazmerja % == dobi§ po prejSnjem iz-

- it —d ; =

vokn, S ZiE CaB gy : - = “=C, Ce deli§ zadnji

a C 2 ¢
3 : ) d
enadhi, najdes i f‘—+~'.

! a— Db ¢ —d

Ako izenadimo tri ali ve¢ enakih razmerij, najdemo
zaporedno sorazmerje, v znakih

Asa= B:b=Cie=D:d=F

Obliéne izpre-
membe Stevil-
nega sorazimerja.

Pretvorbe dolo-
tenega soraz-
merja.

Zaporedno so-
razmerje = fort-
laufende Propor-

tion.



Lastnosti zapo-
rednega soraz-
merja.

Harmoniéno

sorazmerje —
harmonische
Proportion.
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kjer pomeni % koli¢nik vsakega izmed navedenih razmerij.
Po pojmu o razmerju je: 4 = ak, B = bk, C = ck in
D = dk. 1z teh enath sledi, da so si 8tevila 4. B, C, D
istotako kakor &tevila «, b, ¢, d, v znakih

A Bt De— b
V vsakem zaporednem sorazmerju so si
torej prednji ¢leni istotako kakor zadnji ¢leni.

Zaporedno sorazmerje je sestavljeno iz dveh izena-
¢enih zaporednih razmerij.

Ako seStejemo enalbe A = ok, B = bk, C == ck in
D = dk, najdemo

A+B+C+D = (e6+b+ct+dik;

iz tega izraza sledi z ozirom na pomen koli¢nika %

A+B+C-+D
i _?_ ' —k—Aiag=B:b=0C:ic = D:d t.j.
a+b+4c+d

V vsakem zaporednem sorazmerju sta si
vsoti vseh prednjih in zadnjih €lenov istotako
kakor vsak prednji ¢len proti svojemu zad-
njemu ¢lenu.

Iz pojasnil o zaporednem razmerju in sorazmerju
sledi :

V vsakem zaporednem sorazmerju smes vse prednje,
oziroma vse zadnje €lene pomnoziti (deliti) z enim in
istim Stevilom.

Ako je Stevilo = od ¢ in b tako zavisno, da velja
sorazmerje (¢ — r):(x — b) = «:b, potem pravimo, da
je to sorazmerje harmoniéno in z je harmoniéna sredina

S e P o : s 2ab
Stevil @ in b. Ce razre§imo sorazmerje, dobimo z = “_; s
; ; 2ab s : :

Harmoni¢na sredina “_; A dveh Stevil je v ozki zvezi

: : : b : ! o
z aritmetiéno sredino “—.f in geometriéno- sredino |/ab

istih dveh &tevil. Iz identitne enatbe |/ <52 . 2% — /4.1
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sledi namreé pravilo: srednja geometrijska sorazmernica
med aritmeti¢no in harmoni¢no sredino dveh 3tevil je
enaka geometriéni sredini istih dveh Stevil.

Ako pomno#is istoleZne ¢lene dveh ali ved
sorazmerij med seboj, najdeS novo (sestav-
ljeno) sorazmerje. Tako so n. pr.

aoh— e
@yt by = ¢;:d;y | enostavna sorazmerja,
G by —e o {
aa,ay : bbby = ceqey: ddd, pa je sestavljeno sorazmer;je.

Zakaj ako pomnozi§ enake izraze med seboj, najdes enake
produkte.

Ako deli& istoleZne ¢lene dveh sorazmerij,
najde$ novo (sestavljeno) sorazmerje, v znakih

a:b = cid |
@ ey — s
goalh e d
[51-111 = Cq .dl.

Zakaj ako deli§ enake izraze z enakimi izrazi, najdes
enake kvocijente.
Naloge.

1. Izrazi naslednji sorazmerji:

a) 17(m —+n)iz = 102(m* — n?): 93 (m — n),

b) 14:22 = 2:3%
z najmanj8imi celimi Stevili!

Izvriitev:

a) 17(m—+n):a = 102(m?> — n?): 93 (m — n)
l:2 = 6(m —n):93(m —n)
i

— a3l
b) 3: 3 :T:':"u"z'
STl = pnad
G20 i 32
Oty ——eiiid
SF ey e

Tvorjenje
sestavljenega
sorazmerja.
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2. Doloci iz podatkow: a) a:d = 3 :5 in
a:¢c = 2:3 vrednost razmerja b:c; b) a:b = 415,
crd:— S:hin et b —=1%2h wrednost razmerja
s

V navedenih nalogah je treba najprej dolofena raz-
merja tako urediti, da se prvo razmerje zatne s Clenom,
ki je prednji ¢len zahtevanega razmerja, vsako naslednje
razmerje zalne s &lenom, ki se ujema z zadnjim ¢lenom
prejSnjega razmerja, in zadnje razmerje konc¢a s &lenom,
ki je zadnji ¢len v zahtevanem razmerju. Potem se pomno-
Zijo istoleZni éleni urejenih sorazmerij.

Izvriitev: a) bia = 5:3 ,
e :S}pomnozeno
tive 23030,

h) a:b=4:5l :
b:¢ = b:6 ; pomnozeno
c:d:.?,:ﬁf
@l — 25

3. PoiSé¢i iz podatkov:

@) gD == o hram e — 3 agsad == 55
O aicw=8:8, bic =616, bid = 14:15

zaporedno sorazmerje!

V nalogi @) se ujemajo prvi &leni dolofenih razmerij.
Tak&no nalogo razresi§, ako pretvoris dolotena sorazmerja
tako, da se ujemajo tudi njih tretji ¢leni (najmanjsi skupni
mnogokratnik teh ¢lenov). — V nalogi ) poi3teS najprej
iz dolo¢enih razmerij takZna razmerja, ki se ujemajo v
prednjib ¢élenih, potem pa postopas kakor pri nalogi pod ).

Izvrsitev: a) ¢:b = 3:0 = 12:20,
gine =P 1Y ST 8
B de b — A h

torejije-a s bsc: d-—-12%20: 18 =15,
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Lt 8:3}[)01111107'mno
il e (7
aib =A%,
gt 08 3'
c:b = 6: 7 ; pomnoZeno
7)'(1214:15[
ade— 32 1h
ath = 16: 7 = 32:14,
o= 8s8=— 32:1p
atd = 32315 — 382:156;

torej je atbic:d = 32: 141215

4. Razdeli &tevilo 1141 na &tiri dele, ki so
si kakor 15:40:48:60!

Deli 8tevila 1141 so =z, #, 2, u. Po pogojih naloge je
-yt z2-4u=1141 in z:yizin = 15:40:48:60.
Iz zaporednega sorazmerja najdes

ey el R
1540448160 15 40 48 60

bl

EE g e T
15 40 8 60
in iz te enadbe je
x = 105, y = 280, 2 = 336, u = 420.

5. Enadbo
(x46): (11 — x) = (x4 69): (67 — x)
razresi8, ako izenadi§ produkta zunanjih in notranjih
¢lenov. Potem najdes x = 3.

§ 27. Sorazmerne koli¢ine in mporabne naloge.

Dve koli¢ini sta odvisni druga od druge, ako vsaka Odvisne koli¢ine.
izprememba ene kolifine povzroti izpremembo druge koli-
¢ine. N. pr. Dolodena mnozZina blaga ima dolofeno ceno;
dvakrat (trikrat) toliko istega blaga velja dvakrat (trikrat)



Premo soraz-
merne kolidine
= gerade oder
direkt proportio-
nale Grofien.
Sorazmernostni
faktor ali modul
= der Proportio-
nalitéitsfaktor
oder Modulus.
Funkecija = die
Funktion.

Kako stvorimo
sorazmerje iz
premo sorazmer-
nih koligin.

Obratno soraz-
merne koli¢ine =
umgekehrt oder
invers proportio-
nale Groden.

Kako stvorimo
sorazmerje iz
obratno soraz-
mernih koli¢in.
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toliko denarja. Ali: doloéeno Stevilo delavcev izvrsi neko
delo v dolofenem ¢&asu; dvakrat toliko (enako pridnih)
delavcev izvrsi isto delo v polovici prvotnega casa.

Ako sta koli¢ini 4 in B tako odvisni druga od druge,
da se koli¢ina A4 tolikokrat poveta (zmanjsa), kolikorkrat
se koli¢ina B povela (zmanjSa), pravimo, da sta kolidini
A4 in B premo sorazmerni. Iz tega pojasnila sledi, da
mora ostati kvocijent Stevilnih vrednosti izpreminjajo¢ih
se kolitin A in B vedno isti, v znakih § = m ali 4 = mB,
kjer pomeni » neizpremenljivo Stevilo, ki se zove soraz-
mernostni modul ali faktor. Koli¢ini 4 pravimo funkcija
koli¢ine B.

Iz enaéb 4, = mB; in 4, = mDB, najde§ sorazmerje

bl =R B

Ako sta dve koli¢ini premo sorazmerni, je
razmerje med dvema Steviloma prve kolidine
enako razmerju med pripadajoéima Steviloma
druge kolidine.

Ako pa sta koli¢éini 4 in B tako odvisni druga od
druge, da se povela (zmanjSa) koli¢ina A tolikokrat, koli-
korkrat se zmanjSa (povefa) koli¢ina B, pravimo, da sta
koli¢ini 4 in B obratno sorazmerni. Iz tega pojasnila
sledi, da mora ostati produkt iz Stevilnih vrednosti izpre-
minjajodéih se koli¢in 4 in B vedno isti, v znakih 4.5 = m

ali 4 — m .1, Kolitini 4 pravimo funkcija koli¢ine 5.

B
1z enath 4y = m-Bi A — m-—;— najdes so-
razmerje 1 1 :
Al:Ag — E:E — BQ:B:[’ t.j.

Ako sta dve kolid¢ini obratno sorazmerni,
jerazmerje med dvema Steviloma prve koli¢ine
enako obratnemu razmerju med pripadajotima
Steviloma druge kolidine.

Koli¢ina A utegne biti odvisna tudi od dveh, treh ali
vet drugih koli¢in B, C, D i.t.d, s katerimi je posamié
premo, oziroma obratno sorazmerna. Da je n. pr. koli¢ina
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A s koli¢inama B in C premo, s koli¢ino D pa obratno
. sorazmerna, izrazimo v znakih 4 = m.B.C. % Koli¢ina
A je funkecija koli¢in B, C in D.

1
Iz b Ay — e BydlClei =1 A, = e s
z enatb 4, e Byl ds Gt B, ., B,

najdes sorazmerje

3,C. 5y
A A j—bli : BD(; — BC,D, - B,

kkatero se da predoditi tudi na ta-le nagin:

A A, — BB .
¢y : (5 ( pomnozeno.
Dy: Dy |

Ako je torej dolodena koliéna odvisna od
vel drugih koli¢in, s katerimi je posamié premo,
oziroma obratno sorazmerna, je razmerje med
dvema Steviloma prve kolifine enako sestav-
ljenemu razmerju iz pripadajodih Stevil ostalih
kolié¢in. Posamezni deli tega sestavljenega razmerja se
tvorijo po prejSnjih pravilih.

Razen navedenih odvisnosti se nahajajo med koli¢i-
nami Se razlitne druge odvisnosti, na katere se tukaj ne
bomo ozirali.

Naloge, v katerih se nahajajo premo ali obratno
sorazmerne koli¢ine, so sestavljene iz dveh stavkov, iz
pogojnega in vpraSalnega stavka, ali se vsaj dado razsta-
viti na taka dva stavka. V pogojnem stavku so doloene
vse koli¢ine, v vpraSalnem stavku pa je ena koli¢ina nedo-
lofena. Naloge te vrste reSujemo ali s pomod&jo sorazmerij
ali pa na sklepovni nagin. V zadnjem slu¢aju sklepamo
vobte iz dolodene mnoZine na enoto in iz enote na kako
drugo dolodeno mnozino iste koli¢ine. RazreSitev si neko-
liko olajsamo, ako napravimo nalrt, t.j. kratek podatek
doti¢ne naloge v obliki pogojnega in vpraSalnega stavka.
Primerjaj naslednje naloge!

Tvorjenje sestav-
ljenega soraz-
merja iz premo
in obratno soraz-
mernih kolidin.

Naloge o premo
in obratno soraz-
mernih koli¢ginah.
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Naloge.

1. Rokopis ima 162 strani, vsaka po 50 vrst;
koliko strani bi imel rokopis, ako bi bilo na
vsaki strani po 45 vrst?

162 strani - -.c .. b0 vrst
AR i s L
W) — L — 180 strani.
45
b x:162 —50:45
ni== 180

a) Ce razreSis nalogo na sklepovni naéin, sklepag
tako-le. Po pogojnem stavku ima rokopis 162 strani; &e
bi na vsaki strani bila samo 1 vrsta (t.j. 50 krat manj
vrst kakor v pogojnem stavku), bi moral rokopis imeti
50 krat toliko strani kakor v pogojnem stavku. Po vpra-
Salnem stavku pa je na vsaki strani 45 vrst (t.j. 45 krat
toliko kakor v prejSnjem sludaju), zato bo moral rokopis
imeti 45. del prejSnjih strani. Med sklepom nakaZe§ vsako
mnoZenje, oziroma deljenje. Ker ima nakazani rezultat
obliko ulomljenega &tevila, smes po en faktor v Stevcu
in imenovalcu deliti s skupno mero.

b) Ce hotes nalogo razrediti s pomo&jo sorazmerja,
je treba najprej dologiti, kako sta koli¢ini odvisni druga
od druge. Cim ve& vrst se nahaja na vsaki strani roko-
pisa, tem manj strani ima rokopis; koli¢ini sta torej
obratno sorazmerni. Po zgoraj navedenem pravilu stvoris
sorazmerje, katerega je treba razresSiti.

2. Voznik pelje 14 stotov blaga za 10°8K Tkm
dalel; kako dale& bo peljal 17} stota za 16} K?

Estotov .. - 10:B K .+ ."Thn
b U R B et
Rl SO I8 L T B R s
B TR e T s R e
b) z:7 = 14:17% }
161 :10°8
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@) Sklepa§ zaporedoma najprej na enoto pri vsaki
koli¢ini pogojnega stavka in potem na tiste mnoZine, ki
se nahajajo v vpraSalnem stavku. Voznik pelje blago 7 km
dale¢, 1 stot blaga bi peljal 14krat tako daled; za 1 K bi
peljal blago le 10-8. del prejSnje daljave. 171 stota blaga
bo peljal 17%. del prejSnje daljave; za 161 K bo peljal blago
161 krat tako dale¢ kakor poprej. — V nakazanem rezul-
tatu se nahajajo dvojni ulomki. Te ulomke odpravis, ako
prestavis vsak imenovalec, ki se nahaja v glavnem Steveu,
kakor faktor v glavni imenovalec, vsak imenovalec pa,
ki se nahaja v glavnem imenovalcu, kakor faktor v glavni
stevec ; kajti ulomek se ne izpremeni, ako pomnoZzis njegov
Stevec in imenovalec z enim in istim Stevilom.

) Cim vet je blaga, tem manjSo daljavo se pelje
blago za isti denar; prva in tretja koli¢éina sta torej
obratno sorazmerni. Cim ve¥ se plada voznine, tem dalje
se pelje isto blago; druga in tretja koli¢ina sta premo
sorazmerni. Sestavljeno sorazmerje stvoris po zgoraj na-
vedenih pravilih.

3. Koliko ¢asa mora% 1863 K kapitala po 5%,
izposoditi, da dobi§ toliko obresti, kakor jih
da 3450 K po 4}%, v 9 mesecih?

3450 K kapitala . . . 43%, . . . v 9 mesecih
1863 ., - s e e %
x:9 = 3450 : 1863 }
41 :5
=015,

Cim manj§i je kapital, tem ve¢ asa mora lezati, da
nese iste obresti. Cim manjsi so procenti, tem ve’ Casa
mora leZati kapital, da nese iste obresti.

4. Koliko obresti da kapital k¥ naloZen po
% @) v lletih, b)) v m mesecih, ¢) v d dnevih?

@) 100 K kapitala . . . v 1letu . . . p kron obresti
koo ‘ B T 2
kepl

0

S
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Obresti za leta izratunai, ako pomnoZis
kapital s procenti in leti ter delis produkt s 100.

b) 100 K kapitala . . . v 12 mesecih . . . p kron obresti
ks, 5 e M g S OE e i
kpm
° = 100" &7

Obresti za mesece izratunas, ako pomno-
7zi§ kapital s procenti in meseci ter deli8 pro-
dukt s 1200.

¢) 100 K kapitala . . . v 360 dneh . . . p kron obresti
k Y] s DR R d - e ) » 5
kpd ;
° = 360007 "V

Obresti za dneve izradunas, ako pomno#is
kapital s procenti in dnevi ter deli§ produkt
s 36000.

B, 4, B in C so popravljali okrajno cesto
in sicer je poSiljal 4 po 4 delavce 6 dni, B po
3 delavece 9 dni in C po 4 delavce 8 dni; za to
delo dobijo skupaj 207'5 K placila. Koliko dobi
vsak?

Zasluzek se mora med 4, B in C razdeliti po raz-
merju delaveev in po razmerju ¢asa; torej je

m:y:z:4:3:4}
6598
gey 2 2i=— 2 29T 2 30

Po pravilih, ki veljajo o zaporednem sorazmerju, najdes

&= 60y = 67'0; 2= 80
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IV. Enache prve stopnje.

§ 28. Obéna pojasnila in urejevanje enach.

" Enac¢ba je izenadena dvojica Stevilnih iz-
razov, ki sta enake vrednosti. Izenatena izraza se
imenujeta enatbena dela (enatbeni strani). Vsak teh
delov utegne biti sestavljen iz ¢lenov, ki so spojeni med

seboj z znakom — ali —.

Enatba, v kateri izena¢imo Stevilni izraz s samim
seboj ali s kako pretvorbo tega izraza, se imenuje isto-
stna ali identiéna enadba. N.pr. ¢ -0 = a b, ali
(r — B5)? = 22— 102+ 25. Ako postavimo v identi¢ni
enathi namesto obénega Stevila katerokoli posebno Stevilo,
imata enathena dela vsakokrat enaki vrednosti. Identi¢ni
enathi ustreza (zadostuje) torej vsako posebno Stevilo.

Enatba, kateri ne ustreza vsako, ampak le dolo¢ena
Stevila, se zove doloéilna enacéba. Tako n. pr. zadostuje
enathi 4z -7 = 19 &tevilo 3 in nobeno drugo; enachi
22 — 4 = 0 pa zadostujeta Stevili -2 in — 2. V nasled-
njem se hotemo pedati le z dolodilnimi enadbami.

Tisto Stevilo (oziroma Stevilni izraz), ki ustreza dolo-
¢ilni enatbi, se imenuje enaébeni koren. Enachi dologiti
koren, se pravi enatbo razreSiti.

V dolo&ilnih enacbah lo¢imo znane in neznane Kkoli-
¢ine. Znane kolidine (znanke) zaznamujemo s posebnimi
Stevili ali pa s prvimi ¢rkami abecede, neznane kolifine
(neznanke) pa z zadnjimi ¥rkami z, y, 2, u, v. Ako se
nahaja v enathi ve& obé&nih Stevil, smatramo véasih zdaj
to, zdaj drugo ob¢no Stevilo za neznanko. To se zgodi
posebno pri obrazeih, t. j. pri enabah, s katerimi izraZzamo
izreke in pravila, po katerih se dolo¢uje n. pr. likom obseg
in plo&&ina, telesom povrdje in prostornina i. t. d.

Po &tevilu neznank, ki se nahajajo v enacbi, lo¢imo
enatbe z eno, dvema, tremi ... neznankami.

Enadha,
Enatbena dela.
Enatbeni tleni.

LY

Istostna enalba
= identische
Gleichung.

Dolotilna enatha
= Bestimmungs-
gleichung.

Enadbeni koren.
Enadbo razreSiti.

Znanke in ne-
znanke v dolodil-
nih enatbah.

Razvrstitev
enath po Stevilu
neznank.



Osnovne resnice
o pretvarjanju
enadh.

Enaé&bo urediti =
eine Gleichung
ordnen.
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Iz matematiénih osnovnih resnic sledi:

@) Ako pristejeS, oziroma odStejes enakim
Stevilnim izrazom enaka Stevila, najdeS enake
izraze.

b) Ako mnozi8, oziroma deli§ enake Stevilne
izraze z enakimi Stevili, najdes enake izraze.

S pomodjo teh izrekov se da vsaki enalbi izpremeniti
oblika. VaZne so tiste izpremembe, po Kkaterih postane
oblika enostavna. Na take pretvoritve se hofemo tukaj
ozirati.

Enaébo urediti se pravi, enathi dati kolikor mo-
gote enostavno obliko. Iz zgoraj navedenega in iz razre-
Senih nalog v §§ 7., 10. in 18. izvajamo za urejevanje enac¢b
sledeta pravila:

1. Izvr8i racdunske nacine, katere nakazu-
jejo oklepaji!

2. Odpravi ulomke, t.j. pomnozi vse enatbene ¢&lene
z najmanj$im skupnim imenovalcem doti¢nih ulomkov!

3. Prestavi vse &lene desnega enacbenega
dela v levi del ter skréi in uredi ¢lene v tem
delu po padajoé&ih potencah z ozirom na ne-
znanko! Ako prestavi§ élen iz enega enalbenega dela v
drugega, mu mora$ izpremeniti predznak. Dva &lena v
razliénih ena&benih delih se unic¢ujeta, ako se ujemata v
predznakih in Ztevilnih vrednostih.

4. Deli vse enac¢bene ¢lene s koeficientom
neznanke v najvisji potenci! Vobfe smemo redi,
da smeS vse enalbene &lene deliti z njih skupno mero,
te se v tej skupni meri ne nahaja neznanka sama.

Urejene enatbe z eno neznanko imajo torej takSne-le
oblike : ¢
t4a=0; 2tar+t+b=0; *tar*tbrtc =0

i tod

(e ima enadba dve ali vet neznank, smatramo jo za

urejeno, ¢e ima obliko kakor n. pr.

ar +by = ¢, a®+ by?+ coy fde ¢y = f, Lt d,

kjer pomenijo @, b, ¢. .. cela Stevila.
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Enatbe, ki se dado pretvoriti na eno izmed zgoraj
navedenih oblik, se imenujejo algebrajske; vse druge
‘enaCbe pa so transcendentne.

Najvetji potenéni eksponent, katerega ima neznanka

Algebrajske in
transcendentne
enadbe = alge-
braische und
transzendente
Gleichungen.

urejene enafbe, ali ¢e je ve¢ neznank, najvedja vsota Stopnjadolotilne

potentnih eksponentov, katere imajo neznanke urejene

enalbe = der
Grad der Bestim-

enatbe v enem in istem ¢lenu, doloda stopnjo dotiéne mungsgleichung.

enadbe. Enatbhe kakor n. pr. # +a = 0, az - by = ¢,
ar - by -+ cz = d 1. t. d. so enadbe prve stopnje.

§ 29. RazreSevanje enacb prve stopnje.

I. Urejena enatba prve stopnje z eno neznanko ima
obliko #z +a = 0. Iz tega sledi #+ = — a. Ker pomeni
izraz — ¢ neko dolofeno &tevilo, ima torej enadba
prve stopnje z eno neznanko samo en koren.

Iz nalog in pojasnil v §§ 7. 10. in 18. posnamemo
za razreSevanje enach prve stopnje z eno neznanko ta-le
pravila :

1. Izvr8i radunske nadéine, katere naka-
zujejo oklepaji!

2. Odpravi ulomke!

3. Prestavi ¢lene z neznanko v en enaét-
beni del in znana 3tevila v drugi del ter skréi
istoimenske izraze kolikor mogode!

4. Deli oba enatbena dela s koeficientom
neznanke!

Preizkus napravi§, ako zamenis v dolofeni enachi
neznanko z najdenim korenom ter izratunas vrednosti
prvega in drugega dela. Ce se ujemata te vrednosti, si prav
razresil enaébo.

II, Urejena enatha prve stopnje z dvema neznankama

ima obliko
ax + by = c.

Ako poisdeS iz te enathe vrednost za x, oziroma
Za 1, najdes :
c— by c— ax .

e R L T =
w Y T

Kako se razre-
Sujejo enadbe
prve stopnje z
eno neznanko.

Preizkus.



Iztrebiti = eli-
minieren.

Primerjalni nadin
= die Kompara-
tionsmethode.

Zamenjalni nad¢in
= die Substitu-
tionsmethode.

Naéin enakih
koeficientov —
Methode der glei-
chen Koéffizien-
ten.

nost iz
namesto doti¢ne neznanke! N. pr.
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t. j. vsaki posebni Stevilni vrednosti za y (oziroma za )
pripada dolofena vrednost za x (oziroma za y). Enatba
prve stopnje z dvema neznankama ima torej brez Stevila
razre&itev.

Ako imamo dve enacbi prve stopnje z dvema ne-
znankama, ima sicer vsaka enatba za-se brez Stevila raz-
resitev, obe enathi skupaj pa le eno razreSitev; zakaj iz
dolo¢enih enadb se da ena neznanka iztrebiti, t.j. iz
doloCenih enalb se da izvesti nova enatba, ki ima le eno
neznanko. Ako razresis to novo enacbo, najdeS koren ene
neznanke. Drugi neznanki dolo¢is koren, ako zamenis v
eni izmed dolo¢enih enalb dotitno neznanko z najdenim
korenom ter razresis to enacbo.

Iz dolofenih enadb utegnes eno neznanko iztrebiti
na Stiri nadine.

@) Primerjalni nadin. Razresi obe enachi z ozi-
rom na eno in isto neznanko ter izenadi dobljeni vred-
nosti! N. pr.

20+ by — 26 26— 5y _ 142y
3e—2y =1 9 o 3

26 — By 18 —1by = 214y
SR R T Sl g 76

1o y = 4.

a1 : :

.,b:_—!j_,/’ 124“1_—’—_8_3
b) Zamenjalni na¢in. Dolo¢i eni neznanki vred-

ene enathe ter postavi to vrednost v drugo enacbho

zr+2y = 8 6(8 —2y) — dy = 14
6x — by = 14 48 — 17y = 14
= 8 — 2y, s lpe s o
y— .2
r= 8—4 =4

¢) Nadin enakih koeficientov. Napravi eni in

isti neznanki enaka koeficienta (najmanjsi skupni mnogo-
kratnik prvotnih koeficientov) v obeh enatbah ter seStej



97

pretvorjeni enacbi, oziroma ods$tej eno od druge! Koefi-
cienta napravi§ enaka, ako pomnoZi§ vsako enatbo s
primernim faktorjem. Pretvorjeni enadhi sestejes, ako sta
enaka koeficienta razlitno zaznamovana, drugace pa od-
stejef enadbo od enatbe. N. pr.

724 6y — 27 |%3 21+ 6y = 27
1801 9y —#48 [ < 2 S
21z 1 18y — 81 Lo
2% x - 18y = 96
— b = —1b
i — %
) Naéin nedolodenih koeficientov. Pomnoii neﬁ:é’:uih

eno enadbo z nedolotenim Ztevilom m ter jo pristej drugi i, efeientor —

enatbi! Ako izbereS v novi enalbi vrednost za m tako, Methode der un-
$ B 5 Bestimmt
da postane koeficient neznanke y enak nitli, dobi¥ enatbo, oo™

iz katere dolo¢i§ koren za x; &e pa izbere$ vrednost za
m tako, da postane koeficient neznanke « enak niéli, dobis
enatbo, iz katere dolo¢is koren za y. N.pr. Iz enath

84y — 24
bex— 3y = 11

najde$ na navedeni natin
(3m - bH)x -+ (dm — 3)y = 24m + 11.
Ako je 4m — 3 = 0, torej m = %, najdes

@2itpe=2.211

20
4. — 4
x 5 :
Ce je pa 3m -5 = 0, tore] m = — 5, najdes
2 gy = —40+11
Y=

Matek, Aritmetika.



Kdaj imata dve
enadbi prve stop-
nje z dvema ne-
znankama samo
eno razreSitev.
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Kateri izmed navedenih nacinov je pri dolo¢eni nalogi
najprimernejsi, spozna$ iz koeficientov, katera imata ne-
znanki v urejenih ena¢bah. Drugi in tretji nalin se rabita
najvecékrat.

Veéasih morad obratni vrednosti neznank ali kaki
drugi Stevilni zvezi smatrati za neznanki. Tako n. pr. je
treba v enacbah

5 9
e =y
z ' y—1 x y—1
. 1 : 1 : :
Stevilna fzraza - = zin ——3 = u smatrati za neznanki.
Vrednosti teh izrazov najde§ tako-le:
Wl s ali pa:
e ST S 4z 1 6u — 26
sesteto |

Ba £ oiosyg 152 — 6u = 12
9 y—1
19 19z — 38
2T o e O
o
¥ 4 +3u = 13

e o 30— 9
4: + y—-—_l = 13 u

3 =5

e i
1
i 3.

Iz vrednosti :? — 2.1 ?}1 =53 dolotl§ ¢ = Finy — 1%.

Ako razresis enacbi

ox by = ¢ in a4 by = ¢,
najde$ korena
by — bey e, — ¢
4 r—, —_ ‘?’ ) 3z
ab, — a,b ! ab; — a.b

Vrednosti za « in y sta dolo¢eni 8tevili, ako je imenovalec
ab; — a;b razlifen od nitle. Ce je pa ab, — a,b — 0, torej
%, najdes, ¢e postavi§ vrednost za «, v drugo
zgoraj navedeno enacho

aby

T_r+ by = ¢ ali axr4 by =

a1=

hey

by
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R ol . s s
Ako je —If—i- = ¢, je druga navedena enatha identi¢na s prvo

(se da izvesti iz prve) in enadbena korena dobita v tem
sluaju nedologeno obliko % ; e je pa izraz % razliten od c,
si nasprotujeta navedeni enadbi, ker je namred ax by = ¢
in ax by = %E‘ 3

Iz navedenega izvajamo:

Dve enadbi prve stopnje z dvema neznan-
kama imata eno razre8itev (eno skupno dvojico
korenov), e nista odvisni druga od druge ali
Ce 8i nista nasprotni.

IIl. Urejena enacba prve stopnje s tremi neznankami

ima obliko
ar - by + cz = d.

Vsaka taka enalba ima brez Stevila razreSitev; zakaj
dvema neznankama smes izbrati Katerakoli korena, tretji
neznanki pa izraduna$ koren iz dolofene enaébe. Tudi dve
enatbi s tremi neznankami imata brez Stevila razreSitev,
ker smes§ eni neznanki izbrati katerikoli koren. Naloga
postane popolnoma doloéena, ako ima$ tri enacbe s tremi
neznankami. V tem sludaju najde$ vsaki neznanki le en
koren, ¢e niso enadbe odvisne, oziroma nasprotne druga
drugi.

Tri enatbe s tremi neznankami razresis tako-le.
Ako iztrebi§ iz doloenih enab eno neznanko, dobiS dve
novi enachi z dvema neznankama, katerima najdes skupno
korensko dvojico po prejsnjih pravilih. Ako zameni§ potem
v eni izmed prvotnih enath doti¢ni neznanki z najdenima
korenoma, dobi$ enacbo, iz katere izrafunas koren tretje
neznanke. Kar se ti¢e iztrebljevanja ene neznanke iz freh
enach, sluzijo nam isti naini, po katerih smo se ravnali
pri razreSevanju- enath z dvema neznankama. Primerjaj
razreSene naloge !

Ako je treba razreSiti Stiri ali ved enath s Stirimi
ali vel neznankami, postopa8 sli¢no.

Kako se razreSu-

Jjejo enathe prve

stopnje s tremi
neznankami.
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Naloge.

a) 2z 3z = 26
3o —4y = 6
by — 6z = 18
ey 26:33
el
6-F4y 26— 3z
3 2

12 8y = 78 — 9=z
8y + 9z = 66

B 8w——Aytbz =10
6z -+ y +72 = 29
®-+by—=2z2 =5
x = b—by+ 22

3(5—5y—|—2~)~41—{—5
66 —5yL29) y +72 =

8y+ 92 = 66 | X2
by— 62 = 18 | X 3
16y + 182 = 132
1.)3/—1823 54
31y = 186
=10
30 — 62 = 18
L
2+ 6 = 26
gi—140).
—38-+112 = —5
libei— 33

— 19y +112 = — 5| X 19
—29y+192 = — 1| X 11

— 361y | 2092 = — 95
— 319y + 2092 = — 11

— 42y = — 84

y =2

o 2w By de =
6x — Ty + 8z =
102 + 11y + 122 =

— o Ot
XK

DD w ™

122 + 18y |+ 242
182 — 21y - 242
20x + 22y | 242

Il
no o

-1 ©

R4

—6x+ 39y = 3

Lo gy 1| >3

— 6z 39y =
— 62 —129y

168y
y

I
o ofw w

I

(94

0o

e & Ot
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§ 30. Dolotanje tockine lege in naértavanje linearne
funkcije.

I. V vsaki premici z dolofeno totko O lodimo z
ozirom na to tofko dvojno smer: 1. smer od tolke O
na desno (oziroma navzgor) imenujemo pozitivno smer
ter jo zaznamujemo z znakom -, 2. smer od tofke O na
levo (oziroma navzdol) pa zovemo negativno smer in jo
zZaznamujemo z znakom —.

Lego totk M, M,. ..
v premici X; X (slika L) z
ozirom na toéko O dolo- X1
¢imo popolnoma natanko,
ako povemo, kak8no lego imajo daljice OM;, OM, ... z
ozirom na totko O in kolika so njih merska Stevila. Da-
ljice O, OM, ... se imenujejo odsednice ali abscise
tock M, M,... premica X;X se zove os odselnic ali
abscis in tofka O je njih izhodisée ali zacetek.

Abscise totk M, M, ... zaznamujemo z ¥y, ¥s ...;
v vsakem teh znamenj se nahaja znak o legi in mersko
Stevilo dotitne daljice. Tako n. pr. izrazimo z absciso a4
dolgost daljice OM, in da je ta daljica pozitivna; z absciso
xy izrazimo dolgost daljice OM; in da je ta daljica nega-
tivna. Razdalja totk M, in M, je torej 2y — &y ali pa
, — x;; prva razdalja je pozitivna, druga negativna.
Ce pa totke My, My, M. . .
ne leze v eni in isti premieci,
toda v eni in isti ravnini, iz-
beremo si v ravnini teh totk

Slika I.

M, ——0— W,
X

X

X,

Slika II.

za podlago dve sekajoti se : £
premici X; X in Y, Y, ki stojita i 7
pravokotno druga na drugi in KR Bl % . X, P X
tvorita skupaj pravokotno g *
soredje (slika IL). Premica M

3

X, X se zove o8 odsecnic Y
ali abscis (odsedéniéna ali 1
abscisna os), premica Y;1

pa os rednic ali ordmat (redniéna ali ordlnatna
0s); obe premici skupaj se imenujeta soredniZni ali

Doloéanje tod-
kine lege v pre-
mici.

Odseéniea in os
odseénic.

Zaznamovanje
odsetnic.

Dolotanje
totkine lege
v ravnini.
Pravokotno so-
redje = das
rechtwinklige

Koordinaten~

system.

Os odsednic ali
odseénitna os =
die Abszissen-
achse.

Os rednic ali
rednitna 08 =
die Ordinaten-
achse.
Soredniéni osi =
die Koordinaten-
achsen.



Sorednici = die
Koordinaten.
Odseénica = die
Abszisse.
Rednica = die
Ordinate.

Koordinatno iz-
hodisée ali koor-
dinatni zadetek
= der Koordina-
tenursprung oder
Koordinaten-
anfang.
Predznak koor-
dinat.

Kako poisces do-

lo¢enima koordi-

natama pripada-
joto tolko.

Stalnica = die
Konstante.
Premenljivka =
die Variable.
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koordinatni osi. Abscisna os je v smeri od O proti X
(na desno) pozitivna, v smeri od O proti X; (na levo) pa
negativna. Ordinatna os je v smeri od O proti 1" (navzgor)
pozitivna, v smeri od O proti Y, (navzdol) pa negativna.
Ako natrtamo od totke M, (slikaIL) vzporednico z
ordinatno osjo do abscisne osi, dobimo daljici M F; in
OP,, ki dolotujeta lego totke M, in se zoveta sorednici
ali koordinati totke M,. Daljica OP; = a, je odsec-
nica ali abscisa, daljica P;M; = y; pa rednica ali
ordinata totke M. Da sta x; in 7, koordinati totke 1/,
zapiSemo v znakih tako-le M, (xy, ;). Na isti nadin naj-
demo in zaznamujemo tudi koordinate toék 1, M, ...,
v znakih M. (x5, ¥5), M (s, 43) - ..
Presecisée O koordinatnih osi se imenuje koordi-
natno izhodi§ée ali koordinatni zaletek.
Tockini koordinati sta pozitivni, kadar leZita v smeri
pozitivnih delov koordinatnih osi (abscisa na desni od ko-
ordinatnega zatetka, ordinata pa nad abscisno 0sjo), sicer
pa sta negativni. Tako ima n. pr. to¢ka M; pozitivno ab-
sciso () in pozitivno ordinato (y;); totka }, ima nega-
tivno absciso () in pozitivno ordinato (i.); totka M, ima
negativno absciso (r;) in negativno ordinato () i.t. d.
Koordinate znanih ali dolofenih toék zaznamujemo
navadno na ta nadin, kakor smo zaznamovali koordinate
totk M;, M,, M, ...; koordinate neznanih ali nedolotenih
totk M pa zaznamujemo z x in y, v znakih W (x, y).
Dolofenima koordinatama x; in y; poisces pripadajoco
totko M, ako izbere$ daljico za enoto dolgostne mere,
naérta8 s pomodjo te enote na abscisni osi absciso »; ter
postavis v krajiifu te abscise pravokotnico, ki odgovarja
po legi in merskem Stevilu ordinati y;. Istotako najdes
tudi tocke M, (xy, o), My (g ) ..
Vsako toc¢ko dolotujeta popolnoma natanko njeni ko-
ordinati; dolofenima koordinatama pripada samo ena tocka.
IL. Koli¢ine, ki obdrZijo med rafunanjem ali kakem
preiskavanjem vedno iste vrednosti, se imenujejo nepre-
menljive ali stalne koli¢ine (stalnice); koli¢ine pa,
ki izpreminjajo svoje vrednosti, se zovejo premenljive
kolitine (premenljivke). Stalnice in premenljivke se
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zaznamujejo kakor znanke in neznanke v enatbah. Medse-
bojno zvezo med stalnicami in premenljivkami izrazajo
enacbe.

Premenljivke so neodvisne in odvisne. Neodvisna
je premenljivka, ¢e smemo za njo postaviti vsakrsno vred-
nost, ki se strinja z bistvom premenljivke; odvisna pa je
premenljivka, ako dolofa njeno vrednost kaka druga
premenljivka. Tako n. pr. pripada v enatbi y = 2x — 3 vsaki
posebni vrednosti premenljivke « popolnoma dolo&ena vred-
nost premenljivke »; = je torej neodvisna, y pa odvisna
premenljivka. Vsaka odvisna premenljivka se zove tudi
funkecija, t. j. v navedenem primeru vrednost izraza
2x — 3, katerega smo zaznamovali z y. Funkcija se ime-
nuje linearna ali prve stopnje, ¢e se nahaja premen-
ljivka le v prvi potenci. Tako je n. pr. Stevilni izraz ax |- b
ali y = ax -}~ b cela linearna funkcija premenljivke x. Da
je y funkcija premenljivke r, zapiS8emo kratko tako le:
Yy=jd@al y = px)aly= F(z)itd

Véasih nima linearna funkcija take razvite oblike
kakor y = ar -+ b, ampak se nahaja kakor neznanka v
enachi, iz katere je treba funkeijsko vrednost Sele dolo¢iti.
Tako smemo n. pr. v enathi 2 + 3y — b = 0 neznanko y
smatrati za x-ovo funkeijo. Take funkcije se zovejo ne-
razvite funkcije.

Vsaka enatba prve stopnje s premenljivkama x in
ima po prejSnjem paragrafu neizreteno veliko razresSitev;
kkajti za vsako posebno vrednost neodvisne premenljivke x se
da iz enatbe doloéiti vrednost za odvisno premenljivko .
Dve taki vrednosti za x in y, ki pripadata druga drugi,
tvorita dvojico enatbenih korenov. Ce si mislimo vsako
dvojico enatbenih korenov kakor to¢kini koordinati z
ozirom na dolofeno soredje, smemo reti, da predocuje
vsaka razreSitev doti¢ne enathe dologeno totko. Cim manje
se razlikujejo zaporedne vrednosti, ki jih izberemo za =,
tem ‘manj8a je tudi razlika pripadajo&ih funkcijskih vred-
nosti in tem blize leZijo totke, ki predo¢ujejo te razresitve.
Ce preide ena razresitev nepretrgoma v drugo, najdemo
v sliki nepretrgano vrsto tock, ki tvorijo érto (funk-
cijsko &rto). Funkcijska &rta je zelo vazna, ker s

Neodvisna in
odvisna premen-
ljivka.
Funkeija = die
Funktion.
Linearna funkeija
= lineare Funk-
tion.

Razvita in neraz-
vita funkcija =
explizite und
implizite Funk-
tion.

Funkcijska érta
= die Funktions-
linie.



Nadértavanje raz-
vite linearne
funkeije.

Izpremembe
linearne funkeije.
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pomod&jo te &rte najlaZe spoznamo in pregledamo funk-
cijske izpremembe.

a) Linearno funkeijo y = 2x — 3 predo¢imo s sliko,
ako izberemo za premenljivko » nekatere vrednosti, n. pr.

e e [l D S
potem izra¢unamo pripadajofe funkcijske vrednosti
= s — bl 1.3 ..,

nadalje poiSfemo navedenim razreSitvam ustrezajole tocke
in sicer tako, kakor smo poprej razlozili, in konéno nari-
Semo skoz te totke funkeijsko Erto (slika IIL). Cim ved totk
se doloéi, tem laZe in natanéneje
se da narisati funkcijska érta.

Ce postavimo v funkeijo

Slika III.

y = 2@ — 3 za premenljivko

x = — co, najdemo funkecijsko

vrednost y = — co; ako se pre-

x : menljivka veca in bliza niéli
i (n.pr.x = —20,— 15, —8...),

1 se veda tudi funkecija (y = — 43,

— 33, — 19...); ko je pre-
menljivka © = 0, je funkcijska
vrednost = — 3 (to Stevilo je
drugi ¢len dolodene funkcije); ko
dobi premenljivka x vrednost, ki

Y, je doloena po korenu enache
2 — 3 = 0 (torej » = §), dobi
funkeija vrednost = 0; ako se vrednosti premenljivke

vetajo od § naprej (n.pr. x = b, 9, 11...), ostane funk-
cija pozitivna in dobiva vedno vedje in vedje vrednosti
(y = 7, 15, 19...); ko je x = - co, je tudi'y = 4 co.
Ker smemo po navedenem za premenljivko 2 postaviti
vsako vrednost od — co do - co in ker leZijo pripadajoce
funkcijske vrednosti med istima mejama, raste torej funk-
cija 22— 3 od — co do + co, & raste premenljivka «
0od — oo do |+ co; ta funkeija dobi vrednost = 0 samo
v slu¢aju, ki je doloen po korenu enatbe 2z — 3 = 0.
Predznak funkecijskih vrednosti se izpremeni, ko postane
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funkeija = 0. Vse te funkeijske izpremembe vidimo in spo-
znamo iz slike, €e si natanéneje ogledamo funkcijsko &rto.

Funkeija ¥ = 2x — 3 raste enakomerno. Od todke
M, do M, (slika III.) raste premenljivka za 2 enoti, funk-
cija pa za 4 enote; razmerje med funkecijskim prirastkom
in prirastkom premenljivke je = 4 = 2 (t. j. funkeijski
prirastek na enotnem prirastku premenljivke). Od toéke M,
do M;, oziroma od totke M; do J}, raste premenljivka
po enoti, funlkeija pa po 2 enoti; razmerje med funkeijskim
prirastkom in prirastkom premenljivke je — 2. Ce si iz-
beremo ponavljajo¢ druge totke v funkeijski érti, vsako-
krat najdemo, da je razmerje med funkecijskim prirastkom
in prirastkom premenljivke = 2. (To Stevilo se nahaja v
funkciji kot koeficient premenljivice.) Iz navedenega smemo
torej sklepati, da se funkcijska ¢rta enakomerno vzdiguje
in da mora biti zaraditega prema drta.

b) Pri linearni funkeiji 3y 22 = b ali v razviti
obliki y = — %x 4§ so razmere obratne od prejsnjih.
Funkeijsko ¢rto najdemo, ake poisfemo n. pr. razresitvam:

g oo S
Yo b a R

pripadajode to¢ke in narifemo skoz te totke &rto (slika IV.).

(e postavimo v funkeiji y = — 3a&--3 za premen-
ljivko 2 = — oo, najdemo funkeijsko vrednost y = - co;
ako se premenljivka veda in bliza ni¢li (n.pr. z = — 20,
—17, —11...), se manj8a funkeija (y = 15,13,9...); ko
je premenljivka x = 0,
je funkcija = § (ta
vrednost je drugi ¢len !Y
dologene funkeije); ko

dobi premenljivka

vrednost, ki je dolo-
¢enapo korenu enache
— 2z 4% = 0 (torej
x = }) dobi funkcija
vrednost = 0; ako
se vrednosti premen-
ljiivke veajo od 3

Slika IV.

Kako raste
linearna funkeija.

Nadrtavanje ne-
razvite linearne
funkcije.

Izpremembe
linearne funkeije.



Kako pojema
linearnafunkecija.

Lastnosti
linearne funkeije,

Kako se razre-
Sujejo enatbe
prve stopnje s
pomodjo funkeij-
skih &rt.
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naprej (zr = 16, 22, 31...), ostane funkcija negativna in
dobiva vedno manjSe in manjSe vrednosti (y = — 9, —13,
—19...); ko je x = oo, je y = —co. Navedena funkcija
se torej manj8a od + co do — co, %e se vela premen-
ljivka @ od — co do -+ oo, in izpremeni svoj predznak v
slutaju, ko postane njena vrednost = 0.

Funkcija y = — 3o -+ 4 pojema enakomerno. Od
totke M, do M, (slika 1V.) raste premenljivka za 3 enote,
funkcija pa se zmanj3a za 2 enoti (t. j. negativni prirastek
2 enot); razmerje med funkecijskim prirastkom in pri-

2 2

rastkom premenljivke je = =~ = — 5. 0d totke I
do M,, oziroma od totke M; do M, raste premenljivka
po 6 enot, funkcijski zmanjSek pa znasa po 4 enote (t.].
negativni prirastek 4 enot); razmerje med funkecijskim
prirastkom in prirastkom premenljivike je — % .
Ce si izberemo ponavljajoé druge totke v funkeijski &rti,
vsakokrat najdemo, da je razmerje med funkeijskim pri-
rastkom in prirastkom premenljivke =— — 2. (To Stevilo se
nahaja v funkeciji kot koeficient premenljivke.) Iz nave-
denega smemo torej sklepati, da pada funkecijska ¢rta
enakomerno in da mora biti zaraditega prema drta.

Iz linearne funkcije v razviti obliki (y = ar — b)
spoznamo trojno: 1. da funkcija raste (pojema), &e je
koeficient premenljivke pozitiven (negativen); 2 da je
razmerje med funkcijskim prirastkom in prirastkom pre-
menljivke enako koeficientu premenljivke; 3. da je funk-
cijska vrednost enaka drugemu funkecijskemu ¢lenu, &e je

premenljivka z = 0.

Dve enathi prve stopnje z dvema neznankama imata
samo eno skupno razreSitev; zakaj enatbama pripadajodi
funkeijski &rti (¢e nista vzporedni) imata samo eno skupno
totko. Kako se skupna razresitev najde s pomod&jo ratuna,
izvedeli smo v prejSnjem paragrafu; tukaj hotemo Se ome-
niti, da moremo skupno razrefitev tudi najti s pomodjo
slike. Ako poiS¢emo enafbama ustrezajo&i funkeijski ¢rti
in pariS8emo skupni tocki teh &rt koordinati ter ju izme-
rimo kolikor mogode natanko, najdemo (priblizno) skupno
razreSitev obeh dolodenih enaéb. Zakaj je ta razresitev
navadno le priblizna ?
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§ 31 Uporaba enach prve stopnje.

Marsikatere naloge iz aritmetike, geometrije in vsak-
danjega zivljenja se dad6 razresiti s pomod&jo doloéilnih
enacb. V to svrho izbereS obéno Stevilo, n. pr. z, y ali 2,
kakor znamenje za tisto Stevilo, katerega iSteS, ter napravis
s tem S&tevilom vse tiste izpremembe, ki se zahtevajo v
nalogi. Na ta nafin najde§ dva Stevilna izraza, ki sta po
pogoju naloge enaka. Ako izenatis ta izraza, stvori§ enacho,
katero je treba razreSiti. Preizkus napravis, ako preiStes,
ali ustreza najdeni koren vsem pogojem naloge. V&asih
se mora najdeni koren (posebno &e je izraZen z ob&nimi
stevili ali pa negativen) tudi raztolmatiti, t. j. dolo€iti se
mora, ali imajo negativni, oziroma ulomljeni koreni v do-
titnem slu¢aju kakSen pomen, ali so brez pomena, in pod
kkaterimi pogoji sploh je naloga mogo&a. Kako je treba
pri stvarjanju enac¢be ravnati v posameznih sluéajih, spo-
zna§ iz naslednjih razreSenih nalog,

Naloge.

1. Pri katerem Stevilu je polovica, tretjina
in ¢etrtina skupaj za toliko veé¢ja od 163, za
kolikor je dotié¢no 8tevilo, povedano za 1, manjse
od 163? ;

Razregitev. Stevilo, katerega is¢es, je «; polovica,
L @
tretjina in etrtina tega Stevila skupaj znaSa ; —- ; R
za kolikor je ta vsota veja od 163, pove izraz ";E —+ —; -+
S f— — 163 ; za kolikor je Stevilo , pove¢ano za 1, manjse
od 163, pove izraz 163 — (r - 1). Zadnja Stevilna izraza
sta po pogoju naloge enaka; zato je
UK X 5
s+ 5+ — 168 = 163 — (@ +1).

Iz te enatbe najdes » — 156. Napravi preizkus!

2. Ce povedas doloteno Stevilo za 7, najdes
mnogokratnik Stevila 4; ¢e pa zmanj8as 74 za
dotiéno Stevilo, najded istotolik mnogokratnik
Stevila b. Katero je to Stevilo?

Kako se tvorijo
enatbe.

Razmere med
Stevili =
Beziehungen
zwischen Zahlen.
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Razresitev. Stevilo, katerega iStes, je x; Stevilna iz-
raza -7 in 74 —x sta po pogoju naloge istotolika
mnogokratnika Stevil 4 in b, v znakih x 7 = 4n in
74 — r = Hn. Ako deli8 navedeni enatbi drugo z drugo,
iztrebi§ n in potem najdes x — 29.

» 3. Doloé&i dve &tevili z lastnostima: te delis
prvo $tevilo z drugim, najde§ kvocijent 2 in
delitveni ostanek 7; &e pa deli% vsoto obeh Stevil
z njuno razliko, najde§ kvocijent 2 in delit-
veni ostanek 5.

Razresitev. Stevili, kateri i¢e§, sta « in . Delitveni
ostanek je treba deliti z divizorjem. Po pogoju naloge
je torej

fied
— =24 - in
(4 Y %

Pty 3 T B
i c e — y

Iz teh enacb najdes x = 31 in y = 12.

ba | 13
ilte kakor vsoto dveh

4, i I T B
Izrazi ulomek 2 L6016

ulomkov!

Razresitev. Ako razstavis imenovalec ¢” 4 Ha -6
dolofenega ulomka na faktorja, najde$ imenovalca novih
ulomkov; Stevea teh ulomkov sta x in . Torej je
Sa +13 x E Y

a*+ba 6 a+2 ' a3

Ako odpravis iz te enacbe ulomke in uredis drugi
enatbeni del po isti glavni koli¢ini, po kateri je urejen
prvi enacbeni del, najdes pogojno enacho

da+13 = (x + y)a + (Bx + 2y),

iz katere sledi, da mora biti x -y = 5 in 3z -+ 2y = 13.
Iz zadnjih dveh enacb najes » = 3 in y = 2.

5-. Ako odbijed peteroStevilénemu Stevilu
zadn‘Jo Stevilko 4 ter jo postavi§ pred ostalo
Stevilo, najdeS novo Stevilo, ki je za 16 vecdje

od dvakratnika prvotnega §tevila. Katero je to
Stevilo?
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Razresitev. Peterosteviléno Stevilo ima 4 enice, ostali
del tega Stevila pa je x, ki ima mestno vrednost desetic;
torej je peteroiteviléno Stevilo = 10z 4. Ce postavis
4 enice pred x, dobijo 4 mestno vrednost desettiso&ic, = pa
mestno vrednost enic; drugo peteroSteviléno Stevilo je
torej = 40000 - ». Po pogoju naloge je (40000 -} z) — 16
— 2(10x - 4). 1z te enatbe najde§ x = 2104; prvotno
peterosteviléno Stevilo je 21044

6. CetveroSteviléno Stevilo ima 3 tisodice
in b desetic; ako zameni§ stotice z enicami,
najdes 8tevilo, ki je za 396 veéje od prvotnega;
f#teviltna vsota iz tisolic in desetic je enaka
Steviléni vsoti iz stotic in enic. Katero je to
Stevilo? _

Razresitev. Cetverosteviléno $tevilo ima x enic in y
stotic; torej je = 3000 --100y -~ 50 - z. Ce zameni§
stotice in enice med seboj, najde§ novo ZetveroSteviléno
Stevilo = 3000 -+ 100 -+ 50 -+ ». Po pogoju naloge je

(3000 - 1002 -+ 50 - y) — 396 = 3000 + 100y + 50 -«
in 2}y = 3-+}05.

Iz teh ena¢b najde§ » = 6 in y = 2. Prvotno Cetvero-
Steviléno Stevilo je — 3256.

7.V desnem Zepu imam 3 krat toliko de-
narja kakor v levem; ¢e denem 50 K iz desnega
Zepa v levega, imam v levem Zepu 3 krat toliko
denarja kakor v desnem. Koliko denarja imam
Vv vsakem Zepu?

Razresitev. V desnem Zepu imam 3x, v levem pa
x kron; &e denem 50 K iz desnega Zepa v levega, imam
v desnem (3x — 50), v levem pa (v - 50) kron. Ker imam
sedaj v levem Zepu 3krat toliko denarja kakor v desnem,
mora torej tretji (Hil od (x - 50) kron biti enak (3x — 50)

50

kron, v znakih "”—3— — 32— 50. Iz te enathe najdes

x = 25, V desnem Zepu imam 75, v levem 25 kron.
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8. 4 bo ez 101let 3L krat toliko star, kakor
je bil pred 10 leti; koliko je sedaj star?

Razresitev. . je sedaj » let star; ez 10 let bo (x—-10)
let star; pred 10 leti je bil (x — 10) let star. Po pogoju

naloge je 210 _ . __ 10. Iz te enathe najdes r — 18.

31
9. Neka druzba ho¢e nabrati v dobrodelen
namen dolodeno vsoto denarja; ¢e da vsaka
oseba 8K, se nabere B0 K veé, nego je treba; Ce
pa da vsaka osebale DK, se nabere 25K premalo.
Koliko oseb je v druzbi?
Razresitev. V druzbi je x oseb; vsota, katero je treba

nabrati, je v prvem sludaju = (8x — 50) kron, v drugem
pa je (bx - 25) kron. Ker sta navedena izraza enaka po
pogoju naloge, najde§ » — 25.

10. Igralec izgubi v prvi igri tretjino svo-
jega denarja in 1 K; v drugi igri izgubi tretjino
ostanka in 1 K; v tretji igri izgubi tretjino
novega ostanka in 1 K; ¢e mu ostane po tretji
igri Se b K, koliko je imel sprva?

Razresitey. Igralec ima sprva » kron. V prvi igri
izgubi (% —+ 1) krono; torej mu ostane x — (% - 1):

2 .
== (—;—- 1) krona. V drugi igri izgubi [% (2?3’— 1) -4 1]

krono; torej mu ostane (2; = ) 5 [% (?f_ )+ 1] =

= (“ ) krone. V tretji igri izgubi [—(— + 1]
krono; torej mu ostane (49”—'5)__ [§ (‘%ﬂ”_ g)+ 1] 3

8 19
= (2—$ — —) krone. Zadnji ostanek je po pogoju naloge

= D K. Iz enathe 8—1 — g = D najdes » = 24.

11. Trgovec proda blago s 14°, izgubo za
1 K; @) za koliko je kupil blago? b) za koliko
bi moral prodati blago, da bi imel 12%, do-
bitka?
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Razresitev. Izguba, oziroma dobiek se raduna od
lkupne cene istotako kakor obresti od dolofenega kapitala.

a) Trgovec je kupil blago za = kron.

Kupna cena — izguba = prodajalna cena, t. j. v znakih

s 1]% — 731; iz te enatbe najdes # — 850.

b) Trgovec bi moral prodati blago za y kron.
Rupna cena —— dobitek = prodajalna cena, t. j. v
| 850+ 19

znakih 850 + —5— = y; iz te enathe najdes y = 952.

12. Trgovece kupi za 600 K sukna; od tega
sukna proda b0 m s 260, dobi¢kom in ostanek
z 89, izgubo ter ima pri prodaji vsega sukna
1Kb0h dobitka. Koliko metrov sukna je kupil?®

Razresitev. Trgovec je kupil # metrov sukna; za
1 meter je platal ° K. Prodal je 50 m sukna z dobitkom,
(x — 50) metrov f)a v izgubo. Dobitek pri 1 m znaSa

800, o5 150 150
N « 50 K. Izguba

pri 1 m zna§a

K; dobi¢ek pri 50 m je =

ﬁ”—-- B AR :
o0~ — - K; izguba pri (J" — 50) metrih

je = j (x — 50) K. Po nalognem pogoju je razlika med
dobibkom in izgubo = 1'b K, t.j. v znakih L— 50 —
— %S(s50) — 1'5. Tz te enatbe najdes x — 200.

13. Zaradi slabe kupcije se odpusti v to-
varni 140 delavcev in ostalim se zniZa dnina
za 15%,; na ta na&in se doseze, da znasa dnina
za vse delavce le polovico prej§nje dnine. Ko-
liko delavcev je bilo sprva v tovarni?

Razresitev. Sprva je bilo » delavcev v tovarni; vsak
delavec je zasluzil na dan y kron; torej je znaSala dnina
za vse delavee ry kron. Ko so se nekateri delavlc5i od-
pustili, je zna%ala dnina za vsakega delavca y — 103 =
= 213801 kron, za vse ostale delavce pa 51;30 (« — 140) kron.
Po nalognem pogoju je zadnJa. dnina enaka polovici prejinje
dnine, t. j. v znakih {57 By sl 140) — *7. 1z te enatbe naj-

deS 2 = 340.
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14. 4 in B podedujeta skupaj 16000 K; 4 na-
lozi svojo ded3&ino za 29, vidje nego B in dobi
30 K ved letnih obresti ko B. Ce bi 4 naloiil
svojo ded&&ino le za 19, vi§je nego B, bi dobil
5 K manj obresti ko B. Koliko je podedoval
vsak in po koliko odstotkov je naloZil svoj
denar?

Razresitey. . je podedoval x kron, B pa (16000 — x)
kron; 4 je naloZil svoj denar po y°,, B pa po (y — 2)%,.
Razlika med A-evimi in B-evimi letnimi obrestmi je po
nalognem pogoju = 30 kronm, t. j. v znakih

zy (16000 —2)(y —2)
100 L 100 =

Ce bi bil A nalozil svoj denar po (y — 1)°/,, bi bila raz-
lika med B-evimi in 4-evimi letnimi obrestmi = 5 kron,

v znakih
(16000 —n)(y—2) x(—1) &

100 100

Ako seStejeS navedeni enacbi, najdes = = 3500; potem
jo y = 24 A je torej podedoval 3500 K in naloZil svoj
denar po 249, B pa je podedoval 12500 K in mnaloZil
svoj denar po 49/

30.

15. 4 mora pladati ¢ez 7T mesecev 2000 K in
¢ez 11 mesecev 1000 K; plata pa 00 K kakor prvi
obrok, 2 meseca pozneje 600 K, 3 mesece po-
zneje 800 K in 4 mesece pozneje 1100 K. Kdaj je
plaéal prvi obrok?

RazreSitey, 4 plata prvi obrok &ez x mesecev, dru-
gega Cez (v - 2) meseca, tretjega ez (¢ -|- b) in etrtega
tez (v - 9) mesecev. Obresti obrokov po p?, v prvem in
drugem sluc¢aju morajo biti enake, t. j. v znakih

2000-p-7 | 1000-p-11 _ B500-p-x | 600-p(x - 2)
200 0 100 i T
800-p-(@—5) | 1100-p- (x| 9)
| il 6
o 1200 + fopoi =

Ta enatha se da okrajsati s —1—{;%@&, potem najde§ » — 3'3.
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16. 4 mora placati ¢ez 1leto 5000 K; plada
pa toliko takoj, da sme ostanek poravnati v
dveh enakih obrokih, in sicer prvi obrok &ez
14 mesecev, drugega pa ez 18 mesecev. Koliko
placda takoj?
5000 — »

Razregitev. 4 placa x kron takoj, 5 kron ez
5000 —

14 mesecev in 5 kron Zez 18 mesecev. Kar se placa

gotovo, ne da nobenih obresti; torej je

5000 -p-12 5000 —x p 5000 —z p
1200 " 2 0 g Teny s

Iz te enalbe najdes x = 1250.

17. Menica, ki dotefe 24 junija, se proda
l.majnika z 8%, diskontom za 913'9 K; na katero
vsoto se glasi menica?

Razregitev. Dolg na menici znaSa = kron; od tega
dolga se rafuna diskont (sicer nepravilno) kakor obresti
po pravilu za dneve. Dnevi se Stejejo po koledarju; dan,
katerega se kupi, oziroma proda menica, se ne Steje; od
1. majnika od 24. junija je torej 54 dni. Polg— diskont
— gotovo platilo, t.j. v znakih z — 'E:-;;So;)# = 9139, Iz
te enatbe najdes x — 92b.

18. Razdeli 6300 K med Stiri osebe tako, da
dobi 4 tolikokrat po 2K kakor Bpo 3K, C toli-
kokrat po B K kakor B po 4K in D tolikokrat
po 7K kakor ¢ po 6 K; koliko dobi vsaka oseba?

Razregitev. Dele#i posameznih oseb so zaporedoma
x, 4, 2 in u. Po pogojih naloge je = -}y | 2 4 u = 6300,

@iy — 2:8,2:y = H:4inw:z = 7:6. Iz teh enath’
najdes x = 960, y — 1440, » = 1800, » = 2100. (Zame--

njalni nadin je najpripravnejsi.)

19. Trgovec zmeSa dve vrsti blaga, kilo-
gram po 1K 20h in po 80 h, ter napravi 80 kg
po 90 h; koliko mora vzeti blaga od vsake
vrste?

Matek, Aritmetika.

Delitev po do-
logenih pogojih.
Zmesni raduni =
Mischungsrech-

nungen.
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Razresitev. Blago, ki se zmesa, je toliko vredno, ko-
likor velja zmes. Od prve vrste blaga vzames = kilogramoyv,
od druge pa (80 — ) kilogramov. Blago prve vrste velja
x krat po 120 h, blago druge vrste (80 — x)krat po 80 b,
zmes 80krat po 90 h; torej je 120z | 80(80 — z) =
— 90.80. Iz te enatbe najde§ = = 20. Od prve vrste
blaga vzame$ 20 kg, od druge pa 60 ky.

20. 4 zmeSa 4 hektolitre 80°, in 3 hekto-
litre 60°, §pirita ter prilije toliko vode, da
postane §pirit 50°,; koliko vode je prilil?

Razregitev. Ce je n. pr. Spirit 809/, (80 procenten), je
v vsakem hektolitru (oziroma litru) 80 delov alkohola.
Spirit, ki se zmeSa, ima skupaj toliko delov alkohola,
kolikor jih je v zmesi; v vodi, ki jo prilijeS, ni alkohola.
Pri navedeni nalogi se prilije » hektolitrov vode. Iz enacthe
80-4-}60-3 = H0(4 -+ 3 + ), ki pove, koliko delov
alkohola je v obojnem Spiritu, ki se zmeSa, in koliko v
zmesi, najdes x = 3.

21. Koliko bakra mora8 zliti s 13 ky srebra,
ki ima 0'9 &istine, da napravi§ srebro s ¢&i-
stino 0:52?

Razresitev. Ako ima srebro 0'9 &istine, je v vsakem
kilogramu (oziroma gramu) 09 kg (g) ¢Cistega srebra.
Kovini, kateri zlijeS, imata skupaj toliko Cistega srebra,
kolikor ga je v zlitini; v bakru, ki ga pridene8, ni ¢istega
srebra. Pri navedeni nalogi vzame$ z kilogramov bakra;
zlitina tehta (13 -+ x) k¢. Iz enadhe 0°9-13 = 0-52 (13 | x),
ki pove, koliko kilogramov éistega srebra je v kovinah,
ki ju zlijes, in koliko v zlitini, najdes = = 9-b.

22. Srebrar potrebuje 50 ky srebra po 08 &i-
stine. V to svrho zlije 10 kg srebra po 0°85 &i-
stine s srebrom po 095 in 0°7 &istine; koliko
srebra druge in tretje vrste mu je treba‘i’

Razregitev. Srebrar vzame = kilogramov srebra druge
vrste in 50 — 10 — x = (40 — 2) kg srebra tretje vrste.
Po prejsnjih pojasnilih stvori§ enatho

0°8-50 = 0°85:10+ 0952 4 0°7 (40 — z),
iz katere najdes z — 14.
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23. Zlata verizica tehta na zraku 196 ¢, pod

vodo pa 12 ¢ manj; koliko zlata in srebra je v

verizici, ¢e je specifitna teza zlata 19°25 in
specifi¢na teza srebra 10:5?

Razregitev. V verizici je x gramov zlata in y gramov
arpbl’a torej je x -y = 196. Ker tehta veriZica pod vodo
12 ¢ manj, mora po prirodoslovnem zakonu (Arhimedovem
natelu) zavzemati 12 em® prostornine. Vsak kubicni centi-
meter zlata tehta 19-25 ¢; » gramov zlata zavzema torej
toliko kubiénih centimetrov, kolikorkrat se 19°25 ¢ nahaja
v & gramih, t.j. ﬁ% em?, Vsak kubiéni centimeter srebra
tehta 10°5 ¢; y gramov srebra zavzema torej toliko ku-
bi¢nih centimetrov, kolikorkrat se 10°5 ¢ nahaja v y gramih,
Ly i’% cm®. Kovini, ki sestavljata zlato veriZico, zavzemata
skupaq (prlbhzno) toliko prostornine kolikor veriZica; zato

je 19 o5 10 .5 = 12. Iz navedenih enalb najdes « = 154

10 == 42

24. Medninar ima 13 dm® rumene medi, ki
tehta 105°47 kgy; koliko bakra in cinka je v tej
zlitini, ako je specifi¢na teZa bakra 8°895 in
specifiéna teZa cinka 6-862°?

Razresitev. V navedeni zlitini je » kilogramov bakra
in y kilogramov cinka. Istotako kakor v prejSnji nalogi
stvori§ enadbi

z~y = 105°47 in gz 895 ST 862 = 13
iz katerih najde§ z = 7116 in y = 34'31.

25. Zlatar ima tri zlate palice. Prva palica
je sestavljena iz 650 delov zlata, 220 delov sre-
bra in 130 delov bakra, druga palica iz 700 delov
zlata, 200 delov srebra in 100 delov bakra; tretja
palica iz 800 delov zlata, 150 delov srebra in
50 delov bakra. Koliko delov mora$ vzeti od
vsake palice, da dobi§ zlitino, ki ima 685 delov

zlata, 205 delov srebra in 110 delov bakra?
sl
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Razresitev. Vsaka prvih treh palic je sestavljena iz
1000 delov. V 1 delu ‘prve palice se nahaja %% — {05
delov zlata, v 1 delu druge paliceéo%e 0. 0'7 delov
zlata, v 1 delu tretje palice je 1555 = 0:8 delov zlata.
Ce vzame§ za zlitino od prve palice z delov, od druge
palice y delov in od tretje palice z delov, imaS povsem
0°6bz - 0"7y— 0-8z delov zlata; po pogoju naloge mora
ta vsota biti = 685 delov zlata, ki se nahaja v zlitini. Na
isti nadin stvori8 drugo enadbo za srebro in tretjo enalbo
za baker. Potem najdes x = 500, y = 400, = = 100.

26. Prazen vodnjak se da napolniti po treh
cevih; prva cev ga napolni v 10 urah, druga v
12 urah, tretja v 15 urah. V katerem ¢asu na-
polnijo vodnjak vse tri cevi skupaj?

Razresitev. Vodnjakovo prostornino zaznamujemo s k.
Vse tri cevi skupaj napolnijo vodnjak (= k) v z urah. V

1 uri napolni prva cev druga & tretja 15; v @ urah

1]Ih01 12!
I}Ia,polni \;§aka ee\; xkrat toliko kakor v 1 uri. Torej je
j0°% T ®+ 157 =k Iz te enatbe najdes » = 4.

27. Delavca 4 in B dovr8ita neko delo v
18 dneh, 4 in C v 12 dneh, B in C v 9 dneh; v
katerem tasu dovr8ijo isto delo vsi trije de-
lavei skupaj?

Razregitev. Najprej je treba dolotiti, v katerem Casu
dovrsi vsak delavec sam doti¢no delo, katero hofemo za-
znamovati z d. Delavec 4 dovr3i delo d v = dneh, delavec
B v ydneh in delavec C v 2 dneh; v 1 dnevu dovr&ijo
torej ti delavei ¢, ? in *. Delavea A in B dovrsita v
18 dneh 18krat toliko kakor v 1 dnevu; zato je po
nalognem pogoju % -18 ;—l .18 = d. Na isti nadin stvoris

tudi enathi © -12 4+ ¢. 12 — 4 in<.94+ 2.9 = d Ako
okraj8a8 in razresi§ navedene enaébe IldeGS ==l
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7 = 24 in z = 14%. — Vsi delavei skupaj dovrijo delo d

v t dneh. Istotako kakor pri prej$nji nalogi stvoris ena&bo

d d d : .
7§-t+§4-f+ﬁg-r = d, iz katere najdes + = 8.

I

RazreSevanje nalog o premikanju si jako olajSas, Naloge o premi-

ako napravi§ kratek, pa pregleden naért polozaja. V tem :‘j:l‘f;;f;i“cﬁ
natrtu zaznamuje$ in dolo¢i§, kje se zalneta telesi pre-
mikati, kako dale, kako hitro in koliko fasa se premikata.
Pot, katero pretefe vsako telo v &asovni enoti (t.]. v eni
sekundi, ali v eni minuti, ali v eni uri i t. d.), doloduje
hitrost premikanja. Ako primerjas poti, kateri preteteta
telesi v dolofenem ¢asu, stvori enadbo.

28. Dve telesi, ki sta 78 m narazen, pre-
teteta vsako sekundo oziroma 4 m in 21m; kdaj
se snideta telesi, ako se zaCneta pomikati isto-
dobno @) v isto smer, ) v nasprotno smer?

Razresitev.
@) Telo A, hitrost: 4 m, ¢as: « sekund.
L+ 580 M N

I . g
! 1 | >

> :
Telo B, hitrost: 21 m, tas: x sekund.
Telo A dohiti telo B v todki N ¢ez z sekund; telo 4
preteée pot LN, t.j. xkrat po 4m ; telo B pretete pot MN,
t.j. «krat po 24 m. Razlika teh poti je po pogoju na-
loge = 78 m; torej je 4o — 21x = 78. Iz te enalbe
najdes x = b2.
b) Telo A, hitrost: 4 m, ¢as: y sekund.

T > P M
I | |
78 m E o

Telo B, hitrost: 21 m, ¢as: y sekund.

Telesi se sre¢ata v totki P Gez y sekund ; telo 4 pre-
tede pot LP — 4y metrov, telo B pa pot MP = 24y metrov.
Po nalognem pogoju je 4y - 24y = 78; iz te enatbe
najde y = 12.
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29. Ob Sesti uri gre od kraja 4 proti kraju B
brzovlak, ki porabi za to daljavo 3} ure; ob
sedmi uri gre od kraja B proti 4 po3tni vlak,
ki potrebuje za to pot 5} ure. Kdaj se srecéata
vliaka?

Razresitey.

Brzovlak, hitrost: %f—, tas: (x -+ 1) uro.
e %
A C B
[ f |
in
Postni vlak, hitrost: “_)—1, ¢as: = ur.
54

Vlaka se sretata v totki (. Brzovlak pretefe pot
~ JIB -
AC = (x4 1), postm viak pa pot BOi— flf -xz. Po

nalognem pOgOJll je (x +1)+ —J — AB; = te enacbe

najdes x = 1:5. Vlaka se sre(',atd. ob osmi uri trideseti
minuti.

30. Sel ima prehoditi razdaljo od kraja 4
do kraja B; ob dvanajsti uri sta si pota, ka-
terega je Ze prehodil in katerega e ima pre-
hoditi, kakor 2:3; ko 8e prehodi 8 km, sta si
pota, katerega je %e prehodil in katerega Se
ima prehoditi, kakor 6:5. Kako dale& je od 4
do B?

Razregitev. Ob dvanajsti uri je sel v totki C'; pot AC
je Ze prehodil, pot BC %e ima prehoditi. Po pogoju naloge
je AC:CB = 2:3. Nekoliko &asa pozneje je po pogoju
naloge prehodil pot (AC - 8) kom, pot (CB — 8) km pa Se
ima prehoditi; torej je (4C | 8):(CB—8) = 6:5. Iz
navedenih sorazmerij najdes AC — 22 km in CB = 33 km;
pot AB je potem AC - CB = Bb km.

31. Kurir prehodi razdaljo od A4 do B v do-
lotenem ¢&asu; €&e bi napravil vsako minuto
po 3 korake ve&, bi prehodil doti¢no razdaljo
8 minut prej; ¢e bi pa napravil vsako minuto
po 12 korakov manj, bi priSel v kraj B za 36 minut
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pozneje, nego bi moral priti. Koliko korakov
napravi kurir vsako minuto in kako dale& je
od 4 do B? (3 koraki = 2 metra.) :
Razresitev. Kurir napravi vsako minuto po = korakov
in prehodi pot od 4 do B v y minutah; pot 4B je torej
— xy korakov. Ce bi kurir napravil vsako minuto po
« -~ 3 (oziroma po x — 12) korakov, bi prehodil isto pot
v y — 8 (oziroma v # -} 36) minutah; torej je 4B =
= (x 4 3) (y — 8), oziroma (r — 12)(y 4 36) korakov. Iz
navedenih izrazov stvori$ enathi, iz katerih najdes @ — 132
in y = 360. Pot AB = 47520 korakov = 31680 metrov.

32, Kdaj pokrijeta kazalca na uri med Sesto
in sedmo uro drug drugega? Kdaj tvorita med
Sesto in sedmo uro pravi kot?

Razrefitev. Kazalo na uri je razdeljeno na 60 enakih
delov, ki se imenujejo minutne ¢rte. Hitrejsi kazalec pre-
tede v 1 uri vseh 60 minutnih ¢ért, v 1 minuti torej 1 mi-
nutno ¢rto; pocasnejsi kazalec pretete v 1 uri 5 minutnih
grt, v 1 minuti tore] gy — 75 minutne Erte.

@) Ob Sesti uri kaZe hitrej8i kazalec na Stevilo 12,
potasnejsi pa na Stevilo 6. Cez » minut pokrijeta kazalca
drug drugega; med tem pretede hitrejsi kazalec xkrat po
1 minutno ¢rto, polasnejsi pa xkrat po 1—1§ minutne rte.
Razlika teh potov znaSa toliko minutnih &rt, kolikor jih
je od Stevila 12 do S8tevila 6 na urnem kazalu, t. j.
30 minutnih &rt. Torej je x — i% = 30; iz te enaclbe
najdes » — 32 18—1. Kazalca pokrijeta drug drugega 321—81 mi-
nute po Sesti uri.

b) Kazalca tvorita y minut po Sesti uri pravi Kkot.
Pravi kot obsega 15 minutnih ¢rt na kazalu. Ako priStejes
poti od %tevila 12 do Stevila 6 (t.j. 30 minutnim &rtam)
pot polasnejSega kazalca v y minutah ter oditejes od te
vsote pot hitrejSega kazalca v y minutah, mora razlika
znaSati 15 minutnih &rt, v znakih (30-1-%)_ y = 1.
Razliko 15 minutnih ¢rt tudi najdes, ako odstejes od poti
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hitrejSega kazalca v y minutah pot od Stevila 12 do
§tevila 6 in pot polasnejSega kazalca v y minutah, v
znakih y — (SO—I— — 15. Iz navedenih enatbh najdes
Jf = 16141 TR — 49— Kazalca tvorita med sesto in
sedmo uro torej dvakrat pravi kot, prvokrat 16 mmute

" in drugokrat 49 minute po Sesti uri.

33. Dve totki se pomideta po kroznici, ki
meri 840 m, v isto smer in se snideta vsakih
35 sekund; ¢e se pa tolki pomic¢eta v nasprotno
smer, se sretata vsakih 12 sekund. Kako hitro
se pomideta tolki?

Razresitev. Totka A pretete vsako sekundo z, tocka I
pa y metrov. V prvem sluaju dohiti tofka A totko B;
totka A mora torej preteli vso kroZnico in Se toliko,
kolikor pretede totka B; razlika teh poti je = dolgosti
kroZnice, v znakih 352 — 36y = 840. V drugem slulaju
se sretata totki, ko preteceta skupaj pot 840 m, v znakih
122 + 12y = 840. Iz teh enadb najdes »x = 47 in y = 23.

34. Zunanji kot na osnovnici enakokrakega
trikotnika in zunanji kot na vrhu sta si kakor
29:32; kolik je notranji kot na osnovnici?

Razresitey. Zunanji kot na osnovnici je sokot notra-
njega kota § na osnovnici, zunanji kot na vrhu pa je
dvakrat tolik kakor notranji kot na osnovnici. Po nalog-
nem pogoju je torej (180° — 3):28 = 29:32; iz tega
sorazmerja najde§ [ — 649,

35. Obsrediiéna kota dveh enakih krogovih iz-
sekov, katerima znaSata polumera 20 cm in 16 em,
se razlikujeta za 27° kolik je manj8i teh kotov?

Razresitev. Ce sta dva izseka razlitnih krogov plo-
8¢insko enaka, sta loka (oziroma pripadajofa obsrediS¢na
kota) obratno sorazmerna s polumeroma; kajti iz pogoja
g = lli‘A sledi l:ly = ryir

Pr1 navedeni nalogi je manj&i izmed obsredis¢nih
kotov « in lezi v krogu z ve&jim polumerom. Ker sta si
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izsekova plos¢ina in kroznina kakor pripadajota obsre-
dis¢éna kota, veljajo obrazci p :r2w = (a - 27°: 3600 in
piR2m = @:360°% Ako izenali§ vrednosti za p, najde¥
Gi—"A89

36. Izmed dveh pravilnih mnogokotnikov
ima prvi dvakrat toliko stranic kakor drugi
in notranji kot prvega mnogokotnika je za
10°velji nego notranji kot drugega mnogokot-
nika. Koliko stranic ima drugi mnogokotnik?

Razregitev. Notranji kot pravilnega mnogokotnika je

dologen po obrazcu E'—gl‘;—_@, kjer pomeni n Stevilo stranic

in R pravi kot. Pri navedeni nalogi ima prvi mnogokotnik
2n, drugi pa n stranic. n = 18.

37. Visina pravokotnega trikotnika je za
27 dm velja ko manj8i hipotenuzni odsek in
za 3'2 dm manj8a ko ved&ji hipotenuzni odsek;
kolika je hipotenuza?

Razregitev. Hipotenuza je x, njen manjsi odsek je y,
njen vedji odsek pa x — y. Po pogoju naloge jev — 2:7 = y
in v+ 3'2 = x — y, kjer pomeni » hipotenuzi pripadajoto
viS§ino. S pomodjo geometrijskega izreka v = y(x — y)
najdes » = 17:28 in x = 35°06.

38. Dva pravokotna trikotnika imata enaki
hipotenuzi; ena kateta prvega trikotnika je
za 4 m manjSa, druga pa za 8 m vefja, nego sta
kateti drugega trikotnika. Koliki sta kateti
prvega trikotnika, ki je za 34 m*vedji od drugega?

Razresitev. Kateti prvega trikotnika sta x in y, dru-
gega pa -4 in y — 8. Po pogoju naloge sta kva-
drata nad katetama prvega trikotnika skupaj enaka vsoti
kvadratov nad katetama drugega trikotnika, v znakih
2 92 = (x4 4)2 -+ (y — 8)?; gledé na trikotnikovi
ploséini je %’ — 34 = —_7(1'-}4)2(;1/—8). Iz navedenih enatb

najdes @ — 93 in y — 95.

Matek, Aritmetika. 9
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V. Racunski nacini tretje stopnje.

A. Vzmnozevanje.
§ 32. Pojasnila o vzmnoZevanju.

~ Ako postavimo dolodeno §tevilo @ mkrat kot faktor,
pravimo, da vzmnoZujemo ali potencujemo Stevilo @
8 &tevilom m, v znakih

a* = a-a-a... (mkrat) = 4.

Stevilo @, ki se mora vetkrat postaviti kot faktor, se ime-
nuje osnovno Stevilo ali podloga; tevilo m, ki pove,
kolikokrat je treba podlogo postaviti kot faktor, se zove
potenéni eksponent; Stevilo 4, katerega najdemo
pri vzmnoZevanju, je vzmnoZ ali potenca. Vzmnozi ali
potence so torej produkti enakih faktorjev. Potence po-
sebnih Stevil izratunas, ako pomnoZis podlogo ponavljajod
8 samim seboj.

7Z ozirom na zgoraj navedeno pojasnilo o vzmnoZe-
vanju smemo redi, da podloga (#) utegne biti ali celo ali
ulomljeno, absolutno ali algebrajsko Stevilo, potentni eks-
ponent (m) pa mora biti absolutno celo Stevilo, ki je
vedje od 1.

Po pojasnilu o vzmnoZevanju in z ozirom na pravila
pri mnoZenju najdemo :

ke bl By B R e P
Vsaka potenca od 1 je 1.
By 02 =000, =0

Vsaka potenca od 0 je 0.

) Far= (o (Fa - a)... =+

Vsaka potenca pozitivne podloge je po-
zitivna.

d) (—a) = (—a)-(—a)-(—a)... = +a*™

Soda potenca negativne podloge je pozi-
tivna.

¢ (—a)r—t=(—a)(—a)(—a)..=—a""L
Liha potenca negativne podloge je ne-
gativna.

Matek, Aritmetika. 10 r.

VazmnoZiti,
vzmnoZevati =
= potenzieren.
Osnovno Stevilo

= die Grundzahl.-
Podloga = die
Basis.
Potendni ekspo-
nent = der Po-
tenzexponent.
VzmnoZ = die
Potenz.

KakSnost pod-
loge in potend-
nega eksponenta.

Potence s pod-
logo 1 in 0 in
potencealgebraj=-
skih &tevil.



Seltevanje in od-
Etevanje potenc.

Kako mno#i§ po-
‘tence z enakimi
podlogami.

Kako vzmnoZis
z vsoto.

Kako delis po-
tence z enakimi
podlogami.
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§ 33. Rac¢unski zakoni o potencah.

L. Istoimenske potence (potence, ki imajo enake pod-
loge in enake eksponente) seitevas in odStevas po istih
pravilih, po katerih se istoimenski izrazi sploh seStevajo
in odstevajo. N. pr.

am™ + TG"‘ Bis Sam; ax™ — bx™m — (a T h)ﬂ:'”.

II. Po pojasnilu o vzmnoZevanju je:
a”+a” = a-a-a...(mkrat)- ¢+ a-a... (nkrat), t. j.
podlogo a je treba (m - n) krat postaviti kot faktor; torej je

am™. g = g™ -+ "

Potence iste podloge mno#%i%, ako pridrzis
skupno podlogo ter seitejes potendne ekspo-
nente. N. pr.

(20 — b)i=—3v. (20 — b)3r—3v = (2a — b)*+2,

Ako &itad enatbo a™.@” = a™t "y obratnem redu,
najdes :

Stevilo vzmnoZ%is z vsoto, ako ga vzmnoZis
7z vsakim sumandom ter pomno%is dobljene po-

tence. N. pr.
eS8 —— o0 G SO

1II. Po pojasnilu o potencah je:

a" a+a-a... (mkrat)

¢  a-a-a... (nkrat)’

Ako je m > n, se dasta dividend in divizor navedenega
kvocijenta nkrat zaporedoma deliti s 3tevilom «; potem
stoji Stevilo ¢ &e (m — n)krat kakor faktor. Torej je

amigh = gm—n,

Potence iste podloge deli§, ako skupno
podlogo vzmno#%is z diferenco iz dividendovega
in divizorjevega eksponenta. N. pr.

(fe—D t3:(1—a)d= (e — )" +3:[— (a — 1)} =
= (a—1)*t*:—(a—1P = — (a— 1)
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Obratno je:
Stevilo vzmno#is z razliko, ako vzmnoZi§ Kako vzmnozis

&tevilo zminuendom in subtrahendom ter delig  “™"*
prvo potenco z drugo. N. pr.
o=t g stnigdi— L e e
IV. Po pojasnilu o vzmnoZevanju je: Kako vzmnozis
(ab)™ = ab - ab - ab. .. (mkrat), e

ali ¢e zamenis faktorje med seboj, je

(ab)" = a-a-a... (mkrat)-b-b-b... (mkrat);
torej (ab)” = a™-b™

Produkt vzmnozis§ s §tevilom, ako vzmno-
%18 vsak faktor z dotié¢nim Stevilom. N. pr.

(2ab)?- (Bax)® = 4a%?.27a°2® = 108 adb%z3,
Obratno je:
Potence enakih eksponentov mno#i§, ako Kako mnoZis

potence z ena-

vzmno%i§ produkt njih podlog s skupnim eks- i " ineni
ponentom. N. pr.

(20 3b)* - (20 — 3b)* = (4a® — 9B,

V. Po pojasnilu o potencah je: Kako vzmno#is
kvocijent,
() iR U ZIS oziroma ulomek.
(b) = 433 - (mkrat),
ali ¢e izvr8i8 nakazano mnoZenje, je
(_c_u)’”m a-a-a...(mkrat)  am
o) = b.b-b...(mkrat) = bm°

Kvocijent (ulomek) vzmnoZi§ s Stevilom,
ako vzmno#ig dividend (Stevec) in divizor (ime-
novalec) z doti¢nim Stevilom. N. pr.

(3;&:17)2 (? bx)3 L 9atpl U BREp L bah
dby Say/ = 160%® B87e%® = Gay®
Obratno je:

Potence enakih eksponentov deli§, ako Kuke deliékpo-
v . e . . tence z enakimi
vzmno#i§ kvocijent njih podlog s skupnim eks- Sy
ponentom. N. pr. ;
@ar—1609°: (ba — 4ty = (G =57) = a4

10*



Kako vzmnoZis
potenco.

Kako vzmno#is
s produktom.

RazSirjanje
prvotnega pojas-
nila o potencah.

Pomen potence
al,

Pomen potence
a’
Pomen potence
z negativnim
eksponentom.
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VI. Po pojasnilu o vzmnoZevanju in z ozirom na ra-
éunski zakon pod IL je:

(nkra.t) = qm +m 4 m 4 e

Potenco vzmno%i§ s §tevilom, ako pomnozis
potenini eksponent z dotiénim Stevilom. N.pr.

(— @ (— a4 (— @) (— o)t =
= (— a2). a2} (— at®) - (— a¥) = — a4 a®* = 0.
Obratno je:
Stevilo vzmnoZ%i§ s produktom, ako vzmno-
%18 doti¢no Stevilo z enim faktorjem in znesek
z drugim faktorjem. N.pr.
gie=(Pr)e — 30— SH (1.

Pri vzmnoZevanju potenc smeS potenéne

eksponente zameniti med seboj; zakaj
LI — e = ),

VII. Po prvotnem pojasnilu o potencah nimajo izrazi
al, a® in ¢—% nobenega pravega pomena; zakaj Stevilo @
enkrat, oziroma ni¢krat ali minus zkrat postaviti kot
faktor, je brez zmisla. Pomen teh izrazov se da doloéiti
s pomodjo rafunskih zakonov, ki sta izraZena v enatbi
a”—" — @™ :q" Ge smatramo namre¢ ta zakona veljavna
tudi za sluéaje m —n = 1, m — n 0in m—mn — .
To pa smemo storiti, ker kvocijent «™—", pomnoZen z
divizorjem «”, da vsakokrat dividend ¢™ za produkt.

Pomen izraza «' dolodis tako-le:

__a-a-a...(m-1)krat
(m krat)

(alm)u — a™ea™ea. .. (nkrat) amn,

am-1

gl — gmt+1—m — e
Qi a-a-a...

Dividend in divizor navedenega kvocijenta se dasta mkrat
zaporedoma deliti s Stevilom a; e to stori§, dobis rezultat a.
Torej je a! = a.

Prva potenca vsakega §tevila ima isto
vrednost, katero ima doti¢no Stevilo.

Z Oz_irom na pOStanek Oje a — gm—m — g™ 1 qm — 1.

v s w

Ako vzmnoi%i§ kako 8tevilo z 0, je vzmnoi
vselej enaka 1.
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Z ozirom na postanek negativnih Stevil je

am am
am—+=x ~ gm.gz’

G4—% = gm—(m+2 —

Dividend in divizor navedenega kvocijenta se dasta deliti

1

s Stevilom a™. Torej je a—* = —.
ax

Vsaka potenca z negativnim eksponentom
je enaka obratni vrednosti doti¢ne potence s
pozitivnim eksponentom.

3 1 1\= A :
Kerpije a=""=— = (E) , Smemo torej reci:

Dolofeno Ztevilo vzmnoZi§ z negativnim
ftevilom, ako vzmno#i§ obratno vrednost pod-
loge z dotiénim pozitivnim Stevilom. N. pr.

st — (@) = () = $ = 5

Iz enathe a—* = % sledi a® = aéx Z ozirom na te
enacbi sme8 torej vsako potenco, ki je faktor celega Stevca,
prestaviti kakor faktor v imenovalec, in vsako potenco,
ki je faktor celega imenovalca, prestaviti kakor faktor v
Stevee, ako izpremeni$ eksponentov predznak. N. pr.

9—1 g—2 b3 358 y3

3—1 z24—8  2g2gx2°

S pomodjo enadbh a—* = a—lx T — aix mores
vsako potenco izraziti kakor potenco s pozitivnim, oziroma
negativnim eksponentom. Ker se dado torej potence z ne-
gativnimi eksponenti smatrati kakor neka pretvorba potenc
s pozitivnimi eksponenti, je jasno, da se ratuna s potencami,
ki imajo negativne eksponente, po istih ra¢unskih zakonih,

kateri veljajo za potence s pozitivnimi eksponenti. N. pr.

(a—16=3)%. (a?b— ) 2i(—a—%- =
A b L hE i e e

— a_qb._]:aglﬁb—Zﬂ — dgbw.

Kako vzmnoZis
z negativnim
celim Stevilom.

Kako ratunas s

potencami nega-

tivnih eksponen-
tov.



Kako kvadrujes
dvodlenik.

Kako kvadrujed
mnogodlenik.
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§ 34. Kvadrat in kub.

I. Druga potenca se imenuje kvadrat. Dolofeno
Stevilo povigati na drugo potenco se pravi kvadrovati.
Kvadrat binoma izradunas po obrazcu

(602 = a® 4 2ab - 02,
katerega najdes, ako pomnozi§ binom @ —- b s samim seboj.
Navedeni obrazec velja tudi za binom « — b (algebrajsko
vsoto); zakaj

(=2 = o+ O = @+ 20(= 1) + (1) =
— o2 — 2ab } B2

Kvadrat vsakega binoma je torej alge-
brajska vsota iz kvadrata prvega ¢lena, iz
dvojnega produkta obeh &lenov in iz kvadrata
drugega ¢lena.

Kvadrat mnogoélenskega izraza najde§, ako porabis
pravilo za binom ponavljajoé. N. pr. Kvadrat mnogotlenika
@ - b -} ¢ izratuna8, ako smatras izraz ¢ - b za dologeno
Stevilo in potem radunad po pravilu za binom, v znakih

@b+ = (@atb2+2atb)ete =
= a® -+ 2ab + b2+ 2(a - b)c |
Istotako postopad tudi pri kvadrovanju mnogotlenika

@+ b--c-+d ali kateregakoli drugega mnogoclenika,
v znakih

@FbFotdf— @tb+02420a+bFogdtd=
= a®+ 2ab -+ 02} 2@+ be+ 2+ 2(af b o)d - d>

Iz navedenega posnamemo za kvadrovanje mnogo-
¢lenskih izrazov to-le pravilo:

1. Od prvega &lena dobis kvadrat.

2. 0d drugega in vsakega naslednjega &lena dobi8
dve sestavini in sicer dvojno algebrajsko vsoto predstojedih
¢lenov, pomnoZeno z doti¢nim ¢lenom, in kvadrat tega €lena.

3. Navedene sestavine seStejed algebrajsko.

Ker je 2ab | 02 = (2a -+ b)),

2(@ 4 b)c+ ¢ = [2(a + b) + ¢]¢, i. t. d,
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zdruzis pri kvadrovanju mnogotlenika sestavine drugega
in vsakega naslednjega &lena v eno sestavino, ako dvojni
algebrajski vsoti predstoje¢ih &lenov pristejeS dotiéni élen
(2a pripi8e8 z neizpremenjenim predznakom) in dobljeni
znesek pomnozi§ s tem ¢lenom.

Vsako dekadi¢no &tevilo je vsota iz dolodene mno-
zine dekadi¢nih enot. N. pr. 4769 je vsota iz 4 tisotic,
7 stotic, 6 desetic in 9 enic, v znakih

4769 = 4T+ 75+ 6D -+ 9E.

Kvadrat dekadi¢nega Stevila najdeS torej po istem
pravilu, po Ekaterem kvadruje¥ mnogotlenik. Ker se pri
dekadi¢nem Stevilu mestna vrednost vsake naslednje kva-
dratove sestavine zmanjSa za en red, se pri napisavanju
pomakne vsaka naslednja sestavina za eno mesto proti
desni. Primerjaj navedeno kvadrovanje!

47692 ali krajse:
42 o, 16 4769° — 16
2 KO b6 877 609
e 49 046-6... 5676
2'47'2g"" 5636 9529-9.. 85761
ol 43361
92:.476-9....- 8H68 e
92, .. 81
22743361

Pravilo za kvadrovanje dekadinih Stevil izrazamo tako-le:

1. Od prve &tevilke dobi§ kvadrat.

2. 0d druge in vsake naslednje Stevilke dobis dve
sestavini in sicer dvojni produkt predstojetega étevila,
pomnoZen z doti¢no Stevilko, in kvadrat te Stevilke.

3. Navedene sestavine pi%e§ zaporedoma drugo pod
drugo, pomaknes vsako naslednjo za eno mesto proti
desni ter jih selteje.

Kvadratove sestavine dvoStevilénega Stevila izrafunas
insestejes obenem, ako izra¢una$ najprej kvadrat enic, potem
dvojni produkt iz enic in desetic in konéno kvadrat desetic.

Ako se nahaja v dekadi¢nem Stevilu kaka nié¢la, jo
presko¢is med kvadrovanjem, naslednjo sestavino pa po-
makne§ za tri mesta proti desni; zakaj Kakor vsaka

Kako kvadrujes
dekadidno
Stevilo.



Kako kvadrujes
desetinsko, kako
nepopolno
Stevilo.

Kako kubujes
dvodlenik.
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gtevilka da tudi ni¢la pri kvadrovanju dve sestavini, ki
sta posamié = 0.

Sestavine druge in vsake naslednje Stevilke spojis v
eno sestavino, ako dvojnemu predstojefemu Stevilu pri-
Stejes dotidno Ztevilko (jo pripi%es) in dobljeno vsoto po-
mnozi§ s to Stevilko. Da se mora v tem sludaju vsaka
naslednja kvadratova sestavina pomakniti za dve mesti
proti desni, je jasno.

Desetinsko stevilo kvadruje$ istotako kakor celo Ste-
vilo. Med kvadrovanjem se ne briga$ za desetinsko piko.
V kvadratu odstejed dvakrat toliko desetink, kolikor jih
je v podlogi; zakaj produkt ima toliko decimalk, kolikor
jih imata oba faktorja skupaj.

Nepopolno &tevilo kvadrujes, ako ga pomnozi§ na
okrajsani natin s samim seboj.

Opomnja: Mnogosteviléni izraz kvadrujes na tale nadin;
Izradunaj najprej kvadrate vseh ¢lenov, ti so vsi pozitivni.
Potem poiséi vse dvojne produkte dveh Elenov pricensi s
prvim in drugim, prvim in tretjim i, t. d., potem z drugim
in tretjim, drugim in ¢etrtim i. t. d. do predzadnjega z zad-
njim in dodaj doti¢nim produktom prave predznake. N. pr.

(¢ +2b—38c—d)2 = a2+ 402 9c2 | d2| 4ad —
— 6ac — 2ad — 12be — 4bd | 6cd.

II. Tretja potenca se imenuje kub. Dolo¢eno Stevilo
poviSati na tretjo potenco se pravi kubovati.
Kub binoma izratunad po obrazcu

(@ - b)3 = a3~ 3a2b -} 3ab? - 13,
katerega najdes, ako pomnoZi$ kvadrat binoma a -0 s tem
binonom. Navedeni obrazec velja tudi za binom ¢ — b ; zakaj
(a—b)® = [a+(-D)P = &+ Ba2(~b) -+ Ba(- b2 (- b=
= a® — 3a%b | 3ab2 — b3,

Kub vsakega binoma je torej algebrajska
vsota: @) iz kuba prvega ¢lena; b) iz trojnega
kvadrata prvega ¢lena, pomnoZenega z drugim
tlenom; ¢) iz trojnega prvega Glena, pomno-
zenega s kvadratom drugega ¢lena; d) iz kuba
drugega ¢lena.
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Kub mnogodlenskega izraza najdes, ako porabiS pra-
- vilo za binom ponavljajo&. N. pr. Kub mnogo¢lenika a + b -+ ¢
izratuna8, ako smatra§ izraz ¢ | b za dologeno Stevilo in
potem ra¢unaS po pravilu za binom, v znakih

(@b 98 = (@40 3@+ bret3@ b o8 = -

= a®+ 3a%b  3ab? - b3 3(a -+ b)%c + 3(a -+ )2+ .

Istotako postopa8 tudi pri kubovanju mnogotlenika

@ b+ ¢+ d ali kateregakoli drugega mnogoélenika, v
znakih
@tbtctdp=(@+b+o+30@+b+ o+
———— .

+3(@-F+b+c)d2 - d® = a® 4 3a®b | 3ab® | 13 -

~+3(a+b)?c+ 3(a + b)e*+ A+

—+ 3(a+ b+ c)2d 4 3(a -+ b c)d? - d3.

Iz navedenega posnamemo za kubovanje mnogoclen-
skih izrazov to-le pravilo:

1. Od prvega ¢&lena dobis kub.

2. 0d drugega in vsakega naslednjega ¢lena dobis
tri sestavine in sicer: @) trojni kvadrat predstojete alge-
brajske vsote, pomnoZen z dotiénim &enom; b) trojno
predstojefo algebrajsko vsoto, pomnoZeno s kvadratom
doti¢nega &lena; ¢) kub dotitnega &lena.

3. Navedene sestavine seSteje§ algebrajsko.

Ker je vsako dekadiéno Stevilo vsota iz dolotene
mnozine dekadi¢nih enot, ga kubujes po pravilu za mnogo-
tlenske izraze. Primerjaj kvadrovanje dekadi¢nih &tevil!

Pravilo za kubovanje dekadi¢nih Stevil izraZamo na-
vadno tako-le:

1. Od prve &tevilke dobis kub.

2. Od druge in vsake naslednje Stevilke dobi8 tri
sestavine, in sicer: @) trojni kvadrat predstojetega Stevila,
pomnoZen z dotitno Stevilko; b) trojno predstojece 8tevilo,
pomnoZeno s kvadratom dotiéne Stevilke; ¢) kub doti¢ne
stevilke.

3. Navedene sestavine piSes zaporedoma drugo pod
drugo, vsako naslednjo pomaknes za eno mesto proti desni

ter jih sestejes.

Kako kubujes
mnogodlenik.

Kako kubujes
dekadi®no
Stevilo.



Kako kubujes
desetinsko,
kako nepopolno
Stevilo.

Enako visoke
potence enakih
in neenakih
podlog.
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Ako se nahaja v dekadi®nem 8tevilu kaka nitla, jo
presko¢i¥ med kubovanjem, naslednjo sestavino pa po-

makne$ za Stiri mesta proti desni.
Desetinsko Stevilo kubuje¥

586° istotako kakor celo 8tevilo. Med
Bh...... 125 kubovanjem se ne brigad za de-
3.528.... 600 setinsko piko; v kubu pa od-
3.5-8.... 960 Stejed trikrat toliko desetink,

8.... bl2 kolikor jih je v podlogi.
3-582-6... 60552 Nepopolno Stevilo kubujes,
3.58-6%. .. 6264  3x0 ga postavid trikrat kakor
6. .. 216 faktor ter izvrSi§ mnoZenje na

201230056  okrajSani nadin.

§ 35. VzmnoZevanje enaéb in neenach. RazreSevanje eks-
ponentnih enach.

1. Ako vzmno#i§ enaka Ztevila z enakimi
Stevili, dobi8 enake vzmnozi.

Dokaz. e — D
Tl
0 ] pomnozeno
glodis @ — b

Ako vzmnoZi§ vse ¢lene dolotenega sorazmerja z
istim Stevilom, dobi8 zopet sorazmerje; zakajiz a:b = c:d
najde¥ (#:b)” = (c:d)” in a™ 1 b™ = c™ 1 d™,

2. Enako visoke potence neenakih abso-
lutnih Stevil so neenake in sicer je tista vedja,
ki ima vec&jo podlogo.

Dokaz. 1z

------

‘ pomnozeno

------
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3. Vsaka pozitivna (cela) potenca pravega
ulomka je zopet pravi ulomek, ki je tem
manj8i, ¢im vedji je potenéni eksponent.

Dokaz. Ako pomeni a vrednost pravega ulomka, je

]_>ain

g i 1 5—a S ;
4 — o | Pomnozeno, 4 _ g2 J POMNOZeNo, i. t. d.;
g a2 > a3

torej je 1 > a > a®> > a°... Iz navedenega sledi, da se
zaporedne potence pravega ulomka manjSajo in bliZajo
vrednosti = 0, & se potendni eksponent veta in bliza

vrednosti = oo.

4. Vsaka pozitivna (cela) potenca nepra-
vega ulomka je zopet nepravi ulomek, ki je
tem ved&ji, &im vedji je potenéni eksponent.

Dokaz. Ako pomeni @ vrednost nepravega ulomka,
jel < ain

1<a = 1<a 3 :
i } pomnozeno, o o } pomnozeno, i. t. d.;
& <aa @ < a?

torej je 1< a < a® < «?... Iz navedenega sledi, da se
zaporedne potence nepravega ulomka vefajo in bliZajo
vrednosti = co, e se veta potenéni eksponent in bliZa
vrednosti = oco.

5. Enake potence z enakimi podlogami
imajo enake eksponente; zakaj iz a* = a? sledi
re— Y.

Ta izrek uporabljamo pri razreSevanju eksponent-
nih enaé&b, to so enalbe, v katerih se neznanka nahaja
v eksponentu.

@) Dvo&lensko eksponentno enatbho
28=+2 — 32 razreSi§, ako izrazi§ oba 202+ =32
enathena dela kakor potenci iste pod- gl 0
loge in potem izenati§ potentna eks- 3z-2 =5
ponenta. T 1

Razresitev:

I

Potence pravega
ulomka.,

Potence nepra-
vega ulomka.

Eksponentna
enadba = Expo-
nentialgleichung.

RazreSevanje
dvotlenskih in
mnogotlenskih

eksponentnih

enadb.
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b) Pri razreSevanju eksponentne enacbe 6°25°~! =
= 0-42—7 postopa§ istotako kakor pri prejSnji enalhbi.
Primerjaj navedeno razresitev!

Razresitev:
6:95*—1 — (-4=—7

& =
g @ =T

20 — 2 = —ua+ 7
T

¢) Mnogotlensko eksponentno enatho 77+ — 271 —
= 5.7= - 3.2%+3 razresi§, ako izvrsiS nakazana vzmno-
Zevanja, potem prestavi§ in skréi§ istoimenske izraze, na-
dalje pa ravna$ kakor pri prejSnjih enatbah. Primerjaj
navedeno razreSitev!

Razresitey:
qztl __9x—1 — 5.7a:_l_3.2:c-}~3
7.72— 2 _ B.7o4 3.95 20

2
7.7%—5.7= = 2420 L &
s %).21
g0 )

g Sy N
@ = @
® =2

Mnogoélensko eksponentno enat¢bo tudi razresis, ako
prestaviS ¢lene tako, da se nahajajo v vsakem enatbenem
delu le potence iste podloge, potem razstavis dotiéne izraze
na faktorje in skréi§ kolikor mogote, nadalje pa postopaé'
kakor pri dvoélenskih eksponentnih enadbah. Primerjaj
navedeno razresitev!
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Razresitev:
922 —3 L 3341 — 92w —2 [ 3se—1
Q2—3__Qv—2 __ 982—1_ 3341
oy &) = 5+ —)
o (%) = ()

92x 729
el IR
81\«
(3) = 243
3x L= 3')
T — b

B. Korenjenje.

§ 36. Pojasnila o korenjenju.

Ako razstavimo dolofeno Stevilo 4 na m enakih fak-
torjev ter dolo¢imo enega izmed teh faktorjev (@), pra-
vimo, da korenimo S&tevilo 4 s Etevilom m, v znakih
VA = a (vitaj: mti koren iz A jo — a). Stevilo 4, ki
se mora razstaviti na enake faktorje, se imenuje radi-
kand ali korenovec; Stevilo m, ki pove, na koliko
enakih faktorjev je treba razstaviti radikand, se zove
korenski eksponent; Stevilu @ pa, katerega is¢emo,
pravimo koren.

Korensko znamenje ()/) je nastalo iz zatetne Crke
latinske besede ,radix“. Drugi koren se zove tudi kva-
dratni koren, tretji pa kubiéni koren. Korenski
eksponent se pie nad korensko znamenje. Korenski eks-
ponent 2 se izjemoma ne piSe; torej pomeni |/ toliko
kakor |/.

Izraza enatbe |/ A = a se razlikujeta v tem, da pred-
ofuje izraz ¢ izratunani, izraz ”VZ pa nakazani Koren.
Nakazane korene imenujemo tudi korenske izraze. Ako
vzmno%imo izradunani ali nakazani koren 8

Koreniti = radi-
zieren.
Korenovee =
der Radikand.
Korenski ekspo-
nent =— der
Wurzelexponent.
Koren = die
Wurzel.

Korensko zna-
menje.

Bistvena lastnost
vsakega korena
ali korenskega
izraza.



Prvi koren in
korena iz 1 in 0.

Koreni algebraj-
skih Stevil.

Kak&nost radi-
kanda in koren-
skega ekspo-
nenta.

Kak&nost abso-
lutne korenove
vrednosti.
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korenskim eksponentom », moramo po pojas-
nilu o korenjenju dobiti radikand za rezultat,

v znakih m i (ﬁ): A,

Ako korenimo pot'enco A™ g Btevilom m, je koren
po zgoraj navedenem pojasnilu enak podlogi 4, v znakih
VA = A

Iz enath ("VZ)’": A in A" = A izvajamo:

Stevilo se ne izpremeni, ako ga v kateremkoli
redu vzmnoZi§ in koreni§ z enim in istim Stevilom.

S pomodjo navedenih pojasnil najdemo:

1. Prvi koren iz vsakega &tevila je enak
doti¢nemu Stevilu, v znakih /4 = 4; zakaj A1 = A.

2. Vsak koren iz enote je enak 1, v znakih
V1 = 1; zakaj 1" = 1.

3. Vsak koren iz ni¢le je enak 0, v znakih
V0 = 0; zakaj 0" = 0.

4. Sodi koren iz pozitivnega radikanda
utegne biti pozitiven ali negativen, v znakih
zﬁi/—l—— — -+ a; zakaj (4 a)*” = 4.

. Lihi koren iz pozitivnega radikanda
jo pozitiven, v znakih ——)F 4 = - a; zakaj
(- apm—t = 4 4.

6. Lihi koren iz negativnega radikanda je ne-
gativen, v znakih =

V—A = —a; zakaj (—a)2" 1= —A.

Z ozirom na navedena pojasnila smemo reéi, da utegne
radikand 4 biti ali celo ali ulomljeno, absolutno ali alge-
brajsko Stevilo, korenski eksponent » pa mora biti ab-
solutno celo &tevilo. KakSna je absolutna vrednost korena ¢,
bomo spoznali iz naslednjega.

Mislimo si, da je radikand 4 neko absolutno celo
Stevilo. Ako vzmnoZimo Stevila naravne Stevilne vrste z m
ter primerjamo radikand 4 s to poten&no vrsto, namreé z

11 2))1, Bm’ 411:, e am, (a + l}m, (a’ + 2)"’, R
sta dva slu¢aja mogoda:
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1. Radikand A se nahaja v tej poten¢ni vrsti, n. pr.
A = a™; potem je "VZ = celemu Stevilu a.

2. Radikand 4 lezi med dvema zaporednima poten-
cama navedene potenéne vrste, n. pr. med a™ in (e 4 1)";
potem mora m;/] lezati med zaporednima celima Steviloma
@ in (e -+ 1) in zategadelj ne more biti celo Stevilo. W
pa v tem slucaju tudi ne more biti ulomek; zakaj Ce bi
VA bil enak ulomku 3&, bi morala potenca (%)m = *3—::
biti enaka radikandu 4. To pa je nemogode, ker sta Ste-
vec p in imenovalec ¢, torej tudi potenci p” in ¢™ med-
sebojni pragtevili, — Da je mogode /A priblizno izraziti
8 pomocjo ulomka in sicer s tako natanénostjo, kakorina
se zahteva, uvidimo tako-le. Ako razdelimo enoto na to-
liko enakih delov (n.pr.na ¢), da so posamezni deli (%)
neizre¢eno majhni, in ako zberemo vedno veé in vel iz-
med teh delov v ulomljena Stevila ter jih vzmnozZimo z m,
najdemo potenéno vrsto

(%)m? (%)"‘, (%)m, s (%)”’ (1%) ? (1%%) s
Vrednost radikanda A lezi gotovo med dvema zaporednima

potencama te Stevilne vrste, n. pr. med ( )”‘ (P+1)"'

1
potem le#i vrednost A med ulomkoma% %—, ka-

terih razlika (%) je neizreteno majhna. Vrednost Koren-

1n

" T :
skega izraza ) A je torej priblizno enaka ulomku —fqi ali

pa ulomku P+1

Stevila, katerxh vrednost lezi med dvema zaporednima
ulomljenima &teviloma in se da s pomodjo ulomkov le pri-
blizno doloé&iti, toda tako natanko, kakor Zelimo, se ime-
nujejo nerazloZna ali iracijonalna 8tevila; cela
in ulomljena Stevila pa se zovejo razloZna ali raci-
jonalna §tevila. Prva Stevila se ne dado popolnoma
natanko razloZiti na enote ali enotne dele, pri zadnjih
tevilih pa je to mogo&e. Primerjaj razmerja nesoizmerljivih

koliéin v geometriji § 21.!

NerazloZno Ste-
vilo = irratio=
nale Zahl.
RazloZno Stevilo
= rationale Zahl.



Predodevanje
iracijonalnih
Stevil.

SeStevanje in
od&tevanje
korenskih iz-
razov.

Pretvarjanje ko-
renskih izrazov.
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Iz navedenega izvajamo :

Koreni iz absolutnih celih Stevil so ali
cela ali pa nerazlozna Stevila.

Na isti nadin kakor navedeno lastnost najdemo tudi:

Koreni iz ulomkov so ali ulomki ali pa
nerazlozna Stevila.

Nerazlozna ali iracijonalna Stevila leZijo med zapo-
rednimi ulomki in napravijo Stevilno vrsto nepretrgano
ali stalno.

Iracijonalna 3tevila se dado po primernih slikah pred-
otiti kakor dolotene daljice. N.pr. Ako nacértad kvadrat,
katerega stranica je = 1, predocuje diagonala iracijonalno
Stevilo J/'2; ali ako nadrta$ enakostraniten trikotnik, ka-
terega stranica je = 2, predstavlja viSina iracijonalno
Stevilo J/3; ali ako natrta pravokoten trikotnik, katerega
kateti merita oziroma 1 in 2 dolgostni enoti, predocuje
hipotenuza iracijonalno &tevilo V5 i. t. d.

§ 37. Ratunski zakoni o korenskih izrazih.

Korenski izrazi, ki se ujemajo v radikandih in v
korenskih eksponentih, so istoimenski. Istoimenske ko-
renske izraze seSteva8 (oziroma odStevaS), ako seStejes
(oziroma od3tejes) njih Kkoeficiente ter pridrZi§ skupni
korenski izraz. N. pr.

Vo £ bYo = (@+b)Ve.

Ako sta n. pr. Stevili 4 in B enaki, je mﬁ = "i'/ B;
zakaj ako razstavi§ enaka Stevila na istotoliko enakih
delov, morajo vsi ti deli biti enaki med seboj.

I. Recimo, da je "VZ = @; potem je a™ = A. Ako
vzmnozimo to enathbo s Stevilom p, dobimo o™ = A7;
in ¢e korenimo Stevili zadnje enadbe s Stevilom myp, naj-
demo a = /A7, ali &e postavimo namesto ¢ njegovo

vrednost, je
VA = .



139

Ako Citamo zadnjo enabo od leve proti desni “in
obratno, najdemo izrek :

Korenski izraz ne izpremeni svoje vred-
nosti, ako mno%i§, oziroma deli§ korenski in
potentni eksponent z enim in istim Stevilom.
Kjer ni potenénega eksponenta, si je treba misliti eks-
ponent 1.

S pomod¢jo tega izreka se dado korenski izrazi, ki
imajo razlitne korenske eksponente, pretvoriti na izraze
z enakimi korenskimi eksponenti, in korenski izrazi, ka-
terih korenski in potenéni eksponent imata skupno mero,
se dado pretvoriti na enostavnejSo obliko. N. pr.

@) Izrazi Va, W, m]/?” se dado pretvoriti na izraze
A A

by Yt = Ve, BE e = e
= Ve, V16 = y2' = /2.
II. Produkt koreni§ s Ztevilom, ako ko-

reni§ vsak faktor z dotiénim Stevilom ter po-
mnozi§ dobljene korene, v znakih

Vab = Va5
zakaj po pojasnilih o korenjenju in radunskih zakonih o
potencah najdes

w i m m 1w m m
(Va-v2) = (Vo) (V2)"= ab.

Ako obrnemo zgoraj navedeno enatbo, najdemo:

Korenske izraze z enakimi korenskimi
eksponenti mnozi§, ako pomno%i8 njih radi-
kande ter korenis ta produkt s skupnim ko-
renskim eksponentom, v znakih

Va-Yb = YVab.

Ce pa imajo korenski izrazi razlitne korenske eks-
ponente, jih je treba najprej pretvoriti po pravilu pod L
na izraze z enakimi korenskimi eksponenti in potem se
izvr8i mnoZenje po navedenem pravilu. N. pr.

Matek, Aritmetika. 11r.

Kako koreni§
produkt.

Kako mnoZi§
korenske izraze.



Kako korenis
kvocijent
(ulomek).

Kako deli§ ko-
renske izraze,
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o) VEEG — V3T 2 a0 B — 3aby/Bab;
1) V1474 2y 128 —3)/12—2/16 — /54 =
— /29-312)6d-2—3y/4.3—2/8-2— y/27-¢
= 7I/r3+8|ﬁ—6y3—4|/2ﬁ3|/2 = V§+i

) VVeTp Ve -V Vatr—/a =
= |3/( a”—|—b3—{—|/$)=|/a/3—|y——b3—;f&g) d
— VW Wb‘ T
2in I/’ba R

D VEVE YL Y2 NN Y s

¢) 2z 3y)- ng;ij — 1 @a+3yp°- ox+§: =
= V @z F 3y)Cx — 3y) = V422 — 9y

H W/B—1)-)/10+2/5 = )/ (/5—17- )/ 10+2/5 =
— 6—2/5-/10-2/b = /40—8/5 =
_ 3y/T0—ar5.
III. Kvocijent (ulomek) korenis s 8tevilom,
ako koreni® dividend (8tevec) in divizor (ime-

novalec) z dotiénim Stevilom ter delis dobljena
korena, v znakih

zakaj po pojasnilih o korenjenju in rafunskih zakonih o
potencah najdes

(T_F_ "_ (Vo) _ e

Obratno najdemo:

Korenske izraze z enakimi korenskimi
eksponenti deli§, ako deli§ njih radikande ter
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koreni§ ta kvocijent s skupnim korenskim
eksponentom, v znakih

o st

Ce pa imajo korenski izrazi razlitne korenske eks-

ponente, jih je treba najprej pretvoriti po pravilu pod I.

na izraze z enakimi korenskimi eksponenti in potem se
izvrsi deljenje po navedenem pravilu.

IV. Po pojasnilu o vzmnoZevanju in z ozirom na
pravilo pod IL. najdemo

Gl 77
— Varara... = Vo
(Va)' = Va», b

Korenski izraz vzmnoi#is§ s Stevilom, ako
vzimno#%i§ njegovradikand zdotiénim Stevilom.

torej

Iz enatbe (mﬁ)ﬂ — 'Va" izvajamo tudi:

Za rezultat je vseeno, v katerem redu
vzmno#%i8 in koreni8 dolodeno Stevilo.
N. pr.

o (VVBer) =V (JBar) = vasat = sass
b) l/m_}_zx_}-l =(x+1):: 2332?23z -1

@2 —2p 1 z—1 23 ¢

x‘—m
(o) oy o) "=
3 (%)3y—2+2x—3y+2m.r: (V&,)x: -
(Verp)'- (Var2)' = Vatt2- /" = Va0 = a2b3)/ a%,

V. Po pravilu pod I. najdemo

A s Nk b
l/a» iy I/-am = o™, t.].
Potenco koreni s Stevilom, ako delis po-

ten&ni eksponent s korenskim eksponentom.
11*

Kako vzmno#id
korenski izraz.

Kako korenis
potenco.



Kako korenis
korenski izraz.

Kako korenis
Stevilo s pro-
duktom.

Pomen korena z
negativnim eks-
ponentom.

142

Korenski izraz se pri tem izpremeni v potenéni izraz (a?:"i),
ki ima po pojasnilih o vzmnoZevanju le tedaj dolocen
pomen, kadar je 5 celo Stevilo. N. pr.

ma - m

m |
gl W areem g — a® Tl

b) "t/a?!u-l—len-i-E i ?;/a’Zrz_a,. b3”-f7 = aﬁb3’|b/’g,2'_

VI. Ako razstavimo Stevilo ¢ na n enakih faktorjev
in potem Se vsakega izmed teh faktorjev na m enakih
faktorjev, dobimo iz &tevila @ povsem mn enakih faktorjev,

t. j. v znakih "

Korenske izraze korenis, ako pomno#Zis
korenske eksponente med seboj.

Obratno je:

Stevilo koreni% s produktom, ako ga ko-
renis8 z enim faktorjem in znesek z drugim

faktorjem, v znakih = e
Ve = Ve

Po navedenem je torej

Vie="Va=VVati
Za rezultat je vseeno, v katerem redu iz-
vr8i8 korenjenje dolofenega stevila. N. pr.

@ VYV = V8 =5 =10 =

b |/§3 5= Vféi—ii = /5

o Yoo = 7os. I o =
I/“ﬂl |/__ |/a44*m=“%5'

VII. Korenski izraz :VE nima po prvotnem pojas-
nilu o korenjenju nobenega pravega pomena; zakaj radi-
kand ¢ na minus n enakih faktorjev razstaviti, je brez
zmisla. Pomen tega korenskega izraza dolo¢imo s pomodjo
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pravila, ki je izrazeno v enadhi )/ 4 = )/ 42, e smatramo
namre¢ to pravilo o pretvarjanju korenskih izrazov ve-
ljavno za vsak korenski izraz. Potem najdemo z ozirom
na pomen potence z negativnim eksponentom

—n (—n).(—1) n
ﬂ:—iﬁzl/%:v%,t.j.

Doloteno &Ztevilo koreni§ z negativnim
ftevilom, ako koreni§ obratno vrednost ra-
dikanda z dotiénim pozitivnim Stevilom, v

znakih o oy
e R ¥ )
b Vﬂ =T |/E

Korenski izraz z negativnim eksponen-
tom je enak obratni vrednosti dotiénega ko-
renskega izraza s pozitivnim eksponentom,
v znakih 1

Va
S pomodjo pravila o pretvarjanju korenskih izrazov
se da tudi doloéiti pomen potenc in korenov z ulomlje-
nimi eksponenti. Zakaj iz Kkorenskega izraza ’W naj-
demo po omenjenem pravilu :

’l"/# e »
I T
a® = am — gm .

m n

m — o n
al — l/—aﬂ o [/;;

i

torej je |/a = a™,

Iz navedenega izvajamo pravili:

Dolo&eno &tevilo vzmnozi§ z ulomkom,
ako gavzmnoZid§ s §tevcem in znesek korenis z
‘ ¢ 2 "
imenovalecem, v znakih a» = ) a™

Doloéeno Stevilo koreni§ z ulomkom, ako
ga vzmno#%i§ z obratnim ulomkom, v znakih

m

n—_ l
Va = am

Kako korenid
-z negativnim
celim Stevilom.

Kako vzmnoZi§,
kako koreni$ z
ulomkom.



Kako ratuna¥ s

potencami ulom-

ljenih eksponen-
tov.

Kako rafuna$ s
koreni ulomlje-
nih eksponentov.

Kvadratni koren
mnogotlenskega
izraza.
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Da veljajo za potence z ulomljenimi eksponenti isti
ratunski zakoni kakor za potence s celimi eksponenti,
uvidimo iz na.slednjega:

1. a*- a',g 'y @ = —p ‘ans. fy P isy"a“"*'j =
ﬂiﬂ :'.*.+'_'
e e
ﬁl J)lr e 2N 0
2, ar-br — Yar. Yor = Yar- b = Y (ab)" = (ab)";

= i n— B —— N = L e
3. an s as fo— '/-am: Var‘ T V ams : '/,- a”r =

ms — nr ni »

ns =
P l/ams— nr — (b ns = @ n 8 ;

m m i

n -
A e S e S /((!)"' sy (“')-:.
doaribs = amayan = yaribm — | (3) = \3)";
e T SR oy =
(au)s — I/ (an.) e @ |/ ’/ amnr —
ns mr
— l,i w”‘l?‘ e GE.

S korenskimi izrazi, ki imajo ulomljene eksponente,
se ratuna po istih pravilih kakor s potencami, ki imajo
ulomljene eksponente; zakaj

&t

" n

n m
Ve = a .
Ce je v potenénem izrazu eksponent negativno ulom-

ljeno Stevilo, je treba negativni predznak spojiti s Stevcem.
N. pr.

I —m

R PR ?’/a*’".

§ 38. Kvadratni in kubiéni koren.

I. Iz pojasnil in pravil § 34. sledi, da najdeS ureje-
nemu mnogoé¢leniku kvadratni koren na ta-le naéin:

1. V prvem ¢&lenu urejenega radikanda se nahaja
kvadrat prvega korenovega ¢lena. Prvi korenov ¢len najde§
torej, ako pois¢es prvemu radikandovemu é&lenu kvadratni
koren. Kvadrat prvega korenovega ¢lena odstejes od ra-
dikanda.
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2. V prvih ¢&lenih radikandovega ostanka se nahajata
sestavini, ki ju dobi§ pri kvadrovanju od drugega kore-
novega ¢lena, in sicer v prvem ¢lenu tega ostanka je dvojni
produkt iz prvega in drugega korenovega ¢lena. Drugi
korenov ¢len najdes torej, ako delis prvi ¢len radikandovega
ostanka z dvojnim Ze znanim KkKorenom. Potem izratunad
kvadratovi sestavini drugega korenovega ¢lena (ali vsako
sestavino posebej ali pa obe sestavini skupaj) ter ju od-
fteje¥ od radikandovega ostanka.

3. Naslednje korenove ¢lene izraduna§ na isti naéin,
kakor si naSel drugi élen. N. pr.

)/ 9t — 2408 — 14a2® + 40z | 25 — 322 — 4z — b
Ot
— 242° — 1442 : (62— 4x)-(— 42)
— 2445} 1642
+ =

— 3022402425 : (622 — 8z — b5)-(—b)
o 302 - 402 - 25

{0
Ali krajSe:

)/ 9t — 2428 — 142° { 405 - 25 = 822 — 4o — b
— 2423 — 1422 : 6a? —4du
— 3022 - 402z - 25 :622—8x—bH
0 : :

Iz § 34. sledi nadalje, da najdes dekadi¢nemu Stevilu
kvadratni koren tako-le:

1. Razdeli dolofeno Stevilo od desne proti levi na
oddelke, vsak oddelek po dve Stevilki; prvi oddelek na
levi utegne imeti tudi le eno Stevilko.

2. Prvo korenovo stevilko najde§, ako poi&ces Stevilo,
katerega kvadrat se nahaja v prvem oddelku. Kvadrat
prve korenove Stevilke odStejeS od prvega oddelka in
ostanek spoji§ z drugim oddelkom.

3. Ako odbije§ popolnemu drugemu oddelku zadnjo
Stevilko ter deli§ to, kar ostane, z dvojnim Ze znanim

Kvadratni koren

dekadi¢nega Ste-
vila.
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korenom, dobi¥ drugo korenovo Stevilko. Potem izratunas
kvadratovi sestavini druge korenove Stevilke ter ju od-
StejeS od popolnega drugega oddelka. Ostanek spojis s
tretjim oddelkom.
4. Naslednje korenove Stevilke izratuna8 istotako,
kakor si nafel drugo &tevilko.
b. Ko si vzel vse radikandove oddelke v radun, najdes
ostanek = 0, ako je radikand popoln kvadrat.
K"“f}:x:‘k‘oif“”" Desetinsko Stevilo koreni$ z 2 na isti naéin kakor
°  celo &tevilo. Zapomniti si je treba samo to, da razdelis
desetinsko Stevilo na oddelke od desetinske pike in sicer
celote na levo, desetinke pa na desno, in da postavis v
korenu desetinsko piko, prej ko vzameS prvi oddelek de-
setink v racun. N. pr.

)/ 940-64/89 = 30°67
40 16
4064  : 606
42889 : 6127
o

Navadnemu ulomku poisteS kvadratni koren, ako
koreni§ Stevec in imenovalec z 2.

Ako je radikand meSano Stevilo, ga pretvoris na ne-

‘ pravi ulomek in potem postopas kakor pri ulomku.
Kvadratni koren Ako radikand ni popoln kvadrat, ne more8 kvadrat-
"popoliest  nega korena doloditi popolnoma natanko, temved le pri-
2 blizno na toliko decimalk, kolikor jih potrebujes. Primerjaj
§ 36.! V to svrho pripiSe§ radikandu toliko nifel kakor
decimalke (ali si jih misli§ pripisane)*, kolikor jih je treba,

ter rafuna8 z njimi kakor z veljavnimi Stevilkami.
Istotako postopas tudi pri desetinskih Stevilih, ki niso
popolni kvadrati. Pri periodi¢nih decimalnih ulomkih po-

rabi§ namesto nicel tiste Stevilke, ki se ponavljajo.
Navadnemu ulomku, katerega Stevec in imenovalec
nista popolna kvadrata, dolo¢i§ kvadratni koren, ako raz-
8iri§ doti¢ni ulomek tako, da postane imenovalec popoln

* Pri ratunanju ravna$ navadno tako, da pripi§e§ vsakemu na-
slednjemu ostanku po dve niéli,
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kevadrat, in potem koreni§ Stevec in imenovalec z 2, ali
pa ako pretvoriS doti¢ni navadni ulomek v desetinskega
in koreni8 zadnji ulomek z 2.

Ako rafuna8 kvadratni koren Stevila, ki ni popoln
evadrat, na vet decimalk, postaja rafun vedno bolj tezaven
in dolgofasen. Takfen rafun sme§ okrajSati tako-le. Ko
si dolodil na navadni nadin n veljavnih Stevilk kvadratnega
korena, delis zadnji ostanek z dvojnim Ze znanim korenom
na okrajSani nain (pri tem odbije§ takoj divizorju zadnjo
Stevilko) in najde§ na ta nadin Se (n — 1) zanesljivo Ste-
vilko kvadratnega korena.

Dokaz. Recimo, da je 4 radikand, ¢ Ze izradunani in
# Be neznani del kvadratnega korena, torej |/Z = a-}a
Iz te enatbe najdemo 4 = a® | 2ax | 22, torej 2ax =

A—a? 22

= d—a®*—2* in ¢ = —— — ;=. Ako vzamemo za z
vrednost, ki jo izraa kvocijent *,-%, napravimo pogresek,
katerega absolutna vrednost je — % Ker se s tem, da
premaknemo v radikandu 4 desetinsko piko za 2, oziroma
za 4, 6... mest, izpremeni samo mestna, ne pa Steviléna
vrednost korenovih Stevilk, si smemo zaradi lazjega do-
kaza misliti, da ima korenov del @ mestno vrednost enic.
Potem je # <71 in tudi «2 <1. Ce se znani korenov del @

piSe z n Stevilkami, je ¢ = 10"—1. Iz

22 <1 l :
90 = 2.10"— f deljeno
2 z? it .
sledi 5, < -2- . fon—=17 t. J-

absolutna vrednost pogreéka znaSa manj ko +od (n—1).
demmalke (¢itaj: » manj prve decimalke). Iz kvocijenta
— ", kjer pomeni A — a? zadnji ostanek in 2a dvojni Ze
znani koren, se-da torej (n — 1) decimalka dolo¢iti s po-
modjo okrajSane delitve.

Ako je treba n. pr. dtevilu 125 dolo¢iti kvadratni
koren na b decimalk, izradunati mora§ povsem 7 kore-



148

novih &tevilk, torej 4 na navadni nain, 3 pa s pomodjo

okraj8ane delitve. Primerjaj izvrSeno nalogo!

)/ 125 = 1118034..

25 121
400 :221
17900 : 2228

76 : 2236

9
a
K"aﬂfﬂt“: leoren Ako je treba n. pr. nepopolnemu Stevilu 3-1416..
nepo I a
I},t};:ﬂ:g dolo¢iti kvadratni koren tako natanko kakor mogode,

more¥ na navadni na¢in najti le 3 Kkorenove Stevilke;
s pomod&jo okrajsane delitve dolo&i§ Se potem 2 korenovi

stevilki.
Kubié;i kiren II. Iz pojasnil in pravil § 34. sledi, da najde§ ureje-
mnogotlenskega 5 S .
ruen nemu mnogoé¢leniku kubi¢ni koren na ta-le nadin:

1. Prvi korenov &len najdeS, ako pois¢eS8 prvemu
radikandovemu ¢lenu kubiéni koren. Kub prvega koreno-

vega Clena odstejes od radikanda.

2. Drugi korenov ¢len najde§, ako deli§ prvi ¢len

radikandovega ostanka s trojnim kvadratom

Ze znanega

korena. Potem izratunad kubove sestavine drugega kore-
novega ¢lena ter jih odStejeS od radikandovega ostanka.

3. Naslednje korenove ¢lene najde§ na
kakor si naSel drugi korenov ¢len. N. pr.

isti nacin,

/28— 645 | 04| 2828 — 922 — bdo — 27 = 22— 20 —3

28

— 6% 3ut-|-28x : 3ot
— 6251122t — 8aB
o = aE

— 9at{ 362 — 922 —bHdx— 27
e 9w4—f— 36x® — 3622
iy

272% — bdaw — 27
+
0

ot — 1208 | 1247
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Dekadi¢nemu &tevilu poiS¢eS kubi®ni koren tako-le:

1. Razdeli dolofeno &tevilo od desne proti levi na
oddelke, vsak oddelek po tri Stevilke; prvi oddelek na levi
utegne imeti tudi manj Stevilk,

2. Prvo korenovo Stevilko najde§, ako poisges Stevilo,
katerega kub se nahaja v prvem oddelku. Kub prve kore-
nove Stevilke odStejeS od prvega oddelka in ostanek spojis
z drugim oddelkom.

3. Ako odbije§ popolnemu drugemu oddelku zadnji
dve Stevilki ter deli§ to, kar ostane, s trojnim kvadratom
ze znanega korena, dobi§ drugo korenovo Stevilko. Potem
izratuna§ kubove sestavine druge korenove Stevilke ter
jih odstejes od popolnega drugega oddelka. Ostanek spojis
g tretjim oddelkom.

4. Naslednje korenove Stevilke izratunas istotako,
kakor si naSel drugo Stevilko.

5. Ko si vzel vse radikandove oddelke v ra¢un, najdes
ostanek = 0, ako je radikand popoln kub. P

Desetinsko Stevilo korenis s 3 na isti na¢in kakor
celo Stevilo. Zapomniti si je treba samo to, da razdeliS
desetfinsko Stevilo na oddelke od desetinske pike in sicer
celote na levo, desetinke pa na desno, in da postavi§ v
korenu desetinsko piko, prej ko vzames prvi oddelek de-
setink v raun. N. pr.

|/ 78953589 = 4:29
14953 : 48
96 }
488
4865589  : 5292
17628
10206 }
729
0

Ako radikand ni popoln kub, more§ tretji koren do-
lo¢iti le priblizno. V to svrho pripiZe§ radikandu toliko
ni¢el kakor decimalke (ali si jih misli§ pripisane), kolikor
jih potrebujes, ter ratunad z njimi kakor z veljavnimi

Kubiéni koren
dekadidnega Ste-
vila.

Kubiéni koren
nepopolnega
kuba.



Pretvarjanje
ulomka z iracijo-
nalnim imeno-
valeem.
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stevilkami. Ker postaja takSen ratun vedno bolj teZaven
in dolgocasen, smeS ga okrajSati tako-le. Ko si doloéil
na navadni nadin #» veljavnih Stevilk kubiénega korena,
deli§ zadnji ostanek s trojnim kvadratom Ze znanega ko-
rena na okrajSani nadin in najde§ tako postopajod Se
(n — 1) zanesljivo Stevilko kubinega korena.

Primerjaj, kar se je zgoraj omenilo pri kvadratnem
korenu.

§ 39. Pretvarjanje korenskih izrazov.

Véasih se dado korenski izrazi pretvoriti na obliko,
ki je enostavnejSa in za uporabno rafunanje pripravnejia
od prvotne. Na take pretvoritve se hofemo tukaj ozirati.

I. Ulomek, katerega imenovalec je iracijonalen monom
ali binom, se da pretvoriti na ulomek, kateremu je ime-
novalec racijonalen. Tu sem spadajoéi primeri imajo eno
izmed oblik:

8

S S
m 1 e =) n — n -+ ,—*’
Var Va4 ¥V “at 0

kjer pomeni s ulomkov Stevec.

. 8 S 5
a) Pri ulomku ;-— stvori§ imenovalec racijonalen,
aﬂ
. . . - m
ako pomnozi§ Stevec in imenovalec z izrazom | a™ "

Potem je:

S_ S ”Ilt a?ﬂ — N S”i/am:; SNVaJPB—?i

n pr %= ﬂi/tﬁ- MW ’}Vﬁ =

b) Pri ulomku stvori§ imenovalec racijo-

3
Vot Vb
nalen, ako pomnoZi§ Stevee in imenovalec z izrazom

Va5 y'b. Potem je

e e e WD) _ s(a V)
Va+vVs  (Vat+ Vo) aF VD) a—b
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Istotako postopa8 tudi pri naslednjih primerih:

8 & s(aTVb) =s(a$|/—b—)
a+ b (a+Vb)aFVDd) a—b :

s _WaF VD _ s EVDWat i)

Vatib Vi —ilb s b

Ce je imenovalec trinom, se vzameta dva ¢lena skupaj
za Stevilo in potem se postopa kakor pri binomu. N. pr.

: s L osl2 V3 —ye)
Ve-+V3-Hve (/atys)l—{/6)
_s(V24yY3—ve) _ s(/2+V3—V6) V61

oy 6 —1 23 =

_ s(tY24+5/3—y6—12)
= 23 ;

Véasih sta slutaja pod @) in b) zdruZena. N. pr.
s Ve _ Ve e _
VVatvo  Vati/T arid

_ sV @—DWa—VD)

a—0b

s

zn+vf 2 2n+i/—

racijonalen, ako pomnozi§ Stevec in imenovalec z izrazom,
ntl, — 2n4-1
ki ga najdes pri delitvi (¢ + b): (2 at+ b ) N. pr.

stvori§ imenovalec

¢) Pri ulomku

e L Wyl PV e
Va—V  (Va— VD)@ +Va+VP)
_ (V@ Vab+VP)

a—b
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Pretvarjanje IL. Iracijonalnemu izrazu

vsote (razlike)
dveh korenskih |/ — I/- =
izrazov v en ko- @ _|_ '/b i e Vrb

renski izraz.

da8 novo obliko, ako kvadrujeS navedeni izraz in doblje-
nemu znesku poisée§ kvadratni koren.

l/a—i—ﬁ-_—l_—_ l/a—pﬁ)_ = l/(l/(&+&[5.i agi/'-b)uf—-
= |/2ai2|/a2 —b.
Tako pretvarjanje je primerno, kadar je a®> — b po-

poln kvadrat. S
Pretvarjanje ira- III. Iracijonalni izraz I/ @ -+ Vb pretvori§ v slucaju,

cijonalnega lo-
renskega izraza da je a® — b popoln kvadrat, na enostavnejSo obliko

na enostavnejSo

obliko. tako-le. Ce ravnad z izrazoma l/ a |/ b_+ '/ A ﬁ in
|/a 4 Yo — |/a, — /b tako kakor pod IL, dobis
Vo TV + a0 = /3t 2@
Vm 7 I/a — Vb = |/2a Y —

in ako sestejes, oziroma odstejes te enacbi, najdes

ity 2a—}—2|/a2—b—“|2—|/2a—2|/a'~ﬁb.

Tako n. pr. sledi iz enacb
Y1ife/2+ )11 —e/2=) 22} 2/121—72 = /36 = 6
Y1t e/2—11—e/2—) 22—2/121— 12 = Y8 =2/2
Y11+ 6/ = 3+

§ 40. Korenjenje ena¢b in neenacb. RazreSevanje iracijo-
nalnih in eksponentnih enach.

Enako visoki ko- 1. Ako koreni¥ enaka Stevila z enakimi
i enalih i 13 : ; i

o akin mdt. Stevili, dobi% enake korene; zakaj ako razstavis

kandov. enaka Stevila na istotoliko enakih delov, morajo vsi ti

deli biti enaki med seboj, v znakih

Va ="Vb, Eejea:f).
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: Ako koreni® vse ¢lene dolofenega sorazmerja z
istim &tevilom, dobi¥ zopet sorazmerje; zakaj iz soraz-
merja a:b = c:d najdes Ya:b = Veid in Ya: yb =
= Ye:'Yd.

Srednja geometrijska sorazmernica med dvema &te-
viloma je enaka kvadratnemu korenu iz produkta doti¢nih
dveh Stevil; zakaj iz stalnega sorazmerja a:b = b:c sledi
e = [

2. Ako koreni§ neenaka §tevila (¢ >0) z
enakimi §tevili, so koreni tem veéji, ¢im velja
je radikandova vrednost, vznakih }/a > /b ; zakaj
jasno je, da so faktorji, na katere razstavis radikand, tem
vedji, ¢im vedji je radikand.

3. Ako koreni§ nepravi (pravi) ulomek z
neenakimi ¥tevili, je koren tem manjsi (ve&ji),
¢im vecéji je korenski eksponent.

Dokaz. @) Ako je radikand vedji od enote (¢ > 1),
so faktorji, na katere razstavi§ radikand, odividno tem

" r— 2n —
manj&i, &im ve& jih napravi§, v znakih ya > |a.
b) Iz 1=1
Va>"Va |

sledi l/ % e l/%

4. Enacba, v kateri se nahaja neznanka v radikandu,
se zove iracijonalna. Tako enadbo razresi§, ako ji od-
pravi§ korene in potem postopa3 kakor pri racijonalnih
enadhah. V to svrho prestavi§ ¢lene tako, da stoji koren-
ski izraz z neznanko sam v enem enatbenem delu; potem
vzmno#i§ oba enatbena dela s korenskim eksponentom.
Ako se nahaja v enalhi ved korenskih izrazov z neznanko,
se ponavlja navedeno pretvarjanje. Primerjaj naslednje
razreSene enache!

deljeno

Razno visoki ko-
reni enega in
istega ulomka.

Iracijonalna
enatba = irratio-
nale Gleichung.
RazreSevanje
iracijonalnih
enadh.
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@) Y2e+3= 5 b YaF13 —yYzF6=1
2013 = 25 Ve+18 = 1+4+y2F6

20 = 22 w418 — 142+642/z 16
a—"11. 6:2|/m
3=yot6
9=2z-16
z = 3.
¢) Enatbi

3Yye+5—2/y—8 =25
5Va 54 3/y—3 =21
razreSis, ako dolo&i8 najprej vrednosti korenskih izrazov

(smatra8 ta izraza kakor neznanki) in potem Se-le vred-
nosti neznank.

9Yz+5—6yy—3 = 15 9 —-2/y—3 =5

10/z 546y —3 = 42 —2fy—3=—4
19Vz 1+ b — 57 Vy—3 =2
Vot5 =3 o et
FolE g Yot
gi— it
Razredevanje B. Pri razreSevanju eksponentnih enalb uporabljas

eksponentnih

enadh. ratunske zakone o potencah in korenih in se ravnas po

pojasnilih § 35. N. pr.

a) L‘T/W = %‘"_—5 gz 15

sl il
2w+5 _— 2f2.2 x—35

< it
2m == 2 G
xz—b 3z -+ 15
SET g
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z 41 @z —3
Clinteia 2 Bet il =
1_3:"’.1:%1 il
« 2 £ 0
1 —3
1—%—‘—%——{—-%— =5 )
E—as
i 2
PR s 2 —4 EE 20 —
Dyt R B0
18
2‘%_%_2“_? — 320—3__ ga—4
e}
2 1—2-2% = 3*—3(1—3-1)
gle=$.2 _ g3l
ot e
o3 4 3% 38
W 15

§ 41. UmiSljena ali imaginarna in skupna ali kompleksna

stevila.
20 p— R Eas % E
I. Sodi koren iz negativnega Stevila (v znakih  — .4) Umisljenostevilo
sps - . . . . a 2 = imaginiire
se ne da doloéiti s pomodcjo algebrajskih celih, ulomljenih Zahl.
in iracijonalnih 8tevil ; zakaj ni najti &tevila, katero vzmno- S“’“‘:;fes;i‘l':"“
~ Z & = .ree ahl.
Zeno 8 korenskim eksponentom 2u bi dalo rezultat = — 4.

Zato moramo sode korene iz negativnih Stevil smatrati
za neko novo vrsto Stevil. Ta Stevila se zovejo umi&ljena
ali imaginarna Stevila, ker nimajo stvarne podlage;
cela, ulomljena in iracijonalna Stevila pa se imenujejo
stvarna ali realna Stevila. V naslednjem se hofemo

Matek, Aritmetika. 12 r



Pojasnilo imagi-
narnega Stevila
in imaginarne
enote.

Kako se raluna
z imaginarnimi
Stevili.
Navadna oblika
imaginarnega
gtevila pri radu-
nanju.
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le na obliki Y — 4 in ¥ —1 imaginarnih Stevil ozirati.
Stevilni izraz ) — 1 se imenuje imaginarna enota in
se zaznamuje navadno s ¢rko .

ObZno pojasnilo o korenih je: Vsak koren (} A),
vzmnozen s korenskim eksponentom, da radikand za re-
zultat, v znakih (J/A)"= 4. To pojasnilo velja" tudi pri
imaginarnih Stevilih; torej je

A = S in /=13 — =1t ]

Imaginarno 8tevilo je tisto, katerega kva-
drat je enak negativhemu realnemu Stevilu.

Imaginarna enota je tista, katere kvadrat
je enak negativni realni enoti.

Ker imajo radunski zakoni o korenih zgoraj nave-
deno pojasnilo za podlago, zato veljajo vsi ti zakoni tudi
pri imaginarnih Stevilih.

Vsako imaginarno stevilo se da smatrati za produkt
iz realnega Stevila in imaginarne enote; zakaj po racun-
skih zakonih najdemo ;

—1

V—d =VA.(—1) =4y

kerjea = YA ini=)—1.

Kadar je treba rafunati z imaginarnimi Stevili, se ta
Stevila najprej pretvorijo na obliko ¢ in potem se z njimi
ratuna kakor z realnimi Stevili; Stevilni znak ¢ se smatra
kakor obéno &tevilo ali kakor faktor, pri katerem si je
treba zapomniti, da je 2 = — 1, # = i = —i, ¢t =
==-i#f® bt d Nopr,

= a,

@) 3Y—61—7Yy—9-+yV—121—2/—2} =
— 247 — 216+ 3i — 3i — }i.

b (@Y—2714yV—B—5/—8)-2/—6 =
— (6iY8 +5iy3 — 10iy2) -2i /6 =
— (11i)/3 — 10i)/2)-2i)/ 6 = — 66)/2 40V 3.
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(26— 20 - 39 — 35 — 65)/— 4b) : 13y — b —
— (52i)'5 - 894)/35 — 195i)/5): 13i)/B —
(391V——1431|/_):13i|/5_=3[/'-?_— 11.
) (—5V28):(— 8V =1) = (—10/7): (—3i/7) =
= (— 10i)/7):(— 8/T) = (— 10iy/7) : 3/ 7T = — 3i.

&
’_\

1I. Vsota iz realnega in imaginarnega Stevila se ime- 5‘2‘1;:::“ i‘l:;'e"’
nuje skupno ali kompleksno 8tevilo, v znakih Zahl.
@ — bi, kjer pomeni @ realni, bi pa imaginarni del kom-
pleksnega Stevila a - bi.

Stevilni izraz a -|- bi je ob%a oblika vsakega mogo-
Goga Stevila; zakaj ta izraz predstavlja za b = 0 vsa
mogota realna Stevila, za ¢ = 0 vsa ¢isto imaginarna
Stevila, za @ = 0 in b = 0 nitlo (zafetek Stetja) in za
slu¢aj, da sta e in b razlitna od ni¢le, vsa kompleksna
Stevila.

Realnim in imaginarnim Stevilom je ni¢la skupna.

Kompleksni Stevili @ | bi in @ — bi, ki se razlikujeta Spojeno kom-
pleksni Stevili =

le v predznaku imaginarnega dela, se imenujeta spojeno onfubrert S

kompleksni. plexe Zahlen.

Dve kompleksni Stevili @ b in ¢ di sta enakl,
ako sta njuna realna (¢ in’¢) in imaginarna dela (b in di)
med seboj enaka.

Iz zgoraj navedenih pojasnil sledi, da se s kompleks- Kako se raduna
nimi Ztevili rafuna istotako kakor z realnimi Stevili; s Sko’;‘;ﬁf"m"
Stevilnim znakom i se ravna kakor z realnim faktorjem in
namesto 2 se postavi — 1. Rafun s kompleksnimi Stevili
je izvrSen, e ima rezultat obliko kompleksnega Stevila.

Primerjaj naslednje izvrSene racéune!

@) (a1 )+ (¢ + di) = (a+ 0+ (b + d)i.
b  (a- b)) — (¢t di) = (a — ¢+ (b— d)i.
¢) (a-bi)(c di) = (ac — bd) + (be | ad)i.

d) a+bi  (abijlc—di)  (ac+ bd) 4 (be — ad)i
TR T T e e

=

12*



Kako predoduje-
mo s sliko ima-
ginarna in kom-
pleksna Stevila.
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Radunski rezultati kompleksnih Stevil so navadno
kompleksna Stevila. Vsota in produkt dveh spojeno kom-
pleksnih stevil sta realni stevili. N. pr.

(@ + b)) 4 (@ — b)) = 2a.
(@ + bi) (@ — bi) = a®— b%2 = o>} b2

Imaginarna 8tevila in njih zvezo z realnimi Stevili
predotujemo v sliki tako-le. Iz enathe * = — 1 sledi so-
razmerje (- 1):¢ = i:(— 1), t.j. imaginarna enota je
srednja geometrijska sorazmernica med pozitivno in ne-

gativno (realno) enoto.

Y Ce predstavlja 04 po-

i zitivno, OB negativno

Ex E, enotoin ako narifemo
sl nad daljico BA polu-

+lC b krog in OC L BA, je

04 206 —=00: 08,

/ 40\ D, torej OC = 7. Ako na-

x\ TR X grtamo daljico OC veé-
krat na premici Y'Y,
v smer 0Y in O0Y,,

dobimo v smeri OY

E F. pozitivha imaginarna
¥ sl Stevila -4, 4+ 214,
\.{, ~+ 84, ...,vsmeri 0Y

pa negativna imagi-
narna Stevila — ¢, —
— 2¢, — 3i,... Vrsta imaginarnih Stevil stoji torej pra-
vokotno z ozirom na vrsto realnih Stevil.

Kompleksno stevilo @ |- b predotimo v sliki, ako
predoéimo realni del @ — 0D, in imaginarni del b = D ;.
Totke sekajo¢ih se premic XX, in Y'Y, predstavljajo ne-
pretrgani vrsti oziroma realnih in imaginarnih Stevil in
dolotujejo ravnino, v kateri predstavlja n. pr. totka FEj
kompleksno Stevilo @ -|- bi. Kakor to¢ka E; predotuje tudi
vsaka druga tocka te ravnine neko kompleksno Stevilo,
n. pr. to¢ka E, predstavlja kompleksno Stevilo — a - bi,
totka F; kompleksno Stevilo — a — ¥7 in to¢ka [, kom-
pleksno Stevilo ¢ — bi. :
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- VL. Enache druge stopnje. Enache visjih stopeni,

ki se dado pretvoriti na enache druge stopnje.

Logaritmovanje. Kvadratne funkcije. Diferenci-
jalni kvocijent in integral.

§ 42. RazreSevanje enach druge stopnje z eno neznanko
in njih lastnosti.

I. Urejena enadba druge stopnje (kvadratna enadéba)
ima vobée obliko

2+ax—+b =0
in utegne biti ali ¢isto ali ne&isto kvadratna. Cisto
kkvadratna je tista enadba, pri kateri se nahaja neznanka
samo v drugi potenci, v znakih z? |- b = 0; neéisto kva-
dratna pa je enatha, ¢e se nahaja neznanka v drugi in
prvi potenci, v znakih #2 -t ar |+ b = 0 ali 22} ax = 0.

a) Cisto kvadratno enatbo #% -+ b = 0 razresis, ako
prestavi§ znani €len v drugi ena¢beni del in potem poisces
vsaki enatbeni strani kvadratni koren, v znakih

246 =0
Q‘;?: —’)
P in_ b,

ali @ = +y—b in @ = —y—0b.

Cisto kvadratna ena&ba ima dva nasprotna
realna ali imaginarna korena. Zakaj Stevilni izraz
V—b predstavlja realno Stevilo, & ima b negativno vred-
nost; ¢e pa ima b pozitivno vrednost, je I/——b imaginarno
Stevilo.

b) Netisto kvadratno enatbo 22+ ax b = 0 raz-
resi§, ako prestavi§ znani ¢len v drugi enalbeni del, pri-
Stejes obema deloma izraz 1—2, potem koreni§ novo enatbo
7z 2 in poiStes vrednost za x po Ze znanih pravilih, v znakih

Kvadratna
enathba — qua-
dratische Glei-

chung.

Cisto kvadratna

enadha = rein
quadratische
Gleichung.

Netisto kva-
dratna enatba =
gemischt quadra-
tische Gleichung.
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2t ar+b=20
Ll D
sto=4+)T—b
o= — g7

ar]i :13'1:——%—1—[:%!-—1) i[l .}['2:—%* %‘_L.

Neznanko urejene kvadratne enathe >} ar b = 0
najdes torej po obrazcu

&

2
lzraz %—b je za kvadratno enacho zelo vaZen;

zakaj predznak tega izraza dolo¢a kakovost enacbhenih ko-
renov. Ako je izraz %‘3 — b pozitiven, ima enacbha
dva razliéna realna korena; ako je %2— b enak
niéli, sta enatbena korena realna in enaka;
te je pa %g—b negativen, sta korena spojeno
kompleksni S8tevili

¢) Enadbo 22 |- ax = 0 razre§i§, ako jo razstavis na
faktorja in potem izenadis vsakega teh faktorjev z niélo,

v znakih
2?2+ axr = 0
z(x-+a) = 0,
toregj £ = 0 ali * e = 0; iz tega sledi »; = 0 in
Ty = — @.
Bryeiane ke Ako je treba razrefiti kvadratno enatbo, ki nima

dratnih enadth, 5 1 3 g i
nobene izmed navedenih oblik, moras dotiéno enatbo naj-

prej urediti, t.j. pretvoriti jo moraS na eno izmed nave-
denih oblik, in potem postopas kakor zgoraj. Urejevanje
enac¢bh se izvrSuje po Ze znanih pravilih, katera hocemo
tukaj kratko ponoviti in popolniti.
1. Izvr3i radunske naline, katere nakazujejo oklepaji.
2. Odpravi ulomke, oziroma korene ter skréi in okrajsaj
dobljene izraze kolikor mogodce.
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3. Prestavi vse enalbene &lene v levi enacbeni del
ter jih uredi po padajo¢ih potencah z ozirom na neznanko.
4. Deli vse enaCbene ¢lene s koeficientom neznanke

swse

v najvi§ji potenci.

"~ Samo po sebi se razume, da red omenjenih pretvar-
janj ni v vsakem sludaju isti, ki je tukaj naveden ; ampak
pretvarjanja se izvrSujejo v tistem redu, ki je dotiéni na-
logi najbolj primeren.

Enatho 'z 1-2 — Y2 —5 = 1 uredi§, ako jo ku-
bujes po obrazcu
(¢ — b)? = a®— b3 — Ba®b + 3ab® = a®— b°— 3ab(a—10),

potem porabi§ znano vrednost za ¢ — b in nadalje po-
stopa8 po Ze znanih pravilih.

Vef2—Vo—56=1
12— (w—b)—3Ysteya—b.(YVat2—Va—5b)=1
Log
__3YF—3x—10 = —6
VP8 =10 = 2
»2—3z—18 = 0.

Enatho Y2z -2 +yYz—3—yYz 2 = y2z2—5
uredi§, ako pusti§ v vsakem enabenem delu po dva ko-
renska izraza, potem kvadrujeS enactbo in nadalje postopa8

po Ze znanih pravilih.
Vor F o4+ yYz—38=VaeF2+V2a—5
32— 14 o)/3P — 4z —6 — 30— 3+ 2/2F— %10
Verr—dz—6 = — 1+ 22—z —10
92 — 4r— 6 — 20— 23— 9— 2y 222 —z— 10
2/ 2 —2—10 = 3v — 3
22— 14z 1+ 49 = 0.

Pri iracijonalnih enatbah je treba vsakokrat posku-
siti, ali ustrezajo najdeni koreni doti¢ni enalbi.



Kaj da vsota, kaj

produkt obeh ko-

renov kvadratne
enathe,

Enadbeni trinom
= das Glei-
chungstrinom.
Korenski faktor
= der Wurzel-
faktor.

Lastnost enadhe-
nega trinoma.

Binomske enatbe
= binomische
Gleichungen.
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IL. Urejeni kvadratni ena&bi 22 |- ax |- b = 0 sta ko-

rena r; — —%+V%—b e —%4[/%—2; 1z
teh izrazov sledi, da je

. a? a?
wl—'}—wg:—alnw};ﬂgzz‘—“ — —b :b.

Vsota obeh korenov urejene kvadratne
enatbe je enaka nasprotnemu koeficientu dru-
gega &lena; produkt obeh korenov je enak
tretjemu ¢lenu.

S pomodjo tega izreka stvoris prav lahko kvadratno
: 1
enatho, Ce poznas oba korena. Ako sta n. pr. % M= ko-

mdo o= 1) =40 =2 =3

in kvadratna enacbha 2 — %m g 136 = ()

Levi del urejene kvadratne enacbe, t.j.izraz «* | ax - b
se imenuje enadébeni trinom. Razlika med enaébeno
neznanko in onaébenim korenom se zove korenski

faktor. Ce Eﬂ_f’ﬂ_]}_. P — —92-4—]/%'2—?} oy —

= —-%—— |/%~ b korena enalbe x| ax |+ b = 0, sta

& — 2y in x — x, korenska faktorja te emnachbe.
Ena¢beni trinom urejene kvadratne enadébe

je enak produktu obeh korenskih faktorjev.
Zakaj z ozirom na prej8nji izrek najdes

(@ — o) (@ —2) = 22— (13 + @)z + a2 = 22 ax 0.

Iz te lastnosti sledi, da je enadbeni trinom de-
ljiv z vsakim njegovih korenskih faktorjev.

§ 43. Enacbe vi§jih stopenj, ki se dado pretvoriti na
kvadratne enacbe.

Enacba, v kateri se nahaja samo ena potenca ne-
znanke, se imenuje binomska. Urejena binomska enatha
ima obliko 2" -{- @ = 0. Kako se urejene binomske enatbe
tretje in Cetrte stopnje razrefujejo, kaZejo naslednji primeri.
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@) Enatbo a® - 8 = 0 razreSis, ako razstavi§ levo
stran te enatbe na faktorja po obrazeu o | b3 —
= (a - b)(a®— ab - 62) in potem izenadi§ vsakega teh

Razresevanje
binomskih ena&h
tretje stopnje.

faktorjev z nitlo. Iz (x 4 2)(x® — 22 + 4) = 0 sledi

x4 2 =0 ali pa a2 — 2244 = 0; torej je 2, = — 2,

— 1y —3.in s =1 =y

b) Enatbo «® — 27 — 0 razreSi§, ako jo razstavi§
na faktorja po obrazeu a® — b = (¢ — b)(a2+ ab + b?)
in potem postopa8 kakor v prejSnjem primeru. Iz
(x —3)(@*+ 3249 =0 sledi «+— 3 = 0 rali pa
2248249 = 0; torej je &, — 3, = 3(— 1+ —3)
in oy = — 3(1 +ﬁ)

¢) Enacbo x*— 4 = 0 razresis, ako razstavis levi del
te enatbe na faktorja po obrazeu a®> — b*> = (a—+10)(a — b)
in potem izenali§ vsakega teh faktorjev z niclo. Iz
(#2+2)(x2—2) = 0 sledi > 2 = 0 alipa 2> — 2 = 0;
torej je x; = Y— 2, @y = —;;—2 xy, = V2 in
Ly = — |/2,

d) Enatbho «*-+ 16 = 0 razresi§, ako jo razstavis na
faktorja po obrazecu a® - b2 = a® — b%% = (a +- bi)(e — bi)

in potem postopa8 kakor v prejSpjem primeru. Iz

(22 - 44) (2® — 49) sledi 2 -4 = 0 ali pa 2°—4i = 0;
torej je @ = 2y —i, @ = —EI/:? Xy = 2 2y/i in
x; = — 2y/i. Vrednostima Vi in Y — i najde§ drugo
obliko, ako vzmnozi§ in koreni§ izraza )0 i+ y0—i
in b‘fm— V0 —i z 2 ter seStejeS, oziroma odStejes
dobljeni identi¢ni enacbi, v znakih

Votitfo—i=y2 .V("):—_:ﬁ=|/2" astie
]/»Ojialf();*i: I/_gl,fo e l/_ odsteto
|/i i) ﬁ_+21/—_2 i l/: i vz—ngz_

Iz navedenih primerov izvajamo, da ima vsaka
binomska enactha tretje in &etrte stopnje

RazreSevanje
binomskih enaéb
cetrte stopnje.



Trinomske
enadbe = trino-
mische Glei-
chungen.
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toliko korenov, kolikor zna8a potenéni eks-
ponent neznanke. Istotako je tudi pri binomskih
enadbah vi§jih stopenj.

Natin razreSevanja binomskih enacb tretje in Cetrte
stopnje se uporablja tudi pri drugih enadbah, ki niso
binomske. N. pr.

¢) Enatbo (r — 3)° — (b — #)® = 0 razstavi§ na fak-
torja kakor binomsko enatbo pod b). Iz [(x
— B — o)l — 3P+ @—3)(6—2) + (6 — )} = 0 naj-
de3 korene #; — 4, 2, — 4/ — 3 in @y = 4 — )y — 3.

/) Enagho 2* — 625 = 26z (25 — 2?) razresis, ako raz-
stavi§ levo stran te enatbhe na faktorja kakor binomsko
enatbo pod c¢), potem prestavi§ Clen desne strani na levo
stran in razstavi§ dobljena izraza zopet na faktorja. Iz
(2 -+ 25) (x* — 25) + 26 (x® — 25) = (2 — 25) (x® - 25 -
-+ 26x) = 0 najdes korene ©; = 5, 4, = — b, 3 = — 1
in ¢, — — 2b.

¢) Enatbo (3 —x)® = z — 3 pretvori§ na enostav-
nejso obliko, ako prestavi§ ¢lena desne strani na levo
stran in potem razstavi§ enatbo na faktorja. Iz (3 — z)? -|-
+B—2x) = (B3—2)[(B —=2?2-+1] = 0 najdes korene
=3 ;=3 —1ina—3—y—1

k) Pri enadbi ffg - mz: 9 postopa8 istotako

kakor pri prej$njem primeru. Iz z—i—_g 5 ﬁz_—g =

= (z 4 3)(—- i x—1—3) = () najdes korene #; — — 3,
wo— e — ]!

II. Ako ima urejena enatba obliko 2™ -} ax” 4 b = 0,
se zove trinomska. V trinomski enachi se nahaja ne-
znanka v dveh razli¢nih potencah. Trinomske enathe se
dadé na tej uéni stopnji razre§iti, €e jih je mogole pre-
tvoriti na kvadratne enadbe. To se da izvriiti, ako je
potentni eksponent m dvakrat tolik kakor potenéni eks-
ponent n. V naslednjem se hofemo torej ozirati le na take
trmomske enaébe, ki imajo obliko x*" - ax” |- b = 0 ali

x"—f— au,"'" +b =
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Trinomska enacba x°" - ax" -+ b = 0 je kvadratna
z ozirom na neznanko xz"; zakaj ako postavi§ 2" = y (tore.l
z#" = 1), dobi navedena enatha obliko 7> ay + b =
Iz te kvadratne enatbe najdes

2
y:—%i %7;)1

in ¢e postavis namesto y vrednost ", dobi§ binomsko enatbo
o= _%i’/i:_ by

katero razrefi§ po pravilih za binomske enacbe.
1 1

Trinomska enatba 2" - ax?* - b = 0 (ali

" — 2n 5 =
V& ayaz-b = 0) je kvadratna z ozirom na neznanko
1 1 1

o* = "V x; zakaj ako postavis #2" = y (torej 2" = 2),
dobi navedena ena&ba obliko > 4 ay + b = 0. Iz te kva-
lratne enadhe na,]des

(t

ﬁﬂb

ali ¢e postavi§ namesto y vrednost ;cg", jeipe !
LSS Rt -ﬁ——bmx“(ff%—l/az )M.
x2n P
N. pr.:
a) Iz enathe v* — 322 —4 = O aliizy>—3y —4 =0
(Ce postavi§ 22 = y) najde§ y = a2 = 4, —1; torej je
=

b) 1z enache /@ - 5)z — 14 = 0 ali iz y° -+ By —
_14 — 0 (% postavis y/z — y) najdes y — Jz — 2;
torej je x = 64.' Drugi koren, ki se najde pri razreSitvi,
velja za enatbo V;_ 5?/5-—— 14 =

¢) Iz enatbe (12— 62 +11)2—4 (22— 62 11)+3 =0
ali iz y2— 4y + 3 = 0 (¢e postavi§ 2 — 6z 4 11 = y)
najdes y = 22— 6z 11 = 3, 1; torej jea; = 4, x, = 2,
23 =344 in & = 83 —1.

d) Iz enatbe 22— 16z — /a2 | 16z = 90 ali iz
y?—y = 90 (%o postavid Ja® - 16z = y) najdes y =
= Ja2-} 16z = 10 ali — 9; torej je 2% |- 152 = 100 in
x = b ali — 20. Druga dva korena sta iracijonalna.

RazreSevanje
trinomskih
enaéh.



Obratne enatbhe
- = reziproke
Gleichungen.

Lastnost obrat-
nih enatb.

RazreSevanje
obratnih enadh
tretje stopnje.
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¢) Iz enatbe 222 — 3z 1 = /2242 — 33z - 1 ali
izy+1 = Y11y |1 (%e postavi§ 222 — 3¢ = y) najdes
y = 20°— 32 = 0, 9; torej jex = 0, §, 3, — &

2B Ts  Yi—w

/) Enatho = razresis, ako po-

L= P BprEe TR B
Sl
stavis I/%g —y Iz y #% — g najde§ potem y =
Y52+ x 1 g - g
= 4_j'_;f = — 3 torej je 3 = 2 In oy = _04ﬁ

III. Ako imajo pri urejeni enacbi ¢leni, ki so enako
oddaljeni od zadetka in konca enacbe, enake ali pa na-
sprotne koeficiente, se imenuje doti¢na enatba obratna.
Obéna oblika obratne enatbe je

o* 4 agxr—t L b2 ...+ b’ tax+1 = 0.

Obratna enaébaima lastnost, da jeobratna
vrednost vsakega korena te enacbhe zopet ko-
ren dotiéne enadhe.

Dokaz. Ce je &tevilo %k koren obratne enatbe
o4 arr— 14 bar 2L ...+ b2t axt+1 =0, t.j v
znakih k» | ak»—1 - bkr—2 | ... b2+ ak+1 = O,
je tudi Stevilo % koren iste enatbe; zakaj &e postavi§ v
levi del navedene enabe namesto x vrednost % in pre-
tvori§ vse ¢lene na skupni imenovalec, najdes izraz

1-+ak bk ... bk 24 akm—1 | k”
k n ?
katerega Stevec je po izrekovem pogoju — 0. Stevilo %
zadostuje torej navedeni enachi in je zato koren te enache.

Dokaz za drugo obliko obratne enathe je navede-
nemu slicen.

@) Obratno enadho tretje stopnje #* |- aa? -1 ax 1= 0
razreli8, ako razstaviS najprej po dva ¢lena z enakim
koeficientom in potem ves levi del enatbe na faktorja
ter izenacis vsakega izmed konénih faktorjev z niélo. Iz

Btatawtl=@r)@—a41)fa@Et1) =
— @+ )@—2414ax) = 0 sledi 2+1 = 0.
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ali pa w2+(¢a—1)x+1=0; torej je =z = — 1,
a—l ] AL |
. —

Lo —

Prav tako postopa$ tudi pri razreSevanju obratne
enacbe #® 4 a2 — ax —1 = 0.
Po istem naéinu kakor obratne enacbe tretje stopnje
razresujejo se tudi enadébe, ki imajo obliko
a% gt abx | b= 0
@3 — ax® - abxr — b = 0.
b) Ako deli§ obratno enatho &etrte stopnje x* | ax® |-
~ba?+ar +1 = 0 s faktorjem 2% in zbere§ po dva
¢lena z enakim koeficientom, najdes

(w2+1)+a(w+i)+b=

Ce posta\rls ;rJr* Y, je m2+2—f— = y2, torej
2= ~|— — = y>— 2. Navedena enacba dobl potem obliko

¥+ay+b—2=0
Iz te kvadratne enatbe najdes
e iyE
in potem dobi¥ iz enadbe
R f—b+2

stiri korene za neznanko z.
Na isti nadin razreiujejo se tudi enafbe, ki imajo

il at -+ ax® -+ ba® | amx 4 m? = 0.
Ce pa ima obratna enalba Cetrte stopnje obliko

)—1 in g = —

a* |- gu® — aw — 1 = 0, Kkateri manjka ¢len z drugo

potenco neznanke, se da prav lahko razstaviti na fak-
torja. Iz
wt b axd—ax —1 = (22 - 1)(» "—1)—}—%(9@2”1):
= (r—l) J:‘—f—l + ax) =
sledi 22—1 = 0 in 22+ ax 1 = 0; t01e] je #; = 1,

a a®

‘:C:?:—l,xﬂ:— +|/— 11[]:1:4 *E— Z-—"—l.

RazreSevanje
obratnih enailh
tetrte stopnje.



Obé&na pojasnila
o razreSevanju
kvadratnih
enath z dvema
neznankama.

Ena izmed dolo-
denih enath je
linearna.

Iz dolodenih
enadth se izvede
linearna enatba.

1z dolodenih
enudh se dolodi
kaka zveza med

neznankama.
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‘§ 44. Kvadratne enache z dvema in veé neznankami.

Ako imajo kvadratne enacbe po ve¢ neznank, mores
jim korene natanko doloditi le tedaj, kadar ima¥ toliko
neodvisnih in nenasprotnih enacb, kolikor je neznank. Tudi
tukaj se razreSevanje izvriuje vobée po istih naéinih, ki se
uporabljajo pri enacbah prve stopnje. To velja posebno o
enatbah z obliko ax® - by> = c. Sicer pa primerjaj na-
slednje podatke! :

I. Ako je ena izmed dolo¢enih ena¢b kvadratna, druga
pa linearna, se uporablja navadno zamenjalni naéin, t. j. iz
linearne enalbe se doloéi vrednost ene neznanke in ta
vrednost se postavi v kvadratno enaého, katera se potem
razreSi po pravilih prejsnjih odstavkov. Zamenjalni naéin
se tudi uporablja, kadar sta dolofeni ena¢hi kvadratni z
obliko ax?— by? = ¢ in xy = d.

II. Iz dolo&enih enach se izvede po ratunskih zakonih
najprej linearna enacba, ako je mogodce. Iz te nove enatbe
in ene izmed dolo¢enih enacb najdes potem korene kakor
v prejSnjem slucaju. N. pr.

@) Iz enadh xy 42 = 4 in xy -}y = 3 najded li-
nearno enatbo, ako odStejes eno od druge. x — 2, — 2
Lk == e R

b) Iz enadb 22 | xy = 21 in ay |+ 4> = 28 najdes li-
nearno enacbo, ako deli8 eno z drugo. = -3 in y = 4 4.

¢) Iz enaéb (x — 2)(y 4-2) =18 in (T —z)(y — 3) = 2
najde$ linearno enafbo, ako izvrSi§ nakazane radunske
natine in potem seiteje§ enathi.  — 8, b in y = 1, 4.

III. Iz doloZenih ena¢h izratuna§ najprej ali vsoto,
ali razliko, ali produkt, ali kvocijent, ali kako drugo zvezo
neznank, in potem postopas kakor poprej. N. pr.

@) Iz enatb * | 42 = 52 in 2y = 12(x — y) najde’
razliko naznank, ako odstejes dvakratno drugo enatbo
od prve in iz dobljenega zneska izratunad x — y kakor ne-
znanko iz kvadratne enatbe. x — 6, — 4 — 13 - J/— 143
iny =4, —6, 13 1y —143.

b) 1z enath «® +xy+ y* = 842 |- b2 in 2% — oy L o° =
= a? - 31 najde§ produkt neznank, ako oditejes drugo
enatbo od prve. Ako potem priStejes dobljeni produkt
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neznank prvi doloCeni enathi, oziroma ga odStejes od druge,
dobi8 enacbi, iz katerih se da vsota, oziroma razlika ne-
znank izratunati. Iz teh rezultatov najdes x — 4 (a | b)
in y = & (a— ).

i) Ako _je treba enatbi § (r — y) — — VY —y =1in
Va—-t+y-+ |/ x — y = Db razreSiti, izratunas iz prve enadbe
vrednosb korenskega izraza | — y kakor neznanko iz
kvadratne enatbe in potem najde$ iz druge enathe vred-
nost korenskega izraza | x-y. Iz teh rezultatov dobid

13

z== gl cyse

d) Enathi /yj1,+4|/ﬁ — b in 22 g2 =

= x -+ 15y razresi§, ako dolodi¥ iz prve enaébe vrednost

5
5-

korenskega izraza '/i’_t_l in pdtem najde§ iz tega rezul-
tata in druge enathe z = 1. 8 1 10 v — 155 -0

¢) Ako je treba enatbi 22 -} zy — 4y — 8 in 4a® —
— duay — 3y® = 0 razresiti, dolo¢i§ najprej iz druge enacbe
vrednost kvocijenta ;, zakaj ako deli§ drugo enacébo s
stevilom #2, postane kvadratna z ozirom na neznanko g
Potem najdeS iz dobljenega rezultata in prve enacbe
¢ =43 Fi1/—2iny = +2 +y/—2

/) Enadbi 22} 22y — 3y2 = b in 222 — Bay | y% =
razre§i§, ako postavi§ y = tz, potem deli§ enc enatbo z
drugo in iz dobljene nove enafbe poiSeS vrednost ne-
znanke ¢. Nadalje postopa8 kakor v prejsnjih sluéajih.
o= Oin =l

g) Enatbhi = -y —ay = 1 in 2% | xy*> = 30 raz-
resi§, ako postavi§ x -y = u in @y = 2 ter dolo€is naj-
prej vrednosti za » in z. Potem najdes # = 1, b, — 6 in
Y= : .

h) 1z enatb z — y = 2 in 2® — y* — 98 najdes produkt
neznank, ako kubujes prvo ena¢bo ter porabi§ v dobljenem
rezultatu doloZeni vrednosti za z — y in % — y3. Potem
najde$ x = b, — 3 in y = 3, — b.

i) Iz enatb x -y = 8 in x*4- y* = 706 najdes pro-
dukt neznank, ako kvadrujes prvo enatho, v dobljenem




Logaritmovati =
logarithmieren.
Logaritmand =
der Logarith-
mand.
Osnovno Atevilo
ali podloga =
die Grundzahl
oder Basis.
Logaritem =
der Logarithmus.

Logaritem Ste-
vila 1 in katere-
koli podloge.
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znesku prestavi§ ¢élen 2xy v drugi enadbeni del, potem
kvadruje§ to enadbo ter porabis dolofeno vrednost za
ot y*. Koreni so # = 3,5, 4 - y— 97 in y = b, 8,
44y —o9n.

k) Y — wiz
rt+yf+utz=21
xz = 24

w2+ u? 4 22 = 125.

Ako kvadrujes drugo enatbo ter porabis zz = yu = 24
in 2% 4 »? 4 u® | 2> = 125, najdes novo enatho, iz katere
se dasta 8 pomod&jo druge dolofene enathe dolo¢iti vred-
nosti za # | 2 in y + w. Potem je: « = 3, 8, 6, 4; v = 6,
4,8 3; 4 =463 8. 2=8, 3 4 6

§ 45. Obéna pojasnila o logaritmih.

Ako razstavimo doloeno Stevilo 4 na enake faktorje
e ter dolo¢imo, koliko je teh faktorjev, pravimo, da lo-
garitmujemo Stevilo 4 z ozirom na Stevilo a, v znakih
A = a*. Doloteno Stevilo 4 se zove logaritmand ali krajse
wStevilo® sploh, znani faktor ¢ se imenuje osnovno
Stevilo ali podloga, neznano &tevilo » pa logaritem.
Da je = logaritem &tevila 4 z ozirom na podlogo @, za-
piSemo tako-le: z = ¢log 4, ali kadar je podloga znana,
tudi tako-le @ = log A.

Logaritem dolofenega Stevila je torej tisti potenéni
eksponent, s katerim se mora znana podloga vzmnoziti,
da dobimo doti¢no Stevilo za rezultat, v znakih ?log 4 — =«
in a*= A.

Logaritem Stevila 1 je za vsako podlogo
enak 0; zakaj «° = 1.

Logaritem katerekoli podloge je enak 1;
zakaj ol = a.

Logaritmi enega in istega Stevila z ozi-

‘rom na razliéne podloge so razliéni; zakaj &e

bi v enatbi 4 — «* = b* bila eksponenta x in y enaka,
bi morali tudi podlogi ¢ in » biti enaki.
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Iz 20=1, 21e=12 2=4 28— 8 2 —16,...

8% = Ludt =13 88 =0 g8 — 0y IRf_iag (T}
it d

sledi, da si moremo misliti §tevila leze¢a med 2, 4, 8,16, . ..
oziroma med 1, 3, 9, 27, 81,... tudi kakor potence pod-
loge 2, oziroma kakor potence podloge 3, i. t. d. Stevila na-
ravne Stevilne vrste se torej dado izraziti kakor potence
ene in iste podloge. Ce to storimo in pregledno sestavimo
dotitne eksponente, dobimo logaritemski sestav.

Logaritemski sestav je pregledna razvrstitev tistih
potenténih eksponentov, s katerimi moramo dolodeno pod-
logo vzmnozevati, da dobimo Stevila naravne Stevilne vrste
za rezultate.

Ker ne moremo z vzmnoZevanjem negativnega Stevila
dobiti vsakega pozitivnega Stevila in ker je vsaka potenca
od 1 zopet 1, smemo za podlogo logaritemskega sestava
vzeti le pozitivno Stevilo, ki je razlitno od 1. V rabi sta
dva logaritemska sestava. Pri ra¢unanju s posebnimi Stevili
rabimo vedéinoma navadni, dekadiéni ali Briggov
logaritemski sestav, ki ima za podlogo Stevilo 10.
Za vigjo matematiko je posebno vaZen naravni, hiper-
boli¢ni ali Neperjev logaritemski sestav, ki
mu je podloga iracijonalno Stevilo 2:71828 ..., katero za-
znamujemo s ¢rko ¢ in ga dobimo, ako seStejemo brez-
konéno stevilno vrsto:

1 1 1 il ;
It rasasiriagat «

§ 46. Racunski zakoni o logaritmih.

1. Logaritem produkta je enak vsoti lo-

garitmov vseh faktorjev, v znakih
log ABC = log 4 + log B -+ 1log C.

Dokaz. Recimo, da je log 4 — m, log B = n in
log C = p; torej 4 = o™, B = a" in C = a?, Potem je
ABC = a™+a”-0? = a»t*+2 inlog ABC = m-n-|p;
ali ¢e namesto m, n, p postavimo njih vrednosti, najdemo

log ABC = log A -} log B 4 log C.

Matek, Aritmetika. 13 v

Logaritemski
sestav = das
logarithmische
System.

Briggov logari-
temski sestav —
das Briggs’sche
logarithmische
System.
Neperjev logari-
temski sestav =
das Neper’sche
logarithmische
System.

Kako logaritmu-
jes produkt.



Kako logaritmu-
jeskvocijent, ozi-
roma ulomek.

Kako logaritmu-
jes potenco,

Kako logaritmu-
jes korenski
izraz.

Logaritmi deka-~
di¢nih enot visjih
redovin dekadid-
nih Stevil sploh.
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2. Logaritem kvocijenta (ulomka) je enak

razlikilogaritmovdividendaindivizorja (3tevca
in imenovalca); v znakih

10g% = log 4 — log B.

Dokaz. Recimo, da je log 4 = m in log B = n,

: . . | i
torej 4 = a” in B = a". Potem je 7 = 4

4 : : . :

log = = ali ¢e postavimo namesto m in n navedeni

P a?)i—n in

an

vrednosti, najdemo
log 1;-, = log 4 — log B.

3. Logaritem potence je enak logaritmu
podloge, pomnoZ%enemu s potenénim eksponen-

tom, v znakih
log 47 = plog A.

Dokaz. Recimo, da je log4d = m, torej 4 = a”.
Potem je A? = (a™)? = a’” in log 4? — pm; ali Ce po-
stavimo namesto m njegovo vrednost, najdemo

log 4» = plog 4.

4. Logaritem korenskega izraza je enak
logaritmu radikanda, deljenemu s korenskim
eksponentom, v znakih

logp 4 = IOT%‘E

it
= = log A.
pF :
Dokaz. Ker je po ratunskih zakonih J4 = A7, naj-
demo po prejSnjem izreku
& il 1
log A — log 47 = % log A.

§ 47. 0 Briggovih logaritmih.

I. Z ozirom na navadni, dekadiéni ali Briggov logari-
temski sestav si je treba Stevila naravne Stevilne vrste
misliti kakor potence podloge 10. ;

Briggovi logaritmi dekadiénih enot vi§jih
redov so pozitivna cela Stevila.
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Dokaz. Iz 10° = 1, 10t = 10, 102 = 100, 103 = 1000,
i. t. d. sledi, da je log1l = 0, log 10 = 1, log 100 = 2,
log 1000 = 3, i. t. d.

Briggov logaritem vsakega celega Stevila,
kinidekadiéna enota, je iracijonalno 8tevilo.

Dokaz. Recimo, da je 4 celo Stevilo, ki ni dekadi¢na
enota vigjih redov. Ce bi bil logaritem od A racijonalno

stevilo ”, bi morala veljati enatba 10" = A ali 10” = A"
Ta enatha pa je le mogoda, ¢e sta Stevili 10 in A" se-
stavljeni iz enakih prafaktorjev, t.j. iz prafaktorjev 2 in 5
in sicer iz vsakega teh faktorjev istotolikokrat. Stevilo 4
bi bilo potem enako dekadiéni enoti vi§jih redov, kar pa
nasprotuje izrekovemu pogoju. Torej mora log 4 lezati
med dvema zaporednima racijonalnima Steviloma in je zato
iracijonalno Ztevilo.

Briggovi logaritmi dekadi¢nih Stevil,
leze¢ih med 1 in 10, so vedji od 0, pa manjii od 1,

” rz) 1 O ” 1 00? » N n 1 7 kil ” ” 2!
” " 100 N 1000) ” N n 2} ” 1] ” 3!
i. t. d.

Logaritmi dekadi¢nih Stevil so torej sestavljeni iz celega

Stevila in nepopolnega decimalnega ulomka; celote se ime-
nujejo znadilka ali karakteristika, pridejani deci-
malni ulomek pa se zove pridavek ali mantisa.

Iz zgoraj navedenega sledi, da je karakteristika pri
enostevilénih Stevilih enaka 0, pri dvostevilénih enaka 1,
pri trostevilénih enaka 2, pri CetveroStevilénih enaka 3,
i.t. d. Vobte smemo refi, da je karakteristika za enoto
manj$a od Stevila Stevilk, s katerimi se piSejo celote do-
titnega Stevila. :

Ako pomno#is, oziroma deli§ doloéeno de-
kaditno Stevilo s kako potenco od 10, se iz-
premeni le karakteristika doti¢nega Stevila.

Dokaz. Ako je 4 dekaditno Stevilo, je po ratunskih

zakonih log A+10" = log A -+ n,
log %,l = log 4 —mn.

Znagilka = die

Charakteristik.

Pridavek = die
Mantisse.

Kako dolodis ka-
rakteristiko celih
Stevil.

Kdaj se izpre-
meni karakteri-
stika.



Edaj imajo Ste-
vila isto mantiso,
Logaritmovnik
= die Logarith-
mentafel oder
das Logarith-
menbuch.
Logaritmi deka-
dignih enot niZ-
Jjih redov in de-
cimalnih Stevil.

Kako dolo&i§

karakteristiko
pravih decimal-
nih ulomkov.
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V prvem sludaju se logaritem Stevila 4 poveda, v drugem
zmanjSa za n enot, t. j. izpremeni se le karakteristika,
mantisa pa ostane ista.

Briggovi logaritmi takih Stevil, k1 se ujemajo v za-
porednosti Stevilk, se ujemajo v mantisi, razlikujejo pa v
karakteristiki.

Mantise dekadi¢nih Stevil so se pregledno sestavile
v logaritemske tablice, ki se zovejo logaritmovnik.

Il. Briggovi logaritmi dekadidnih enot
nizjih redov so negativna cela Stevila.

Dokazatz 10— -1 10-2— 0-01," 10— = 0001,
i. t. d. sledi, da je log 01 = — 1, log 0°01 = — 2,
log 0:001 = — 3, i. t. d.

Ako delimo Stevila naravne Stevilne vrste s poten-
cami od 10, dobimo desetinska ali decimalna Stevila, ki
imajo po zgoraj navedenem iste mantise kakor cela Stevila.

Mantise vseh decimalnih &tevil, torej tudi pravih de-
cimalnih ulomkov, so pozitivne in odvisne le od zapored-
nosti Stevilk.

Kar se ti¢e karakteristike pri decimalnih Stevilih, si:
je treba sledede zapomniti. Dokler se nahajajo v decimalnih
stevilih celote, dolofimo karakteristiko kakor pri celih
stevilib. Pri pravih decimalnih ulomkih pa je karakteristika
negativna in znaSa toliko enot, kolikor ni&el stoji pred
prvo veljavno 8tevilko dotitnega decimalnega ulomka. Niéla,
ki nadomestuje celote, se pri tem tudi vzame v poStev.
Resni¢nost navedenega pravila uvidimo iz naslednjih pri-

merov. 9
log 0°2 = log 55 = log 2 —1 —0°30103 —1,

log 0703 = log {o; — log 3-— 2 — 0-47712 —2,
log 0:007 = log ;oo — log 7 — 3 — 084510 — 3,

log 0°000351 = log S 7. — log 3:51 — 4 — 0-54531 — 4,
it d.

Nega:tivna. karakteristika se postavlja za pozitivno
mantiso. Ce sta v logaritmu dve karakteristiki, se skréita

veno. N.pr. . o008 o 0-30103 — 1.
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Vsak negativni logaritem pretvori§ na obliko s pozitivno

mantiso, ¢e mu toliko enot pristejes in odstejed, kolikor

jih je ravno treba. N. pr.
— 2-34467 = 3 — 2-34467 — 3 = 0-65533 — 3.

Ako dolo¢imo pri kateremkoli celem ali desetinskem
stevilu red njegove prve (na najviSjem mestu stojede) ste-
vilke ter ga primerjamo s karakteristiko, vidimo, da se

ujemata te dve Stevili.

Kako se pois¢e s pomoéjo logaritmovnika dolodenemu
stevilu pripadajoéi logaritem in kako dolo¢enemu logaritmu

pripadajoce &tevilo, uéi navodilo v logaritmovniku.
Ako izratunamo Stevilu 10 ponavljajod Kkvadratni Logaritmi neka-

koren, najdemo logaritme nekaterih decimalnih Stevil, le-

Zetih med 1 in 10. N. pr.

10% — /10 — 316228, torej je log 316228 — | — 0°5;

10t = /)10 = /3-16228 = 1-77828, torej je

log 1:77828 —1 — (:2b;

10% —

)/ 1-77828 — 1-33852, torej je log 1-33362 —=

1= 0125; itd

Rezultati teh ratunov so sestavljeni v naslednji tablici:

Stev. log. Stev. log.

10 1 1-00451 0-00195
316228 05 1-00225 000098
1-77828 0°25 1:00112 0-00049
1-33352 0-125 1-00056 0-00024
1-15478 0° 0625 1-00028 0-00012
1-07461 0-03125 100014 0-00006
1-03663 0° 01562 1-00007 0-00003
1-01815 0-00781 1+ 00004 0-00002

| 1-00904 0-00391 1-00002 0- 00001

terih decimalnih
Stevil,

S pomodjo te tablice izrafuna¥ logaritem Stevila, le- Kako izratunas

Zedega med 1 in 10, n. pr. Stevila 3°7, tako-le. Stevilo 37
razstavi§ na take faktorje, ki se nahajajo kakor Stevila v

logaritem Stevila,
leZefega med
1 in 10.



176

~omenjeni tablici, in potem seStejes logaritme vseh dotiénih

Kako najdes lo-
garitem Stevila,
vetjega od 10.

Logaritem nidle,

Logaritemska
funkcija in loga-
ritemska &rta.

Kako so logaritmi od- % G
visni od logaritmanda in Y fgalss
kako se z njim izpreminja-
2 Rl NI R e ditls e g M,

. Jo, spoznamo najbolje, ako
04 | — 0-40.. M,

nafrtamo funkeiji y =log

28 5 G- =090 M,
funkecijsko &rto. Po pojas- { 0 Y,
nilih o logaritmih sme pre- :

5 s . 3 0F48%: -ni[a
menljivka « imeti le po- ;

10 : 6 0:78%. M
zitivne vrednosti. Za © = 0
: 7 . 10 1 M,
je funkeija ¥y = — oco. Za
. 20 1-30. M,
vrednosti od # = 0 do
: A 30 1-48. M,
x = 1 je funkcija y nega-

faktorjev. Faktorje stevila 3°7 pa najdes, ako delis 3°7 s
Stevilom 3-16228, ki se nahaja v tablici in je manjSe od
3°7; dobljeni kvocijent 117004 delis z naslednjim manjSim
Stevilom tablice (t.j. z 1'15478); novi kvocijent deli¥ zopet
z naslednjim manj8im Stevilom tablice, i. t. d. Stevilo 37 je
potem enako produktu vseh zaporednih divizorjev in zad-
njega kvocijenta, ki se bliza enoti in se sme zato izpustiti.

Ce je pa Stevilo, kateremu je treba izradunati loga-
ritem, vedje od 10, razstavi¥8 doti¢no Stevilo najprej na
dva faktorja, izmed katerih je eden manjsi od 10, drugi
pa neka potenca od 10, in potem postopas slitno kakor
v prej8njem sludaju. N. pr.

157 = 1-57- 102 in log 157 — log 157 - 2.

Ker se vrednost 10—" bliza nidli, e postaja » vedno
vedji, smemo sklepati, da je 10~* = 0 inlog 0 = — co.

Y
M

X5

N
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tivna in se veda. Za @ = 1 je funkcija y = 0. Za vrednosti
od # = 1 do # = co so funkcijske vrednosti pozitivne
in se vedajo. Pridejana slika predoéuje érto (logaritemsko
¢rto), ki pripada funkciji y = log z. Posamezne totke M,,
M,, M, ... te érte najde$ s pomod&jo navedenih podatkov.

Logaritemska ¢rta izide od negativne ordinatne osi v
neskonéni daljavi, se vzdiguje sprva prav hitro, pozneje
pa polagoma, presete pozitivni del abscisne osi in se raz-
teza ob tej osi v pozitivno smer.

§ 48. Uporaba Briggovih logaritmov.

S pomoéjo Briggovih logaritmov se dado rafunski Ragunanje z
natini druge in tretje stopnje zelo okrajSati in vdasih iz- 5"
vriiti tudi v takih sluéajih, kjer nam manjka potrebnih
pravil. V ta namen smatramo rezultat ratuna za neznano
stevilo, kateremu se da iz podatka doloéiti logaritem po
radunskih zakonih. Primerjaj naslednje naloge!

1. Logaritmi dolodenih izrazov:
a) 14°:568 > 1293 > 0-037429 = =z,
log « = log 14-568 |+ log 1°293 - log 0:037429 =

= 1-16340
0-11160
0-57321 — 2
log v = 0°84821 — 1
o — 0705032
b) (— gg)s = — x. Ako se nahaja v radunu nega-

tivno #tevilo kakor podloga ali radikand, se smatra med
ratunanjem to Stevilo za absolutno in po konfanem ra¢unu
se doloéi rezultatov predznak po ratunskih zakonih.

log + = 3(log 43 — log 65)
+ 4 e
— 1°63347 |

1:81291 J #
(0-82056 — 1) X 3
246168 — 3

log z = 0°46168 — 1 ;
v = 028062 in (—5) = — 0-28952.
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Ako je pri odstevanju logaritmov minuend manjsi
od subtrahenda, se prvemu toliko enot pridteje in odsteje,
da postane razlikna mantisa pozitivna..

5 [0-23047
%) 49648
log z = 1(log 0°23047 — log 4°9648)
—0-36261 — 1 } -
0+ 69590
(3°66671 —5) :5
logz — 0°73334 — 1
e I

:;,'(‘,

Pri odStevanju logaritmov'se je minuendu toliko enot
pristelo in odstelo, da je postala razlikna karakteristika
deljiva s 5.

d) f/ffgﬁf?/ﬁ: .

Pri navedeni nalogi se mora vrednost vsakega ra-
dikandovega dela posebej dolo&iti, da je mogo&e nakazano
odstevanje izvrsiti.

log V18°7 — ilog 187 — 1°27184:2 — 063592,
V18-7 = 4-3243.
log 92 = ilog 9°2 — 0°96379:3 — 0°32126,
V92 — 2:0954.
V/4-3243 — 2-0054 — )/ 22289,
1log 22289 — 0°34809:3 — 0-11603
© = 1-30626.

x

I

l

log =

2. Eksponentne enache:

Razredevanje Dvollensko eksponentno enatho razredis, ako iz-
cksponentnil - razi§ oba enatbena dela kakor potenci iste podloge in
potem izenali§ potenéna eksponenta; ali pa, ako logarit-
mujeS doti¢no enafbo in potem poidtes po Z%e znanih pra-
vilih vrednost za neznanko. Mnogo&lensko eksponentno
enatbo razreSiS, ako prestavii ¢lene tako, da se nahajajo
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v vsakem enatbenem delu le potence iste podloge, potem
razstavi§ doti¢ne izraze na faktorje in skréi§ kolikor
mogoce, nadalje pa postopas kakor pri dvoélenskih eks-
ponentnih enacbah. Mnogo¢lenska eksponentna enatba se
torej pretvori v dvoélensko s pomodjo raéunskih zakonov.
Izmed ostalih eksponentnih enatb moremo razrefiti na-
dalje le take, ki imajo obliko kvadratnih enatb ali se dadé
pretvoriti na to obliko. N. pr.

a) Trotlensko eksponentno enacbo a2* 4-ba” ¢ = 0
razresis, ako postavi§ «® = y (torej a*” = y?) in dolodi§
iz kvadratne enacbe #2 - by | ¢ = 0 vrednost za y. Potem
najde§ iz dvoélenske eksponentne enache

s 3
@ === -+ % — ¢
vrednost za x.

b) Pri tro¢lenski eksponentni enathi Ja - b a -

-+ ¢ = 0 postopa8 istotako kakor v prejSnjem primeru.

¢) Po ratunskih zakonih o potencah pretvori8 eks-
ponentni enadbi 25 — 3.5 = 10 in 3'+*|-32—* — 28
na obliko kvadratnih enacb in sicer obliki 52* — 3.5 = 10
in 3% — 2::?3“ = — 3. Iz teh enalb najde$ potem na isti

natin kakor pod @) vrednosti * = 1 in 2 = 2, — 1.

d) Dvoclensko eksponentno enabo 32¢.47—1! — b~
razresis, ako jo logaritmuje§ in potem poistes po Ze znanih
pravilih vrednost za z.

2xlog 3+ (x—1)log4 = xlogh
z(2log 3+ log4 —log b) = log 4
log 4 log 4 log 4

~ 2log3+log4—logh  log36 —logh  log 72

060206 ..
S 0-7023.

Po ratunskih zakonih se je skré&ilo: 2 log 3 - log34 =
= log 9 -} log 4 = log 36 in log 36 — log b = logg6 =
= log7-2. :
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¢) Mnogotlensko eksponentno enatbo 2*—117 =
— 92=+4__112+1 ragresi8, ako jo najprej pretvoris v dvo-
¢lensko in potem postopas kakor pri prejdnji nalogi.

117+1 - {1® — Qe+4__ 9=
1121 —1) = 2°(2¢ —1)
110 — 2= . 1h
e = 9.3
z (log1l — log 2) = log 3 — log 2

_ log3—1log2  logl'h = . 5om
i log1l —log 2 = log 55 0°2378.

3. Logaritemske enathe:

Enatha, pri kateri se nahaja neznanka v logarit-
mandu, se zove logaritemska. Logaritemsko enatbo
razreSi§, ako jo najprej s pomodjo ratunskih zakonov pre-
tvori§ v dvoclensko z obliko log A = log B, potem iz-

_ enadi§ logaritmanda in nadalje postopa$ po %e znanih pra-

vilih. N. pr. :
. 1 2

@) Logaritemsko enatho o— - -+ en
redi§, ako postavi§ log # = y in izraunaS najprej vred-
nost za y. Iz log z = 4, 3 najde8 = = 10000, 1000.

b) Enatho xz'ee*—! — 100 razresi§, ako jo logarit-
muje$ in potem postavis§ logz = y. Iz logoe = 2, —1
najdeS x = 100, .

¢) log 2 |- log (z 1) = 2log (x — 1)

log [z (& --1)] = log (z — 1)2
z@F1) = (@—1)p
&x

—l Faz-

24 e
—

d) 4log (4x 1) = log 3 + 4 (log 50 -+ logx) —1
log 4z +1 = log 3 + log /50« — log 10

log Y4z 1 = log 3V1500x

Viz 1 = 3—1’/%)3
M
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§ 49. Lasinosti kvadratne funkcije.

Cela funkcija druge stopnje ali kvadratna funkeija Oblikakvadratne
ima voble obliko y — aa?--bx - ¢ in se unituje v slu- "N
¢ajih, ki sta dolofena po korenih enadbe aa® - bz | ¢ = 0.

Kvadratna funkecija e2®> +br -+ ¢ je enaka Kvadratoa funk-

. . os ija j tav-
produktu dveh linearnih funkeij. Hena b il

Dokaz. Navedena funkecija se da pretvoriti na obliko s
b ¢
9 TS T O B
ax? + bx 4 ¢ = a(.n T a),

v kateri se sme faktor x> %m -+ 5 smatrati za enac¢heni
trinom, ki je po § 5. enak produktu korenskih faktorjev,
t. j. dveh linearnih funkeij, v znakih

ax® 4 br | ¢ = a(z — #)(x — %)
Npr. 3e*4de41=23(P+5s43)=
=343+l = Gz DE+1).

Ako se kvadratna funkeija ax® | bx - ¢ uniCuje za Predznak kva-
e x 20 a ije.
vrednosti #; in z,, je po prejSnjem tpine okl

ar? 4+ bx + ¢ = a(x — ) (x — x).

Iz te identitne enabe sledi, da je funkcija ax® - bz - ¢
negativna (pozitivna) za vse med x; in x, leZete xz-ove
vrednosti, &e je a pozitiven (negativen), sicer pa se pred-
znak funkecijske vrednosti ujema s predznakom stalnice a.
3 2 Ve 1 Najvedja in naj-
Kvadratna funkcija az® -+ br ¢ dobi za AL

b ; : : 343
= — - najmanj8o vrednost, e je a pozitiven;  kvadratne
2a funkeije.

najvetjo vrednost pa, e je ¢ negativen.
Dokaz. Navedena funkcija se da tako-le pretvoriti:
ax? 4 bx ¢ = a(m"—f—%r+ ai) i
= (vt o ol
— ol b +-5)
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V tej algebrajski vsoti se izpreminja prvi sumand, &e
se « izpreminja; drugi sumand pa ima stalno vrednost

— 1 —%. Za pozitiven ¢ je prvi sumand pozitiven in
dobi za z = — 57 najmanjSo vrednost = 0; v tem slu-
¢aju ima torej tudi funkcua ax? -{— bx -+ ¢ najmanjSo vred-
nost = f
in dobi za # = — 5, najveéjo vrednost = 0; v tem slu-
¢aju ima tudi funkcija ax® |+ br - ¢ najvedjo vrednost
b2
= ¢ — 4_&"..
N. pr.
4 2 CLY DU
8t drt2=8(2tset o) =3(x+3) +3
5 2 9
—822462—2=—3(2— 21 2) =1 3(—1)
Prva funkcija dobiza o — — E najmanjso vrednost — %,

druga pa za @ — 1 najvedjo vrednost b

Funkeiji « % dolo¢ig najmanjSo absolutno vrednost,
ako jo pretvori§ na obliko

e

Iz te oblike sledi, da dobi funkeija = | ; najmanj$o ab-
solutno vrednost, ¢e ima prvi radikandov ¢len najmanj%o
vrednost. Torej je « = @ in .r+% = 2/a.

Da se najde najvedja, oziroma najmanjSa vrednost
kvadratnih funkeij tudi Se na drug nacin, spoznali bomo
iz naslednjega odstavka.

Uporabne naloge.

1. Osnovnica nekega trikotnika je @ in
vsota ostalih stranic m; koliki morata biti
stranici b in ¢, da ima trikotnik najve&jo plo-
§¢ino?
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RazreSitev, Ako postavii v obrazec za plo&tino p —

= V/s(s— a) (s — b) (s — ¢) vrednosti s = “_;m

inc=m—b,
najdes izraz
Vi
=7 V(m2— a?)[a® — (2b — m)?],

kateri dobi najve&jo vrednost (p — g 7n2m1"2), e je

2b—m = 0; potem je bzi—linc=%.

2.1z neke to¢ke D na hipotenuzi dolode-
nega pravokotnega trikotnika se spustita
pravokotnici na kateti. Kje mora leZati totka
D, da je plo§¢ina nastalega pravokotnika naj-
vedja?

Razresitev. Kateti pravokotnega trikotnika sta « in b,
hipotenuza je ¢. Napravi primerno sliko! Ce pomeni
hipotenuzni odsek, ki je po to¢ki D dolofen in kateti @
prileZen, in e sta y in z pravokotnici iz to¢ke D) na kateti,
najde8 iz podobnih trikotnikov vrednosti za # in z. Potem
je plos¢ina nastalega pravokotnika
Pl ablex — %) __ ab (ELA“ g) i % L4 a,b(%—— %)2.

o2

Ta izraz dobi najvetjo vrednost (p — %), te je £ — 3 = 0,
torej. ¢ — %, t. j. totka D mora leZati v sredi§¢u hipo-
tenuze. &

3. O¢rtaj dolotenemu kvadratu najmanjsi
enakokraki trikotnik tako, da leZi ena kva-
dratova stranica na trikotnikovi osnovnici!

Razresitev. Kvadratova stranica je a. Vrh oértanega
enakokrakega trikotnika mora lezati na somernici kva-
dratove osnovnice. Napravi primerno sliko! Ce pomeni z
razdaljo trikotnikovega vrha od dolofenega kvadrata,
najde¥ iz podobnih trikotnikov vrednost za trikotnikovo
osnovnico, namret¢ y — —— . Ploséina enakokrakega

trikotnika je potem



Funkeijska &rta
kvadratne
funkcije.

Krivulja = die
Kurve,
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piosia kel e b ot (pyl gy o)
[2a—|—|/a‘—{—“2 ]f [2a w~5)+4w]
Ta izraz dobi najmanjéo vrednost (p = 2a?), e je
2
r — %— = 0, torej x .

§ 50. Nacértavanje kvadratne funkcije in njen diferencijalni
kvocijent.

2 |

Geometrijsko podobo kvadratne funkeije y = — %r -+

-+ 22 -+ b najdemo, ako pois¢emo n. pr. razresitvam:

e

Ly ‘—2

y‘:u

-—7‘0‘5 s 50

pripadajote tolke ter nariSemo skoz te todke funkcijsko
érto. Primerjaj sliko! Ce pridenemo navedenim razreSitvam
ge naslednje:

AR Rl }40%30‘—-20{... ‘ 16 l 20 | 30

(o]

y — — oo |—475|—280|—135| ... |—27|—55|—160|—co’
vidimo, da raste funkeija y = — j2® 2245 od — oo
do 9 in potem pojema od 9 do — oo, e raste premenljivka
od — oo do + co. Za @ = 4 dobi funkcija najvedjo vred-
nost — 9. Ker pripadajo enakim prirastkom premenljivke
razli¢ni funkeijski prirastki, oziroma zmanjiki, mora funk-
cijska ¢rta biti kriva (krivulja). Iz funkcijske ¢rte spo-
znamo, kje in kako raste (pojema) funkcija in kje dobi
najvecjo, oziroma najmanjSo vrednost. Da je mogote iz
prirastka premenljivke in iz funkcijskega prirastka (zmanj-
Ska) izraCunati trigonometrijsko tangento tistega kota,
katerega tvori sekanta, oziroma tangenta funkcijske érte
8 pozitivno smerjo abscisne osi, bomo videli iz naslednjega.

Recimo, da pripada doloGeni vrednosti 2 — OP funk-
cijska vrednost y — PA. Ce se x poveda za Az, se funk-
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cijska vrednost poveta za Ay, torej je v sliki OR = z - Ax
in BEB = y |- Ay. Sekanta 4B, ki gre skoz to¢ki 4 in
B, tvori s pozitivho smerjo abscisne osi kot j3, katerega
trigonometrijska tangenta je dolofena po prirastkih Az
in Ay, v znakih tang 8 — i—;ﬁ Ce zavrtimo sekanto AB
okoli totke A tako, da se totka B bliza tofki 4, se manj-
Sata prirastka Az in Ay. Ko se tofka B stika s totko A4,
preide sekanta AB v tangento 47; kot 3 preide v kot a,

T b L L\

8y

el

Al vty MIDWT b Neaod Drggial,

i

katerega tvori tangenta AT s pozitivho smerjo abscisne
osi; izmerljiva prirastka 4z in Ay preideta v neizmerno
majhna prirastka dz in dy, ki se zoveta diferencijala; in
:\TU = tang f# preide v diferen-
S A d

Y s f

= tang a, v znakih lim & = —=

diferencéni kvocijent

s - A dy
cijalni kvocijent oy
meja ali mejna vrednost).

(lim = limes
Diferencijalni kvocijent funkeije y = f(x) z ozirom
na premenljivko z zaznamujemo talko-le

—y =1

9y
dx

Diferenéni kvo-
cijent — Diffe-
renzenquotient.
Diferencijal =
das Differential.
Diferencijalni
kvocijent —
Differential-
quotient.

Kako zaznamu-
jemo in izradu-
namo diferenci=
jalni kvocijent.



Pomen diferen-
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dratna funkeija
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ter izradunamo njegovo vrednost po pojasnilu

dy _ tdy)—y _ fl&@Ado) — r(r)

dx dx dx

t. j. ako postavimo v doloteno funkcijo namesto = izraz
x - dx in od8tejemo od tega izratunanega zneska vrednost
prvotne funkeije ter delimo dobljeno razliko z dx, najdemo
kvocijent, v katerem je &len s faktorjem dx neizmerno
majhen (= 0) in se sme zategadelj izpustiti. V naSem
primeru je

dy _ —etdnid 2wt dn) 45— (— 1" 204 8)
i dx oy
ke el 2 1
5% sadr + 2de — 4(dx) .’L' + G d,{ =gl
dx 2 :

Diferencijalni kvocijent za doloeno to¢ko funkcijske
¢rte pomeni torej trigonometrijsko tangento tistega kota a,
katerega tvori geometrijska tangenta v dotiéni toéki s

i ‘ A : Ay x

pozitivno smerjo abscisne osi, v znakih -, = tanga. Ce se
geometrijska tangenta 47 pomiée po funkeijski &rti tako,
da se dotikali8¢e A bliza vrhovni tolki C, je kot a oster
in se manj8a; diferencijalni kvocijent je pozitiven in se
manjSa. Ko se totka A stika z vrhovno totko C, postane
kot @ = 0° (tangenta CT je vzporedna z abscisno o0sjo)
in diferencijalni kvocijent dobi vrednost = 0, v znakih
de = f’(x) = 0. Ce drdi geometrijska tangenta CI' po
funkcl_]skl ¢rti dalje na desno, postane kot ¢ top (= a;)
in diferencijalni kvocijent negativen.

Dokler se vzdiguje funkcijska ¢rta, raste funkeija
in prirastek dy je pozitiven; torej je tudi diferencijalni
kvocijent gi pozitiven, ker smatramo namreé prirastek dx
vedno za pozitivno koli¢ino. Ce pa pada funkcijska &rta,
pmema funkeija in prirastek dy in diferencijalni kvocijent

sta, negativna. Obratno smemo sklepati, da raste dolo-

éena funkeija tako dolgo, dokler je njen diferencijalni
kvocijent pozitiven; ¢e pa postane diferencijalni kvocijent
negativen, zatne funkcija pojemati. Ko je diferencijalni
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kvocijent = 0, je funkeija najveja (najmanjsa). Iz enatbe
% = f'(#) = 0 dolo&is torej tisto vrednost premenljivke z,
za katero dobi funkeija najve&jo, oziroma najmanjSo vred-
nost. Prvi slucaj se nahaja pri funkcijah, ki rastejo, drugi
pa pri funkeijah, ki pojemajo do dotitne premenljivkine
vrednosti. V naSem primeru je diferencijalni kvocijent
= — tr -2, ki je pozitiven od x = — oo do z = 4;
negativen pa od *+ = 4 do # = - co. Iz enathe — 1z |
-+ 2 = 0 najde¥ vrednost + — 4, za katero dobi nave-
dena funkcija najve&jo vrednost = 9.

Geometrijsko podobo kvadratne funkcije y = 2a2 —
— 62 -~ 9 najdemo n. pr.s pomo&jo razreSitev:

a="—g|—1l0o) 1] g]als]

3,:...29’17|9’5[433r 5.9 ;
Napravi primerno sliko! Diferencijalni kvocijent navedene
funkcije je = 4x — 6. Ker je ta izraz od + = — oo do
z = § negativen, od x = } do # = -} co pa pozitiven,
pojema torej funkcija y = 2a?2— 62+ 9 od ¥ = — o

do x = §, od = § do * = 4 co pa raste. Za x — £

dobi funkecija najmanjSo vrednost — 41.

Ce poistemo kvadratni funkeiji y = aa® - bx | ¢
geometrijsko mesto ter izmerimo abscise presefis¢ funk-
cijske ¢&rte in abscisne osi, najdemo razreSitve kva-
dratne enathe axz?-}- bx |- ¢ = 0. Ce ima funkcijska frta
z abscisno osjo dve, oziroma eno skupno tofko, ima na-
vedena kvadratna enalba dve, oziroma eno realno raz-
reSitev; ¢e pa nima funkcijska rta z abscisno osjo no-
bene skupne totke, nima omenjena kvadratna enatba no-
bene realne razresitve. Primerjaj § 5!

Ako poiStemo dvema kvadratnima funkcijama (ozi-

roma kvadratni in linearni funkciji) geometrijski mesti
ter izmerimo koordinate skupnih tofk, najdemo skupne
razreditve doti¢nih dveh enath. Ce imata funkeijski &rti
skupne tofke, imata dotitni enalbi realne razreSitve; Ce
pa nimata funkeijski ¢rti nobene skupne totke, nimata

omenjeni enatbi nobene realne razresitve.

Matek, Aritmetika. 14r.

Primer za tolma-
¢enje kvadratne
funkecije.

Kako se razresu-
jejo ena&he s po-
modéjo funkeij-
skih &rt.



Najvedja in naj-
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Maximum und
Minimum der
Funktion.
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Drugi diferencijalni kvocijent. Ako prvi
diferencijalni kvocijent Se enkrat diferencujemo, dobimo

drugi diferencijalni kvocijent. Ako jef’(w) af (m), potem je
} ()
da di dx?

Na isti nadin piSemo f”(x) — d’f ( in splogno f®)(z) = d:i:: (%?2

Drugi diferencijalni kvocijent f (x) ima za f'(x) isti pomen,
kakor prvi diferencijalni kvocijent f'(x) za funkeijo f(x).
Ce jo f"(x) pozitiven, potem raste f’(x), Ce je pa negativen,
se f'(x) zmanj8uje. Ako pomeni torej f(x) dolo¢eno funk-
cijo, potem pove negativni kvocijent f”(x), da se zmanjsuje
f'(x), da se zmanjSuje torej naklonski kot tangente do-
tine funkcijske &rte. Ako postane za gotove vrednost
premenljivke x funkcija f'(x) = 0, potem je tangenta
vzporedna z abscisno osjo in na istem mestu ima f(x)
svojo najvedjo ali pa najmanjSo vrednost. Ako je drugi
diferencijalni kvocijent negativen, t.j.f”(x) < 0, potem se
f'(x) zmanjSuje, torej tudi naklonski kot. (Primerjaj sliko
v zatetku .§ B0, kjer postaja kot a vedno manj8i, ako se
pomika totka 4 &z B proti C.) V tem slutaju kaZe funk-
cijska ¢rta svojo konkavno stran abscisni osi in v tocki
C ima f(x) svojo najve&jo vrednost. V nasprotnem slu¢aju
je f'(x) = 0 in f"(x) > 0 in naklonski kot raste, funk-
cijska ¢rta pa kaZe svojo konveksno stran abscisni osiin
funkecija y = f(») ima tu svojo najmanjSo vrednost. (Na-
¢értaj doticno sliko.)

Iz navedenega izvajamo pravilo: Funkcija y — f(x)
doseZe svojo najmanjSo vrednost (minimum), e je f'(x) = 0
in f’(x) > 0, in svojo najvedjo vrednost (maksimum), ¢e
je f’(m)_r— 0 in f"(x) < 0.

Opomnja: Izpeljava vi§jih diferencijalnih kvocijentov ne spada
v obseg te knjige.

Naloga.

Poiséci na,;ma.ruso in na}veqo vrednost kvadratiéne
funkcije y = aa? | bz - c.
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Razresitev. Prvi diferencijalni kvocijent je 4’ = 2az |
4= b = 0, iz tega dobi§ & = — o in y = ¢— . Drugi
diferencijalni kvocijent je y” = 2a in je pozitiven, &e je e
pozitiven, potem pa je-y ¢ —4% najmanjsa vrednost
funkecije . Ce je a negativen, ima Y = C— 4% najvedjo
vrednost. (Do istega sklepa smo pri§li na drug nacin v § 49.)

Dostavek. Ako preleti neko telo v &asu ¢ pot

04 = s inv Gasu ¢, pot 04; = s;, potem je Ad, — s, — s
odvisna od ¢asa #; — ¢ in je torej funkecija ¢asa. Ako je dalje
razlika t, — t =— A¢# izredno majhna, je tudi pot s; — s = As
: £ : : . As e
primeroma majhna. Diferen¢ni kvocijent 3; ham potem sluzi
za merilo hitrosti (v) gibanja, ali matematiéno izrazZeno

As ds . s a8 oy . s

o hmE = -, to se pravi: prvi diferencijalni kvocijent
pota z ozirom na C¢as je enak hitrosti gibanja doti¢nega
telesa. Pri enakomernem gibanju je hitrost stalna in zato

i ds

(l; 0 ali po zamenjavi e —v (- Pri neena,komernem gi-
: Giies dv
hanJu pa se hitrost izpreminja, zato je t” Z 0. Izraz 5

ali T pomeni ipremembo hitrosti v fasovni enoti in se
zove pospedba (g). Ce je pospeba g > 0 in stalna, potem
je gibanje enakomerno pospeSevalno, Ce je g <0, je gi-
banje pojemalno.

Primer.
Pri metu navzgor je n. pr. pot s = 60f — 4°9#%
Iz tega sledi v = % = 60— 98¢ in g = 3 = —9°8.

Pospe¥ba je stalna in negativna, gibanje je torej emako-
merno pojemalno.

§ 51. Diferencijalni kvocijenti nekaterih najnavadnejsih
funkcij.

-Mejno vrednost funkecije S'THE za x« = 0 najdemo
tako-le. Mera doloenega kota 4CB = z (primerjaj sliko!) je
pripadajoéi lok 4B = z, katerega polumer je r = CB = 1.
Ce nariemo BE | ACin AD | AC, vidimo iz slike, da je

14*

Mejna vrednost

funkeije - .
x



Diferencijalni
kvocijent
potence.
+Diferencovati =
differenzieren.

Diferencijalni
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BE<{AB<(AD ali pa z ozirom na pojasnila o trigono-
metrijskih funkeijah sin z <« < tang . Iz te neenacbe
5 F 1 1 COS & 4. -sin @ x
sledi, da je it alshis= > cos . Ce se

sinx sin x 2
Ve premenljivka # manjSa in bliZza

niéli, se cos # bliza 1. Ko po-
stane « = 0, sta obe meji funk-

su 0 NI . P ) | B
cije —’—xf enaki; torej je —— =

D

— 1 aa v — 0
1. Diferencijalni kvocijent
X funkecije y = =™ najdemo tako-le.
c £ A Ako porabimo deljivost

am — hm
ATt = am—1+am—25_1__”_|_abm72__Jl__ bm-—l,

a—b

ki velja za cele pozitivne m, dobimo v naSem sluéaju izraz
d ) dx)m — pm ) A
2= G @ dar—t o e dam e
+ ...+ @4 de)a™ -2 xm 1
Ker je dz = 0, je vsak izmed m sumandov navedenega
kvocijenta enak z™—!; torej je

Po tem pravilu se diferencujejo (se iS¢e dife-
rencijalni kvocijent) potence, katerih eksponent je celo
pozitivno Stevilo. Da smemo po istem pravilu diferencovati
tudi take potence, katerih eksponent je ali negativno ali
ulomljeno Stevilo, bomo pozneje spoznali.

2. Diferencijalni kvocijent funkcije ¥ = sin 2 najdemo
tako-le. S pomoé&jo goniometrijskega obrazca, po katerem
se sinusi odStevajo, dobimo

dy _ sin(w 4 do) —sing 2 cos(* + d‘;) sin %x

dr dx dx
. de

sin 2

o "OS(‘”JF%)' &

2
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torej je z ozirom na zgoraj navedeno mejno vrednost

d d (si
A cos z ali (sm_a:)_

—— = COS 7.
dx dx

3. Na isti na¢in kakor poprej najdemo tudi diferen-
cijalni kvocijent funkcije y = cosz.

dy _ cos(x—+dx) —cosz = 2 sin(z -+ 5 )sin & N
d sm
—_ sm(w - m) E
?
torej je
. @:—sinx alid(ﬂ{ﬁ):__sinm.
dx dz

4. Ako poiStemo diferencijalni kvocijent funkcije
y = f(x) - k, kjer pomeni % stalnico, najdemo

dy _ fletda) +h—[f(&) +-H] _ Ry

do = dx

Ker se ta rezultat popolnoma ujema z rezultatom, ki ga
dobimo, e diferencujemo funkecijo ¥ = f(2), smemo skle-
pati, da je diferencijalni kvocijent vsake stal-
nice = 0, v znakih

Ce diferencujemo funkcijo y = k- f(z), kjer pomeni
% stalnico, najdemo

&y _ kSt dd k0 fetd) =0
dx dx
=ik 1 (z)

Stalni faktor ostane torej pri diferencovanju
neizpremenjen, v znakih

alk-f@ _ ;.p
—dx——- 5 'f ({E).

Diferencijalni
kvocijent
kosinusa.

Diferencijalni
kvocijent stal-
nice.

Stalni faktor pri
diferencovanju.



Diferencijalni
kvocijent alge-
brajske vsote.

Kako se diferen-

cuje nerazvita
funkeija.
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b. Ako poiStemo diferencijalni kvocijent funkecije
y = f(z) & @ (z), dobimo

&y _ flotdo) & 9@+ do) — [f@) + @] _
dx dx
_ St —f@) | 9@t d) —p@) _
dx e dx

.= @) X dE).

Diferencijalni kvocijent algebrajske vsote
dveh ali veé funkecij najdemo, ako algebrajsko
seS8tejemo diferencijalne kvocijente vseh su-
mandov.

6. Nerazvito funkecijo f(x) 4+ @(y) = 0, n. pr.
b%? - a%? — a%® = 0 diferencujemo tako-le. Ce raste
neodvisna premenljivka @ za dz, se odvisna premenljivka y
izpremeni za dy; torej je tudi f(z |- dx) | @ (y -+ dy) = 0.

Iz enatb
J@+da) +— 9y +dy) = 0 }
: f@) + @) =
najdemo
S+ Glﬂ'=) 1@ 20 i) o SR g
dax
ali
f(w—l—dw) S (@) [_9?(J+dy)—*99(’£/),iy_ AR
dy dx ?
to je
7 oy Y
F@ -+ 97 =
Iz zadnje enalbe izradunamo diferencijalni kvocuent
in sicer je gg = f; 53 V zgoraj navedenem prlmeru
dobimo na ta naéin
dy Slad e e
2 et b}
2b% | 2a%y e 0 in T e

Da velja zgoraj navedeno pravilo za diferencovanje
potenc tudi v sludajih, ko je poten&ni eksponent ali ne-
gativno ali ulomljeno &tevilo, spoznamo tako-le.



193

b4 _l e 1 i Diferencovanj
LT Y sm e ety
tivnimi in ulom-
dy 1 1 e _1_ 4 b= (37 + dQLF) s dax ¥ ljenimi elkspn-
s —lL- dux ) (x + dx) T (56 _i_ d.’l}) z nenti.
Potem je flﬁ__ li_ﬁ}_
ap i ARy E R
Ako pretvorimo funkeijo y = z—" na obliko m"‘~§ = 0,
najdemo po prejSnjem
1 dy
mo— 1 ) F v o
M - Tk 0 in
dy
S e A S e L m—1, p—2m — ___ pgp—m—1
dz mx Y ma €T ML :

Ce damo funkeiji ¥ = «” obliko z” — y” = 0, do-
bimo po prejSnjem

dy
mapht —myn—l. = 0 in
Y dax

dif i a s M e b L
B SR D e R s
Naloge.

1. Dolo¢i diferencijalni kvocijent funkeij:
@)y = V2ax — 2, b) y = sin (22— a?).

Razregitev. ) Po pravilih o diferencovanju potence,

algebrajske vsote, stalnega faktorja in zopet potence
najdes

iy et dRee ) o 262,
b de" 7 ol
L e—z
|/2a,w~4x2'

Isti rezultat tudi dobis, ako postayis 2ar — x2 = z, Potem
jey = V= in
iclg_d(l/;) dz 1 i,

T e el ] G e e s
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b) Po pravilih o diferencovdnju sinusa, algebrajske
vsote in potence najdes

d(x? — a?)
dx

dy

s S
i = 22z cos (x a?).

= ¢os (x> — a?) -

Isti rezultat tudi dobi§, ako postavi§ 22 — a2 — 2. Potem
je y = sinz in
dy _ d(sinz) dz
de T~ T ode . dz

= cosg-2x = 2x cos (2 — a?).

2. Vértaj doloéenemu krogu najvedji enako-
kraki trikotnik!

Razresitev. Napravi primerno sliko! Ako je » viSina
enakokrakega frikotnika, je po lastnostih pravokotnega
trikotnika polovica osnovnice enaka geometri¢ni sredini
med daljicama v in 2r— v, v znakih § — J/»(2r—v). Trikot-
nikova plo&¢ina je potem p = v /v 2r—v) = V2rm—ot,
Ce ima p najvetjo vrednost, velja isto tudi za p? = 2rvd—ot,
Ako diferencujemo to funkeijo z ozirom na premenljivko »
in dobljeni diferencijalni kvocijent izenaimo z niclo, naj-
demo 670 — 4¢® — 0 in » = 3r. Potem je trikotnikova
osnovnica = rV?Tin krak = r|/3—, t. j. zahtevani tri-
kotnik je enakostraniten.

3. Dolo¢i tisti pokonéni valj, kateremu je
povr8je Pin kateremu se da ofrtati najmanjsa
krogla! ;

Razregitev. Obrazec za valjevo povrEje je P= 2rm(r--3).
Sredidfe ofrtane krogle lezi v presetistu diagonal osjega
preseka. Polumer R olrtane krogle je doloten po enadbi
R = p2 | %:- in prostornina te krogle po obrazcu

dn 4z o 2\3 e ey
b= FE — SRR D) — @S

ali de postavi§ s — % A r, najdes

A [T I [ [t
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Prostornina % je najmanj8a, &e dobi funkeija b2 4:;2; - g

najmanjSo vrednost. Potem je

P2

torej je
S 4|/ TEE o P
Trzal SHyERalEy 2ny5
in :

SZ(./agl)l/;f;;

4. Vértaj dolodeni krogli pokonden valj z
najmanjSim plaséem!

Razresitev. Valjev plas¢ je doloten po obrazcu
p = 27rms in stranica po enadbi s = 2 /RE— r? ; torej
jop = daryB*—r® — 4my R¥* —r'. Plast p je naj-
manjsi, e dobi funkcija y B%?® — r* najmanjSo vrednost.

Potem je
2R% — 48

R e e 0'
2) Bo? — 7 4

torej r = g 2 in s = RY/2, t.j. valj je enakostraniten.

Isti rezultat tudi najdemo, ako sklepamo tako-le.
Plad¢ p je najmanji, ako dobi funkcija E2*®— r* naj-
manjso vrednost i. t. d.

5. Odprava nedolotenega izraza { s po-
modéjo diferencijalnega kvocijenta.

Ako dobi funkcija y = % za © = m nedoloéno

obliko 9, ker je f(z) = 0 in ¢(x) = 0 za # = m, najdemo
pravo vrednost funkcije, ako diferencujemo Stevec zase in

imenovalec zase.

Dokaz. Ako se Stevec in imenovalec funkeiji y — {;—({il)

stalno izpreminjata, potem je y -+ Ay = f’%i% ali tudi

y +4dy = H}E{%, ker je v nafem slutaju za



Diferencovati.
Integrovati =
integrieren.
Integral = das
Integral.
Integralni znak
= das Integral-
zeichen.
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x = m tako f(x) = 0 kakor ¢(z) = 0. Ako Stevec in
imenovalec delimo z Az, dobimo:
flz + Az) — flz)
T PR el
YT = setin—9@"
Ax
Ce se bliza prirastek Az ni¢li, stori isto tudi Ay in enacha
dobi obliko

df (x) ;
i B ()
Y= tom = o(x)
dx
Ako ima ulomek y = f; fgg S8e vedno obliko {, potem je

treba Stevec in imenovalec Se enkrat ali tudi vetkrat di-
ferencovati.

~ Primeri.
e — Sh;x = 0 & je r = 0. Ako pa diferencujes
Stevec in imenovalec, dobis y — 2% — 1 za # — 0. (Pri-

1
merjaj nalogo v zaletku § 51.)

1— cos: : A
2y — ﬁ — 0, &8 je « = 0. S pomo&jo dife-
: s sin z 1
rencovanja pa dobi y = 5———- = 5 - — = jzaz = 0.

sl e s S

B za x = 1. Z diferenco-

x3-3x—§~2 Eh
gaara s o U dscinia g £ 3% :
jem dobi§ y = ————>— = § za © = 1, ako pa Se
enkrat diferencujes, potem je y — 6:«;6-;- Ay £ za v —1

§ 52. Pojem o integralu.

L Ce poistemo dolodeni funkeiji y — f(z) diferenci-
jalni kvocijent y” = /(%) ali pa diferencijal y'de = /() dz,
pravimo, da diferencujemo dolofeno funkeijo. N. pr.
Funkecija 2* ima diferencijalni kvocijent 322 in diferencijal
3a%dx. Ako poistemo obratno dolodenemu diferencijalnemu
kvocijentu f’(x) ali pa dolofenemu diferencijalu f'(x) dx
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prvotno funkcijo f(x), pravimo, da integrujemo dolo-
¢eni diferencijalni kvocijent ali dolofeni diferencijal, v
znakih [f'(x)dr = f(x). Znak [ se imenuje integralni
znak in se &ita ,integral®; prvotna funkecija f(x) se zove
integral. Vsak integral ima to lastnost, da je njegov
diferencijal enak izrazu, ki stoji pod integralnim znakom;
torej je d[f'(x)dx = f'(x)dx. Tako n. pr. pripada diferen-
cijalu 322dx integral 23; kajti diferencijal funkecije 2 je
3a2dx.

Funkeiji f(x) in f(z) -+ k se razlikujeta po stalni ko-
li¢ini %k in imata isti diferencijal f’(x)dx. Obratno smemo
sklepati, da pripadata diferencijalu f'(x) dz integrala f(x)
in f(x) | k. Ker je zadnji teh izrazov sploSnejsi in preide
v prvega za k = 0, ga smatramo navadno za zahtevani
integral ter ga imenujemo obé&i ali nedolodeni inte-
gral. Torej je vobce

[f' @ e = f@) -+ .

Naslednji nedolo&eni integrali so posebno vaZni:
pm+1

1 fdo = 2 - F; 2. fa:’"dq::m—_%—l-—ﬁ—].:;
3. fsinz-dex = —cosc—+tk; 4 [cosz-dr = sinz |-k

O resnitnosti teh integralov se preprita8, ako jim poiSces
diferencijale ter primerja te diferencijale z izrazi pod
integralnim znakom.

Vsak stalni faktor diferencijala se sme
postaviti pred integralni znak, v znakih

[kf(x)de = k[ f(x)dx.

Integral algebrajske vsote najdes, ako al-
gebrajsko sestejes integrale vseh sumandov,
v znakih :

J/@) + e@]da = [f(x)de £ [ (*)de.

O resnitnosti teh dveh pravil se prepri¢as, ako pri-
merja$ diferencijal desnega dela navedenih enacb z izra-
zom pod integralnim znakom v levem enatbenem delu.

Obéi ali nedolo-
Zeni integral —
allgemeines oder
unbestimmtes
Integral.

Nekateri nedolo-
teni integrali.

Stalni faktor pri
integrovanju.

Integral alge-
brajske vsote.



Kako se inte-
gruje.

.Doloégeni integral
= bestimmtes
Integral.

Kako izradunamo
dolodeniintegral.
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Obfnega pravila za integrovanje nimamo. Integrale
enostavnih diferencijalov si je treba zapomniti. S pomodjo
te podlage integrujemo potem, da pretvorimo doti¢ne di-
ferencijale na taksno obliko, da je mogofe njih integrale

: d. : .
spoznati. N, pr. Integral s ‘:_f - dolo&imo, ako zamenimo
a xX
V a4 2> = z; potem je a® | 2% = 2% adr = 2dz in
d ,
f—_i—_w—_—_—: @zfdz:z—{—k= a4 2>+ k.
Vel + z* # '

II. Recimo, da nam slika I. predoduje funkcijo y = f(x).
V funkeijski &rti sta toki M in N z abscisama w; in z,;
kolika je ploskev med pripadajoima ordinatama f(z,) in
JS(z,) in med abscisno osjo in funkeijsko &rto?

Slika L Ako razdelimo

: daljico #, — x; na
Y’ N ; :

/-——-—— p— neizmerno veliko

D enakih delov ter

e

M/C/ nariSemo skozraz-
/ delif¢a xs, x5, ...
i fie vzporednice z ordi-
nato AM, razpade
Aty _X ploskev ABNM na
A Xy B pravokotnike, ka-
terih osnovnice so

neizmerno majhne (= dz) in katerih viSine so zapo-
redoma funkcijske vrednosti f(xzy), f(zs), f(zs)... f(x,)
Ploskev ABNM je torej :

Flon) do - fa) de - f(og) dn ...+ f(z,) da.

TakSna vsota se imenuje doloGeni integral funkcije
JS(r) med mejama x, in x, ter se zapiSe krajSe tako-le

s

Vrednost navedene vsote dolo¢imo tako-le. Ce je F'(z)
nedologeni integral funkcije (fz), veljajo po pojmu o di-
ferencijalnem kvocijentu za totke M, C, D ... naslednje
enache:
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) = F () — F(y)

: dx ¢
floy = Tl = Tles)
fla) = TR L)

= e

Ako pomnoZimo vsako teh enadh z diferencijalom dz ter
seStejemo zneske, najdemo

Fly) dor - F(g) dos - F(wg) dav. ..~ F(@s) dae = F(x,) — F(xy)

ali krajSe izraZeno
Tn
[f@)dz = Fa,) — F(a,).
%y

Doloéeni integral funkcije f(r) med me-
jama @, in z, je enak F(x,) — F'(x), kjer pomeni
F(x) nedolo&eni integral funkcije f(z).

Uporabne naloge.

1. Kolika je ploskev, ki leZi med funkeij-
sko ¢érto y = Vﬁin abscisno osjo od x = 0 do
@G ;

Razresitev. Po prejsnjih pojasnilih je zahtevana ploskev

6 6 S R |
p = fyde = [V6x-de = V6 [z?dx =
0 0 0

Sak 3
— v&.[5-e'], = V656" = 24

2. Kolika je ploskev, katero oklepata sinu-
sova &rta y — sinz in abscisna os od z = 0 do
D=y ‘

Razregitey. Primerjaj sinusovo &rto v geometriji!

ki3 T

0 T
p = [ydx = [sinzdr = — [cosa] = -
0 0 o

= -— (cos @ — cos 0) = - 2.
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3. Doloé¢i prostornino krogle!

Razreg§itev. Ako poloZzimo skoz srediSte dolotenega
polukroga (slika IL) pravokotno soredje, velja med koor-
dinatama (z, y) vsake to¢ke polukrogovega oboda in med

1 stalnico r enacha
Slika, IL oLy = o2, Ce
zavrtimo polu-
krog okoli pre-
mera 4B za 360°,
nastane krogla.
Pri tem vrtenju
narise vsaka po-
lukrogova ordi-
nata kroznico.
4 Ako razdelimo
/ premer AB =— 2r
W /s na neizmerno
0 : veliko enakih
Bl e delov ter napra-
Y vimo skoz vsako
3 razdeliSée pre-
sek, ki stoji
pravokotno na 4B, razpade krogla na neizmerno veliko
valjastih plo¢, katerih polumeri so zaporedue polukrogove
ordinate in katerih viSine so neizmerno majhne (= dz).
Vsota vseh teh ploZ¢ tvori kroglino prostornino, to je v
znakih

i : +r +r
k= [pmde = a[y*de = m[(®— 2%)do =

+7 :
= nfrix — {a?] = mfrd— LrdJ- 18— 18] = 4r8m.
—_
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VIL Postopice.

§ 53. Aritmetiéne postopice.
Vsaka izmed #tevilnih vrst:

a) 2.5, 18 111 i iy

b) 36, 332, 314, 284 i. t. d.

ima lastnost, da je razlika po dveh zaporednih §tevil (prejsnje
stevilo vzeto za subtrahend) vedno ista. Vsaka taka &te-
vilna vrsta se imenuje aritmeti¢na postopica, njena
posamezna Stevila se zovejo ¢&leni in sicer prvi, drugi,
tretji... &len, in stalni razliki po dveh zaporednih &lenov
se pravi postopiéna razlika. Ce zaznamujemo z ay,
@y, a3, @, 1. t.d. zaporedne &lene, zapiSemo pogoj za arit-
metiéno postopico v znakih tako-le:

az—‘al = a3_a-2: ai—a3:...: d.

Aritmeti®no postopico imenujemo rastofo (padajoto
ali pojemajoto), ¢e se njeni zaporedni &leni velajo (manj-
8ajo). V prvem sludaju je postopitna razlika pozitivna, v
drugem negativna. Primerjaj zgoraj navedeni postopici ter
dolo¢i pri vsaki razliko!

Vsak naslednji ¢élen aritmeti¢ne postopice najdes, ako
pristejes prejsnjemu ¢élenu razliko. Iz prvega ¢lena izra-
¢una¥ torej vse naslednje ¢lens, ako priStejes prvemu ¢élenu
ponavljajoé razliko, t.j. v znakih

a2: ai—{—d,
g ag—l— d S a1+2d,
a; = ay—d = a; -} 34,

|

n = @+ (n—1)d.
Izraz @, = a, - (n — 1)d se imenuje ob&ni &len
aritmetiéne postopice; on dolofa, kako izratunas

iz prvega ¢lena in razlike katerikoli ¢len aritmetitne po-
stopice.

Aritmetiéna po-
stopica = arith-
metische Reihe
oder
Progression.
Pojasnila.

Tvorbeni zakon
aritmetidéne
postopice.

Obéni &len arit-
metiéne posto-
pice.



Vsota aritme-
titne postopice.

Vriniti = inter-
polieren.
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Ako odstejes od zadnjega &lena aritmetine postopice
ponavljajoé razliko, najde3 zaporedoma vse prejSnje ¢lene,

t. j. v znakih :
by —1 = a’n—d,

Opy_3 — Oy — 2(5,
Gp—3 — Gy — Sd,

a4 = @n— (n —1)d.
Ako izrazimo ¢lene aritmetiéne postopice po zgoraj
navedenih nacinih, dobi vsota iz » Clenov obliko

o = o1+ @&+ )+ @+ 20 + ...+ [0 + @ —1Dd],
ali pa

Sp = Gn+ (@n—d)+ (an— 2d)+...4 [@,— (n—1)d].
Ce sestejemo te enadbi, najdemo

28w = (@ + @a) 1 (@1 - @) £ (81 - @) - . .. n-krat

in 8, = 3(a; 4 @a).

Izraz s, = 5(a; | @.) se imenuje vsota aritme-
ti¢ne postopice; on dolofa, kako mores iz prvega in
zadnjega ¢lena in iz Stevila &lenov izradunati vsoto.

Ako je treba med dolo¢eni Stevili ¢ in b postaviti
(vriniti) n Stevil tako, da tvorijo vsa ta &tevila z ¢ in b
skupaj aritmetiéno postopico, morajo Stevila, katera iS¢es,
imeti obliko

a+d, a-+t+2d, a-t3d,...a-+ nd,

kjer je razlika d %e neznana. Za Clenom ¢ -} nd pride
Stevilo b, za katero velja isti tvorbeni zakon; torej je
b = a4 (n+1)d. Iz te enatbe dolo&is§ razliko za arit-
metiéno postopico in sicer je
__b—a
= n_~{—_1'
Naloge.

1. Prvi &len aritmetidne postopice je = 5,
razlika = 8 in vsota = 1463; koliko &lenov
Steje postopica?
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Razresitev. Ako porabi§ obrazca za obéni &len in
vsoto, dobiS enatbi @, = 5+ (n—1)8 = — 3 |- 8xn in
1463 = % (b - a,), iz katerih najde$ po zamenjalnem na-
éinn o — 19,

2. Pri aritmeti¢ni postopici je produkt iz
7.in 15. ¢lena = 630 in vsota med tema ¢lenoma
lezelih Elenov znafa 185%; kolik je prvi &len
in kolika razlika (kako se glasi postopica)?

Razregitev. Po pogoju naloge je ,-a;; = 630 in
ag -+ ag -+ a9+ ...+ a;y = 18b1. Iz teh podatkov dobis
s pomod&jo obrazca za obéni élen dve enacébi z neznankama
@y in d. Potem najde§ a; = b1, 47% in d = + 21,

3. Vrini med 16 in 250 toliko ¢lenov, da
dobi§ aritmetiéno postopico z vsoto 1995. Ko-
lika je razlika te postopice?

Razresitev. Ce se vrine n &lenov, Steje postopica
(n + 2) ¢lena; prvi &len je 16 in zadnji 250. Iz obrazca
za vsoto najded n = 13. Cleni postopice so: 16, 16 - d,
16 + 2d,...16 4 13d, 250 = 16 | 14d. Iz pogoja 250 =
=.16 | 14d najdes d = 163.

4. Razdeli Stevilo 225 na ve¢ delov tako,
da je vsak naslednji del za 2 vecdji od prej-
§njega in da je zadnji del = 29. Kolik je prvi
del in koliko je delov?

Razresitev. Zahtevani deli tvorijo aritmeti¢no posto-
pico, pri kateri je razlika — 2, zadnji &len = 29 in vsota
— 225. Obrazca za ob¢ni Clen in vsoto dasta enacbi
29 = a4, + 2(m—1) in 225 = 3 (ay | 29), iz katerih naj-
des n» = 15 in ay = 1.

5 Stiri §tevila tvorijo aritmetiéno posto-
pico; vsota vseh Stirih 3tevil je — 58 in vsota
njihovih kvadratov — 966. Katera so Stevila?

Razreiitev. Zahtevana Stevila so: » — 3d, « — d,
x-+d, x -+ 3d. Iz pogojev naloge najde§ z = 14} in
d = - 21. Stevila, katera iS¢es so: 7, 12, 17, 22 ali obratno:
22,147,127, -

Matek, Aritmetika. 15 r,
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6. Koliko trostevilénih celih 8tevil je de-
ljivih s 17, in kolika je njihova vsota?

Razresitev. Trodteviléna S3tevila, ki so deljiva s 17,
tvorijo aritmeti®no postopico, kateri je razlika 17. Oblika
teh Stevil je 17n, kjer pomeni n neko celo Stevilo. Po
pogoju naloge mora biti 100 < 17n < 1000, torej L1020 <
<{n <1800 ali drugale izraZeno H4i < n <5814 Iz
zadnje neenadbe sledi, da more n vsako izmed vrednosti

6,7 8 ... 56, 57, B8

imeti. 53 Stevil torej zadostuje navedeni nalogi; prvo teh
stevil je 17- 6 = 102 in zadnje 1758 = 986. Vsota vseh
zahtevanih Stevil znaSa s = 52(102 |- 986) — 28832.

§ 54. Geometrijske postopice.
Vsaka izmed Stevilnih vrst:

@) 8,9, 27, 81, 243 i. t. d,,

16 .32 64 128 4§
b) 8, L& 33, 1% 438 Lt d

5

ima lastnost, da je kvocijent po dveh zaporednih Stevil
(prej8nje Stevilo vzeto za divizor) vedno isti. Vsaka taka
Stevilna vrsta se imenuje geometrijska postopica,
njena posamezna Stevila se zovejo ¢éleni in stalnemu kvo-
cijentu po dveh zaporednih élenov se pravi postopidni
kvocijent. Ce zaznamujemo z ay, as, @5 i. t. d. zaporedne

tlene, izrazimo pogoj za geometrijsko postopico v znakih
tako-le:

a4 % ay I
= = . = K.

L5} @y as

Geometrijsko postopico imenujemo rastoto (padajodo
ali pojemajoto), &e se njeni zaporedni ¢leni vefajo (manj-
Sajo); v prvem slulaju je postopitni kvocijent vedji od
enote, v drugem pa pravi ulomek. Primerjaj zgoraj na-
vedeni postopici ter dolo¢i pri vsaki kvocijent!

Vsak naslednji &len geometrijske postopice najdes,
ako pomnoZiS prejsnji €len 8 kvocijentom. Iz prvega ¢lena
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izradunaS torej vse naslednje ¢Clene, ako pomnoZid prvi
¢len ponavljajod s kvocijentom, t.j. v znakih

Ay = a4k,

Qg = agk == aikg,

a{_ — aak = alks’
i — el
Izraz a¢, = a.k"—1! se imenuje obéni &len geome-
trijske postopice; on dolota, kako izradunas iz
prvega &lena in kvocijenta katerikoli élen geometrijske

postopice.
Vsota iz n ¢lenov geometrijske postopice je po na-

vedenem
Sy = al + aik —}— wlkg + "o —I— le”-l.
Ce pomnoZi§ to enatho s kvocijentom %, dobis
ksn T alk _’_ C&lkz + alka —JI— .. + ftl.k""

in ako odstejeS od te enalbe prvo, najdes

L a, (k» — 1)
S,,,(k S 1) = alkﬂ—— @ 1IN 8, = %——
a, (b — 1) 5 ; e
Izraz s, = —4 1 Se imenuje vsota geometrij-

ske postopice; on dolo¢a, kako mores iz prvega Elena,
kvocijenta in Stevila élenov izradunati vsoto.

Pri padajoih geometrijskih postopicah pojemajo (se
manjiajo) zaporedni &leni. Cim vedje je Stevilo &lenov, tem
bolj se bliza vrednost zadnjih ¢lenov ni¢li. Na isti nalin
kakor zgoraj najdemo vsoto takih brezkonénih postopic
in sicer

o= 0 ak - ak* - . .. brez konca

== aillc_—t a}cziak3+—{—... aiiss } ey

a,

s(l—k) = a; torej s = —.

Izraz s = lik dolota vsoto padajoé&ih brez-

konénih geometrijskih postopic.

Obéni &len
geometrijske
postopice.

Vsota geome-
trijske postopice,

Vsota padajode
brezkonéne
geometrijske
postopice.
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Ako je treba med dolodeni §tevili ¢ in b vriniti » takih
Stevil, ki tvorijo z ¢ in b skupaj geometrijsko postopico,
morajo Stevila, katera iS¢es, imeti obliko

ak, ak?, ak?, ... ak",

kjer pomeni % %e neznani kvocijent geometrijske postopice.
Za ak” pride Stevilo b, za katero velja isti tvorbeni zakon;
torej je b = ak"t ' Iz te enadbe dobis kvocijent za geo-
metrijsko postopico in sicer je

n—41
E=—y k.
V2
Naloge.
1. Doloé&i vsoto naslednje postopice:
1 2 I 2 1 Sarea
3TR T TR THETHT
Razresitev. Ako urediS navedeno postopico tako-le:
1 1 1 2 2 2
§+3§+§5+“'+§é+§4+§é+'-"

dobi§ dve brezkonéni geometrijski postopici, katerima se
dasta vsoti dologiti.

1 2 S
S 3 | 9 e M frilye Sl

5
3

2. Vsota iz 1. in 3. ¢lena geometrijske po-
stopice je 9} in vsota iz 2. in 4. ¢lena 14%; kako
se glasi postopica?

Razresitev. Po pogoju naloge je
&+ a3 = 9% in @+ a, = 145,

Ce porabi§ pri teh podatkih obrazec za ob&ni €len ponav-
ljajo¢ in razstavi§ dobljena zneska na faktorje, najdes

ay (1442 = 22 in ak(l -+ %) = 111
Ako deli§ zadnji enalbi eno z drugo, dobid ¥ = §. Potem
najdes @, = 3.

3. Produkt iz 1. in 8 &lena geometrijske
postopice znaSa 4374 in vsota iz 4.in b. &lena
135; kolika je vsota 8 &lenov?
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Razresitev. Po pogoju naloge je
) ai‘as =5 4374 iIl a_;—l—ab — 135.
Ako porabi obrazec za obéni ¢len, dobis

afIcT = 4374 in ek (1 -+ k) = 135.

Ce deli§ kvadrat druge enatbe s prvo, najde§ kvadratno
enatho, iz katere dobi§ & = 3, . Potem je a; = 16, 273$
in sg = 7881

4. Vsota treh Stevil, ki tvorijo geometrij-
sko postopico, znaSa 21; vsota njihovih kva-
dratov je 189. Katera so Stevila? ;

Razresitev. Po pogoju naloge je

a,+ a,+a, = 21 in o]+ a; | o = 189
ali drugate izraZeno

a(1 k%) = 21 in a’(1 + 42+ k%) = 189.
Ako deli§ kvadrat prve enalbe z drugo, najdeS obratno
enatbo Getrte stopnje, iz katere dobi§ k¥ = 1, 2. Potem
je @, = 12, 3. Zahtevana Stevila so: 12, 6, 3 ali 3, 6, 12.

Druga razrefitev. Ako odStejeS od kvadrata prve
enatbe drugo in dobljeni znesek delis s prvo enaébo, naj-
des vrednost produkta a;k. Iz te vrednosti dobi§ s pomod&jo
prve enatébe iste rezultate kakor zgoraj.

5. Prvi, drugi, peti in zadnji &len aritme-
tiétne postopice tvorijo 8tiri zaporedne ¢lene
geometrijske postopice. Ce znala vsota fte
tetverotlenske postopice 80, kolika je vsota
aritmetiéne postopice?

Razresitev. Ce tvorijo éleni o, @ | d, a 4 4d in
a - (n—1)d aritmetitne postopice Stiri zaporedne Clene
geometrijske postopice, je

etd a -+ 4d Gl a—4(n —1)d
a ~ a-td a-t+4d
V tem izrazu se nahajata dve enalbi. Nadalje je po po-
goju naloge 4a - (n -+ 4)d = 80. Iz navedenih enalb
najdes: n = 14, ¢ = 2, d = 4. Vsota aritmeti¢ne posto-
pice je 392.
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6. Kvadratu s stranico ¢ se vérta drugi
kvadrat tako, da njegova oglis¢a razpolav-
ljajo stranice prvega kvadrata; drugemu kva-
dratu se vérta na isti naéin tretji kvadrat i. t. d.
Koliko zna8ajo a) obsegi, b) plo3fine vseh teh
kvadratov?

Razresitev. Stranica prvega kvadrata je — a. Stra-
nico drugega kvadrata najdes po Pitagorovem izreku in
sicer je a, — a-%lf 2. Stranica tretjega kvadrata je a, —
= ay-1Y/2, stranica Getrtega kvadrata je a, — az- 1) 2,
i. t. d. Ako primerjamo navedene rezultate, vidimo, da tvo-
rijo stranice zaporednih kvadratov geometrijsko postopico,
katere prvi ¢len je = ¢ in kvocijent = %I/ 2. Obsegi vseh
kvadratov znaSajo

= 4da-+4a-4Y2 1L 4a-(1Y2) L ... =
1o _ — 442+ /D),

— 1'——-_%7
Plos¢ine vseh kvadratov znaZajo
- 2 (4 1/2)2+a2 (V2 +

=12 ns]

1—(7|/2)

§ 55. Obrestno obrestni radéuni.

Dostikrat se naloZe glavnice ali kapitali tako na
obresti, da se pridenejo obresti koncem vsake dobe (na-
vadno koncem vsakega leta ali poluletja) h kapitalu ter
se 8 tem vred zopet naloZe na obresti. V takem sludaju
pravimo: kapital jenaloZen na obrestne obresti.

Pri obrestno obrestnih radunih pride v postev: 1. glav-
nica ali kapital, 2, das, 3. odstotek ali procent (obrestna
mera), 4. obresti.

Ce nalozi§ kapital po p?/,, naraste 100 K kapitala z
obrestmi vred v 1 letu na (100 - p) kron, 1 K kapitala
torej na 1"20'2,' £ kron = (1 - %) kron. Vrednost. 145 =k,
na katero naraste kapitalova enota z obrestmi vred v 1 letu,
imenujemo obrestovalni faktor.
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Ker je vrednost kapitalove enote &ez eno leto enaka k,
ima Kkapital ¢ Cez 1 leto vrednost e, = ak, t.j. kapita-
lovo vrednost ¢ez 1 leto najde’, ako pomnoiis
prvotni kapital z obrestovalnim faktorjem,
Prvotni kapital za drugo leto je ¢; in naraste z obrestmi
vred koncem tega leta na vrednost ¢y = a;k — ak® Ka-
pital tretjega leta je @, in dobi koncem tega leta vred-
nostia; — ok — ak® i t. d. ée_z n let ima torej kapital a
vrednost a, = ak”.

Enat¢ba @, = ak” doloduje vrednost kapi-
tala, naloZenega na obrestne obresti, ez nlet.
Iz te enathe se da doloéditi tudi vsaka izmed kolitin @, k,
n; iz pogoja za obrestovalni faktor k = 1- - najdes
procente. Kadar se obresti kapitalizujejo (pridenejo h ka-
pitalu) poluletno, je obrestovalni faktor %k = 1-}- ;- in
namesto # se postavi 2n.

Enatha a, = ak” ne velja samo za kapitale, naloZene
na obrestne obresti, temve¢ tudi za koli¢ine sploh, ki se
vedajo po stalnem razmerju kakor n. pr. prebivalci kake
dezele, mnozina lesa v gozdu i. t. d.

Ako naloZi§ v zadetku ali koncem vsakega leta isti
znesek » na obrestne obresti, najde$ vrednost vseh teh
zneskov v zadetku, oziroma koncem n-tega leta tako-le.
Prvi znesek je mnaloZen (n — 1) leto na obrestne obresti;
vsak naslednji znesek pa 1 leto manj ko prejSnji. Torej je

. vrednost 1. zneska ob &asu zadnjega vpladila = »k"~ 1,
ofant — 2
. 2. » 8 » » » = rk"~?%
R —3
» 3. » » n » 8 = rk*— 5
w (n—1). , UL i s = 7k,
= 7r

# n. " " a " .

in vsota vrednosti vseh n zneskov je
sp=r(l4-k+r+...F k24 k"1

ali skréeno po pravilu prej§njega paragrafa

kn—1
TR

Sp = T

Kako izratunas
vrednost ka-
pitala po dolo-
denem ¢&asu.

Kako izratuna$

vrednost letnih

zneskov po dolo-
d¢enem Zasu.
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Enadha s,,:rki::li doloduje vrednost vseh

skoz nlet vpladanih zneskov r in sicer ob
¢asu zadnjega vpladila. Iz te enatbe se dasta do-
loCiti tudi koli¢ini » in n; z ozirom na koli¢ino £ se ne
da enacba razreSiti na tej stopnji.

Na obrestne obresti naloZeni kapital ¢, ki se koncem
vsakega leta poveéa, oziroma zmanjSa za znesek », ima
po zgoraj navedenem na koncu n-tega leta vrednost

En—1
S

bi=lakt-n

Iz te enacbe mores doloditi tudi koli¢ine e, » in n.

Znesek, ki se komu skoz nekatera leta izpladuje,
se imenuje renta. Renta je ali vsako leto enako velika
(stalna) ali v&asih tudi po doloGenem zakonu izpremenljiva;
izplatuje se mnavadno koncem (redkokdaj v zateflku) vsa-
kega leta, oziroma poluletja. Renta se mora kupiti, t. j. za
rento se mora poprej neka vsota (vloga) ali enkrat ali
ob dologenih obrokih placati.

Pri vsaki renti je vazna njena gotova vrednost,
t. j. tisti znesek, ki bi se moral v zaletku onega leta, v
katerem se prvokrat izplata renta, zanjo plafati. Ako
naloZi§ gotovo vrednost () rente na obrestne obresti,
dobi8 za Casa zadnje rente isti znesek, kakor &e bi nalozil
vsako rento » takoj, ko jo dobi§, na obrestne obresti,

t. j. v znakih
ke —1

I i A
ak =l

Iz te enadbe se da izratunati vsaka izmed koli¢in @, » in n.
Ce bi se renta dobivala skoz nlet in sicer v zadetku
vsakega leta, bi zanjo veljala ta-le enatha

ke —1
ak»—1 — e ot

Vrednosti dolo¢enih kapitalov, ki jih je treba izplatati
ob razli¢nih obrokih, se dado med seboj primerjati le po
njih gotovih vrednostih ali po tistih koné&nih vrednostih,
katere dobijo posamezni kapitali za Gasa zadnjega obroka,
ki se jemlje v podtev v doti¢nem sludaju.
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Naloge.

1. Sedanji vrednosti dveh kapitalov se raz-
likujeta za 1000 K. Veé&ji kapital je naloZen po
4%, manj8i po 419,; %ez 20let bo prvi kapital
dvakrat tolik ko drugi. Kolik je vsak kapital?

Razresitev, Vedji kapital je x, manjsi = — 1000.
Vrednosti teh kapitalov &ez 20 let sta x-1:04%* in
(z — 1000) - 1-0452°. Po pogoju naloge je

z:1°04% = 2(z — 1000) - 1-045%,
Iz te enatbe najdes z = 97910_7325;5.34{1)2420 — 183192 KAu ¢
2.Kapital 30000K je 15 let in sicer v zadetku
po B%,, pozneje po 49, naloZen na obrestne
obresti in naraste v tem &asu na 58327 K; ko-
liko tasa je bil naloZen po 5%,°?

Razresitev. Kapital je nlet po 5%, in (15 — n) let po

49/, nalozen. Iz enalbe
58327 = 30000 1-05" - 1-0415-"
log 58327 — log 30000 — 15 log1:04 Ll
log 1:05 — log 1-04

3.Nekdo si izposodi 2400 K po 34%,in posodi
ta denar drugemu po 59,; koliko ima dobicka
v 9 letih?

Razregitev. Dobidek znasa vsako leto 11%, od kapitala
2400 K, t.j. 36 K. Ti zneski se obrestujejo po 5%, in na-
rastejo v 9 letih na

s, — 36- Z% =1 _ 39698 K.

4. 0d nekega dolga se plata koncem vsa-
kega leta 250 K. Ce znaSa dolg dez 15 let Se
1300 K in se obresti ratunajo po 41%, @) kolik
je bil prvotni dolg, b) dez koliko let bi bil dolg
popolnoma poravnan?

Razregitev. a) 1z enacbe

: 1045 —1
@+ 104515 — 250 - 0O 1300
najdeS prvotni dolg ¢ = 335685 K.

najdes n —
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b) 1z enatbe

3356°85 - 1-045" — 250~ =1
najdes g 100012;1,'3553957'67 — 2105 let,

t. j. dolg bo poravnan Cez 21 let, &e bo zadnji obrok ne-
koliko vedji od prejsnjih.

5. Parni stroj velja 17.000 K, popravljalni
stro8ki znasSajo poprelno na leto 1160 K in
vsakih 25 let je treba kupiti nov stroj. S ka-
terim kapitalom se dado vsi ti stroSki enkrat
za vselej poravnati, ¢e se je stroj ravno kupil
in se obresti radunajo po 49,°?

Razresitev. Obrestne obresti dotinega kapitala Gez
25 let morajo biti enake kupni ceni parnega stroja, po-
vetani za oni znesek, na katerega narastejo popravljalni
stroski v 20 letih, t.j. v znakih

@+ 1:045% — a — 17000 - 1160 - "% =1

T R
Iz te enacbe najdes ¢ =— 39208:4 K.

6. Kdaj se plaga 24000 K za rento 1000 K, ki
se dobiva skoz 24 let, e se obresti ratunajo
po 3§%°? :

Razresitev. Gotovi vrednosti rente in kapitala, ki se
plada za rento, sta enaki. Torej veljata enalbi

1:03752¢ — 1

a- 103752 — 1000 . W—,

@-10375" = 24000,

iz katerih je treba gotovo vrednost « iztrebiti. Potem
najdes

AamEa L 0:9-1:08758

7. Koliko moras§ skoz 20 let in sicer v za-
tetku vsakega leta vioZiti pri zavarovalnem
druStvu, da dobivas potem skoz 12 naslednjih
let rento 600 K, €e se radunajo obresti po 4%,°
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Razresitev. Gotova vrednost vseh vlog je enaka go-
tovi vrednosti 12letne rente. Torej veljata ena&bi

1:0420 — 1 1-0412 — 1

T a- 1042 = 600 - SRR

@i 110419 = s

Ako iztrebiS iz teh enalb gotovo vrednost ¢, najdeS
600 1-0412—1 J

Rente so lahko %asovne ali pa dosmrtne. Casovne
rente se izplafujejo dolofeno Ztevilo let, dosmrtne
rente pa se izplatujejo do smriti dotitne osebe. Racuni
o dosmrtnih rentah se opirajo na verjetnost dolgosti Ziv-
ljenja in so v knjigi uvriéeni vsled tega za ratuni o ver-
jetnosti.

VIII. Sestavbe ali kombinacije.

Dolo¢ene stvari ali dolofena znamenja sestavljamo
ali kombinujemo (v SirSem pomenu besede), ako jih
pravilno uredimo, oziroma razporedimo, ali ako napra-
vimo iz njih oddelke, ki ustrezajo dolofenim pogojem.
Stvari ali znamenja, ki se kombinujejo, se zovejo prvelki

ali elementi, vsak spoj veé elementov pa se imenuje

skupina ali kompleksija. Posamezne elemente za-
znamujemo ali s érkami ali s Stevili naravne Stevilne vrste
(s kazali) ali pa tudi tako, da si izberemo neko &rko,
kateri pridenemo kagzala, n. pr. ¢y, @, a3, @ ... Izmed
dveh elementov je tisti vigji (nizji), ki stoji pozneje (po-
prej) v abecedi, ali ki ima velje (manjSe) kazalo. Tako
je n. pr. element 5 viSji od elementa 3 in element ¢ nizji
od elementa d. Izmed dveh skupin je tista vi§ja, v kateri
najdes od leve proti desni poprej vi§ji element, n. pr. sku-
pina adbc je vidja od skupine acbd. Najnizja skupina je
tista, v kateri ni vi§jega elementa pred niZzjim, najvisja pa
skupini so elementi naravno urejeni od najniZjega do naj-
vi§jega, v najvigji skupini pa sledijo elementi drug dru-
gemu v obratnem redu. Tako je n.pr. ebede najnizja in
edebe najviSja skupina.

Sestavljati =
kombinieren.
Sestavba = die
Kombination.
Prvek = das
Element.
Skupina = die
Komplexion.
Kazalo = der
Zeiger oder
Index.
Pojasnila.
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Kako se tvorijo
premesdajiin ko-
liko je njih Ste-
vilo iz dolo&enih
elementov.
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§ 56. Permutacije.

Ako prestavljamo dologene elemente na vse mogode
nadine in sicer tako, da se nahajajo v vsaki skupini vsi
elementi, pravimo, da premes¢amo elemente. Posamezne’
skupine se imenujejo preme&&aji ali permutacije. Ste-
vilo premeséajev iz n elementov zaznamujemo z znakom P,.

En element ima samo en premeséaj, v znakih P, = 1.

Dva elementa ¢ in b imata dva premeséaja in sicer
ab in be, v znakih P, = 2 = 1. 2,

Premescaje iz treh elementov @, b, ¢ stvorimo, ako
zdruZzimo element ¢ s premestajema elementov & in ¢,
potem e]amenﬁ b s premeSdajema elementov @ in ¢, konéno
element ¢ s premesfajema elementov ¢ in b, t.j. abe, ach,
bac, bea, cab, cba. Stevilo premeitajev je v tem sludaju:
B =13 B — il 4208

PremeS¢aje iz Stirih elementov a, b, ¢, d stvorimo,
ako zdruZimo najprej element @ s preme&&aji ostalih ele-

-mentov b, ¢ in d, potem element b s premesdaji ostalih

elementov @, ¢ in d, nadalje element ¢ s premeSéaji ostalih
elementov «, b in d, konéno element d s preme&caji ostalih
elementov a, b in ¢, t.]J.

abed bacd cabd dabe
abdc bade cadb dach
achd bead chad dbac
acdb beda chda dbca
adbe - bdac edab deab
adeb bdea cdba deba.

Stevilo premesajev je v tem sludaju
ey, =2 AP oos i 1o S gk

Na isti nalin, kakor smo zgoraj navedli, stvorimo
tudi premeS¢aje iz 5, 6,...nelementov; Ztevilo preme-
Stajev v teh sludajih je doloteno po izrazih

-~

Py=b.P =1,
1

2.
Py=6-P, —1:2.

Sud gt
3.4.5.6,

PPyl =1 2vg e S
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Za produkt 1-2+3+4....(n — 1) -n rabimo znamenje n! in
ga Citamo faktorjelni n. Torej je P, = 1-2-3-....0n = n!
Stevilo premei&ajev iz dolodenih elemen-
tov je enako produktu naravnih 3tevil od 1 do
Stevila, katero pove, koliko je elementov,

Iz zgoraj navedenega izvajamo, da najdemo vse pre-
meSdéaje dolotenih elementov po tem-le pravilu. Ako zapiSes
elemente v naravnem redu od najniZjega do najvi§jega,
stvori§ najniZji premeséaj. Iz vsakega prejSnjega preme-
S¢aja najdes naslednji vi§ji premescaj, ako gres v zadnjem
premescaju od desne proti levi, dokler ne prides do ele-
menta, na ¢igar mesto je moc¢i postaviti visji element
izmed onih, ki mu sledijo na desni; ta element zapiseS
na dotiéno mesto; elementi pred njim ostanejo neizpre-
menjeni, ostali pa pridejo za njim v naravnem redu.

Ako se nahaja med dolotenimi elementi veé enakih,
postopa& pri tvorjenju vseh mogoéih premeS&ajev istotako,
kakor ¢e so vsi elementi razliéni. N. pr.

abbbe babbe bbbea cabbb
abbeb babeb bbcab chabb
abcbb bachb bbcha chbab
achbb bbabe beabb chbba.
bbach hebab
bbbac bebba

Ako se nahaja med dolofenimi # elementi p enakih,
dologis Stevilo vseh mogo&ih in med seboj razli¢nih pre-
me&dajev tako-le. Pridenemo li enakim p elementom kazala
(t. j. pri zgoraj navedenem primeru by, by, b;), postanejo
vsi elementi razliéni in Stevilo premeséajev je potem do-
lo¢eno po izrazu =l Ce razvrstimo vse te premesdaje v
oddelke tako, da se premes¢aji vsakega oddelka razloéujejo
med seboj samo po razlitnih razporedbah elementov s
kazali (n. pr. abichybg, abicbyby, abychibs, abscbgby, absebybs,
abgehyby), dobimo v vsakem oddelku po toliko premescajev,
kolikor jih dado elementi s kazali, v znakih p/, in oddelkov
je toliko, kolikorkrat se nahajajo premestaji enega oddelka
v vseh premes&ajih, t.j. v znakih n/:p!. Ako izpustimo
potem kazala (smatramo elemente s kazali za enake), do-
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bimo v vsakem oddelku po en premeséaj, in Stevilo vseh
razliénih premestajev se ujema s Stevilom vseh oddelkov.

Stevilo premeséajev iz n elementov, med katerimi je p
enakih, je torej ;L,' .

Ako se nahaja med n elementi p enakih in izmed
ostalih zopet » enakih elementov, najdemo na isti nacin
kakor zgoraj, da je Stevilo vseh razlitnih premescajev
dolodeno po izrazu

i 1.2-3:4-...2
Dl ST RS S A B B L
Naloge.

1. Koliko &etvero8tevilénih Stevil mores
iz elementov 3, 0, 7, 4 napraviti tako, da se
nahajajo v vsakem premes§caju vsi ti elementi?

Razregitev. Ker ne mores pri zahtevanih &etveroste-
vilénih Stevilih elementa 0 postaviti na najviSje mesto,
dobis povsem tri skupine Stevil, izmed katerih ima prva
element 3, druga element 4 in tretja element 7 na naj-
vi§jem mestu. Vseh teh Stevil je 3 krat P; — 3-3! = 18.

2. Kolika je vsota vseh CetveroStevilénih
Stevil stvorjenih iz elementov 1, 2 3, 4 in sicer
tako, da se nahajajo v vsakem Stevilu vsi na-
vedeni elementi?

Razresitev. Element 4 more oziroma na mestu enic,
desetic, stotic in tisolic stati tolikokrat, kolikor preme-
Stajev je mogotih iz ostalih elementov, t.j. P; = 3! = 6.
MnoZina enot, katere izraZamo z elementom 4, je torej

6-4-6-40 + 6400 + 6-4000 = 26664.
Na isti nadin najdemo, da predodujemo z elementi 3,21
oziroma 19998, 13332, 6666 enot. Vsota &tevil stvorjenih
iz elementov 1, 2, 3, 4 znaSa 66660.

3. Koliki preme&&aj je cdaeh od abede?

Razresitev. Premestaj cdaeb ima tretji element ¢ na
prvem mestu in se nahaja zato v tretji skupini. Pred to
skupino sta Se dve, vsaka po 24 premesajev. Prvi pre-
mescaj tretje skupine je torej 49. in ima element @ na
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drugem mestu. Takih premesdajev je 6; potem sledi 6 pre-
mescajev z elementom b na drugem mestu; sedaj se zatnejo
premescaji z elementom d na drugem mestu in drugi pre-
mescaj izmed teh zadnjih je v nalogi naveden. To da skupaj
62 preme&&ajev.

§ 57. Kombinacije.

Dolocene elemente sestavljamo ali kombinujemo, ako
napravimo iz njih vse mogoc¢e skupine po dva, po tri, po
Stiri ... elemente tako, da niso v dveh skupinah isti ele-
menti. Skupine po dva elementa se zovejo ambe ali dvo-
jice ali kombinacije drugega razreda, skupine po
tri elemente so terne ali trojice ali kombinacije
tretjega razreda, skupine po &tiri elemente se ime-
nujejo kvaterne ali ¢etverice ali kombinacije
éetrtega razreda, skupine po pet elementov so kvin-
terne ali peterice ali kombinacije petega raz-
reda i.t.d. Elementi se smejo smatrati za kombinacije
prvega razreda in se zovejo potem unije ali samice.

Kombinacije so dvojne: a) brez ponavljanja, b) s po-
navljanjem; pri prvih sme imeti skupina en in isti element
le enkrat, pri drugih tudi vedkrat. Stevilo vseh mogo&ih kom-

binacij r-tega razreda brez ponavljanja, oziroma s ponav-

ljanjem iz n elementov zaznamujemo s K oziromas K"

I Iz n dolo¢enih elementov stvorimo vse ambe brez
ponavljanja, ako zdruzimo vsak element z vsakim vi§jim
elementom. N. pr. iz elementov «, b, ¢, d dobimo te-le ambe:
ab, ac, ad, be, bd, cd. Vse mogote ambe in sicer vsako po
dvakrat bi pa tudi dobili, de bi zdruZili vsak element z
vsakim izmed ostalih elementov; zakaj ako zdruzimo ele-
menta b in d med seboj, dobimo ambi bd in db, ki sta enaki.
Stevilo vseh razlitnih amb iz » elementov je torej

2 n(n —1) nmw—1) . (n
= O o] o _(2)'

Iz n dolodenih elementov stvorimo vse terne, ako na-
pravimo iz teh elementov najprej vse ambe brez ponav-
ljanja in potem zdruzimo vsako ambo z vsakim vi§jim
elementom, katerega ni v ambi. N. pr. Iz elementov a, b,

Kombinacija =
die Kombination.

Kako stvorimo iz
doloéenih ele-
mentov kombi-
nacije brez po-

navljanja in kako
dolodimo njih

Stevilo.
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¢, & dobimo te-le terne: abe, abd, acd, bed. Vse mogote
terne in sicer vsako terno po trikrat bi pa tudi dobili,
te bi zdruzili vsako ambo z vsakim elementom, katerega
ni v ambi; zakaj ako zdruZimo n. pr.ambe ab, ac, bc ozi-
roma z elementi ¢, b, @, dobimo terne abe, ach, bea, ki so
enake med seboj. Stevilo vseh razlitnih tern brez ponav-
ljanja iz n elementov je torej

zn——Z_n(ﬂ—l}n—2) n
I{ = 1.2.3 ()

Iz n dolo¢enih elementov stvorimo vse kvaterne brez
ponavljanja, ako napravimo iz teh elementov najprej vse
ambe in terne brez ponavljanja in potem zdruZimo vsako
terno z vsakim vi§jim elementom, katerega ni v terni.
N. pr. Iz elementov @, b, ¢, d najdemo to-le kvaterno: abed.
Vse mogocde kvaterne in sicer vsako kvaterno po Stirikrat
bi pa tudi dobili, e bi zdruZili vsako terno z vsakim ele-
mentom, katerega ni v terni; zakaj e zdruzimo n. pr. terne:
abe, abd, acd, bed oziroma z elemeti d, ¢, b, a, najdemo kva-
terne abed, abde, acdb, beda, ki so enake med seboj. Ste-
vilo vseh razli¢nih kvatern brez ponavljanja iz n elementov

je torej
A 8 n—3  aln—1Dn—2)n—38  (n
K:z_Kn- 4 T 1.2.3-4 WS (4: i

Na isti natin, kakor smo stvorili kombinacije tretjega
in &etrtega razreda ter dolodili njih Stevilo, stvorimo tudi
kombinacije vigjih razredov ter dolo¢imo njih Stevilo. Ste-
vilo vseh kombinacij r-tega razreda brez ponavljanja iz
n elementov je torej

y an—Nw—2...c —r4+1)  (n
L 1-2. 3 (r)

Znamenje (?) se Cita ,n nad r“ in je po obliki ne-
pravi ulomek, katerega Stevec in imenovalec imata isto-
toliko faktorjev; prvi faktor v Stevcu je enak Stevilu vseh
elementov, vsak naslednji pa je za 1 manjii od prejSnjega;
faktorji v imenovaleu so &tevila naravne Stevilne vrste
od 1 do tistega Stevila, ki izraZa red kombinacije (pove,
koliko elementov je v kombinaciji).
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II. Iz n dolofenih elementov stvorimo vse ambe s
ponavljanjem, ako zdruZimo vsak element s samim seboj
in z vsakim vi§jim elementom. N. pr. Iz elementov a, b,
¢, d dobimo te-le ambe: aa, ab, ac, ad, bb, be, bd, cc, cd,
dd. St-_evilo vseh amb s ponavljanjem iz » elementov naj-
demo tako-le. Ce bi zdruzili vsak element s samim seboj
in z vsemi dolofenimi elementi, bi dobili vsako ambo po
dvakrat. Stevilo vseh razlitnih.-amb s ponavljanjem je torej

e e

Iz n doloéenih elementov stvorimo vse terne s po-
navljanjem, ako napravimo iz teh elementov najprej vse
ambe s ponavljanjem in potem zdruZimo vsake ambo z
najvi§jim elementom, ki se nahaja v ambi, in Se z vsakim
vigjim elementom, katerega ni v ambi. N. pr. Iz elementov
a, b, ¢, d dobimo te-le terne: aaa, aab, aac, aad, abb, abe,
abd, ace, acd, add, bbb, bbe, bbd, bee, bed, bdd, cee, ced, cdd,
ddd. Stevilo vseh tern s ponavljanjem najdemo tako-le.
Ce bi zdruzili vsako ambo najprej z elementoma, ki se
nahajata v dotiéni ambi, in potem Se z vsemi dolofenimi
elementi, bi dobili vsako terno po trikrat. Stevilo vseh
razlitnih tern s ponavljanjem je torej

nln -+ 1)(n - 2)
T 1.2.8 :

ghel gri tid

Iz dolo&enih elementov stvorimo vse kvatérne s po-
navljanjem, ako napravimo iz teh elementov najprej vse
ambe in terne s ponavljanjem in potem zdruZimo vsako
terno z najvi§jim elementom, ki se nahaja v doti¢ni terni,
in % z vsakim vi§jim elementom, katerega ni v terni.
N. pr. Iz elementov «, b, ¢, d dobimo te-le kvaterne: aaaa,
aaab, aaac, aaad, aabb, aabe, aabd, aace, aacd, aadd, abbb,
abbe, abbd, abee, abed, abdd, acce, aced, acdd, addd, bbbb,
bbbe, bbbd, bbee, bbed, bbdd, beee, beed, bedd, bddd, ccce, ceed,
cedd, cddd, dddd. Stevilo vseh kvatern s ponavljanjem
najdemo tako-le: Ce bi zdruzili vsako terno najprej z ele-
menti, ki se nahajajo v dotiéni terni, in potem Se z vsemi

Matek, Aritmetika. 16 r.

Kako stvorimo
iz dolo&enih ele-
mentov kombi-
nacije s ponav-
ljanjem in kako
dolodimo njih
Stevilo.
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dolodenimi elementi, bi dobili vsako kvaterno po Stirikrat.
Stevilo vseh razliénih kvatern s ponavljanjem je torej

e B e i B )
F G K e 1-2:3-4 :

Na isti nac¢in, kakor smo stvorili kombinacije tretjega
in Cetrtega razreda s ponavljanjem ter doloéili njih Stevilo,
stvorimo tudi kombinacije vi§jih razredov s ponavljanjem
ter dolodimo njih Stevilo. Stevilo vseh kombinacij r-tega
razreda s ponavljanjem iz n elementov je torej

K> — nm+Dn42)...0n~4r—1)
e R TR 5

Iz navedenega je razvidno, da se Stevilo vseh kombinacij
kateregakoli razreda s ponavljanjem razlofuje od Stevila
vseh kombinacij istega razreda brez ponavljanja le v tem,
da pri prvih kombinacijah zaporedni faktorji v Steveu za
1 rastejo, pri drugih pa za 1 pojemajo.

Naloge.

1. V koliko toékah se sefe n premic, a) e
jep viporednih, b) e jih gre p skozisto todko?
Razresitev. a) n premic doloduje toliko prese€iss, ko-
likor amb brez ponavljanja more$ napraviti iz # premie.
Vzporedne premice se sefejo v neskonéni daljavi; p vzpo-

rednih premic ima (P) presec¢iS¢ v neskonéni daljavi. V nasi
nalogi je torej (’;) — (g) tofk doloZenih. — 0) Ker se

preseCista p premic stikajo v eni tocki, je v tem slucaju

rezultat — (;) - (’;) —+1.

2. Na koliko na¢inov mores 12 kart med
tri osebe tako razdeliti, da dobi prva po 3,
druga po 4 in tretja po b kart?

Razresitev. Prva oseba dobi vse kombinacije tretjega
razreda brez ponavljanja, t. j. v znakih K, = (132) = 220.
Pri vsaki teh kombinacij ostane Se 9 kart, katere je treba
kot kombinacije &etrtega, oziroma petega razreda brez
ponavljanja (K, = K. = 126) razdeliti med drugo in tretjo
osebo. Torej odgovarja vsaki izmed 220 razdelitev za prvo
osebo po 126 razdelitev za drugo in tretjo osebo.
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3. Pri kolikih elementih se razlikujeta
Stevili tern s ponavljanjem in brez ponav-
ljanja za 36°?

Razregitey. Iz pogoja naloge Kf’?‘— K: = 36 naj-
de§ n = 6.

§ 58. Premene.

Dolotene elemente premenjavamo, ako napravimo iz
njih vse mogode skupine po dva, po tri, po &tiri... ele-
mente, in sicer tako, da smejo nekatere skupine imeti iste
elemente, toda v razlitnem redu. Skupine po dva elementa
se zoveje premene (variacije) drugega razreda, sku-
pine po tri elemente so premene (variacije) tretjega
razreda i.t. d. Ako se v premenah ne sme, oziroma sme
ponavljati en in isti element, se imenujejo premene brez
ponavljanja, oziroma s ponavljanjem. Stevilo vseh mogo&ih
premen (variacij) r-tega razreda brez ponavljanja, oziroma
s ponavljanjem iz n elementov zaznamujemo z V), ozi-
roma z V',

AEko napravimo iz dolofenih elementov vse mogocle
kombinacije brez ponavljanja in premestimo elemente vsake
kombinacije, dobimo vse mogode premene. Premene r-tega
razreda brez ponavljanja so torej premestane kombinacije
r-tega razreda brez ponavljanja in njih Stevilo je izrazeno z

o (’:)a’ =amn —1)n—2) -+ (n—r-1).

Iz dologenih elementov stvori§ premene brez ponav-
ljanja tudi tako-le: Ako zdruZi§ vsak element z vsakim
drugim elementom, stvori§ premene drugega razreda. Pre-
mene tretjega razreda najdes, ako zdruZi§ vsako premeno
drugega razreda z vsakim elementom, katerega ni v do-
tiéni premeni. Premene vi§jih razredov brez ponavljanja
stvoriS na isti nadin kakor premene tretjega razreda.

Iz n dolotenih elementov stvori§ premene s po-
navljanjem tako-le: Ako zdruzi§ vsak element z vsa-
kim dolotenim elementom, dobi§ premene drugega raz-
reda s ponavljanjem ; njih Stevilo je fo’z SR =
Premene tretjega razreda s ponavljanjem najdeS, ako

16*

Premena die -
Variation.

Kako stvorimo
iz dolotenih ele-
mentov premene
brez ponavljanja
in kako dolo¢imo
njih &tevilo.

Kako stvorimo iz
dologenih ele-
mentov premene
s ponavljanjem
in kako dolo&imo
njih Stevilo.
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zdruzi§ vsako premeno drugega razreda z vsakim dolo-
genim elementom; njih Stevilo je V> ®—= n?.n = n3 Pre-
mene vigjih razredov s ponavljanjem stvori§ na isti nacin
kakor premene tretjega razreda. Stevilo vseh premen
r-tega razreda s ponavljanjem iz n elementov je torej
o

Naloge.

1. Koliko je ¢etveroStevilénih Stevil, v
katerih se a) nobena Stevilka ne ponavlja,
b) se Stevilke ponavljajo?

Razrefitev. Cetverosteviléna Stevila so premene Ce-
trtega razreda brez ponavljanja (s ponavljanjem) iz 10 Ste-
vilnih znakov, samo da se ne dado rabiti tiste premene,
ki imajo element 0 na najvisjem mestu. Takih premen pa
je toliko, kolikor je mogoéih premen tretjega razreda brez
ponavljanja (s ponavljanjem) iz 9 (10) Stevilnih znakov.

)) (¥)-41— (3)-3! = 4536.
b) 104 — 108 = 9000

2. Ploskve kock za igro so zaznamovane
s pikamiod 1 do 6. Kateri meti s tremi koec-
kami dado vsoto 16?9

Razregfitev. Vsi razli¢ni meti s tremi kockami tvorijo
premene tretjega razreda s ponavljanjem. Izmed teh metov
S0 v naSem sludaju porabni samo tisti, ki dado vsoto 16,
to sta meta 6 -6 4 in 6 5 {5 (ali krajSe zazna-
movano : 664, 6565) in vsi njiju premesaji. Nalogi zadostu-
jejo torej meti:466, 646, 664, bH6, 565, 6HH.

§ 59. Binomske potence.

Kjf;;o:;] "]‘:}0“50 Ako hotemo najti pravilo, kako se vzmnozZujejo

. ki se . . . < : . . .

wjemajo v prvin PinOMi, je treba ved takih binomov, ki se ujemajo v
Elpm prvih ¢lenih, zaporedoma pomnoziti drugega z drugim in

dobljene produkte primerjati med seboj. N. pr.
(x+a)(@+b) = 2+ (& + b)z | ab.
(c+a) @+ @+ o = o (@ b+ e +

—+ (ab + ac -+ be)x -1 abe.
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@+ Q@+ DE+ )@+ ) = ot @b+ o d)as 4
: —+ (ab + ac - ad - be - bd - ed)a? -
—+ (@be - abd - acd -+ bed)z - abed.
1.t d

Iz navedenih primerov vidimo:

@) Prvi ¢len vsakega produkta je tolika potenca od z,
kolikor binomov se je pomnozilo; v naslednjih ¢lenih se
manjsajo potence od x po enoti; v zadnjem &lenu ni no-
bene potence od =, t.j. «°

b) Koeficient prvega ¢lena je 1; koeficient drugega,
tretjega, &etrtega ... élena je oziroma vsota vseh kom-
binacij prvega, drugega, tretjega ... razreda brez ponav-
ljanja iz drugih binomskih ¢lenov in sicer vsaka kombi-
nacija vzeta kakor produkt tistih elementov, ki se na-
hajajo v njej.

¢) Stevilo produktovih ¢lenov je za 1 vedje od Ste-
vila binomskih faktorjev.

Ce se binomi, katere je treba pomnoZiti, ne uje-
majo samo v prvih, ampak tudi v drugih ¢lenih, torej
a=0b=c¢=d=..., se navedeni primeri spremenijo v

(x+a) = 22 (?) ax - a.

(x4 a)® = 284 (:13) ax?® 4 (g) a’r - ab,

(@ + a)f = at+ (1) aa? + (5) a2 + (5) % + ot

@+ o) = w”+(’f) ax"—1 4 (’2‘) a*x"—2 | (;) b
4.+ (ﬂ ol L el e (” i 2)0&""2.1"2—{-

- (” £ 1) a*—1x | a*,

Zadnja enacba izraza pravilo, po katerem se vzmno-
zujejo binomi. V tem pravilu je:

1. Ako vzmno#8 binom s Stevilom n, dobi¥ (n - 1)
¢len. Potence prvega binomskega &lena padajo od ndo 0,
potence drugega binomskega &lena pa rastejo od 0 do .
V vsakem &lenu je vsota potenénih eksponentov enaka n.

Kako se vzmno-
Zujejo binomi.



. Binomski koefi-

cient — der
Binomial-
koeffizient.

Lastnosti
binomskih
koeficientov.

2. Koeficienta prvega in zadnjega ¢lena sta enaka
enoti. Koeficienta srednjih &lenov (binomski koeficienti)
imajo vob&e obliko (?;), zgornje kazalo n je stalno, spodnje
kazalo r pa se izpreminja in se ujema z eksponentom
drugega binomskega ¢lena.

3. Ako je drugi tlen @ negativen, se smatra binom
za algebrajsko vsoto, v znakih » -—e¢ = 2z | (— a), in

potem se vzmnoZuje po zgoraj navedenem obrazcu.

Ce zaznamujemo koeficient prvega &lena z (’(’,) in

koeficient zadnjega ¢lena z (::), pripadajo n-ti potenci na-
slednji binomski koeficienti:

G () () () G Zs) (2o} G 20), ):

Lastnosti binomskih koeficientov so:

@) Po dva binomska koeficienta, ki sta v
zgoraj navedeni vrsti enako oddaljena od za-
fetka in konca, sta enaka. Zakaj iz

(n)_n(n-—l)...(n—r—{—l) (n—nry! n!

U 45T R e e ” =01 T il — )
) A e e e n!

in (?3—1) 2-3 SRR IR ST e R

sledi, da je (:‘) = (n ﬁr).

b) Vsota dveh zaporednih binomskih koefi-
cientov neke potence da binomski koeficient
naslednje viSje potence. Zakaj ako seitejemo izraza

(n) nn—1) ... (n—r-F1)
& Tes2e 3y r

(_T_l)_n(n—l)...(n—wr)
” PR R LT
najdemo A (r+1)

() () AR sl Dty

_ 4+ Den—1) ., sn—r4+1 . ﬂ-f-].)
& 1-2.3 PRGN ST G T i
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S pomodjo te lastnosti se dado iz binomskih koefi-
cientov neke potence izradunati binomski koeficienti na-
slednje viSje potence in sicer je

1 Paskalov tri-
1 1 kotnik —

1 2 il Pascalsches
Dreieck.

ol A R T
156 d.

¢) Absolutna vsota vseh binomskih koefi-
cientov dolodene potence je = 27 Zakaj ako po-
stavimo v izrazu (z - ¢)” in njegovemu rezultatu x = ¢ = 1,
dobimo
2r = (B} 4 (1) - (B) o+ ¢ i A R )

d) Algebrajskavsotavsehbinomskihkoefi-
cientov, ki zaporedoma menjavajo predznak,
je pri vsaki potenci = 0. Zakaj ako postavimo v
izrazu (r — a)” in njegovem rezultatu » = a = 1, dobimo

0= )= )+ O~ )+ + 7).

Naloge.
L (20— 30t = @a)t-+ (})@0)*(— 30) + (5) 20> (— 30y +
(3)2a(— 3b)3 L (— 3b)* = 16a* — 964’ - 216422 —
— 216ab? -} 8154
2. Sesti &len od (%~%)9 je = (g)(%)“ (g%):.:
o
Ha?\12

3. Doloti ltatu od (32 —32)"tisti &len, v
. Doloti v rezultatu od \5 — 3, ;
katerem se nahaja a°!

Razresitev. Izr (12)( )12—’ ( ) = (lz)m‘“*a’ sledi,
da mora biti 24 — 3r = 9; torej je » = b. Zahtevani tlen

i (12) 3:::‘3)( 5a9 i @a”:’cj’

25
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IX. Matematicna verjetunost.

§ 60. Absolutna in relativna verjetnost.

O verjetnosti kakega dogodka govorimo v mnogih
oblikah. Dogodek je lahko mogoé¢ ali nemogo¢, verjeten
ali neverjeten, malo verjeten ali zelo verjeten ali tudi gotov.
O matematiéni verjetnosti je mogode govoriti le
tedaj, ako so vsi dogodki, ki se primerjajo, istovredni,
t. j. enako mogodi, enako verjetni. Tako n. pr. niso isto-
vredni dogodki pri kockah, ki so na eni strani obteZene;
pri kroglah razne velikosti ali teZe; pri igralnih kartah,
ki se na hrbtu poznajo; pri prosilcih za isto sluzbo i. t. d.
Matemati¢na verjetnost je lahko dvojna: enostavna in
sestavljena. Enostavna matemati¢na verjetnost se zopet
loti v absolutno 'in relativno. Matematiéni iz-
raz za absolutno verjetnost kakega dogodka
jerazmerje med Stevilom ugodnih in Stevilom
mogodéih sludajev. Da je radun natanlen, je treba
vedeti vse ugodne in vse mogode slutaje istega dogodka.
Ako zna€i torej w Stevilo ugodnih, m Stevilo mogoéih slu-
¢ajev in » verjetnost dogodka, potem je

i

D = —

wm

Pri tem je labko v = 0 ali w <m ali v = m. V prvem
slu¢aju je dogodek nemogoé in » — 0, v drugem sluéaju
je dogodek ve¢ ali manj verjeten in » < 1, v tretjem slu-
¢aju pa je dogodek gotov in » = 1. Izraz za matema -
tiéno gotovost je torej » = 1. Dogodek je malo ver-
jeten, e je v < &; precej verjeten, &e je » > 1, in negotov,
¢e je v = L

Verjetnosti nasprotna je neverjetnost. Ako znati
kakor poprej m Stevilo mogo&ih in « &tevilo ugodnih slu-
Cajev, potem je m — u Stevilo neugodnih sludajev. Matema-

m—1u

ti¢na verjetnost, da se dogodek ne primeri, je », — e

=1— %: 1— v Iz enadbe v; — 1 — v pa sledi v, v — 1,
t. j. vsota matemati¢ne verjetnosti in neverjetnosti je enaka

gotovosti.
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Naloge.

1. Vvredici so enake ploéice zloterijskimi
Stevili od 1 do 90. Kolika je verjetnost, da po-
tegneS eno8teviléno Stevilo?

Razregitev. EnoStevilénih Stevil je devet, dvostevilénih
pa 81 (od 10 do 90). Verjetnost v — — — & = o
pravi: v desetih slu¢ajih potegnes povprecéno le enkrat
enosteviléno Stevilo.

2. Dve kocki imata svoje ploskve zaznamo-
vane s pikami 1 do 6. Kolika je verjetnost, da
dobis pri enem metu obeh kock skupno 8 pik?

Razresitev. Vsota pik obeh kock je najmanj 2 in naj-
vet 12, enako mogodée pa so tudi vsote med 2 in 12. Vsoto
8 dobié v slede¢ih sluéajih: 26, 64 2, 3+ 5, b - 3,

—+ 4. Ugodnih sludajev je torej 5, mogoé&ih paje 6 - 6 = 36,
ker se lahko vsaka ploskev ene kocke zveze z vsako plosk-

to se

vijo druge kocke. v = 3—6

3. Vneki Zari je 9 belih, 8 rdeé¢ih in 5 mo-
drih krogel. Kolika je verjetnost, da ne po-
tegnes& bele krogle?

Razreiitey I. Za belo kroglo neugodnih slutajev je
8 - 5 = 13, vseh mogo&ih paje 9 | 8 5 = 22. » = ;ﬁ

Razresitev II. Verjetnost, da potegnes belo kroglo,

jo v = %,' in verjetnost, da je ne potegnes, je »; =
; 9 13

=1—2=1— 25 = 35

Ako primerjamo verjetnosti dveh dogodkov, nastane
relativna verjetnost, t.j. verjetnost, da se dolofeni
dogodek prej zgodi od drugega dogodka.

Ako je za dogodek A; ugodnih u, slu¢ajev, za 4, ugod-
nih u, slu¢ajev i. t. d.,, in skupno m sluéajev mogodcih, tedaj
se lahko izraduna verjetnost, da se n. pr. dogodek -, prej
zgodi kakor 4,. Za oba dogodka je u; - u, mogotih slu-
tajev, torej je verjetnost, da se A; prej zgodi kakor Ao,

enaka v — i—- Ako delimo Stevec in imenovalec s Ste-
Uy Uy

vilom m, dobimo Yy
m

vy
e =— e 3
L = O

m m

Relativna ver-

jetnost —relative

Wahrscheinlich-
keit.
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kjer pomenita »; in v, absolutni verjetnosti za dogodek
Ay in d,. 1z tega raduna sledi splosno pravilo: relativna
verjetnost, da se dolodeni dogodek- prej primeri kakor
drugi, je enaka razmerju med absolutno verjetnostjo prvega
dogodka in vsoto absolutnih verjetnosti obeh dogodkov.

Opomnja. Ako sta samo dve vrsti dogodkov mogoéi,
postane relativna verjetnost enaka absolutni.

Naloge.

1. Kolika je verjetnost, da z dvema kockama
prej vrzeS dve enaki Stevili kakor pa neenaki?
Razresitey. Mogotih slucajev je 6-6 — 36, za enaki
Stevili ugodnih je 6 (in sicer 11, 22, 33, 44, 55, 66), torej
za neenaki 30. Potem je 6

i ool i g

6 30 6

30 ' 36

in tolika je tudi absolutna verjetnost za enaki Stevili.
2.V neki Zari je 10 belih, 7&rnih in 8 ze-

lenih krogel. Kolika je verjetnost, da po-

tegne8 prej belo kakor zeleno kroglo?

Razresitev. Absolutna verjetnost za belo kroglo je

i

v = })g, za zeleno kroglo Dol %, torej relativna verjet-
nost za belo kroglo » = ﬁ (Relativna verjetnost za zeleno
kroglo bi bila v —= 7—{—7 - 9) '

§ 61. Sestavljena verjetnost.

Sestavljena verjetnost se kaZe v ved oblikah.

@) Verjetnost dveh ali ved dogodkov, ki se
izkljuéujejo. Verjetnost, da se zgodi izmed dogodkov
Ay 4y Ay, .. ali 4; ali 4,, je enaka v = v, | vy, kjer po-
menita v, in v, absolutni verjetnosti za A, in 4,. V dokaz
temu si mislimo Stevilo vseh mogoéih sludajev m in od

&l

teh za A4, ugodnih wu,, za 4, pa w,. Potem je », = %; in

vy = -2 Slutajev, ki so ugodni za A; in Ay, je u, |- us;
torej je verjetnost, da se primeri ali 4, ali 4,, enaka
a! 23

S ke R S
(i m o m+nt i Ui—{—vg'
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Opomnja, Pravilo velja seveda tudi za ve& doloenih
dogodkov Ay 4, Ay... Ako vzamemo vse mogode slutaje,
potem je seveda v = v; 4 v+ 3+ ... -} v, = 1, to se
pravi: en dogodek se gotovo pripeti.

Naloge.

1. V neki Zari je 7 belih, 8 rumenih, 9 rde-
¢ih in 10 modrih krogel. Kolika je verjetnost,
da potegne§ belo ali rdeo kroglo?

Razresitev. Absolutna verjetnost za belo kroglo je
v = -3-71, za rdeto kroglo », = %, torej verjetnost za belo
ali rdeo kroglo v = » | v, = %

2. Kolika je verjetnost, da vrze§ z dvema
kockama ved kakor pet pik?

Razresitev. Vsote, ki znaSajo veé kakor b, so 6 do 12
in treba bi bilo izradunati verjetnost za vsako vsoto po-
sebej. Ratun bi dal v — ;-S4 5 21 B4 2
—{—3—16 == 1—3 Hitreje pa dobis znesek % ako izradunas ver-
jetnost za Stevila 2, 3, 4, 5. Vsoto 2 dobi§ enkrat (11),
vsoto 3 dvakrat (12, 21), vsoto 4 trikrat (13, 31, 22) in vsoto

it 2 Qieg

b &tirikrat (14, 41, 23, 32), torej je v — oL —

in verjetnost, da ne dobis teh vsot 2 do b je vy =1 — v =
B8

b) Verjetnost zaporednih dogodkov, t. j. ver-
jetnost, da se doloteni, med seboj neodvisni dogodki za-
poredno vrie. Sestavljena verjetnost je v tem slu¢aju enaka
produktu verjetnosti posameznih dogodkov, ali v znakih:

D — Do Wao g .. Vns

Dokaz. Vzemimo iz vrste dogodkov A, A, Ay ... 4,
samo dva n.pr. .4, in 4,. Za prvi dogodek je ugodnih u,
sludajev in mogo&ih my, za drugi dogodek odnosno u, in
my sludajev. Stevilo ugodnih sluajev, da nastopita oba do-
godka zaporedno, je u, - u;, ker se lahko vsak sludaj prvega
dogodka spoji z vsakim slutajem drugega dogodka. Isto
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velja za mogode slu¢aje obeh dogodkov, katerih je torej

my - my. Verjetnost, da nastopita oba dogodka zaporedno,

. Uy Uy u U " . . s »
jev =2+ = 1.2 — g .9, Na isti nadin dokazZemo
My Ny My 1My b

tudi obrazec za vet dogodkov.

¢) Verjetnost ponovitve istega dogodka,
t. j. verjetnost, da se doloéeni dogodek vedékrat zapored po-
novi. Ta verjetnost se izpeljuje iz prejinje. Ako se namreé
ponovi isti dogodek, potem je 7, = v, — v3 — ... = ¥,.
Iz tega sledi obrazec:

SN n
(A= U1 .

Naloge.

1. Nekdo zapiSe trikrat zapored vselej
drugo dvosteviléno Stevilo. Kolika je ver-
jetnost, da zapise trikrat zapored liho Ste-
vilo?

Razregitev. Dvostevilénih Stevil je 90 (od 10 do 99),
od teh je 45 sodih in 45 lihih Stevil. Verjetnost za liho

Stevilo je prvi¢ »; — 3—3 == —;—, drugié v, = g—g in tretji¢
Vg — E Verjetnost, da se zapie trikrat zapored liho Ste-
vilo, JB toreJ = by — 38 gg ég Kakor kaze dob-

ljeni produkt, se da ta naloga refiti tudi brez sestavljene
verjetnosti. Tri dvosteviléna Stevila zapiSemo lahko (%) krat,
tri liha dvosteviléna Stevila pa (%7)krat, torej je verjetnost

(45) 45-44°43

o (90) 90-80°88 90 .80 .88 88 — 356"
3 1-2°3

2. Vzari je 9 belih in 6 &rnih enakih kro-
gel. Kolika je verjetnost, da vzamemo naj-
prej dve beli in potem dve &rni krogli, @) ako
vrzemo beli krogli nazaj, ) ako obdrZimo
beli krogli?

@) 15 krogel se da sestaviti po 2 v eno skupino ( )krat

dve beli (3) krat. Verjetnost za beli krogli je v, — (( ﬂ)
2

(a) Verjetnost,

15
2

nost za dve ¢rni krogli na slien nagin v, —
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da viam?ﬁmo dve beli in potem dve &rni, je v = v, .0, =
== ((1;—)) . é—)) 5= 15—?%% = 2%25- Ravnotolika je tudi ver-
jetnost, da vzamemo dve &rni krogli in potem dve beli.
©
: 2
verjetnost za ¢rni krogli je sedaj drugaéna. V Zari je nam-
re¢ samo Se 13 krogel, 7 belih in 6 &rnih. Verjetnost

b) Verjetnost za beli krogli ostane ista: v, —

za dve ¢&rni krogli je v, =— {)) Verjetnost za dve beli
2 9

krogli in potem za dve ¢rni je v = v vy = ((1—25)) ((f?

ML o bl e Verjetnost za dve érni in potem za

16.14-13.12 91° (6) )
. ; gk le) S ante g 1s T 8
dve beli krogli bi bila v = —— e o

( (13)

3. Deset oseb srefka za neko nagrado. V
to svrho vzame vsaka oseba iz Zare, v kateri
je 9 belih krogel in 1 rdeda, po eno kroglo
ter jo obdrzi. Kolika je verjetnost, da po-
tegne tretja oseba rdedo kroglo?

torej ravnoista.

Razresitev. Ko pride tretja oseba na vrsto, je v Zari 8e
8 krogel in med njimi mora biti tudi rdeca krogla. Verjet-
nost, da je rdeca krogla Se v posodi, t.j. ver,]etnost da sta
prvi dve osebi dobili beli krogli, je », = 190 5= 180.
Verjetnost, da potegne tretja oseba rdefo kroglo, je
v = g Verjetlnost obeh zaporednih dogodkov je zato
D= VeV = 75 Isti rezultat dobimo tudi za vsako drugo
osebo ; torej je vseeno, v kateri vrsti iSCejo osebe rdefo
kroglo.

4, Kolika je verjetnost, da z eno kocko v
treh metih vsaj enkrat vrzes 6 pik?

Razresitev. Verjetnost, da ne vrze§ 6 pik, je v, = 2
Verjetnost, da trikrat zapored ne vrZze$ Sest pik, je
i — (2)3 Verjetnost, da v treh metih vsaj enkrat vrzeS
6 pik, je nasprotna verjetnosti vy, torej v = 1-— v in

U i (5)_m
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§ 62. Matematiéno upanje.

Pogosto so nakazani gotovi dobitki, ako se ugane
dolodeni dogodek. To se dogaja zlasti pri stavah in igrah,
pri sreékanju in zavarovanju. Upanje na tak dobitek je
seveda odvisno od velikosti dobitka in od verjetnosti do-
titnega dogodka ter raste sorazmerno z dobitkom in z
verjetnostjo. Ako sta dobitek in verjetnost dvakrat, tri-
krat, ...nkrat vedja, je tudi upanje na dobitek dvakrat,
trikrat, ...nkrat vedje. [zraz za matematiéno upa-
nje je produkt dobitka in verjetnosti, v znakih

U—idi+w,

kjer pomeni U upanje, d dobitek in » verjetnost. Da bolje
spoznamo pomen matemati¢nega upanja, pretvorimo na-

' vedeno enalbo v drugo obliko. V obliki sorazmerja se

Stava — die
Wette,
der Einsatz.

glasi obrazec tako-le: U:d — »:1, z besedami: mate-
matiéno upanje in dobitek sta v istem razmerju kakor
verjetnost in gotovost. Ako zamenimo v = :71, dobimo
U:d = »:m, t. j. matematitno upanje in dobitek sta v
v istem razmerju kakor 3tevilo ugodnih in Stevilo mo-
gocih sluéajev.

Obrazec za matematiéno upanje se lahko neposredno
uporablja pri stavah. Cim veéja je verjetnost kakega do-
godka, tem vel se sme staviti na isti dogodek. Pri vsaki
pravilni stavi je torej stava (ali pravzaprav vlozka stave)
enaka matematiénemu upanju. Ako pomeni s stavo: d do-
bitek, v verjetnost in U matemati¢no upanje, potem je
s=Uin s =d.v ali e:d = wim.

Pri medsebojnih stavah je verjetnost dobitka navadno’
razlitna, zato morajo biti vlozke stave tudi razlitne, da
so stave pravilne. Ako je za prvo osebo s; — d -, in za
nasprotnika pri istem dobitku s, = d - v,, potem sledi iz
obeh enatb s;:sy = v, :v,, z besedami: stave posamez-
nikov morajo biti sorazmerne z verjetnostjo, da se dobitek
zadene. Iz tega sorazmerja pa sledi tudi v;-8, = vy- 3,
z besedami: pri pravilni stavi je matematiéno
upanje za oba igralca isto.
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Naloge.

1. Nekdo dobi 6 K, ako vrie s tremi koc-
kami dve enaki Stevili. Koliko mora vloziti,
da bo stava pravilna?

Razresitev. Za dobitek ugodni slucaji so slededi: 112,
113, 114, 115, 116; 221, 223, 224, 225, 226; 331, 332, 334,
335, 336; 441, 442, 443, 445, 446; 551, 552, 553, bb4, HH6;
661, 662, 663, 664, 665. Vsega skupaj je 30 -3 = 90 ugodnih
slutajev, ker se vsaka skupina lahko na tri nadine po-
kaze, n. pr. 112, 121, 211. Mogod&ih slucajev 6-6-6 = 216,

kolikor je premen Sestih elementov tretjega razreda s po-
90

=56 1 in stava

navljanjem. Ver]etnost je torej v =
S e 6K-ﬁ = 20l

2. 4 stavi proti B 2 K, da potegne iz Zare,
kjer je 10 belih in 5 érnih krogel, ravno dve
¢rni. B pa stavi nasprotno 20 K. Ali je stava
pravilna?

5
Razregitev I. Verjetnost za osebo 4 je vy = L:,) — 221,
19 (2)
za osebo B pa je vy, = 1 — v, = 51+ lz sorazmerja
; ; 190 5 .
8958, = vy : 0, Sledi torej 2:s, = 51 gy i iz tega 3, — 19.

B bi moral staviti 19 K, stava je torej nepravilna in sicer
za B neugodna.

Razresitey II. s pomo&jo enacbe s = d . ». Dobitek
stave je to, kar sta obe osebi pri stavi vlozili, torej
d — s, s, = 22 K. Verjetnost dobitka za osebo A je

vy = (15; 221, torej mora biti stava za osebo 4 enaka
s = 22K - Bl 2 K. Ker je A vlozil samo 2 K,

21
je stava nepravilna in swer za A ugodna.

§ 63. Matemati¢na nevarnost.

7 upanjem na dobitek je vedno zdruZena nevarnost
izgube. (lim veé se stavi, tem ve&ja je nevarnost. Cim vedje
upanje, tem manj¥a nevarnost. Matemati¢na nevar-
nost izgube (riziko) je torej tem vecja, &im vedja je

\Tul('mal,i{‘uu ne-
varnost = ma-
thematidehes

Risiko.
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verjetnost izgube in &im veéja je izguba sama. Matema-
tiéni izraz za nevarnost izgube je produkt
izgube in verjetnosti izgube. Ako pomeni N ne-
varnost izgube, s stavo, ki se lahko izgubi, » verjetnost
dobitka, potem je
N =s-(1—0).

Ako je namre& v verjetnost dobitka, potem je (1 — v) ver-
jetnost izgube.

Pri pravilni stavi je nevarnost izgube pri
obeh igralcih ista.

Naloga.

Nekdo stavi 30 h, da vrze z dvema kockama
vsaj deset pik. Kolika je matemati¢na nevar-
nost izgube? Kolik mora biti dobitek, da je
stava pravilna?

Razresitev. Verjetnost, da vrze 10, 11 ali 12 pik, je

p 5 $ 3 2 1 1
o $ / _— o — — -
sestavljena in sicer je enaka v — % e % o 5 =73 Veg
jetnost, da ne vrie toliko pik, je enaka vy = 1—v = &

Nevarnost izgube je potem N = 30 Z = 2b, torej 2b h.

Da je stava pravilna, mora biti s — d - ». Iz tega se dobi

dobitek ¢ — * — ® — 180. Dobitek zna%a torej 180 h.

L
6

Opomnja. Pri rafunih o matematiénem upanju in o
nevarnosti je treba osebne ozire in koristi posameznikov
izkljuéiti. Za bogatina je izguba 100 K malenkost, za siro-
maka dobitek 100 K premoZenje! Osebni ali moraliéni
riziko je pal za posameznika velikega pomena, sploSnim
ratunom pa se nekako upira.

§ 64. Verjetnost dolgosti ¢loveikega Zivljenja.

Iz splosne statistike o Zivljenju in smrti ljudi enega
rodu ali ene generacije, t.j. ljudi, ki so bili v istem letu
rojeni, dobimo nekak pregled umrljivosti ljudi in dolgosti
zivljenja. Na ta nacin si lahko sestavimo pregledne tablice,
koliko izmed dolofenega Stevila novorojencev je doZivelo
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eno leto, dve leti, tri leta i.t.d. Take tablice zovemo
navadno tablice umrljivosti ali bolje tablice Se Zi-
vedih ljudi.

Sledeta tablica umrljivosti je posneta po oni, ki jo
je sestavil Deparcieux. Predelana je v toliko, da je
itevilo novorojencev oznateno s 1000, prvotna tablica pa
ima pri tretjeletnikih Stevilo 10.000.

; Stevilo | Stevilo | Stevilo | Stevilo Stevilo
Leto | e Leto | Be Leto | 3e Leto fe Leto Se
Zivetih ; Zivetih | zivefih i Zivedih Zivelih
T ‘ ‘ T
0 | 1000 20 | bH5b 40 | 448 60 316 80 | 80
1 745 21 | 550 41 | 443 61 307 81 | 69
2 | 709 || 22 | 543 || 42 | 439 || 62 | 208 | 82 | b8
3 682 23 | 539 43 | 434 63 288 83 48
4 662 24 533 44 l 429 64 279 84 40
5 647 2b 528 45 | 424 65 269 85 33
6 634 26 523 46 420 66 259 86 26
7 624 27 517 47 | 414 6 248 87 20
8 616 28 512 48 409 68 237 88 15
9 607 29 506 49 402 69 224 89 11
10 600 30 501 50 396 70 211 90 | 8
11 595 31 495 51 389 71 198 91 b}
12 591 32 490 52 | 382 72 185 92 3
13 b87 33 484 53 | 374 73 171 93 | 1
14 583 34 479 b4 | 367 74 158 94 | 0
15 578 35 473 5H ‘ 359 75 144 |
16 574 36 | 468 b6 351 76 131
17 | 570 37 462 b7 | 342 77 118
18 b65 38 457 58 | 334 78 105
10| 560 || 30 | 453 [ 59 | 325 || 79 | 98

- Umrljivost ni v vseh letih ista. V prvem letu jih pov-
preéno umrje 255, v sedmem 10, 37. letu 6, v 71. letu 13, v
88.letu b i. t. d. Se bolje se kaZe izprememba umrljivosti,
ako jo izrazimo v odstotkih. Umrljivost znasa v prvem
letu 2559/, v sedmem 1°57/y, V 37. letu 1289/, v 71. letu
6169/, v 88.letu 25%, in v 94. letu 100°/,. Umrljivost je
pri novorojenih zelo velika, potem pa hitro pojema in po-
zneje zopet raste in sicer vedno hitreje.

Verjetnost zivljenja in verjetnost smrti.
Ako pomeni 4, &tevilo ljudi, ki so stari nlet, 4, . pa
Stevilo ljudi, ki doZzive n | @ let, potem je verjetnost, da
utaka kaka n-letna oseba Se z let, enaka

e An -+ @
T /1 n 3
Matek, Aritmetika. 17 1.

Tablica umrlji-
vosti = die
Sterbetafel.
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Ako pomeni nadalje B, ., = 4,— 4, ., Stevilo n-letnih
ljudi, ki so v teku «let umrli, potem je verjetnost, da
umrje n-letna oseba v teku =z let, enaka

Bn-}-x Au‘"xin.J,—.r: An—,—.r
P, — - = _ = ==y
01 An An 1 An 1

Iz tega sledi » - »; = 1 = gotovost, ker je prav gotovo,
da bo doti¢nik dozZivel Se xlet ali pa ne.

Verjetna starost n-letne osebe je doba, v kateri
umrje polovica vseh n-letnih oseb. Verjetno starost 15 letne
osebe dobhis, ako v tablici umrljivosti poi&tes 4, = 578,
to Stevilo deliS z dvema in dobljeni znesek 289 i3fes v
istem razpredelku dalje. Na ta na&in dobi3 priblizno leto 63
(natanéneje po interpolaciji 62°9). Dotiéna oseba utegne
ziveti Se 48 let.

Naloge.

1. Kolika je verjetnost, da uéaka 25 letna
oseba H0. leto?

Razrefitev. Iz tablic umrljivosti dobi§ 4,;, = 528 in
A, = 396, torej je verjetnost v = %’ =5 i— — (i¥h.
195

2. Kolika je verjetnost, da umrje 35letna
oseba med 50.in 60. letom?

Razregiftev I. Med 50. in 60. letom umrje 4., — A, oseb,
Ago—Agy _ 396316 80 _ .0

torej je verjetnost v = - s e =

Razresitev II. Verjetnost, da utaka 35 letna oseba

50. leto, je v, = j“, verjetnost, da umrje ta oseba v sle-

detih 10 letih, jo v, — 2o A’A . Sestavljena verjetnost za
ﬁo i Aﬁo Aso
A

oba zaporedna dogodka jew/u =— in
R e
50
3. Koliko od m (200) oseb v starosti » (40) let
zivi Se ¢ (30) let?
Razregitev. Stevilo $e Zivedih pojema, kakor kazejo
tablice umrljivosti, zato ,]9 m:ix = A,:4,,,. Iz tega dobi§

e Af‘gzoo °© — 200. 2“‘—94:19 - 0d

200 oseb v starosti 40 let dozwl 70. leto 94 oseb.

ASO

85

PR —% kakor poprej.
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X. Zavarovanje na Zivljenje in smrt.

§ 65. Osnovni pojmi.

Zavarovanje na Zivljenje in smrt je zelo mnogovrstno. Z“avarovanje na

Posamezni slu¢aji pa se dajo sploino uvrstiti v dve glavni m;h;‘ie;,;lei:_n
skupini: 1. zavarovanje na dosmrtno rento in Versicherung,
5] & . Todesfallversi-
2. zavarovanje na smrt. Dosmrtno rento dobiva za- S,
varovana oseba, kolikor ¢asa Zivi. Pri zavarovanju na smrt
pa izplata zavarovalna druzba po smrti zavarovane osebe
dolo¢enim dedi¢em gotovo vsoto ali kapital. V obeh slu-
¢ajih pa mora oseba, ki se zavaruje, zavarovalnici platevati
dolocene zneske, ki se zovejo zavars8éine ali premije. Z“““;fgi‘:;‘i'j‘““
Premije so ali enkratne, ali asovne, e se pla- ;
tujejo doloteno Stevilo let, ali pa dosmrtne. Premije
so odvisne od velikosti zavarovanega kapitala oziroma
rente, od obrestne mere in pa od starosti dotitne osebe.
Izratunanje premij se vrSi vsled tega na podlagi tablic
umrljivosti. Teh tablic pa zavarovalne druzbe ne jemljo
iz splosne statistike (kakor Deparcieux), marveé iz lastnih
izkusenj iz umrljivosti oseb, ki so se zavarovale. IzkuSnje
so namre¢ pokazale, da je umrljivost pri zavarovancih na
smrt vedja kakor pri onih na dosmrtno rento. Nasprotno
pa je v korist zavarovalne druzbe, da zavarcvanci na smrt
dolgo zive, zavarovanci na dosmrtno rento pa kmalu umrjejo.
Vsled tega zahtevajo zavarovalnice od prvih zdravniSko
izpri¢evalo, od drugih pa ne. Na ta®nadin sta se udomadcili
polagoma dve vrsti tablic umrljivosti: 1. za zavarovanje
na smrt in 2. za zavarovanje na dosmrtno rento. Prve
tablice kazZejo veéjo umrljivost.

V knjigi natisnjena tablica za zavarovanje na rento
se zove ,Tablica 17 angleSkih druzb¥, katero sta
sestavila Laudi in Lazarus za mo3ke osebe. To tablico
uporabljajo tudi nekatere avstrijske zavarovalnice. Za
kolidine I),, M, in N, je v knjigi vzeta obrestna mera 39%,.

Druga tablica za zavarovanje na smrt je znana pod
imenom ,Tablica 23 nem&kih druzb*, Kkatero so v



Ciste premije =

Nettoprimien,

neéiste premije
= Brutto-
priimien.

Premijske re-
serve —Priimien-
reserven.
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Berlinu sestavili po podatkih in izkuSnjah nemskih in av-
strijskih zavarovalnic in sicer za moske in Zenske. Za
koli¢ine D,, M, in N, je v knjigi vzeta obrestna mera 49/,.

Iz tablic umrljivosti izra¢unane premije so mate-
matiéne ali ¢iste premije. Zavarovalnice pa zahte-
vajo nekoliko vedje premije, takozvane nediste ali ta-
rifne premije. Prirastek se menja po starosti zavaro-
vanca in znaSa 109/, do 309,. S to doklado si pokrijejo
zavarovalnice upravne stroSke in nagrade zavarovalnih
potnikov in Z njimi si tudi ojacijo takozvane premijske
reserve, da se ubranijo prevelikim izgubam ob ¢asu epi-
demij i. t. d.

Premijske reserve nastanejo na slededi naéin:
Ako se n. pr. zavaruje vseh 91.578 oseb v starosti 30 let
za 1000 K vsaka na smrt, potem plaga vsaka dosmrtno &isto
premijo 17-91 K, torej skupaj 1,640.161'98 K. Cez eno leto
plada zavarovalnica za vseh 808 umrlih oseb znesek 808.000 K,
torej preostane Se druzbi 832.161°98 K. Na koncu drugega leta
preostane druzbi 90.770-17-91 — 818 - 1000 = 807.690:70 K.
Ti preostanki se vedno manjSajo in v poznejsih letih mora
druzba ve¢ zavarovalnine izplacevati, kakor pa dobi premij
od Se ZiveCih ljudi. Preostanki prvih let tvorijo premijsko
reservo zavarovalne druZbe in se porabijo za izpladevanje
zavarovalnine v zadnjih letih. Premijske reserve so
potemtakem podlaga in bistvo zavarovanja
sploh.

§ 66. Zavarovanje na dosmrino rento.

Naloge.

1. Neka n-letna oseba se zavaruje na do-
smrtno rento » kron, ki naj se ji izpladuje na
koncu vsakega leta. Koliko mora platati za-
varstine v zacetku prvega leta? (Enkratna pre-
mija.)

Razresitev. V rentni tablici umrljivosti pomeni A,
Stevilo Se Zzivedih n-letnih oseb. Ako se vse te n-letne osebs
enako zavarujejo, izplata zavarovalnica na koncu prvega
leta rento » vsem A4, e Zive¢im osebam ; na koncu dru-
gega leta izplada druZba isto rento vsem A, 42 Se Zivetim
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osebam i. t. d. Zavarovalna druzba izplata torej na koncu
prvega leta znesek » - 4, 1, na koncu drugega letar- 4, . »,
potem r-4, ;3 i t. d. do tistega leta, ko izmed 4, oseb
ni nobena vet Ziva. Sedanja vrednost posameznih zneskov je

v .An+1 .AH-—} 2 J‘-An-: 3 An+4 i r-A +
9= B e L
V tej vsoti pomeni & obrestovalni faktor ter znaSa v naSih
tablicah 103, « pa pomeni &tevilo let, ki jih preZivi 8e
zadnja izmed A4, oseb. Ta sedanja vrednost se razdeli
na vse 4, osebe enako, torej pride na eno osebo znesek

l’ -
P,= Lali P,——
.4'.}? 11?

.{.{n.-gl Jl1z-|—2 | An+3 ’[un--r)
( A."_+'TTT 7'——} an e
Dobljeni izraz P, je iskana enkratna premija za n-letno
osebo. Navadno pa damo temu obrazcu drugo obliko. Ako
mnozimo namred¢ Stevee in imenovalec posameznih ulomkov
s faktorjem k", dobimo

e —

» Auﬁl An 42 ./lrz~{ 3+ -lu—;r—x)

A" e -1 + En2 nd-3 n =

A A +1 -’1)‘*2
Ulomki 5= 2= D, i:h = Dain },;H—g = D gricbad:
86 Z0Vejo po I. N. Tetensu: ,Diskontovana Stevila

Se zivelih“ Vsota teh ulomkov je
Ny= D1+ Duss+Duys+ ... +Duiu,

katera je odvisna od starosti zavarovanca in od obrestne
mere ter v rentnih tablicah %e izradunana za 39/

Enkratna premija n-letne osebe za dosmrtno rento
se torej dobi po skréenem obrazcu

N
_P,, = )"ﬁ;.

Primer: » = 1000 K, & = 1:03, n = 30. Iz rentnih
tablic umrljivosti dobi§ Dy, = 20502 in Ny, = 528870 in
po ratunu P;, = 20.738 K.

Opomnja. Ako bi se renta 1zplaéala v zatetku leta,
potem bi bila enkratna premija P} za eno rento r velja,
torej Pl Pt

Diskontovana
Stevila Se Zivedih

= diskontierte
Zahlen der Le-
benden,



OdloZena renta—
aufgeschobene
Rente.

Zavarovanje na
doZivetje —
Erlebens-
versicherung.
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2. Neka n-letna oseba se zavaruje na do-
smrtno rento » kron, ki naj se jiizplac¢a prvi-
krat ez m let, ako v tem &asu 8Se zivi. Koliko
zna%a enkratna premija? (OdloZena renta.)

Razregitev. Ker se izplatevanje zalne Sele ez m let,
odpadejo v vsoti N, vsi ¢&leni prvih m let, torej ¢&leni
Doiy+Dyss—+...4+Dyiin ostanejo Se Eleni D, 1+
4+ Dusmyzt ..o+ Duja = Nutm

Obrazec za enkratno premijo ima sedaj obliko

o SR G

Primer: » = 30, m = 10, ¥ = 103, » = 800 K. Iz
rentnih tablic umrljivosti dobis Dy, = 256502 in Ny, — 313001
in po radunu Py, = 9819 K.

3. Neka n-letna oseba se zavaruje za znesek
zkron, ki naj se jiizplada, ko doZivi Se mlet,
e pa prej umrje, ne izplata zavarovalnica nid.
Koliko zna8a enkratna premija? (Zavarovanje na
dozivetje.)

Razregitev. Ako se zavarujejo vse n-letne osebe 4, za
isti znesek z kron, izplac¢a druzba éez m let vsem A, ., ose-
bam, ki takrat Se Zive, po 2 kron, torej skupaj z - 4, ., kron.
Sedanja vrednost tega zneska je S — —‘:“]{\_%‘iﬁf, kjer po-
meni zopet k obrestovalni faktor. Ta sedanja vrednost se
razdeli na vse osebe 4, enako. Enkratna premija za eno
osebo je potem

S z'fln--}-m il Z'.“\:”-Auﬁ;,,‘
% e e e
- Zi-n e, . Jlllki—iﬂ T
Ako pomenita ulomka,wﬁ — D, in et D, .. zopet
diskontovani Stevili Se Ziveéih oseb, dobimo za P, obrazec:
Dapt
_P a4 ok - m
&= Saey

Primer: n = 35, m = 20, 2 = 3000 K, & = 1-03. Iz
rentnih tablic umrljivosti dobis§ Dy, —= 21061 in D,; — 8941°3
in po ratunu Py, = 1274 K.

Opomnja. Ta naéin zavarovanja se redkeje primeri,

.vazen pa je za meSano zavarovanje ,na doZivetje ali na
smrt“, ki je sedaj najbolj v navadi.
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§ 67. Zavarovanje na smrt.

Naloge.

1. Neka n-letna oseba se zavaruje za znesek
zkron, ki naj se po njeni smrti na koncu leta
izplata dolotenim dedi¢em. Koliko znaSa ) en-
kratna premija P,, ) dosmrtna premija p,?

Razresitev a). Ako se zavarujejo vse n-letne osebe 4,
za isti znesek z kron, mora zavarovalnica izpladati na koncu
prvega leta znesek 2z kron za vse osebe, ki umrjejo v prvem
letu. V prvem letu umrje 4, — 4,1 = B, oseb, vdrugem
letu 4, (1— 4d,42= B, s08eb,viretjemd, ,— 4, 3=
= B, 4 i.t.d. Zavarovalnica izplata v zaporednih letih vsoto

2 _B,,__g.l-i— 2. B”_‘L_g—f— Z'Bn+3 —I— . ss '—i‘Z'B,;.{_g;,

ako &ez x let ni nobena od 4, oseb veé ziva. Sedanja vred-
nost teh zneskov je

-y Bn4-1 Bn—r 2 Bn Bu-}—x
‘b:z'( ,z:_‘;_'p _i_']bs ++7;;}_)
s - Bn+1 Bniz Bn+3 Bﬂ-}—x)
ail D y'k?‘( R | —i_ ;7\,#;12 J[_ inJr'%_I” + fen-tx
Enkratna premija za eno osebo znaSa potem

S  z-k®(Bnji | Bnis Bn—i—-z)
Bt i i N e Tl T ew

AN . Bats 3
Ulomki =5 = Copy, 7523 = Cayait.d. se zo-

vejo ,Diskontovana Stevila umrlih® in so odvisna
od starosti zavarovancev in od obrestne mere. Ako uve-
demo Se okrajSavo

M, = Coyi Oupst Cupet ivif G,.+x,

dobimo za enkratno premijo obrazec P, = 2 A" "« M, ali

M
P,,= Z"I)‘—n.

”

Izratunana Stevila D, in M, je treba vzeti iz
tablice umrljivosti za zavarovanje na smrt.
V nadi tablici je obrestna mera 49,.

Primer: n = 35, z =— 2000 K, k = 1'04. Iz tablice
poiste§ Dy, =— 22155 in M, = 7820°33 in po rafunu
Py = 706 K.

Zavarovanje na
smrt = Todesfall-
versicherung.

Diskontovana
Stevila umrlih
diskontierte
Zahlen derToten.



Meg8ano zavaro-
vanje =
gemischte Ver-
sicherung.
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Opomnja. Enkratna premija je za zavarovanca navadno
prevelika, zato si dotiénik razdeli plafevanje na vel let
(¢asovna premija) ali pa na vse Zivljenje (dosmrtna premija).

Razresitey 5). Enkratna premija P, mora biti enaka
sedanji vrednosti vseh dosmrtnih premij p,. To vrednost

pa lahko izradunamo po obrazeu za dosmrtno rento:
.\)l

P, =i D, ako izenadimo » = p, Tako dobimo za P,
Nu-. M,

dve enatbi P, = p,-3" in P, = 2. 5"
H.

sledi dalje e
_}_'J | g & F"

Primer: Ako vzamesS ista Stevila kakor pri prvem
vpraSanju «), dobi§ iz tablice za zavarovanje na smrt
M;; = 7820733 in N3; — 369107 in po radunu ps; — 42°37 K.

Opomnja. Ako zavarovalnica v prvih treh letih v slu-
Caju smrti ne izplata 8e nikake zavarovalnine, izracuna
se premija po obrazeu P, — z- M}')T—s oziroma p, = 2+ 1[\“—3

(Zavarovanje s poskusnjo treh let.)

2. Neka n-letna oseba se zavaruje na smrt
za znesek 2z kron, ki naj se izplada doloenim
dedi¢em po njeni smrti. Koliko mora zato pla-
tevati v zaletku vsakega leta skozim let, ako
jih dozivi? (Casovne premije.)

Razresitev. Ker se tu ez m let ne pladujejo nobene
premije veé¢, odpadejo v obrazcu p, — 2 ‘1{” vsi Cleni ez
mlet dalje, torej 16 Dy w1 - Dot msa—tr oDy o —
= N, { ». Imenovale¢c N, se potem zmanjsa za N, .. Za
m-letno tasovno premijo n-letne osebe dobimo potem obrazec

M,

Np — NMJ—m
Primer: n = 30, m = 15, £ = 1:04, 2 = 400.00 K. Iz

tablice dobi§ M, = 8944'17, Ny, = 497588, N,; — 190476
in iz tega P3o,15 = 1165 K.

Pum. — 2

3. Neka n-letna oseba se zavaruje za znesek
zkron, ki naj se ji izplada, ko dozivi Se m let, ali
pa dolofenim dedi¢em, ako umrje pred tem casom.
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Kolika je @) enkratna premija, ) ¢asovna pre-

mija? (MeSano zavarovanje na doZivetje ali na smrt.)
Razresitev «). Enkratna premija P, . se tukaj se-

stavlja iz dveh delov, iz premije za zavarovanje na do-

zivetje po obrazcu P, — z. ﬂ;ﬂ in iz premije za zava-

S P ; 4
ju ' kjer pa je treba v Steveu M,
n

odbiti vse ¢lene po m letih, ker takrat pla¢evanje na
vsak nacdin preneha. Druga premija dobi torej obrazec
Py M= Mot qpupna premija j tem
oo pna premija je po
Pon = Piipepta gitatlt H

Razresitev b). (asovna premija Pn,m S€ platuje kvecjemu
m let. Enkratna premija P, ,, mora biti enaka sedanji vred-
nosti vseh ¢asovnih premij p, .. To vrednpst pa dobimo iz
obrazca premije za dosmrtno rento P, = - %% V tem obrazcu
je treba le Se izenaditi » — p,.. in v Steveu odbiti vse ¢lene
od m let dalje, ker takrat plafila prenehajo. Iz tega sledi

rovanje na smrt P, = z -

\Y" At ;.\., -t . .
P, = ppin— e "1™ Ker pa je v naSem sludaju P,= P, ,, =
n
Dy - My — My 1 Jo .
— i',,”"{in",_., "™ potem sledi iz navedenih enatb
n

Dt =My — My -

Primer: n = 40, m = 20, k = 1-04, 2 = 20.000 K.
Iz tablice umrljivosti dobi§ D,, = 17263, Dg, = 53131,
M,, = 6817-36, My, — 329576, N,, = 268539, Ny, = 52640D,
iz teh podatkov pa izratunad potem P2 =— 10.235 K in
Pao, 20 — 818:4 K.

Opomnja. Zavarovalnice izplatajo navadno osebi, ki
je dozivela 90 let, #e celo zavarovalnino, Cetudi se je za-
varovala samo na smrt in ne tudi na doZivetje 90 let. Zato
pa tudi 49/, tablica za zavarovanje na smrt pri 90.letu pre-
neha. Vsled tega odpadejo v obrazcih P, in p,,, vsi ¢leni
Dyipy M,., in N, , in obrazca za premijo v nalogi 3.
preideta v krajSa obrazca naloge 1. :

—_—

-

Matek, Aritmetika. 18 r.
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za zavarovanje na dosmrtno rento.

3% tablica

h Ay ; Dy My, Nu
0 100000 100000 | 41833'8 2896905
1 85175 82693 274408 1896905
209 79539 74970 | 22128'5 1814212
iR 77060 70522 | 1985976 1739242
4 75764 67817 |  18708-26 1668720
5 74930 64637 | 17988-83 | 1601403
6 74279 62207 | 17443-63 | 1536766
7 73701 59927 | 1697366 . | 1474559
8 73155 57749 | 16542:66 | - 1414632
9 72623 55661 | 16134-91 | 1356883
10 72097 53648 | 1574351 | 1301222
11 1576 51709 e ihagy-13 [ 1o47h7d
12 71058 49838 | 16003-82 | - 1195865
13 70542 48037 | 14652-44 | 1146027
14 70028 46297 | 14312-63 | 1097990
L 69516 44620 | 13984:00 1051693
16 69006 43005 | 13666°19 1007073
17 68497 41423 |  13358-24 964068
18 67990 39937 | 13060-43 922645
19 67484 38485 [ 12780 882708
20 66978 37084 | 12491-64 | 844223
21 66473 35733 | 12920:18 | 807139
22 65968 34498 [ 11956-63 | 771406
23 65464 33169 [~ 11701:26° | 736978
24 64959 31956 | 114562-83 703809
25 64453 | 30783 e ol 16 671853
2 63946 | 29651 | 1097601 | 641070
27 63438 | 28559 o 10747:32 611419
28 62928 27504 { 106%4-41 | 582860
29 62416 26486 | 10307-14 . | 555356
30 61901 25502 | 10094-97 | 528870
31 61382 24552 | 9887-38 | 503368
32 60860 23633 |  9684-68 | 478816
33 60333 29747 | 048599 | 455183
34 59801 21889 | 9201-26 432436
35 59262 21061 L 9099-71 410547
36 8717 20260 891167 389486
37 58164 19484 8726-42 | 369226
38 57603 18733 8543-96 | 349742
39 57032 18008 836366 331009
40 56450 17305 8185-24 | 313001
41 55856 16624 8008:45 | 295696
42 HH249 15964 783306 | 279072
43 54628 15325 765883 | 263108
44 53991 14706 7485:33 | 247783
45 53337 14104 7312-36 233077
46 52663 13520 7139-33 218973
| 47 51969 12954 6966 35 204453
| 48 51253 12403 679309 192599
|49 50512 11868 6618-99 180196
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|

| " 41'“, Dn Mn f\rﬂ
50 | 49745 11347 644403 168328
51 | 48950 10841 626797 156981

52 | 48124 10347 6090 37 146140
53 | 47266 9866:6 | 5911-27 1357930
54 | - 46372 93983 . 573008 125926 4

| 55 | 45442 | 89413 | 5347-09 1165281

| 86 | 4u71 | 84956 | 536164 1075868
57 43459 | 8060-2 | B5173-94 99091 -2
58 42403 | 76353 498379 91031:0
59 41301 | 7220°3 479114 833957
60 40151 | 6814-9 459595 761754

| 61 38051 | 64186 439821 693605

| 62 37700 | 6031-3 419807 62941-9

. 63 36397 56535 399568 569106

| 64 35042 52844 379134 512571

| 65 33634 | 49245 358519 459727
66 32175 | 45736 337779 41048-2
67 30665 | 4232:0 3169:40 364746
68 20109 | 3900-2 296092 322426
69 - 27508 \ 35784 275265 283424
70 25869 | 3267-2 254565 2476440
71 24197 | 2967:0 2340-63 214968

| 72 29500 | 2678°5 213861 18529-8

| 73 20787 | 24025 194062 15851+ 3
74 | 19067 | 21396 1747°62 13448-8
75 | 17354 | 18906 156100 113092
76 | 15659 | 1656°'2 138172 94186
77 .| 13996 14373 1210 94 7762-4
78 | 12381 |- 1234‘h 104993 63251
79 | 10828 | 10481 89961 5090+ 7
80 9352 | 87884 76090 404262
81 7966 72682 63444 316378
82 6684 59208 520-88 243696
83 5515 | 474-30 | 420-347 1844 -88
84 4468 | 373:06 | 332-925 137058
85 3548 | - 287-61 | 958-34b 99752
86 2756 | 216-01 196012 70991

| 87 209 | 159:70 145-123 49300

| 88 1543 114-47 104544 1 333-30
89 1106 £ 79660 73-285 |  218-834
90 768 53-703 49-650 @ 139-174
91 516 34-963 32:474 85-471
92 332 21882 20-4132 | 50-508
93 205 13-118 12-2862 | 98626
94 121 7-5177 7:0674 | 155082
95 68 4-1017 3-8704 | 7-9905
96 36 2:1574 "1-9964 38888
97 18 10234 0-97299 1-7314
98 8 0-44160 0-42099 070801
99 4 0-21438 0- 20661 026641
100 1 0-05203 0-05051 | 0-05203
101 0
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4.0, tablica
za zavarovanje na smrt.

| |
[ n 1 An Dy M, ! Nn
20 100000 45639 12135°70 | 868545
el 99881 43480 11722-32 | 822906
792 98173 414924 11334-65 | 779426
3 97286 39471 1096615 738002
| 24 96425 37618 1062012 698531
| 2 95590 35858 10297 14 660913
|2 94774 34184 9995 96 25055
Lo 93970 392591 9712-96 590871
| 28 | 93173 31071 9444 -85 558280
| 29 | 92378 20621 9189:29 | 527209
| 30 | 91578 28236 8944-17 | 497588
131 | 90770 26910 8707-00 | 469352
| 32 | 89952 25641 847667 | 442442
| 33 | 89121 24498 825247 | ' 416801
34 88280 23266 8033-46 | 392373
| 35 87424 22155 7820- 33 369107
| 36 | 86bh1 21090 761175 346052
|- 87 | 85662 20070 7407-21 325862
| 38 | 84756 19094 7206-92 305792
.39 | 83828 18159 7010-66 286698
| 40 | 82878 17263 6817-36 968539
| 41 | 81903 16403 6627-10 | 251276
| 42 | 80897 15579 6439-3¢ | 234873
43 | 79862 | 14788 6253:06 | 219294
44 | 78799 14030 6068°78 | 204506
45 | Tr07 | 13303 5886°80 | 190476
| 46 | 78500 | 12607 5707- 05 | 177173
47 | 5480 | 11942 553025 | 164566
48 74281 11305 5356 75 152624
49 | 73077 \ 10694 5185°68 \ 141319
50 | 71831 | 10108 5016:26 | 130625
5L | 70628 | 95425 484768 1206170
B2 | 69166 | 89980 467817 1109745
53 | 67741 84740 4607-79 1019775
54 | 66251 79590 433639 935035
55 | 64695 74823 416406 855445
56 | 63074 70142 399102 78062 2
87 | 61383 65637 381767 710480
58 | 59624 61303 364381 64484-3
59 | 57792 57135 3469- 91 583540
60 55892 53131 329576 52640°5
61 53916 49282 3122-09 473274
62 51878 45594 2948-42 423992
63 49781 42069 277619 378398
64 47632 38705 2605 79 33632:9
65 45435 3550-0 243788 207624
66 | 43189 32447 297982 262124
67 | 40887 20536 211058 229677
68 | 38532 2676 4 1950+ 68 200141
69 36133 24133 1793 40 173371
! S| '




Matek. Aritmetika.

. A 7 | D " Jf[ﬂ, J.\r‘ﬂ,
| :

70 | 33701 2164-3 1639-34 149244

71 | 31249 1929-6 148917 127601

72 28794 | 1709°6 1343-58 108305

73 26358 | 1504°8 120342 91209

74 23952 |  1314-8 106970 [ 76161

75 21592 | 1139-7 94270 . 63013

76 19293 | 979-18 82295 | 516160

77 2| P I8 CEH 83368 71076 | 4182-42

78 | 14980 | 702-93 607:065 |  3348-74

79 | 12998 | 58646 512:167 | 264581 |
| 80 | 11150 48373 426-179 |  2059'35 |

81 | 9420 39296 319-089 | 157562

82 | 7821 313-71 279-698 |  1182:66

83 | 6378 24598 218-027 | 868-95

84 | 5114 | 189-65 164:515 | 62297

85 | 40314 | 14385 119:442 | 433:32 |

86 | 3138 | 10759 82:412 | 289-47 |

87 | 2493 79-882 52-872 181880 |

88 | 1857 58867 30-206 101- 998

89 | 1415 43131 12-954 43-181







Vadbe in naloge.

K §1
Ako je ¢ neko Stevilo naravne Stevilne vrste, kako se

glasi naslednje Stevilo? Kako se glasi ¥tevilo, ki je za 2, 3,
5, b enot vedje od a? :

K §2

1. KakSen pomen imajo izrazi = -y 2, (x + y) + 2,
@+ (y+ 2)?

2. Izratunaj na pamet po racunskih zakonih:

a) 37 +52; b) 86+ 79; c) 217 | 47 - 58,

3. Izradunaj na najkrajSi nadin:
@) 73 49 - 7; b) 73 +49 4 1; ¢) 237+ 992 | 8;

d) 96 +- 65 - 4 - 35; ¢) 9994 | 893 - 7 -+ 6;

/) 115 + 286 + 97 -+ 3 + 14 | 8b. ;

4. Pojasni s pomocjo ratunskih zakonov sestevanje mnogo-
imenskih Stevil! N. pr.

a) 8° 17"+ 90° 28’; b) 270 31" 45” |- 540 28’ 36".
2¢+T7a+13a-+8b. 6, 3¢+ 40+ 5a + 8b 4 9a—10b.
.e0+2b+3c+ 40460+ 8¢c-Dda-TbHec
(2a+ 36+ 4c) -+ 3a. 9. [(7m -+ 8n) + 3m] + Ha.
10. 9m | (8m - 4n). 11. 61 - (4m -+ Hn - 2p).
12, 3¢ -+ [7b 4+ (Ba + b)].

13. (7T +8b) 4+ (9a -+ 6b) + (2a 4 4D).

" 14 {1be—+ [Ba + (75 + a)]} + 20.

15, [z + 4y -+ 22] - [6x 4y + 52| 4 [20 4 3y -+ 72|
16. [(2a + 80) + (ba + 20)] + {[4a + (Ba - b)] 4 6b}.
17, Zameni ¢ = 4 in b = b v 16. nalogi.

Matek, Aritmetika. Jaes

] ot
.

*®
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K §3.
1. Ako je m Stevilo naravne Stevilne vrste, kako se glasi
potem Stevilo, ki je za 1, 5, » enot manjSe od m?
2. Katero stevilo je za 3x veéje od 2a — 3x?
Izvrii na razli¢ne nadine:

3. 32¢ — 9a — 14a, 4. 3046 — 1760 — 37b — B8 b.
5. 26 — 25b — b — a. 6. 4ba — 7o — 370 — 8a.
7. 27 — (15 4 10). 8. 9a — (6a |+ 2a).
9. 65 -+ (47 — 36). 10. 17¢ +— (152 — 8a).
11. 246 — (146 — 58). 12, 252 — (172 — 15x).
Razresi po ratunskih zakonih:
13. 9m - 2n) — 6m. 14. [Bx + 5) + 2x] — 4.
15, (Tm — 3a) + 2a. 16. 8z — 4y) + 7.
17. [z —7) + 32 + 4 18. Ba — 4) — 6.
19. (16y — 8x) — 8y. 20. [(bx — 2) — 2x] — 3.
21, Ta -+ (Ba — 20). 22, 15m -+ [(4m — 3) -+ 2].
23, (6x+4y) — Bx+2y). 24 5bm—[(2m 4 3a) | 2m].
25. by — (82 — 3y). 26. Ba +4b) — (da—5b).
27. Qz— 4) — (x —1). 28, 3a — [40 — (4a — DHD)].

29, (78a -+ 52b 4 37¢) + (485 — 39¢) — (B8 a — 60¢).
30. (Ta +5b) — [4e — (30 -+ 24)).
31. 8a— {40 — [30 — (2a — D)]}.
32. 8Ba— Tb) — [(Ba— 4b) — (2a — D)].
33. 8¢ + (70— ba) — [(40 —2a) — b].
34. 8a — (70 —Ha) — [4b — (2a — D)].
35. Ba+70) — [ba— (4b — 2a) — D).
36. Zameni ¢« =— 4 in b» = 3 v nalogah 34. in 35.!
37. Pojasni s pomot&jo radunskih zakonov odStevanje mno-
goimenskih Stevil. N. pr.
@) 18047’ 53" — 16° 18’ 25”; b) 52°17' 38" — 45° 33" b1".
38. Katero &tevilo je treba 7a — (30 — 1) pristeti, da
dobis ba +5b6?
39. Katero Stevilo mora$§ od Stevila 8x — 4y odsteti, da
dobis 22 — (2y | 2)?
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40. Od katerega Stevila moras 8« — 41 od3teti, da dobig
20— (2b-+2)?

41. Pretvori 3¢ — (b - ¢) v razliko z minuendom @) 4a,
b) 2a,¢) 3a+b,d) 3a—1, ¢) ba — 2! .

K § 4

1. Kaj dobi8, ako spoji§ s Stevilom 12 (oziroma — 12)
osem pozitivnih (negativnih) enot?

2. Do katerega Stevila prideS v podaljSani Stevilni vrsti,
alko StejeS od Stevila 5 (oziroma — 5) za 7 enot @) naprej,
h) nazaj?

3. Kako se mora$ pomikati in za koliko enot, da prides
v podaljfani Stevilni vrsti od Stevila - 6 (oziroma — 6) do
Stevila - 15, — 14°?

4, Koliko in kak8ne enote mora§ spojiti s Stevilom - 3
(oziroma — 3), da dobi§ — 11, - 9?9

K § 5.

(=20 (=56) -+ (116) == (- 89) <t Hio)k
(- 48@a) - (— 25b) + (+ 7a) + (— BHa) 4 (- 37d).
(+36) + (— 78) + (— 189 + (- 95) -+ (— 89) + (- 11a).
35a¢ — 46b +59¢ -+ 165+ 21¢c — 33a — 44¢ + 28b — Da.
. (—4e+7b) + (192 — 13b) 4 (— 38a 4 200).
6. (13a¢ — 26b -+ 16¢) + (— 140 — 195 + 25¢) +

+ (29a — 310 — 40¢).
. (4032 — 621y - 59z — 108) + (— 317« +- 501y - 69z — 92).

e S

(Y11

=1

K § 6.
25 — (— 13). 2. (— 28) — (+ 13). 3. (— 25) — (— 13).
76 — (— 4a). 5. (—b5a) — (— 3a). 6. (— 124) — (4 69).
V8= (=19 - 0h) S = I B ALY
(— 42) 4 (— 22) — (— ) + (+92) — ({ 82).
Izradunaj vrednost Stevilnega izraza:
2 — (¢ —2) (o —4) — PEE S

za © = — 4!

e
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11.
12
13.
14.

15. (e — 7)) — [Be —b) — (—2¢ + 3D)] — [(To — 2D) —
— (Ba + b)].
16. 2m —3n— {2m — [—2m +-3n — (2m 4 2n) —
— (—2m —+ 3n)]}.
17, 62 — Ty —{— 62 + Ty — [(6x — Ty) — (— 62 - Ty) — 62)]}.
18. 832z — {417y} [469x — (315y — 178x) | (— 3052 - 408y)]}.
19. Izradunaj
o) b @ D); B4t (Bl 0l Py,
JU (B 0y D; s e e )
za: 4 = Tx— 8y 92, B — 6r - Dy bz
C=—122 13y — 11z, D= 2x—3y— 4z,
K§T.
Razresi naslednje enacbe:
1. 25 =12, 2. x2Fa =0 3. z—ba = a.
4, 36 — xz — 10. 56—z =4a. 6.0—b—x = 0.
7. 4+ 3z = 6 2w 8. 6r—9 = 9-+}5H=
9. 4— Tz = 10 — 8. 10. 9¢ — 7z — 40 — 6.
11. 30— (z 1 4) = 10. 12, (& — 4) — 30 — 10.
13.9—(56—2x) =821+1. 14 br—10)—2x = 22—3.
15. 20 — b — ) = 6y — (20 + 4y).
16, ®—x)— (4 —2x) = (22— 6) — (8 -F ).
17. 20 + [23 — (11 + y)] = 46.
18. 40 — [(Be — 2x) — (4a— x)] = (bae — 6x) — (Ta — 8x).
19. Pretvori naslednje neenatbe na najpreprostejSo obliko:

. (e — 18b) — (10@ + 7b) + (— 3¢ - 5b).
(Bx 4 2y) — (6 — 8y) — (— 2z 1 5y) { (— 4« 1 3y).
95 4 =T L9 — (2] 80)

45— [18 — (m— 2)] — [15 — (6 — 4m)].

(8 — 6y) + (20 — 4y) — [z -+ 3y) — Bz — 5y) —

— (—z+ 2y

@) 3x —7>2x-11; b) 6x +8<Tx-b;
¢) 22 — 30+ 5 < 3x—4a—2;
d) 4a — d5x — 6 >ba —6xr — 4.



v
20. Katera cela Stevila zadostujejo naslednjim pogojem :

a) 22 ++3<3x+DH5<6+2xr; b) be—B<6r—3<br— 3
¢) der < Bxr -8 < 4x -+ 3; d)or—22x—1<x-+1.

K § 8.

92%-8a%: 30, 2. 502 6b-Tab. 3. 922-6y-3x)2.
bay?s dax®- 2ay. 5. (+3)-(+ 7). 6. (—DH)-(-+ 9).
(+1)-(—6). 8 (—4)-(—13). 9. (— 15az®) (— 4ax2y).
10, (— 4a2y3) - 13 axty?. 11. 2m?(— 3am?) (— 4ab) (-+ abe?).
12, (— a’x?) (4 4ab3y®) (— b b22y5) (— 6 a>bady?).
13. Izrafunaj vrednosti izrazov:

@) (@ — 2b)(a =+ b) (¢ — 4b) (¢ - 3b), ako je a = b;

B) (3la — 21b) (17a — 28b) (12a — 161),

akio jei'a — bilnehi—i

14. (a®> — 2ab -+ b?) 7 a’b. 15, bat (9a®— Ta® — 3a -+ B).
16. (5a®— 3ab -+ b?) - (— Bab). 17. (— 2292 (32— Dy + Ty?).
18. [(2m — 3n) m> - (4m — B n)n?] Tmn?.
19. [« (Bax — Ty*) + 2y (— 32y -+ bay®)] 9ady.
20. [2ab (— 4a -+ 5b) — 3ab (a — Tb)| - (— 6a2D).
21. [Bay? (— a2 +- 2ay — By?) — 2%y (42° — Dy — )| (— 22y).
22, bz — 2y (Bx — 2y). 23. 222 — By) (T2 -+ y).
24. Bx + ba® -+ 62%) (b — 2x).

Y

_-.l..;..p..a

25, (— 2a® -+ 3ab— 40%)(— Ha - Th).

26, (6x — 7y + 8)(6x + 10y — 8).

27, B — x4 4) (222 — bx — 3).

28, (ba-+3b)(Ta +—5b)(Ba + 4b).

29, (z+1)(@@42)(@x—3)(x—4).

30. Bz+5) Rz —3)x—1)—(x—1)(x 4 2)(@=—3).
3L 2y + DBy +5) @+ D+ — Dy —2(—y+3)

(2]
b

. (3at — 2a%h + Da?h? — ab3 -+ 40 (9a® — 6a -+ b).
. (o4 - 3% — 4a%?) (a%h — 20202 + 2aB9).

34. (Ta +-8n)? -+ (4a —Hn)2— (8a — 9In)>

35. (92 — Ty)2 + (11y — 6x)2 — (142 — 9y)°.

=N
o



VI

36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

45.
46.

47,
48,
49.

50.

(Ba -+ 20) — (20 — 30)® 4~ (¢ — 40)%.

(82 By + @2 — Ty — B — 8y)"

(ba —1)(Ba 4 1)(25a® 4 1). :

(8Ba +-4b)(Ba — 4b) (9a® - 1617).

(@y 4 2) (zy — 2) (@hy* + &) (@%° - 2.

(w8 — zPy | aty® — %P - 2%t — @y’ + ) (@ + ).

(@t - aty + @9 4 2y -+ ) (e — ).

(@ — oty + & — P 2yt — ¢°) (£ - 9).

(@ + a2y + 2 e — ).

(om+s — 2am 2 y - Bemtiy2  demyd) (22 - ay L)
(batz™ — 7asbum—1yn L Qa2b2pm—2y" — 11 abdx™ —3y3"
L 13 btem —4yin) . (3 a?x® | 2abrty™ - b2%By").

[22 - (@ + b) 2 + (6@ + B?)] [ — (@ — b) = - (a® — b?)].
br{r—z[Bz—(@— 1] —2z@+1)@E—1)}—=

(aJm + Jqsmpn _|__ Hgimp2n _:_ Tampsn + gbm) (am et [)n).
Zameni A — br— 3y, B=2z—1 in C=1—2y
v naslednjih izrazih ter izracdunaj njih vrednosti:

a) 24B — 3:4C — BC;  b) (42 — 2BC)(B — C);

¢) AB — (25 d) (42— B> — (B2 (%) A.
K§o.

1. 35abe: Tac. 2. 81mn:27n.

3. 48 adxb : 60228, 4, T2x%8 1 8y,

3. 63 abxdyt : T axdyt, 6. 144 ab®m : 16 a3b.

7. 80am+3bn+t2 2 16 a%hw. 8. 27 atb2wm+3y2n : O abxiyn.

9. 45am+5n+6: 3 a5, 10, 20unbr 2 o= 1p" 0P 9,
11. (— 24 xy): (— 8y). 12. (— 27 a’b%c*) : 9 a®b3e.
13, 18 atr2y3: (— 2a%%). 14, (— 9la®mbh3n):(— 13am+2h2"—2),

15.
17.
19.
20.
21.

(Ba%h?: ab?)- 64382 16, (2Laed: Baxt) - (— 6a2iz).

[(— 1822%¢32) : 2ay] « (— 8 2%y%7). 18. (25 a2b%z : Habd) : 2.
[21mPn?: (— Tm?)] : (— 3mn).

(45 a®b*x® 1 15a2b3x) « (15 a®b? : 3 ab).

[(— 48.ty's?) 2 6ayt] - (180542 (— Byl
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48,

49,
30,
51.
33,

-

J9,
LYl
59,

VII

[27aThem+18: (— Baten)] : (— Bathad).

23, (24 am-t2pngmtiynd3; 4 gmytys) ; 3pnyn
24, [TBamTpn+3xP+4; (— ba*hir)] : (— 3absd).
25, ’[85 a?b7e?: (— 17a%b%)] : (— Dab?c?)} : (— b2cd).
op U "* b s
26 1% 0+ a) E
9 Sa a?— b2
nz(. E(;_—L)-G(a—b). 29. 3((£+b} 3({6-'—[))
x -+ y 5 o
30. f—_ﬁ < (2 — ). 31. —gf—j_jé— « 22+ y-).
32, 42a%%t 1ot 33, 18aberd: 220
’ 16a%? 2m
2 2Q 47
34, 128a7b*: ——. 35. 2m(m £ 1) : —— S
36, 200 5 a2, 37, 37 3aa,
ni Dby

og Am#Wt o o bab
88. —5 s34, 39. S ) " 2(a — D).
10. b [P+ &) : 20 (0 L b).
41, [128a7b*: (16 a®b2: 4a2b)] — [(128 ab* : 16 a®b?) : 4 a?D].
L2 (@@= —n: @+l — P — )@ — 9l : @9}

o 15a% — 25ab® 24 b ix® — 16 ab%2?
- o She i

e T(a® — b?) | 8(a - b)? —9(«-{»6)
45 7 ik
g6, Vol —9Y) 4 166 — )t = S0l ).
46.

15(z — y)

47, (128 a®b® - 224 a7b* — 288 afb® - 96 a®b°) : (— 8a*d?).

(125 a3y* + 250 atys — 325 x%% — 400x%7 - 62527°) :

: (— 2badyt).

(Bt 4 Ba® + 22 — 102 — 14) : (322 4 5z 4 7).

(@ — T - 1642 — 2508 1+ 24at — 1625) : (2 — 32 - 4a?),

(922 — 169?): (Bx ++ 4y). 52, (81m*x® — 6442): (9m*x — 8y).
(2723 — 34313): (3x— Ty). 54 (164° — 81b%) : (242 — 3b).
(@®— b%) : (@ — D). 56. (¢ -+ b%) : (@ - D).

(a*t — b¥) : (@ — b). 58, (a® — %) : (e 4 b).

(5a® -+ 2atb — Ta®h® — a®b® +- 2ab* — %) : (Ha® — 3ab 4 b).



VIII

. (27— Blz — 12542 — 248 -+ 3044 : (— 3 - 8z - 642).
. (1 —15@ - 7202 — Bda® — 405t — 243a%): (— 1 -+ 62 -+ 922).

. (dmfnt — 3mPn® — 16m*n® — 27mn1® — 18 m*n'?):

: (mn® — 2mPnt — 3 mnf),

. (113022 — 136 4% - 3 a* + 12b* — 64 ab?®) : (5a’ 4 11ab? —

18 4% — 613

. (40t 9u5 | 92| 182 — 14 — 2723 — 2127

:(5ad — 10@ - 22 — 14 + 3a%),

. (9m!0 - 2mbnt — 12m*n® — Tw*n® — 4n%): (3mS — 2m*n®

—+ mnt — 4nb).

. (3622 — 26yt +— 109%2% — 28) : (62 — By? - 28).
. (22 6t — 4128+ 4722 — 210 | 22): (0> Hax — 11).
. (0 — 24a%3 | 192a%% — 5122%) : (a® — 6a’r |+ 12ax® — 8u47).

69. (— 48a%" — 87 a%® |- 124tz —|— 1470"2%) : (20°x — Ba'a® —
~—5a313+4a- 4),

70, 23 - pimy _zm;jln_JM)-(‘r?m_ y3n).

71. (x3y:1m_xn~lrl_m+ + 12n+)y =i Iinu}) (1 ,’,m,__ ,rt,.l)

Yt

-1 S Ut o 0D

& @®©

-
=]

. (m* — 2mPn® - nt) :(m® - 2mn —+ n2).
. (49a®+ 6a*~— bBla® — 25):(7a® — 64>+ 3a — D).
. [(120 — 326 | 3290> — 1460® - 24 a*) : (4 — 30)]:

(6 —Ta—+2a%.

. (120t — 1728 + 1622 — Tar +9) [(— 92811222 — 721 9):

t(— 3% 1 2)]
K § 10.

L@—9B—2) = @d+ 5B —2).

24+ +1)+2—2)(2x—1) = 0.

. (82— 6)(Tx — 13) = (32 — 2)(Tz — 19).

@+ 2@+8)—4 = (&t 4B L 2)—10.

. (6— 62)(2 — 3a) = 3[4 — bw)— 62z (1 — )].

. By —2)—5]b—4(2y—6) = y —19.
.D(y+10)—4[160—3(By —2) -2y = 2 —y.

L 34B—y)—yl—T0=5B+Cy —Dl— TG+ +3
. 3z — {62 — 3[3x — (4 — B)]} =

22 —2{r —2xr — 2 (@ — 2)]} = 0.



11.
-12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

IX

v+ 82 (-t 9P — ly - IEp =

(13x + 3)* — (Bbx 4 10)2 = (12z — 3)%
@Px—>b)—0l@E—a) = e (@—x)— (b — ).
x(r—2a)— (b —x)2 = 3b2—4a2

(x—a)— (x—0)2+3(e —b)? =

T(y—ab) = (¢ 02+ 3(y -+ 1?) +a (3a — D).
(Bx —4)?— 20 — 3)® = 192° — 8z (9 — 10) | 3.
2(@ + 1)+ T(x —4)242(25x — 1) =

— ¢+ 2+ )@+ 0+

(1622 —9): (4o 3) = 3z} 4.

. (9y2— 12y -4): By —2) = by — 8:
21. 84— 27): 8y —3) = Cy—6)(2y—+1) — 1.
2. (6y*— JJ’—4J +11y—4):Rp2—3y+4) =

= 3y*>— by |+ 13.

¢ (.r*—8.1.°+16).(x~~|—4x—{—4) = (z+ 2)(x — 2).

(8 ot — 9248 4 1922 — 20 — 24) : (442 — B — 6) =
= 2z —B) (x4 —2 :

. Katera cela Stevila ustrezajo naslednjim neenacbam :

a) 32 -+ 29 < 6x -+ b < 3z 4 23;
b) 82 —b <120+ 16 < 82 3;
¢) 6 —9x <21 —6x <15 — 9u;
d) br 12 >9x — 12 > b6xr — 4.

K § 11

1. Pretvori Stevila @) 35624 [7], b) 32045[6], ¢) 72085]9] v

dekadi¢na Stevila!

2. Pretvori dekadidna Stevila «) 9958, 5) 14195, ¢) 68520

v Stevilni sestav [6], oziroma [9]!

3. Pretvori: -
a) 460213[7] v Stevilni sestav [4];
b) 510423[6] , » Dl
¢) 627534[8] , 3 19K



® > e

10.
12,
14.
16.
18.

3146 | 213 - 31324 - 50421 - 42135 [7].

. 57016 - 124560 —- 36425 - 61433 — 225347 [8].

41203 — 22412 [5). 7. 532104 — 243255 [6].

83767 — 21875 [9]. 9. 706435 — 416723 [8].

3124 - 234 [5]. 11. 2033 - 3012 [4].

5372 . 458 [9]. 13. 4531 - 6543 [7].

6043 - 7507 [8]. 15. 231013 : 543 [6].

384010 : 368 [9)]. 17. 1522730 : 330 [8].

24420220 : 2204 [5]. 19. 56432103 : 6005 [7].
K § 12

1. Doloti, s katerimi izmed &tevil 2, 3, 4, 5, 8, 9, 11, 25

in 125 so deljiva sledeéa Stevila:

a) 312, 6225, 17280, 71016, 948656 ;
b) 720, 6472, 76450, 484572, 567000 ;
¢) D34, 8625, 10692, 734520, 350496.

2. Dolo¢i prastevila naravne Stevilne vrste od 1 do 100!

K § 13.
1. Doloéi, ali so naslednja Stevila prastevila: 763, 829,
1003, 1739!
2. Razstavi na prafaktorje : 2268, 3075, 5376, 3828, 72a3)2
60 g2zt |
Razstavi na prafaktorje:
3. 18ab — 15ac. 4, 922 — 24 xy. 5. 20* — 4a° 1 6a>
6. Ba®e? — 15a%3% - 25wt T 024222 — o0 — 2,
8. a4 2a% — ab — 205, 9, x® — Ba® | 92 — 45.
10. 20%c — 6 abx — o | 3.
11, 10ex — 16bx — 20 cx — 12ay - 18 by - 24 cy.
12, 422 —1. 13. 9¢* — 1652 14, 622 — b4 o>
15. Ta’h?® — 3ab. 16. 27a%b — 48 alb3, 17. (0 -+ )2 — a2
18. a2 — (b — )% 19, 9a>— (20— 30)2. 20. 92— 120 -} 4.
21, 922+ 62 + 1. 22, 16 a> — 48ab - 36172,
23. 20t — 443 |- 242, 24, ba® 1 1022 - b,



25,

e
27

X1

4 a®h — 24 a®b> -+ 36 ab?, 26. 0?4 4ab -+ 302
ca? 4192 + 70. 28, #?— Tw |+ 12. 29, o2 — 9ab |- 2002

30. b — 6ab e 31, Ta®t 8xy—+y2 32 22+ 4z — b.
33. a>--Dab—240% 34, 22— 22— 15. 35, b2 — 4bec — He2
36, 322+ 3z — 36. 37. 40> 36ab | 8002

38. 222 — 122 — 32, 39. bu?— 16y -+ 1042

40, 23+ 1. 41, «*— 1. 42, xt — 1.

43, x° + oo 44, > — 9> 45, % — 45

46. 1 — 8a?, 47. 1 274 48, 8 -|- 2745

49, 2% - 48,

K § 4

Razstavi naslednje &tevilne izraze na prafaktorje ter poiséi

njih najve¢jo skupno mero:

o] U @O
-

@®

10.
11.
12

13.

. 840, 576, 2, 336, 432, 528.

561, 1155, 13864. 4. 693, 819, 9450.
15 a®b, 54 a?b*. 6. 12ace, 16 abx?® 20 0%

. 2ax + 4bx, 60 + 12ab? a® — 402

4a*+ 4ab, Hab -+ 502 8a?h - 8ab?

@+ 3a — 10, a®> | 8a - 15.

«> — 10ab + 162, a®> | 2ab — 8052

o? — 2xy — 817, a®+ 2ay — Bay® — 6y°

Sudy2 — Sty daky2 — Sadyd |- duyt

12232 — 12a%3, 18242 — 1824, 24 2% — 48 2%> 1 24wy’

Pois¢i najvedjo skupno mero naslednjih Stevilnih izrazov

s pomodéjo verizne delitve:

14. 20295, 13735. 15, 14539, 25728,
16. 15548, 18590. 17. 24955, 33862H.
18. 1701, 6426, 10521. 19, 78375, 65835, 13432. -
20. 2o — 9a® 4+ 170 — 48, #* — 3a°{- T2 — 15,

21,
2, 4mé— 16m2 -+ 23m — 20, 6m* — Tm — 20.

m2 -+ 6m - 8, m*— 3m®— 4m 4 12.
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23. 623+ 1622 — 222 | 40, 92® — 272® |- 3bx — 25.

24, 34— 8a® | 1127 — 8z 8, 208 — 90?90 — 7.

25, 603 — a® — 22a -+ 15, 21a* 4 25a® — 27 4% |- 21a — 20.
26, 12a% — 242 — Hab? — 1, 9ad L Bab? - 215,

27. bad — 1822y + 11y — 643, Ta®— 23wy | 64°

28. 202 — 2, ba®* —4a— 1, 6a*— Da®>— 1.

29. @+ 2ab — 302 a®>—+ 6ab — 703 a> — DHab 452

30, 22+ 3xy + 242 a® Ly — 247 20> Tay + 6%

K § 15.

Razstavi naslednje Stevilne izraze na prafakforje ter jim
pois¢i najmanjsi skupni mnogokratnik:

1. 120, 168, 182. 2, 105, 144. 270.

3. 316, 441, 567, 378. 4. 720, 864, 1008, 1296.
5. 2, 14, 21, 49, 90, 91. 6. 4, 5, 6, 10, 25, 28.

7. 26, 35, 42, 52, 56, 60. 8. 16, 24, 32, 36, 40, 72.
9. 1272, 1542, 24 ab?, 1003, 18ab.

10. 822 Hdwxy, 64 xy2, 8042 8la2y.

11. ba - 10, 2042 — 80, 622 L 242 -+ 24,

12, o> — b2, a®>+ 2ab -+ 0% a®> — 2ab - b2

13. 3x% — 3%, 22%2 - 2y 4a* — 8% |- 422,
14, 622 — 3x, 2424 — 622, 122> — 122* | 3 b,

Poi&¢i naslednjim Stevilnim izrazom najmanjsi skupni

mnogokratnik 8 pomodjo najvedje skupne mere :
15. 874, 943. 16. 6987, 8083.
17. 816, 765, 697. 18. 259, 3219, 7H48,
19. ¢® — 490 — 120, o>+ 10 - 25.
20. 6a® — 132> — 462 — 25, o3 | 24 — 202 — 25.
21. a® — a®b — 5ab® — 313, a® — 3a% — ab® - 313,
22, bat | Ta’h — ab® - b4, a® 4 a®b — ab® — b3,
23. 40 4 110*-}-8a® — 202 — 40 — 1,

3a* - 8a®+8a>+ 40 1.
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24, 09—y, 2wy | g2, ot aPt A
25, 222 4 » — 3, 1022 190 | 6, 422 122 -L 9.
26. 82> — 6wy — Dy? Ba® — 14wy 4 5y? 427 |- Toy — 1542

K § 16.
Uredi sledete ulomke po njih kolikosti :
L3 05 7 1819 % o 4 11 9 37 28 4
* 7780 B 12000 F oA an = 5 15° 16 40 48® &0°

5 84 B Geed
St T B e 0 2 B P A

Pretvori sledefe ulomke na najmanjsi skupni imenovalec:

g @ B Bb de Bl Taed
‘b 3m? 4m?? Bmax’ 120°m?? 18bmz

. E 3ab Tlat=waths 10a
P G 10wy®’ 15a%y? 20y’ 244°°

6 x o P vl Ty ey xzy
Ce—1' 2—32+2 x—2° P — oy wy 4yt ot —g2
g -~ x+8 . wid x4 3

et — 2 22— 4 pd— a4 -4

9 x 1 3z 221

z—1 z+17 22—1' x24 221"

10 l—a¢ 140 146 1—2a+a® 1-+42¢+a
*14a' 1 —@a'1—0a? T+ 2BaFfa 1— 20+ a®

Okraj8aj sledete ulomke :

i o 12 130
M 15 1
17, s LEd 19 S
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26.

29,

31,

33.

36.

37.

38.

39.

40.

a®—8a -+ 15 a? — Tab -+ 1202 28 a2t 6a — 16

a?—10a + 2¢° 2. o+ ab — 2007 c g by — 24"
(@ 1) — 4 30 a® — b2 4=+ 2ac
@— (200 " aT— ' — o' 2bc"
@ b2 — 24 2ab 39 il el 3w 3
a?— b2+ 2ac” tawt ot —de — 47
8 — ba?f8x — 4 34 3x%— 1022 — 182 — 35
#— T bz — 9" " 828 L 127w |28
Izradunaj :
2
e Ll e e
x?— 4
2% — a?
22 — Bux +a? i PR
v D
22+ 10z - 16 T !
a3 — ba?+4 3z 4 9 e,
a2t — x° — 2la + 45 8 & = 3.
awt-t 223 — 1822 — 6 |- 45 L
FEEapmray s g e 20 Yoo :
ot ot — a?— 4o — 12 = 5
zt— 222 — 8 Ml
K § 1.
3a 4 Yo 8 Ta b _—3q 3= Ta
s T 6 8 125
3.’1:-—5_} 2:&—3y_2y—5.1;_J_3y-—x+.r—gj
10 15 ! 20 4
(50;2 o 4ab %) (ﬂ_ 8ab EbE)
2 e B
4z 5y) 2 4y (5x Ty
S e g e e e B
(op e ety 6 'ty r—y
a—b a-fb’ T AR T
o a4 b? w2y
a b+a+b' 8.x+ﬂ—'ﬂ7.
—254 xt — 2y — yt
a"+bg b‘z . 10. xgiyzi-'_'T_f_;jz—-_‘



16.

17.

19.

2x + 3y

2x — 3y x® 1 Bay — g2

XV

z—y

122 — 18zy
at— Bay — 4yt

1222 4+ 18xy ° Catfday L4y

xr — 2y

25 — 162y
&= + 4 -—f 4

Tt —+ 42y’

z2 — 1

x2 +5r

2 — B —E
22— bz —i 36

x4+ 2

x?— 2w — 3°
22— 3z — 10

22 10x 16"

xttx— 1

P 0L T =g, —ul

2 5

z 1 2y°

dx — 3

Sw—1
2x — by

3r —1
6x -+ 5y

4 2 3x+41
22 —3° 18. ;1'—1+ x — 2

3z 4y

92 + 3y
2z +1

T il i

8z +y -~
3241 do 41

2?4 x4 2
a0

2a +3b

x4+ 3 —l_ 22+ b 6"
302 — ab — 6a?

3a? — ab

o« — b

W {Onh e

—|_ 1842 — 6ab®

a-+b 4ab

" @* - 3ab -} 20
Sa=h

Ha — 8b

_'_

Jz—i—(tb—Qb’_
a—4b

a-b
1 s 1

( a-+5b
+ T a-b + a—> "

20 2a

a—+b !
a—+3

a— b

02 — b2 a*2ab J b2’
a—+1 a—1

T

20% + ab* — 2a% — a®’

a—2

a?*-4-3a-+2 _‘_

a?—a—+1

?Ffa—2 @PFa*—da—4 a
e a—-+1 ‘I‘

a2+a+l_

sl 2a2—a—2-
20 —4

¥z — bay’s + 2 Ll
2 e -+ 2ay

5a?

ag—f—l a—1 at — 1
2 SR
M—sz,
Yy —2z

x? -+ 6y xt — zty

182 — 6y

15ab
16 2%

2(6+5

+ 3a’h.

2T xt -+ a%
Hdat — 6y? +

(e +2)

6y  6aiy - 2y7°

K § 18.

24 q2h%
25 aty?

S ek o

2 « by

at—1°



ey 6. %-3(@——1).
7 ‘% (— 2xy). 8. (— g—;) 6 xy>.

9. 25048 - 2208 10, " —4) g
1 @485 12 A+ o) (1Y)
wo ugp e
el o TS0
L s By e

-+ 6x-L5 x*-f4r—5 20 «*—20 —3 a*+4da-t+3

19. #?— 6z b 22— dr—5" TA a3 a—Zda 8
(1+ 9_ = 6) (1 c-ig‘;‘iﬁ
2 (Gt — s+ 1)

. (FI5—=)e—D.
. (“?’j T J)sz;il i m:i 1)(???, iy %)

= YRR e __fﬂ*%—yi)( e 2;:;)
25, (IBJF"CF/TW_‘U? =0 -

(th‘Z)( rzbﬁﬂ) a—b
il e T

2. (G + &) 2% (55— 50)
2. (52" 2. (3, — 2

a® o b

3L ((4jb_(43—i—2{(i+b9 r¢+b+(u-— 2ab b-’)(ﬁ_?_u :
sz | r_?g) ﬁrjc;(l e TJ)] zy_

3a? @ 20 2a
B (-5 — 5+




39, —

41.

43.

4 y? 2y 12

{22 e
2y 32 y 4y

(Bos 22 2)

XVII

3y 2y° 2y

8z 3t ) 24
4 2 9
506+ 2y 4 92)

(71: 0410_'_3)

w15 55+ o) — 55 T 3)

105 a%® |
AT
B7x%%  19a%

16 mn® * 8mn °

(e Fp): 2EL.

2 q? 3ar 4.:0-)
Cr+32-%)

2y s
0. = :@—y)

21 bae%y | 14 a%2%
25 a%cz® " 45b%%

4 (¢ — ) 1@+ 1)

2ab

42,

. (27£—§—2y) (22 +-3y). 46. (IJVaz -2ab+b) (2‘|‘bg)'

(a. Sl R aanl) ) (e+0). 48 (x> — ¢?): (; -} %)

8ash (6 &
st G 40

Matek, Aritmetika.

=
(a2 — D)oot 50, 22220202 : (30 — 20).
.@ﬁ;whiwnfm
G+ )

A1 45 5o+ 5)
it )

5 (@+3):(1 — ”% :

(2 - ) EE 9 )

), 88 (@ —02): CT2OEY (@5 —p).

I r.
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59, (%—%";—f—g):%—z.

0 (B2 tem oz 4 B o

oL (& —3):G—3) & G—5):G — 7))
63. gg_g_ ﬂ b2 3.1:-) 2(; e 3_:)

s L)
. i L)

66. (% — "3 ?—%+$ﬁW@wﬂtn
67. (Tat — 2 et 2702 — D aps 1 100): (5 — § + ¢

68. (;—§x2 ab —gry—l— %y

C bk

2)

zy | a? Ta? 32t & 428y |
69. (? 6 13y 8y Eo—_,,'s—w)-
: (i 2 x2 3’ 4.1!4)
8y Byi U L Byl
by 2xy 3yt a+ b a - b*
4 8 ey S T Y
70. ’ 71. : :
S i1 8 72 o
32 oY ab
(17 S ant r+a; )
a5 i,
3 @ —m + v @ — 2a 74 ( ( + 3
' am an > y FEETS
3?”’ + a — m a — m _in 4“ (4I T —;)(g =g ¥ )
3z 4+ 3y bz -+ 6y 42 a-b
75 Wty sme, "“5_1:‘”“”.
AR EE T i_if. a—b 1 a—D
Al e y x a+b s




XIX

6z 4 2x

1

@ — ab + b Q=B G0
e
@b T, Ba +4b TR
n EE(E
Fase
Razresi sledeée enacbe
Witits i e
o goiitE g e
g2, f_0+x;§5_5x]§4+5x24—2= o
83. c;5_4:r+x2—2:50+{i:3—_r
sl T
et
8. {+gl+5)—5(F+10) =4
87 SBz—17) —22 = #[—(Sa:ﬁ—GS)—ﬂ(2;c—|—3)].
LB
Sg’miZ—w—2+.v2—4=0'
90':0-7-1_3733:35?2'
it B
o _1222_—62 % 42x25—14x‘



XX

3x+41 2x -5 br — 3 1—97x

9. 98 9x-68 br—3 Bz_12°
B — 2 3z —1 27 — 11
9. PF—x—2 a*—2z—38 = x* — dx+6"
by — 3e e Y
95. —4—“——3 — B
yo— y—n __ y—+m y—a _ 2a ¥+ a
96. m—]—-n—i_‘m—ﬂ. T omfal ¥ B b oy =
e—b [ b—e¢c . a—"7 c —
98. G g R b—y‘_{“(e =
y — a* Zabiz =5
99';;_43_“#&2-((-’_ T a—1b"°
e a-+b
100. (1+a+b)y—“1= T;"'z*l)y.
101. (a-—x(a#—gf) = (a—x)(au-gf — a.
I— 14 1— = i
102. 1_(5—1+(¢+1+2(¢+a9 =0
1 1 ?":r25f2+6"’ 3
103. —— ++ =3 104, - — ¥4
s
cll oL il Eet g
105. — . 106. =
& - 2 okl % + 6
x
95 32— 1 BEE s ;
s T e RN TRty
e 2 i x a—b
3 3 . a =
K §19.
1. 628°34 — (75°894 - 91-34 - 87-256 - 1567).
2. @) 6b°382.74-9; b) 0°1964 - 0-273;
¢) 168 - 0-795; d) 3-9268 - 478.
3. a) 26-21429 : 283; b) 876:094 : 5164 ;

¢) 32145678 : 378-23; d) 2-621429 : 0-09263.



XXI

-1
e

—
[y
(L]
'QD

4. ) 17°64-87;  b) 3985.63; ¢) 20-13:
d) 418:59:162; ¢) 5122:13°67;  f) 6044 :

5. Razresi naslednje enacbe:

: 307z x — 0-08 3z
Q) T+ T = S — 0°00925;

84 b4 2 grodi fon
D e
¢) (x—01)2—3xr(x—21) = 88— (20 +6°8)(x — 0°6).
K § 20.
Pretvori naslednje navadne ulomke v decimalne :
1B % oer il o 29 26 8 1000
* 16® B0’ 80® 125 ° © 337 41° 111’ 909 °

13 37 92 3121

3. 14 135 205° 404 °

Pretvori naslednje decimalne ulomke v navadne:
4, 0072, 0-9518, 7-750, 17-52b.
5. 0-06, 26:752, 8:567, 0-4378.
6. 0-73, 15-351, 0-79324, 0-01926.

-

7. lzratunaj:

a) 6-4-5-27, 213 . 0-6, 0:8.048;
b) 1:087:215, = 2:4:116, 1:06: 0°426
K § 2L

Uredi naslednja $tevila po njih popolnosti: 8°3.. 17°456. .,
812.. 17456.., 82:4.., 0:75.., 0:73.., 10:7823 .. 87566,
00092 . .!

K § 22.
1. Dolo¢i naslednje vsote tako natanko, kakor je mogode:
a) 3'58..- 63+ 131% - 23% + 44%.
b) 4% - 74 -+ 6°4835.. + 184% + 313
c) 9%+ 41+ 162 | 204 1 47°264. ..



XXII
2. Dolo&i naslednje vsote na dve decimalki:
a) 1.5 - 8:538., £ 345 L 365 1974,

b) 74453494115 1575
¢) 0-956 | 28.5 | 458 5023 45,

3. Dolo&i razliko po dveh vsot v nalogah 1.in 2.!

K § 23.

1. Izratunaj naslednje produkte tako natanko, kakor je
mogode :

«) 5-693.. X 824, h) 974-623.. X584,
¢) 7°645 % 9:783 . ., d) 695 X 78-642 ..,
¢) 76-54.. X 93:257 . ., /) 48-536.. X 8724 . .,

g) 3:546.. X 4:297.. X 6:825 . .,
h) 15-2346. . X 15°2346. . X 15°2346. .

2. Izradunaj naslednje produkte tako natanko, kakor se

zahteva:
@) 7°4619 > 3-258 (na 2 decimalki).

) 18:-5789 > 52-483 (na celote).

) 82:5134.. < 37-089.. (na 1 decimalko).
d) 152134 > 265°87 (na desetice).

¢) 73264 X 8956 (na tisote).

/) 603:3284.. < 09576 (na 3 decimalke).
¢) 860°72 < 796534 (na 2 decimalki).

K § 24.

1. Dolo¢i naslednje kvocijente tako natanko, kakor je
mogocde:

«) 8-345..: 354, 1) 53:2498 ..: 09564,
¢) 20304 : 62457 . ., d) 348-72: 69483 .,
¢) B34°52..:39:58..,  f) 4'8193..:765°8..,
) 85°97..:146°38, h) 901-854:97°8 . .,

i) 0:-038406..:62:87..; k) 73:92..:85-74..
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2. Dolo¢i naslednje kvocijente tako natanko, kakor se

zahteva:
a) 63-58321..:8:6759.. (na 2 decimalki).

b) 8-56437 : 064352 (na 2 decimalki),
) 9°74625:6°428 (na b decimalk).

d) 76°43 : 8-93572 (na 5 decimalk).

¢) D638 : 3845 (na 4 decimalke).

J) 2346382 : 683°945 (na desetice).

) 860376 : 43-685 (na stotice).

6456 > 0-8157 . . 0:6318.. % 08
3. > ; 4 ——
7°63.. 8:53 % 2637 . .
. 308 X 1:4273

(na 3 decimalke).

3185
367 < 4:95
_ 6. o 77089 (na 4 decimalke).

7. 1dm? Zivega srebra tehta 13°5959..%g; koliko prostor-
nino zavzema 1/%g Zivega srebra?

8. 1° zemeljskega ravnika meri 111°3066..%n = 15 zem-
ljepisnih milj; 1° na 4b. vzporedniku pa meri 07071 krat toliko.
Koliko znaSa razdalja dveh krajev ¢) na ravniku, b) na 45. vzpo-
redniku, e je razdalja njiju zemljepisnih dolzin 28° 45" 36"?

9. Pomorstaki imenujejo dolgost 1’ zemeljskega poludnev-
nika morsko miljo. Ce meri 1° poludnevnikova 111-1111.. /km,
koliko morskih milj znaSa zemljepisna milja po 7420m?

K § 25.

Izrazi naslednja razmerja z najmanj8imi celimi Stevili:
1. 3780 : 4105. 2. 10(a® + ab): 15 (a® — b3).
3. (¢*+ 4o — 27) (0?+Dba — 14).
4, (@3 —1):(2®— 2224 20 —1).
5. 15 8. b 6. 4:11
7. 103:64%. 8 151:4z2.
9, 17-85:26°25. 10, 0-75:0°625
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11. 0°7:0°46. 12. 4:6°6.
13. 3:8:4, 14. 81:94: 7.
15. 1°25:3°75: 5. 16. 0-18:0-27: 0-318.

17, 703171877953’ 8%
18. 43 dni 6 ur 53 minut : 29 dni 19 ur 11 minut.

K § 26.

1. Doloé¢i iz naslednjih podatkov prava sorazmerja :

@) 54 :7} = 31:53
L b1

B (1+3):( Jrz) el
¢) (@+0b):(a—0b) = (e 2ab - b2): (¢ — 1?);
d) (a® 4 b%): (a®> + b)) = (a® — 1?): (0 — D).
2. Razresi naslednja sorazmerja:
a) 33: 128 = x320; b) 34:5}F = T§:u;
cf 0 0t6 — 2:36:.1-85! d) 4'583:0°83 = 11:4

)it =lgig HDaFrill+y)=0—2

Lt
g) 6a—5b):x = (12a®>— 4ab — 5% : (8Ba? — 2ab — 31?);
20 Lt —2ab —b®
o (1+ b) (1_a+[)): ; =5

a?— b2
3. Poisé Stevilom: ) 175, 82, 9; 1) a2 — 12, 3ab, a -0
Cetrto geometrijsko sorazmernico !

4. Poigti Steviloma: o) 27 in13; ) il o

s (27
in a—!_ tretjo geometrijsko sorazmernico !

3 — b . b .
5. Poi&di Steviloma: «) 2—1n 55 b) :+b in E:fb srednjo

geometrijsko sorazmernico!

6. Pretvori naslednje produkte v sorazmerja:
a) ab = mn; b) a* = ab; ¢) o — b2 = max;

d) a> +bab 4 602 = (2a 4 b)«x; ¢) a® — b3 = (a + b)x.
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9. lzrazi naslednja sorazmerja z najmanjSimi celimi Stevili:

a) 27 = 3L:H%:; b) 14-35 : 21827p = 9:18:x;
¢) T8y — 9t d) 3£176 — x:hi;
m: — m: - m? — 2mn - n?
g) — -t T i
m* - n? " — n m + i
. 3 B m — 2 - n e
J) (m R — S E s (m — n);

9 (”+}£;;)=J' = (b—{—aib):a—}:b-

8. Napravi iz naslednjih podatkov zaporedna sorazmerja:

a) ach —= 1029 Faiie — T8 g ida—Ama
bigsb = 64b- ihrioi—d s heh s d = 8
¢ aibh=: 1T:25 c:dr—nlb - bre — Gl e cd— e
d a3b= J14 eigd =3%il;0ic =%
&) eid = 41l wiei= dtd Ve shi ot gl one= e

9. Pois¢i aritmetitno, geometriéno in harmoniéno sredino
Stevil a) 4, 16' b) 120200 ) 2%, 35?—; d) m?, n?; ¢) m - n,
m — n; f) ”, )

10. Harmoni¢na sredina med 8 in = je H; koliko znaSa »?

11. Poi&¢i na isti nadin x, &e je prvo Stevilo ¢ in harmo-
ni¢na sredina ¢ (n.pr.e = 04, ¢ = 0°6)!

12. Dokazi, da je aritmeti¢na sredina dveh razli¢nih Stevil
@ in b vetja ko geometri¢na sredina!

Iz (a —b)2 > 0 sledi (¢ —b)2-+4ab > 4ab ali (¢ b)* >
>dabi it d:

13. Razdeli Stevilo 60 (270) na tri (Stiri) dele, ki so si
kakor 3:4:5(6:7:8:9)!

14. Razdeli 8tevilo 3710 v razmerju ;:3:%:}!
15. Poi&¢i neznanke iz naslednjih podatkov:
)il =32 biNiage Rt
yrz—2d yoa =2 3
Y — b Ziui— 49"
x4+ y+2+4+u = 705; x4y + 2+ u = 5HD.

(Poi3¢i najprej zaporedno sorazmerje!)
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16. Razdeli 3tevilo 9150 na tri dele », y, z tako, da so si
z:y = b:3inz:y = 3:4!
17. Razresi naslednje enathe:
a) 13:(13—y) = 39:30; b (B—y):3 = L:11;
¢) (e—a)i(@—2b) = a:b; 3
d) 1+2):(1—2x) =1+ a*:20a;
¢) (v— 200):(x--100) = (x — 72): (x + 394);
H Tz —3):(14z —3) = (Bx - 3): (102 + 9);
P i@+ = @—20: @+ )@ —2);

h) as bovamlin e ebs a1
atFl'z—1 ~ ae—1"2x}1°

K § 27.

1. 174m sukna velja 131 K 25 h; koliko velja 9 istega
blaga?®

2. 4 pride od kraja M do kraja N v 82ure, e prehodi
vsako uro po 4500 m ; koliko ¢asa potrebuje B, ki prehodi vsako
uro po 3600 m, za isto pot?

3. Posadka 7500 moZ ima Ziveza za 48 tednov; ez koliko
tasa se sme posadka povedati za 500 moz, da se bo shajalo z
ostalim ZiveZem od te dobe Se 255 dni?

4, 10 delavcev napravi prekop v 15 dneh; sprva dela samo
6 delavcev; ¢ez b dni se najmeta Se 2 delavca in 3 dni pozneje
se najmejo Se 4 delavci. V koliko dneh se dovrii delo?

5. Iz 16 kg preje se napravi 70 m platna, ki je po 78 cm
Siroko ; koliko metrov po 116 c¢m Sirokega platna se napravi
iz 36 kg preje?

6. Stavbiife, ki je 1bim dolgo in 121m Siroko, velja
37975 K; koliko velja drugo stavbite, ki je 27m dolgo in
18%m Siroko?

7. 36 zidarjev dozida stavbo v 90 dneh, &e delajo po 10 ur
na dan; koliko zidarjev se mora ¢ez 40 dni Se najeti, da se
ostalo delo izvrsi v 30 dneh, e delajo vsi delavei na dan po 12 ur?

8. V katerem &asu da doloZena glavnica po 5} 9/, naloZena
iste obresti kakor po 429/, naloZena v 45 dneh?
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9. Po koliko procentov moras naloziti kapital, da dobig
v 5 letih 1533 K obresti, ako d4 isti kapital po 5%, v 4 letih
876 K obresti?

10. Koliko obresti da 5240 K glavnice naloZene po 419/,
@) v 3 letih 5 mesecih, #) v 2 mesecih 18 dneh?

11. Kateri kapital da po 51%, naloZen v 7 mesecih 2201 K
obresti?

12. Po koliko procentov mora§ 2424 K naloziti, da dobis v
225 dneh 136-35 K obresti?

13. V katerem &asu da 5844 K glavnice po 439/, naloZene
7444+ K obresti?

14, 4 si izposodi 780 K; koliko mu je pladati s 419/, ob-
restmi vred ez 2 leti 3 mesece?

15. Koliko kapitala mora§ naloziti po 419, da dobi§ Cez
2 leti 3 mesece z obrestmi vred 704'8 K nazaj?

Prvotni kapital - obresti tega kapitala — kon&ni kapital
z obrestmi vred.

16. Po koliko procentov mora§ naloziti glavnico 45630 K na
21 leta, da dobi§ za 165-82 K manj obresti ko od 3450 K glav-
nice naloZene po 319, v b1l leta?

17. 4 kupi Zeleznidko delnico 400 K imenovane vrednosti,
ki mnese H0/, obresti, za 344 K; po koliko procentov je nalozil

svoj denar?
Delnica nese obresti od njene imenovane vrednosti.

18. Trgovec prodaja kilogram nekega blaga z 207/, do-
bickom po 1'44 K; kolika je kupna cena? Po em bi moral
kilogram prodajati, da bi imel 271%, dobitka?

100 K kupne cene da 120 K prodajalne cene, e se pro-
daja blago z 209/, dobitkom.

19. Ako se prodaja meter sukna po 4 K 86 h, znaSa
dobitek 8°/,; koliko procentov znafa dobitek ali izguba, Ce se
prodaja meter po 4 K 32 h?

20, 4 ima dolg 5244 K pladati tez 3 mesece; koliko znasa
gotovo platilo, e se mu dovoli 5%, letnega diskonta?

Gotovo pladilo - diskont = dolg. — Diskont se ratuna
pravilno od gotovega platila kakor obresti. Pri trgovskih
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dolgih, posebno pri menicah, se rafuna diskont (sicer ne-
pravilno) od dolga.

21. Nekdo placa za dolg 7258-05 K, ki bi ga moral porav-
nati ez 2 leti 9 mesecev, 6350 K gotovo; po koliko procentov
se je racunal diskont?

22, Menica na 1720 K, ki se je 15. novembra izdala za
2 meseca, se proda 10. decembra s 519/, diskontom; koliko se
plata za menico?

Dan, katerega se menica proda, se ne jemlje v poStev pri
izratunanju diskonta, sicer pa se Stejejo dnevi po koledarju.

23. Menica na 800 K, ki dotete 2. avgusta, se proda
29. junija za 796°11 K; po koliko procentov se je radunal
diskont!

24. Razdeli 1004-5 K med &tiri osebe tako, da dobi 4 toli-
kokrat po 3 K kakor B po 4 K, C tolikokrat po 9 K kakor B
po 10 K in D tolikokrat po 25 K kakor C po 24 K; keliko dobi
vsaka oseba?

25. K skupni kupéiji, pri kateri je 400 K izgube, dia A
400 K na 5 mesecev, B 1000 K na 2 meseca, C 600 K na 4 me-
sece in D 1200 K na 3 mesece. Koliko izgubi vsak?

26. Kosmata teza nekega blaga znasa 540 kg, tara 61/,
17 kg Ciste teZe se kupi za 3'1 K; kako drago se mora prodati
vse blago, da se zasluzi 189/,?

K § 28.
Uredi naslednje enache:
4 — 2z Z : ‘
1. 3‘”=m+8. mte e — 0,

22 — 1 Goal ate = e—=
3. ﬂ_—s— (1'— 3) == "—‘3. 4. 777,‘7’: —. '—"h.-
5, Bz —4)(2x—1)— (4x—3)(x +b) = 24>+ Har — 4.
6. (10x* — 1123 {1422 — Te — 6):(Bha® — Baxr — 2) =

= 22 | x — 3.

e G

=1
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13.

[©)
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]
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10.

11

13.

14.
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GRS d
e—x | e+ (£L+('2_ )
2 1 A 7 45 69y
2—y I 2L, y: — 4 3. 10. 8 By 2 PR
2 = 4 7
| e p—
PR e —4y+3+2'
y—>5 Vil oo iy
i —7!;——{—124#4'-’—9 2y 1
y+38a y—2a e ¥+ 2a
Y+ 4da y—+3e - Tay + 124a*°
K § 29.

Razresi naslednje enatbe:
Bx—4HBx+2—b5Bx—1)(x—1) = b
(1523 — 2222+ B2+ 4): (bz —4) = 3 (12— 1)
r—22C—a) —2o] = 16 — 2.

4 —2[50Bx+4) 4 3] = — 72
20— 3{2z —3[2x—3 (22 —3)]} = 1.

20 bx

D 26 13z 89 x
R ey s
5z 52 16 Bz
Lo
Bbx 2z 2
T bt sl Froeo Vg = h
22 [4 (9 ! 3)] o
1 1[3 fxz—+5
19; -
s ot
_4)11_20§ 30

3 4

SRS e

)o:8e— (822 0:50 — 6:05.

et o had

2 3

33 —2y)

2
18y — 3 i

Puskbd
5

2

6

4y =0

4

By. 172
e
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Becb Lepiby =1 TR Ty -hd a2
15’4y—10+6y—-15 10;;#25_43'

9y—01 | 5y—2 08y+7 __ ngv
16. 20y 6" y 03 - 9y F27 0-97.

e s 2y
17’_y—4+y+3_y+7 =0
18 e—Pe+H—(@+pl—1 = a@b—y).
19, (g —b)— 1@ —a) = a(y+a)—b(y+ D).
20. “(!f*f‘)+b(!l_ D) <k

SSESEC R R T M e
21 a—fﬁb_(ﬂ—b]c__ be S
ST 26y (e+by " ab°
a@By — 2a) b(By —2b)
2 Twn s Si i 2
et AT LGS St s LR
TP rEL G e e

Razresi naslednje enatbe po primerjalnem nadinu :

24, 32—2y =5 25, Hx-f-4y = 2
22 + 3y = 12 3z-by = —4

26, 2z b5y = 31
75— 2y — 11.

Razresi naslednje enacbe po zamenjalnem naéinu :

27. 4245y = 23 28. 3¢ — 10y = 12
Joe—y = 3. 04 Ly = 3.
290 ey — 11 349
2z — 3y = 10.
Razresi naslednje enalbe po natinu enakih koeficientov:
30. 4x-} 9y = bl 3. 3x-+by = 93
8x— 13y = 9. 4xr 4 Ty = 128.

32, 8249y = 7
Te — 12y = — 82,



36.

38—~

40.

42,

43.

45.

46.
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Razre$i naslednje enathe po natinu nedoloéenih koeficientov:

33. Bx—DbHy = 25 34 3zx—4y =14
x4+ Ty = 36. dr+ 8y = 72
35, 3x— 16y = — 2
4 — 9y = — 1.
Razresi naslednje enadbe:
a5 95 e Didar AT B
;—‘r‘i—f—l:) 3‘. E;_E‘J-—_G
8 0ha 09 _ 8
Bl < 3x 2y 90
4 3 3 6 5L
s e 3. e
5 2 11 4 ey
SSi i D PR el
8 9 g e R e, a-+b
2$——3—f_j—l_-4.1)+71}_ 41';&‘—«, Fytb —  ab
5 6 eyl g R el a®— b2
— a5 Ty B o Eg T

Uredi sledete enatbe ter jih razresi po nadinu, ki je nalogi
najprimernejsi :

B — }(fw*ﬁy)
x—y-+ 48 = 5 (6x — Ty).
Bz +2y):(2x 4 3y) = 8:7
e —8y = 24.

b 1

T slrg g

44 1

2—1b+Y =245
(x—by+1):B8x—Ty-+3) =7:9
(e —y—6):(Tx+9y 1 6) = 1:5.

e B 47 ?i+_23£_{_1
BT il
dx+y

(x+12):.;f/=T:(3/_8)' z— 3y

25

g e E Y
20

T wt—4y
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s e p e o 9 (2 — 5) A 2
Lo _3(”_&_ 2) 49. 2z -+ — Ce
i( SR )m 1 5| 2(4.1!'”15;])_4(:‘:]—‘_1
e—y T y—x" T 16y 3y
- 1 dw Sy st
S e (LR
bue —4y {6 : 11y — 9
U v e o
+ 16y + 7
Blow g2y _ 2Eg
By-+5 x-1123y—43 be—7 wriy
18 6 11 :
g 018 By _—3x—5 Tx—3y-+ 28
82. 2 o 6 ST 3
T S RS
-+ 7f;+6r+ll S5 — 17
les ch

3.u+2 B 0-’«+3. i
; 2 :

54, (142 + 3):(7y — 3) = @e+3):(2y +3)
Bxz-+5):(6y-+1) = (4c—+1):3y.

dz — (7 3 = 5(14x — 90
55. 7'”‘1»8&53(“_xg+)=40+ ( o .’f)

1410y
122 — 2y j
(68— 506y +2) s (6 — 1),
Y b2 — a2 = 2x — b 2y —a
56, x — (a4 b)y ==l e a%. SR —=
(0 — a)u -t aby = I Br_u 2ydb _ atd
b a? = ab .
Ao R
38. t£+b+(t—b PR
fRgnE e R g dab
e G5 at =

a(x — a) by b)) =03
59. a—+b + a—b 2ab® °

b(x—b)_l_a(y—a) i (tg-bl"
@ —b T SO i
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60. y-4 3z = 39 61, 32—4y = 6
© 3y+ 2z = 48 2243z = 26
4:2 "—3.1/' - 18. 59—-— 633 = 18_
62 4z —y-32z =20 g, ==
2@+ 3y + 112 = b o—3y _,
162 + 3y 4 312 = 170. T
6xr 1+ 9y — 162 = 2
soRBEe e e o G
10 5D 3 2 8
) Fo sy e
3 4 b 5 4 6
) ool e
4 aob g 10 ¢ Y 2
66.;*»23 — =5 e e
25 e X i Zioicy
0y 9 o Cirmrien i
24 4 14 x u 2o
Gl Sy 8L
68, (x+1):(y+1):(:4+1)=1:2:3
42+ 3y + 22 = bb. 7
69. 4x—3y+22—u =19 70, 2z 3y = 22
bx+4y — 32 — 2u = 39 4y +5Hz = 31
6x + 2y — bz —3u = 26 6z + Tu = 32
3z — by —+ 62 — 4u = 12. 8u -+ 9z = 61.
9L 3x:4y — 6.5
45:62 = 4:3
Boa8u—:371
7z — 6y -+ 82 —10u = 40.
72, —4x2+2y+43u=25
—38rx—2z2-F4u = 4
y—Dbz+2u = 3

Sx—4y+2 = 2

Matek, Aritmetika. I v
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: K § 30.
1. Natrtaj totke M (3,0), My (5, 2), My (0, 4), M, (— 6, —2),
M,(— 4, 7), M;(7, — 4) ter doloti razdaljo njih vzmetov a) v
abscisni, b) v ordinatni osi.

2, Nadrtaj naslednje linearne funkcije:

a) y = — 4x -+ b, Blay — 6§

¢) 20— 3y = 1, d) by — Txr =13,

) da+By =0, N eet+irtg =20
K § 3L

1. Pri katerem Ztevilu je tretji del za 7 manjsi ko Cetrti
in peti del skupaj?

2. Katero Stevilo sme§ z 10 (11) pomnoziti, da najde8 isti
rezultat, kakor e pristeje¥ dotitnemu Stevilu 10 (11)?

3. Katero Stevilo jo za toliko manjSe ko 160, za kolikor
je njegov 3kratnik vedji od 16072

4. Katero Stevilo moras za 2, 8, 18 povecati, da tvorijo
zneski stalno sorazmerje?

5. Za koliko mora8 povelati Stevilo 339 in zmanjSati Ste-
vilo 355, da sta si zneska kakor 21 :22°?

6. Katerega &tevila kvadrat je za 120 vegji od kvadrata
za 10 zmanjSanega Stevila?

7. Ako pristejes dolodenemu stevilu 4, najdes mnogo-
kratnik Ztevila 100; ako pa odStejes doti¢no Stevilo od 801,
najdes istotolik mnogokratnik stevila 15. Katero je to Stevilo?

8. Razdeli 60 na dva dela tako, da najdes kvocijent 2 in
delitveni ostanek 3, fe deli§ veéji del z manjSim!

9, Katero ¥tevilo moras Steveu ulomka 47 pridteti in od
imenovalca oditeti, da najde§ obratni ulomek?

10. Pois¢i dve Stevili, ki imata te-le lastnosti: ako poveéas
prvo Stevilko za 3 in zmanjSas drugo za 3, znaSa njun kvocijent 3;
¢e pa povetas vsako izmed 3tevil za 2, je njun kvocijent 2.

11. Kvocijent dveh 3tevil znaSa 5 in delitveni ostanek 5;
ako poveta$ prvo Stevilo za 9 in drugo za 1, je njun kvocijent 6.
Kateri sta stevili?
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12. Ako pristejes Steviloma 5 in 8 doloteni Stevili, najdes
-vsoti, ki sta si kakor 2:3; e pa oditejed isti dve Stevili od
5 in 8, najde$ razliki, ki sta v razmerju 1:2. Kateri sta do-
tiéni Stevili?

- 13. Vsota dveh Ztevil je za toliko vetja od 150, za kolikor
je polovica razlike istih dveh Stevil manjSa od 150; e deli§
vetje teh Stevil z manj8im, najdes kvocijent 4 in delitveni
ostanek 2. Kateri sta Stevili?

14, Ako pristejes Steveu in imenovalcu doloenega ulomka 7,
najdes ulomek +; e pa odStejeS od Stevca in imenovalca istega
ulomka 2, najde¥ ulomek 1. Kolik je doti¢ni ulomek?

15. Produkt dveh &tevil znaS%a 25425 in postane za H6H
vedji, te povedas en faktor za 5. Katera sta faktorja?

16. Uc¢enec mnozi dve Stevili in najde zmnozek, ki je za
454 premajhen; ta znesek bi bhil prav, e bi zmanjSal prvo
Stevilo za b in drugo za 1. Pri drugem mnoZenju najde ucenec
znesek, ki je za 750 prevelik; ta znesek bi pa bil prav, ako bi
povefal prvi faktor za 1 in drugega za 3. Kateri Stevili je
mnozil uéenec?

s — b :
17. Izrazi ulomek — — 5% 16 kakor razliko dveh ulomkov!

18. Razdeli 67 na tri dele tako, da sta si prvi in drugi
del kakor 3:4 in da je tretji del za 3 manj§i od drugega!

19. Dolo&i tri Stevila z naslednjimi lastnostmi: ako delis
vsoto prvega in drugega Stevila s tretjim Stevilom, najdes
kvocijent 3 in delitveni ostanek 3; ako deli§ vsoto prvega in
tretjega Stevila z drugim Stevilom, najde kvocijent 2 in delit-
veni ostanek 1; ¢e pa deli§ vsoto drugega in tretjega Stevila
s prvim Stevilom, najde§ kvocijent 1 in delitveni ostanek 1.

20, Izrazi naslednje ulomke kakor vsoto dveh ali vel
ulomkov, katerih imenovalei so faktorji dolotenega ulomka!
15 - 88« + 124 a*

_894-a
%) GI3o6—19 Y irzaa Fsad i’
1—a-+a® : 7-]L9a—1_4r_52
c) _F:7a1‘ ) ]) T SaR

21. Ako odbijes ZetveroSteviltnemu Stevilu zafetno Ste-
vilko b ter pripi%es ostalemu &tevilu na desni nitlo, najdeS za

4 vetje Stevilo; katero je to Stevilo?
I
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22. Ako odbijes peterostevilénemu Stevilu zadetno Steviko 1
ter jo pripiSes ostalemu Ztevilu na desni, najdes Stevilo, ki je za
9384 manjSe od 3 kratnika prvotnega Stevila; katero je to
Stevilo?

23. Katero Sesterosteviléno Stevilo se podvoji, ako mu od-
bijes zadetni Stevilki 28 ter ju pripiSes ostalemu Stevilu na desni?

24, Steviléna vsota dvostevilénega Stevila je 6; ako zamenis
Stevilki med seboj, najdes Stevilo, ki je za 6 velje od trikrat-
nika prvotnega Stevila. Katero je to Stevilo?

25. Dve dvosteviléni Stevili se piSeta z istima Stevilkama.
Ce postavis prvo teh Stevil pred drugo ter delis to novo Stevilo
z drugim Stevilom, najde§ kvocijent 64 in delitveni ostanek 38;
te pa postavi§ drugo Stevilo pred prvo ter deli§ to novo stevilo
s prvim Stevilom, najde§ kvocijent 158 in delitveni ostanek 21.
Kateri sta Stevili?

26. Dve &tevili, ki se piSeta z istima Stevilkama, sta si
kakor 13 : 31; njiju vsota znaSa 88. Kateri sta Stevili?

97. Trostevilénemu Stevilu je Steviléna vsota 17; prva
Stevilka na levi je Cetrti del naslednjega dvostevilénega Stevila,
prva Stevilka na desni pa je deveti del pred njo stojetega dvo-
Stevilénega Stevila. Katero je to Stevilo?

28. Ako zameni§ pri troStevilénem Stevilu, katerega Ste-
viltna vsota znaSa 11, stotice z enicami, najdeS Stevilo, ki je
za 29 manjSe od dvoinega prvotnega Stevila; fe pa zamenis
desetice z enicami, najde§ za 36 vedje Stevilo od prvotnega.
Katero je to Stevilo?

29. Izmed treh bratov je prvi 22, drugi 15 in tretji 12 let
star; ¢ez koliko let bo prvi brat toliko star kakor njegova
mlajSa brata skupaj?

30. Ofe je star 83 let, sin 55 let in héi 39 let. @) Pred
kolikimi leti je bil ofe 3 krat toliko star kakor sin? b) Cez
koliko let bo o¢e 2 krat toliko star kakor héi?

31, Sin pravi: pred 51leta je bil moj ofe bikrat toliko
star kakor jaz in fez 51leta bo ofe 2% krat toliko star kakor
jaz; koliko sem star jaz in koliko moj oée?
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32. V dveh sosednjih sobah je skupaj 44 oseb; Ce gre iz
druge sobe v prvo sobo toliko oseb, kolikor jih je v prvi sobi, je
‘v vsaki sobi enako veliko oseb. Koliko oseb je bilo v vsaki sobi?

33. V druzbi je 3 krat toliko gospodov kakor gospa; ko
s0 4 gospodje od8li s svojimi gospemi, je bilo v druZzbi 4 krat
toliko gospodov kakor gospa. Koliko gospodov in gospa je
bilo v druzbi?

34, Pri nekem zborovanju je glasovalo 8 oseb vel ko
tretjina izmed navzoéih za predlog, 4 osebe manj ko Cetrtina
pa proti predlogu; e 26 oseb ni glasovalo, koliko oseb je bilo
pri zborovanju?

35. Neka druzba naro®i skupen obed v gostilni. Ce bi bili
vsi udje pri8li k obedu, bi platal vsak tolikokrat po 10 h, kakor
je imela druzba udov; ker pa D udov ni prislo k obedu, je
moral vsak izmed navzodih razen prejSnjega deleZa Se 60 h
pla¢ati po vrhu. Koliko udov je imela druzba?

36. Neki igralec napravi dve igri; v prvi igri izgubi polovico
svojega premoZenja in 1 K, v drugi igri izgubi polovico ostanka
in 1 K. Ce mu ostane & 5 K, koliko denarja je imel sprva?

37. Vrtnar zasluzi vsak dan, kadar dela, hrano in 1# K;
za vsak dan pa, kadar ne dela, mora platati gospodarju 2 K
za hrano. Cez 30 dni znaSa vrtnarjev zasluzek 36 K; koliko dni
je delal vrtnar?

38. Dva soda drZita skupaj 351 [ vina; ako vzames iz
prvega soda Sesti del, iz drugega pa tretji del, ostane v obeh
sodih enako veliko vina. Koliko drZi vsak sod?

39. V nekem razredu sedi v vsaki Klopi po 6 ulencev,
v zadnji klopi pa le 1 ufenec; ¢e bi pa sedelo v vsaki klopi
po b ulencev, bi morala 2 uenca stati. Koliko klopi in
koliko utencev je v razredu?

40. V tovarni dela 62 delavcev, mojstrov in pomagacev;
vsak mojster zasluzi na dan 4 K, vsak pomagaé pa le polovico
toliko; e bi vsakemu mojstru znizal dnino za 0°8 K in vsa-
kemu pomagalu povecal dnino za istotoliko, bi postal dnevni
zasluzek vseh delaveev za 25°6 K vedji. Koliko mojstrov in
koliko pomagadev je v tovarni?
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41. V vsakem izmed dveh sodov je nekoliko vina; iz
prvega soda ga prelije§ v drugega toliko. kolikor ga je v tem
sodu; potem ga prelije§ iz drugega soda v prvega toliko, ko-
likor ga je ostalo v tem sodu; konéno ga prelijeS iz prvega
soda v drugega toliko, kolikor ga je Se ostalo v tem sodu.
Ce je sedaj v vsakem sodu 72/ vina, koliko ga je bilo sprva?

42, Ako denem iz levega Zepa v desnega 10 h, je v tem
Zepu 3 krat toliko denarja kakor v levem; e pa denem iz
desnega Zepa v levega 101, je v tem Zepu 7 krat toliko denarja
kakor v desnem. Koliko denarja je bilo sprva v vsakem Zepu?

43. Trije igralci napravijo tri igre. V prvi igri izgubi 4
in mora B-u in C-u toliko plaati, kolikor ima vsak izmed
njiju; v drugi igri izgubi B in mora A-u in C-u toliko placati,
kolikor ima vsak izmed njiju; v tretji igri izgubi C in mora
A-u in B-u toliko placati, kolikor ima vsak izmed njiju. Ce
ima po tretji igri vsak igralec 32 K, koliko je imel sprva?

44, 4 pravi B-u: ¢e mi da§ 700 h, imam 2 krat toliko
denarja, kakor ga ostane tebi; B pravi C-u: ¢e mi das 1400 h,
imam 3 krat toliko denarja, kakor ga ostane tebi; C pravi 4-u:
¢e mi da§ 420 h, imam b krat toliko denarja, kakor ga ostane
tebi. Koliko denarja je imel vsak?

45, A kupi 4 m modrega, 6 m ¢rnega in 11m sivega sukna
za 175 K. Ce bi bil meter modrega sukna za 1K cenejsi in
meter sivega sukna za 1K draZji, bi bile cene modrega, ¢érnega
in sivega sukna v razmerju 7:6:5. Koliko velja 1 m sukna
vsake vrste?

46. Trgovec proda blago s 39/, izgubo za 356 K 96 h;
kolika je kupna cena?

47. 4 proda stot blaga za 55 K 20 h in ima 159/, dobitka;
po éem je kupil stot?

48, Ce proda trgovec kilogram blaga po 1 K 35 h, ima
89/, dobitka; koliko procentov dobitka ali izgube ima, &e
proda Kilogram po 1 K 16 h?

49 4 plata Cez 1 leto 5 mesecev za izposojeni kapital
in 419/, obresti 6382 K 50 h; kolik je bil kapital?
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50. Pri katerem kapitalu, ki je po 5%, naloZen, se zmanj-
Zajo letne obresti za 125K, e ga naloZi§ po 430/

51. V katerem &asu dasta glavnici 4400 K po 5%, in 55600 K
po 419/, naloZeni skupaj 1870 K obresti?

- 52, 4 ima 1 svojega premoZenja po 4%, naloZenega v
drzavnih papirjih, 2 po 49/, na posestvih, ostanek po 319/, v
hranilnici ter dobi skupaj 7060 K letnih obresti; koliko premo-
7Zenja ima A°?

53. 60 delavcev, katerim se je dnina zviSala za 159,
zasluZi skupaj na dan 124 K 20 h; koliko je zasluZil vsak
delavec na dan prej, ko se je zvisala dnina?

54, A posodi B-u dolodeni kapital po 439, na 9 mesecev
in C-u drugi kapital po 519, na 8 mesecev ter dobi od obeh
skupaj 297 K obresti; ¢ bi zamenil kapitala med seboj, bi
postale letne obresti za § K manjSe. Koliko je posodil vsakemu?

55. Dva kapitala, izmed katerih je prvi za 400 K vedji od
drugega, dasta enake letne obresti, ker je naloZen prvi kapital
po 19/, nizje; &e bi zamenil pri teh kapitalih odstotke, bi bile
letne obresti prvega Kkapitala za 30 K vedje nego drugega.
Kolika sta kapitala in po koliko procentov sta naloZena?

56, A si prihrani nekega leta 4 in v naslednjem letu }
svojih v obeh letih enako velikih dohodkov in ima koncem
drugega leta 2100 K prihranjenega denarja; koliki so bili letni
dohodki, ¢e je prihranek prvega leta mnalozil po 5%,?

57. Trgovec proda 65 m sukna z 129/, dobi¢kom in 35 m
istega sukna, ki je bilo nekoliko poskodovano, s 6%, izgubo
ter ima pri vsem tem suknu 34 K 20 h dobitka. Po Cem je
kupil meter sukna?

58, Ote zapusti svojima otrokoma, sinu in héerki, svoje
premozenje ter dolo&i, da ima sin od svoje ded3cine izplagati
staremu sluzabniku 89/, hferka pa od svoje dedS€ine stari
sluzabniei 5°/,. Ce je sluzabnik dobil 700 K manj ko trikrat
toliko kakor sluZabnica in sin 17500 K ve¢ nego héerka,
koliko je podedoval vsak otrok? -

59. Trgovec kupi kos sukna, meter po 5K 20 h, in ima
pri prodaji vsega sukna 40 K dobi¢ka; &e bi pa bil prodal meter
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po 40 h ceneje, bi imelle 20 K dobi¢ka. Koliko metrov je meril
kos in po fem je prodal meter?

60. Za dolg 2880 (1560) K, ki bi se moral placati ez 4 leta
(8 mesecev) brezobrestno, se plada takoj 2400 (1508) K; po
koliko odstotkov se je rafunal diskont?

-61. A mora placati 15000 K Cez 2 leti; plata pa 3000 K
takoj in ostanek v 4 enakih obrokih, ki so enako dale¢ narazen.
Kdaj se mora pladati prvi obrok?

62. Nekdo mora pladati 4560 K ¢ez 4 mesece, H60 K ez
b mesecev in ostanek Cez 8 mesecev; kolik je ostanek, ¢e bi
moral ves dolg poravnati ez 51 meseca?

63. 4 mora platati 1200 K &ez 4 mesece in 1500 K ez
7 mesecev; plata pa &ez D mesecev toliko, da sme ostanek
obdrzati 9 mesecev. Kolika sta zadnja obroka?

64. Nekdo proda drzavne papirje, ki jih je prevzel po njih
imenovani vrednosti, z 219, izgubo za 2437'5 K; kolika je
imenovana vrednost teh papirjev?

65. Menica se za 21 (54) dni prej, ko dotede, proda z
9% (9)°, diskontom za 900 (5327°1) K; na koliko se glasi
menica ?

66. 4 ima 1. julija pladati dve menici, izmed katerih je
druga za 600 K vedja od prve. Dne 1. junija plata za obe menici
skupaj 7935 K. Na kateri vrednosti se glasita menici, %o se
diskont raduna pri prvi menici po 31°, in pri drugi po 4°/,°

67. Razdeli 452 K med 4, B in C tako, da dobi 4 toliko-
krat po 1K kakor B po 70h, in C tolikokrat po 80h kakor B
po 1 K. Koliko dobi vsak?

68. Razdeli doloteno vsoto denarja tako, da dobi 4 & do-
titne vsote manj 2 K, B 1 dotine vsote in e 8 K po vrhu,
C pa ostanek, ki je za 1 K vedji od A-evega deleza. Kolika je
doti¢na vsota in koliko dobi vsaka oseba?

69. Razdeli dolofeno vsoto tako, da dobi 4 1000 K in 1
ostanka, B 1 novega ostanka in Se 500 K, C pa ostalih 2500 K.
Koliko pride na vsako osebo?
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70. Koliko litrov vina po 96 h in po 1 K 28 h moras zme-
gati, da dobi§ 160/ vina po 1 K 8 h?

71. Koliko litrov 809/, Spirita mora§ priliti 25 / vode, da
postane Spirit 60%/,°?

72, Koliko vode mora trgovec priliti 155 hl kisa po 20 K,
da bode hektoliter veljal 16 K?

73. Roliko kilogramov srebra po 0°72 in po 0°6 Cistine
mora8 zliti, da dobi§ 41 kg srebra po 0°65 Cistine?

74. Koliko bakra mora§ pridejati 500 g srebra po 0°93
tistine, da ima gzlitina 0-75 &istine ?

75. Ako zlije§ 24 kg srebra s &istino 0°8 in 12 ky srebra
druge vrste, najdes srebro s &istino 0°75; koliko ¢gistino ima
srebro druge vrste?.

76. Ako zlije§ 61 /g srebra z 194 kg srebra druge vrste,
najdes srebro, ki ima 0°8125 &istine; &e pa zlije§ 63 kg srebra
prve vrste in 21 kg srebra druge vrste, ima zlitina 06875 Cistine;
kolika je &istina vsake vrste?

77. Srebrar zlije dvojno srebro, ki ima 0°9 in 0°75 Eistine,
z 10 kg bakra ter napravi srebro, ki ima 0°6 Cistine. Koliko
srebra vsake vrste mora vzeti, da bode zlitina tehtala 40 kg?

78. A ima tri srebrne paléice po 0°9, 0°8 in 0-72 Eistine,
ki tehtajo skupaj 2000 ¢; ako zlije prvo in drugo pal€ico, dobi
Cistino 0°84; ¢e pa zlije drugo in tretjo paléico, dobi ¢istino 0 75.
Koliko tehta vsaka paléica?

79. Specifitna teza dveh snovi je 11°4 in 0°24; koliko
gramov vsake snovi mora§ spojiti, da dobi§ 1 kg sestavljene
snovi, ki je tako teZka kakor voda?

80. Koliko kilogramov snovi s specifitno tezo 0°45 moras
spojiti z 10kg snovi, Kkateri je specifitna teza 3%, da ima se-
stavljena snov specifitno tezo = 1?

81. Koliko zlata in srebra je bilo v kromni kralja Hierona
sirakuskega, &e je krona tehtala na zraku 20 funtov, pod vodo
pa 184 funta? '

82. Koliko kubiénih metrov smrekovega lesa, ki ima spe-
cifitno tezo 0°65, mora$ zvezati z granitno kocko, ki ima
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2:85 specifiéne teZe in 103 prostornine, da plavata spojeni
telesi popolnoma v vodi?

83. Zlatar ima tri kovinske palice. Prva palica je sestav-
ljena iz 4 dkg zlata, 8 dkg srebra in 12 dkg bakra; druga iz 8 dky
zlata, 10dkg srebra in 2dkg bakra; tretja iz 10 dkg zlata, 6 dkg
srebra in 14 dkg bakra. Koliko vsake palice moras vzeti, da
napravis zlitino, ki ima 10 dkg zlata, 10 dkg srebra in 11 dkg
bakra?

84. 4 mora iz dveh zlitin, izmed katerih je prva sestav-
ljena iz 27 delov bakra, 15 delov kositra in 8 delov svinca,
druga pa iz 11 delov bakra, 9 delov kositra in 5 delov svinca,
napraviti novo zlitino, ki ima 250 kg bakra in 188 k¢ kositra.
Koliko svinca ima nova zlitina in koliko kilogramov moras
vzeti od prve in druge zlitine? :

85. Vodnjak, ki drzi 9117 w3 vode, se da napolniti po treh
ceveh; po pivi cevi pritete v 3 urah 144 m° vode, po drugi
v 4 urah 231m® in po tretji v b urah toliko, kolikor po drugi
cevi v 4 urah. V katerem ¢asu napolnijo vse tri cevi skupaj
vodnjak?

§6. Vodnjak napolni cev 4 sama v 3 urah in cev B sama
v 4% urah; v katerem ¢asu napolnita obe cevi skupaj vodnjak ?

87. Vodnjak napolni cev 4 sama v 4 urah in cev B sama
v 8 urah; cev C pa izprazni polni vodnjak v 6 urah. V katerem
¢asu se napolni vodnjak, ako odpre§ vse tri cevi obenem?

88. Cevi 4 in B skupaj napolnita vodnjak v 24 minutah;
vodnjak se tudi napolni, ako tede voda po cevi 4 20 in po cevi B
27 minut. V katerem ¢asu napolni vodnjak vsaka cev sama?

89, Ako pritee v vsakih 3 minutah 20 / vode v vodnjak,
manjka po dolotenem &asu Se 40/, da ni vodnjak poln; &e pa
pritete v vsakih 5 minutah 52 [, je v istem dasu 7217 vode vet
priteklo, nego drii vodnjak. Koliko drZi vodnjak ?

90. Vodnjak napolnita cevi 4 in B v 70 minutah, cevi 4
in ¢ v 84 minutah, cevi B in C v 140 minutah. V katerem &asu
napolnijo vse tri cevi skupaj vodnjak?
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91, 4 in B dovr&ita delo v 20 dneh; fez 9 dni zboli A
in B dovr&i ostalo delo v 243 dneva. Koliko &asa bi potreboval
vsak sam za isto delo?

92. 2 drvarja posekata dolo¢eni kos gozda v 8% dneva.
Prvi-drvar dela 2 dni, drugi pa 4 dni; tako sta dovrSila 1 svo-
jega dela. V katerem &asu bi izvr8il vse delo vsak drvar sam?

93. 8 zidarjev napravi zid v 6 dneh, 9 drugih zidarjev pa
v 4 dneh; & najme3 6 zidarjev prve vrste in 3 zidarje druge
vrste, v koliko dneh dovrSijo ti delavci isto delo?

94, Ako povecas posadko neke trdnjave za 2000 moz, pora-
bijo Zivez 15 dni prej; &e pa zmanj$aS posadko za 3000 moz,
shajajo z ZiveZem 24 dni dalje. Kolika je posadka in koliko
¢asa shaja z Zivezem?

Posadka ima 2 mo% in shaja z Zivezem y dni. Ce bi bil
samo 1 moZ za posadko, bi shajal z ZiveZzem xkrat y dni;
(x -+ 2000) moz shaja z istim Zivezem (x - 2000) ti del od @y dni
in to je po pogoju naloge = y — 15, i. t. d.

95. Dve telesi, ki sta 847m narazen, se pomileta drugo
proti drugemu in preteteta vsako minuto oziroma po 4 m in
7 m; ¢ez koliko minut znala razdalja med telesoma 110 m?

96, Telo A se pomife po neki premici in pretete vsako
sekundo 4:6 m; 40 sekund pozneje se zaine pomikati od iste
totke v isto smer telo B, ki pretete vsako sekundo 4:8 m.
Kdaj se snideta telesi?

97. Od kraja A gre sel, ki prehodi vsako uro po 6 km,
proti kraju B; 3 ure pozneje gre od kraja 4 kurir, ki prehodi
vsako uro 11 km, proti kraju B. @) Kdaj dotefe kurir sela?
b) Cez koliko ¢asa prehiti kurir sela za toliko pota, za kolikor
je bil sprva za njim?

98. Postaji 4 in B sta 153 km narazen. Od postaje 4 gre
proti B vlak, ki pretede vsako sekundo po 8 ; 1} ure pozneje
gre od postaje B proti 4 drugi vlak, ki pretece vsako sekundo
po 10 m. Kdaj in kje se sretata vlaka?
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99. Od totk 4 in B, ki sta 42 m narazen, se pomideta
telesi M in N v isto smer; telo M preteée vsako sekundo po 4 m,
telo N pa po 2°8m. Kdaj in v kateri razdalji od B se snideta
telesi, ¢e se zalne pomikati telo 3/ 15 sekund pozneje ko
telo N?

100. Razdalja krajev 4 in B znaSa 135 km. Od kraja A
gre ob 6. uri zjutraj tovorni vlak proti B; ob 7.uri zjutraj gre
od kraja B proti 4 brzovlak, ki prevozi vsako uro 45 km. Ko
je prevozil brzovlak § razdalje od B do 4, se srefata vlaka.
Koliko prevozi tovorni vlak v 1 uri? Ob koliki uri se srecata
vlaka? Kdaj pride brzovlak v kraj A in tovorni vlak v kraj B?

101. 4 in B potujeta od kraja M do kraja N. A prehodi
v b urah 66 km, B pa v 3 urah 22 km. Ko je B prehodil Zze
164 km, se poda 4 na pot in pride 21 ure prej do kraja N ko
pa B. Koliko &asa je rabil 4 za pot in kako daled je od M
do N?

102. Kdaj se pokrijeta urna kazaleca med ¢etrto in peto uro?

103. Koliko &asa pretee med tem, da se urna kazalca
pokrijeta dvakrat zaporedoma ?

104. Dve telesi se pomieta po kroZnici od iste totke v
nasprotno smer in preteeta vsako sekundo loka po 3°12" 30"
in po 1°17" 30”; kdaj se sretata telesi? (Kroznica, katero telesi
preteteta, meri 360°.)

105. Na dveh istosredi§¢nih krogih se pomideta telesi A
in B v isto smer; telo 4 pretede svoj krog v 27-322.. dneh,
telo B pa svojega v 365°'24.. dneh. Cez koliko asa sta telesi
istodobno dvakrat zaporedoma na istem polumeru?

Kolik pot (koliki del od 360°) pretele telo A, oziroma
telo B v 1 dnevu? Koliko pot v # dnevih? Razlika teh poti
(lokov) je = 360°.

106. Dve telesi sta 420 m narazen; ako se telesi pomifeta
drugo proti drugemu, se srefata Gez 70 sekund; &e se pa telesi

pomiceta drugo za drugim, se snideta ez b minut H0 sekund.
Kako hitro se pomideta telesi?

107. Od krajev 4 in B, ki sta 66 km narazen, gresta sela
drug drugemu nasproti. Ako gre sel iz kraja 4 za 5 ur poprej,
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srea sela iz kraja B fez 7 ur; Ce pa gre sel iz kraja B za
2 uri poprej, sreta sela iz kraja 4 ¢ez 8 ur. Koliko kilometrov
prehodi vsak sel v 1 uri?

108. Na okroglem drsalis¢u, ki meri 380, dohiti boljsi
drsalec slabejSega vsakih 76 sekund, ¢e drsata drug za drugim ;
te pa drsata drug proti drugemu, se srefata vsakih 20 sekund.
Koliko pot pretefe vsak drsalec v 1 sekundi?

109. Dve tofki se pomikata po kroZnici, ki meri 180 m,
v isto (nasprotno) smer s hitrostima po 18m in 12m; keliko
tasa pretete, da se tofki snideta dvakrat zaporedoma?

110. Dve telesi se pomikata po krogovem obodu, ki ima
80 m v premeru, v nasprotno smer in se srefata vsakih 16 sekund ;
¢e se pa telesi pomikata v isto smer, se snideta vsakih 64 sekund.
Kako hitro se pomikata telesi?

111. Dve telesi sta 80 m narazen. Ako se telesi pomikata
drugo proti drugemu, sta ez 8 minut Ze 4m narazen; Ce se
pa telesi pomikata drugo za drugim, sta ¢ez 50 minut 40 sekund
ge tudi 4 m narazen. Koliko pot pretece vsako telo v 1 minuti?

112, 0d krajev 4 in B gresta sela drug drugemu nasproti.
Sel iz kraja 4 se poda 3 dni pozneje na pot in prehodi na dan
8 km vet ko sel iz kraja B. Ko se sreCata sela, sta si pota,
katera sta prehodila, kakor 5:6 in njuni hitrosti sta si
kakor 4: 3. Koliko kilometrov prehodi vsak sel na dan in kako
dale& je od 4 do B?

113. Kolesar se pelje ob 8. uri od kraja - do kraja B, ki
je 15 km oddaljen, in nazaj do kraja 4. PeSec gre ob 8. uri
20. minuti od B proti 4. Kolesar srefa peSca ob 9. uri in ga
potem dohiti ob 9. uri 48. minuti. Koliko prehodi peSec in koliko
prevozi kolesar v 1 minuti?

114. Kolesarja 4 in B se odpeljeta od dveh krajev, ki
sta 2 km narazen, istodobno v isto smer in se snideta Zez
50 minut; &e se pa B odpelje b minut prej ko 4, dohiti ko-
lesar A kolesarja B ¢ez 70 minut. Koliko prevozi vsak kolesar
v 1 minuti?

115. Popotniku je prehoditi pot od kraja A do kraja B
v dolotenem ¢asu. Ko je Ze hodil polovico dotitnega asa, spozna,
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da bi priSel v kraj B za 2 uri prepozno; zato se podviza; pre-
hodi vsako uro po 2km vet ko do sedaj in pride v pravem
tasu v kraj B. Ce bi bil takoj od zaletka prehodil vsako uro
po 3km ved, bi bil prigel v kraj b za 2 uri prezgodaj. Kako dale¢
je od 4 do B in koliko je popotnik sprva prehodil vsako uro?

116, Izradunaj trikotnikove kote, &e je kot [ za 17° 25’
vetji od kota a in kot y za 2°47" vedji od kota J!

117, V enakokrakem trikotniku je kot na vrhu 3krat
tolik kakor vsak kot na osnovnici; koliki so notranji koti?

118, Vsota dveh trikotnikovih kotov, ki sta v razmerju
2:3, znafa 31krat toliko kakor tretji kot; koliki so trikot-
nikovi koti?

119. Ako povedas trikotnikov kot ¢ za 1°in kot 2 za 119,
s0 si trikotnikovi koti kakor 3 :8:4; koliki so koti?

120, V paralelogramu je deveti del enega kota za 12° manjsi
ko sedmi del prileznega kota ; koliki so paralelogramovi koti?

121. Zunanja kota na hipotenuzi pravokotnega trikotnika
sta si kakor 13: 17; koliki so notranji koti? -

122, Koliko stranic ima mnogokotnik, katerega koti me-
rijo 288009

123. V katerem pravilnem mnogokotniku je razlika med
notranjim in zunanjim kotom 150°?

124, Ena kateta pravokotnega trikotnika je za 4-4 dm
vetja ko njen vzmet na hipotenuzo; vzmet druge katete na °
hipotenuzo znasa 16'9 dm. Kolika je hipotenuza?

125. Vsota obeh katet pravokotnega trikotnika zna%a
223 m; e povelaS krajSo kateto za 60 m in zmanj%a$ vedjo za
90 m, postane ploStina za 1950 m? vedja. Koliki sta kateti?

126. Ako povetas eno kateto pravokotnega trikotnika za
8 em in drugo za 2 cm, se poveda hipotenuzni kvadrat za
144 cm?® in ploS¢ina trikotnikova za 24 c¢m?; kolike so trikot-
nikove stranice?
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127, Vsota iz osnovnice in viSine nekega trikotnika znaga
40 em: te povetas osnovnico za 6 em in zmanj$ad visino za
istotoliko, se plos¢ina poveca za 42 cm? Kolika je osnovnica in
kolika vigina?

128, Trikotnikova osnovnica in viSina sta si kakor 6:5;
ako povetas vsako teh daljic za 9 cm, se ploStina povela za
189 em?. Izrafunaj osnovnico in vi§ino prvotnega trikotnika!

129. Ako zmanjsa$ stranico doloenega kvadrata za 0°5m,
se plos¢ina zmanjia za 31 m?; kolika je stranica?

130, Pravokotnikovi stranici sta v razmerju 3:5; ako
zmanjsa8 manjSo stranico za 1m in povedaS vedjo stranico za
istotoliko, se plos¢ina zmanjSa za 7 m2 Koliki sta stranici?

131. Romb se poveda za 324 m?, &e poveda§ vsako pre-
kotnico za 6 cm; e pa povetaS eno prekotnico za 6 em, drugo
pa za 4cm, se rombova plos¢ina poveéa za b4 cm® Koliki sta
prekotnici ?

132. Ako nacrtas iz tocke lezede zunaj dolofenega kroga
tangento in sekanto, je tangenta za 16 cm manjSa od sekante
in za 8 em vedja nego zunanji sekantni odsek; kolika je tangenta ?

133. Neka tetiva doloenega kroga razpolavlja drugo tétivo;
izmed odsekov prve tetive je eden za 3 cm vedji, drugi pa za
2 em manjsi nego polovica druge tetive. Koliki sta tetivi?

184. Na ravnini stojita dva stolpa 60m narazen in sta
oziroma H0m in 40m visoka; med tema stolpoma lezi vodnjak,
ki je enako oddaljen od obeh stolpnih vrhov. Kako daleé¢ je
od vodnjaka do vsakega stolpa?

135. Na sredi okroglega ribnika, katerega premer znala
10 m, raste trstika, ki sega 1 nad vodo; & nagnes trstiko,
sega ravno do brega. Kako globok je ribnik?
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-y

K § 32

e e e e U e (e

 A(— b)S— B(— B)t - 2(— B)E — 3(— B

B (— 1 4o (— 1) B (— 1P -2 (— D2

(= P (— D (2 (2P

LB e G 3 o )

fs oyl SR g o e 3y
(B (— 2 — (— B (— 2 (— D (— 8 —

— (— 8 (—2p

8. Zameni ¢ = — 2 v izrazu:
2a® — 3a* 4 40® — Ha® | 60— T.
9. Zameni b = — 1 v izrazu:
3 1 1
(b—l)"—- (b+1)4+(5+2)3_(b =)
10. Zameni * = — 5 in y = 4 v izrazih:
arA g 3(y — z? 2z — y)2 — 3(x - y)?
e ) ten e
K § 33.
1. Skréi naslednje izraze :

I R

a) 12a® — 136° | 1405 — 150% - 24 b5,
b) $a®" — 0°75a" — $a2"* — 0'645a” |- ;0" — 0'395a";
) 802 — {512 — [ Ba? — (T — ¥},

am_ an____ am+n
a4:~:—-5y+3z,azx+4y—5z_Gzy-}-»iz—Sx.
(— Brtar . (— Bye—v. (— pr—ts,
24nk3_23—3n,2vt+1,29k2n'
(—3)5m - (= 8)1=4m. (— 34— (—3)

ath(— )P+ arbn—2(— @)". a" 2B (— w)5n,

. (?n—[— 2%)61_2y-[—3. (m _JF 2?3,)5}!443:-1—2. (m _I_ 2?%)x+y_1.



10.
11.

12.

13.
14.

15.

XLIX

. 4(202—3b)°-3(2a%—3b)3—1.2(2a> — 3b)!+22. (202 — Bb)*— 2,

(@® + 2a%y + 22y £ 9°) - (a° — 2a%y - 22y® — o).
(a3x+5_+_a2x+3+a{z—}-l)_(a,zx—E‘_ax—l_a).
(@*—ba*~1|-6a"-2—8a"—2— Bu*—"4%.(2a7+3 —
— 3a*t2| 4a®+1— Ha?).
5wm—4y2n-{—1 23«;7—5—2?”?/4'”——5 4935_my8_3"'

Gaitam Qg2m—3 Bai—m

4 p2z—y 342 5y—2 6 y3z—2
(folooy—2a¥ - lawifasdare oot

(y'en e dglen o g egytn e Jgnre oGy
Razstavi naslednje izraze na faktorje:

a) m3n+w2n_}_wn; b) mn&+4+mm+3+mm+2;
C) a2m — g3m—+1 + a4m+2; d) a2n+3pm41.__ a343b2m+1;
g) 3733:-1-3_’_32“@-}-2_;_ Sx—}—l; f) Be+3__ Ret+2__ Bati

a™-q" = qm™"

aq*ty—4: gr—v+4 17. (— 0)7‘2"”2(— G/)‘r’—'za'.

(— 3Ba2e—sy—12); Tgr—tytss,

, e — y): (— @y — o)

a*b¥(a —1)3:a”—1bv—2(1 — a)

c(@e—1)B30—1):(1— a)>1 — b)>

. (— 13Dt - 27021 — 10845) : (— 27x7).

. (a27—Y | gB¥—tr__ giv—3%) s qv=be

L akam kst B e ek B T e T

. (a8 — b8): (a® + a*b - ab* - bP).

. (— 4902 — 64'°4 b1a® | 25a%):(— Ta®-- 6a*t— 342 Ha?).
. (g3 — 202" | 4" — 8): (x* — 2).

@ — ) s @ ey ),

. (27atz+8v — Ga2=tir |- 1): (a2 4y | a2+ |- 1),

3 (63«:41;_ 8933"’— %wZ;z_J_%m-n«I_ -%—):(3(1}2"'—- pr— _%_)

3a? 2

3at 19a® 21 a® Ya v @
e = ) )

Matek, Aritmetika. IV r



- 32,

33.

34.

36.
37.

38.

39.
40.
41,
42.

43,
s [ SR R Y e e
45,
46.

(~r]

Okraj%aj naslednje ulomke:

3 r—y 3x—3y
@ @ @
&) —ra b = 5 Sy e
am-§»4 aa:+y adz+v
am+3 qm—2n i A o ) e
d) au-}—a; 6) am—|—n_{_a2m—~3n f) Fs—‘,--l_ aznﬁa'

Razstavi naslednje izraze na faktorje:

@) a»— a1} a3 b) a*—1b — 2a"—2b% - a"—3b3;
C) aZn——lban—a__ a2n—3b2u—5;

d) Ba2nt3pr—1__ 20aﬂ-—1b3n—|—1;

e) 237—4_‘_2:2?—3_22—2; f) 43:0-3_ 421:—2_’_44:71.
M_Bbzﬁ_éﬁ?y_“ 35 5a’”—1b’"fzOSa’"*aaﬁ"_"

6by3 2ay Hbx®’ e R L et B
7a3x—yb4y—2x .zlaﬁxfsybsy—lo.z:

22a2x+2yb3x—y‘ 11 by +32p9c—T7y°

Izvrsi odStevanje v naslednjih izrazih :

i e e S
Gy G
1— 244 =3z 4

b) " B mn—z £ xn—d;'

Poi3¢i najvedjo skupno mero in najmanjsi skupni mnogo-
kratnik naslednjim izrazom:

a) ©®"— 649%™ in o ydm — 16y™";

b) a?*t*4 a*b3¥ in atxb*— bOv+=,

R
(Bax)? - (2ay)® + (2axy)*.

(— 3ab)?: (— Hac)®- (— 2be)* - (— abc)®.

(192 (1) + (2 2)3' B>

G- GD*- B — (—3D° (- (— 9>

(%) G) G2 + =) G (G=59)"

(— 1)) — (— 34+ @D

SR i oy



41,

48.
49,
50.

)G CR)”

63.

64.
66.

67.
68.

()G y
b ab 4ab 3zy/ *

" ) )

=482 YT+ I 397 : (— 113,

(cﬁ— b*‘) 3 (a9+ ab - b2) :

s A z—+y

D) 6 5) )]

[ )] [(a—5) 25+ 5)7]

. (@®— 3a®4 3a — 1)":(a® — 2a | 1)™.
(Gt — et Sy Ga— ).

. [(825 — 1) : (2= — 1)] — [(8= — 1):(2=— 1)].
. Koliko vrednost ima:

o x®— 22242 — 8 e 1be
a) kvocijent e vty e L e
ald — p1o
b) 5 SRy Za a4 = b
16 a2 — 8ab |+ b*
c) ; 5oy 28 b = 4a.

(am)n s amn = (an)m.

(— 29! (— 20 — (— Ba%P — (— Bat
7(a1%)? — 8(— a*)? - b(— ab)® — 10(— a?)1s,

- (@) - (@)% - (o) £ [(a®)2

. (— a?pr—1. (— a2 =12 (— a2 1)3_(_@7*37;)4_

[GET-3[G) T+ G T-IC) T

4a'n Ib4~ 3—a\2 ar— ch2 x\ 3
( 9a2y3ned ) ( 8aPy2nz ) 6

3by? Gax?
[(Ba)” + (68)"][(34)* — (50)"].
[(Ba2 — Dab — 2210737 [(a — 2b)57] .
(o -+ 10)"- (ko — L (a2 + 409

oY (U0 (A 65, [day + GO [Aa)r —

LI

(50)7.
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69.

70.

71.

72.

73.

4.

75.

Doloéi vrednost naslednjih izrazov:
a) 6% b) 43 ¢) 0041 d) 0°125—3;
1 1y—2 15\—1
) B=8=% 1) a3} 9) (51) ; ) '1“5) ;
g2 9 (—3)- (6
Odpravi v naslednjih izrazih negativne eksponente:

Sa_.?n y : a—ix—m

aj 2 Aate by b) 9h2, —2x~4! ¢) 5—3 —n'

Pretvori naslednje izraze na obliko celih Stevil:
Da DL 2 12a—*b
9 5i . Yo Y gy

Skréi naslednje izraze kolikor mogoce:

¢) 30— %+ L%a—%—f4a"%—1La 5

b) 9a—%2 | 13ath—4 | 22 _ 124

Bl 5:1:*"‘
e
Doloé&i naslednje produkte:
@) (—Ba—)-(— a—3); ) (—bha—%?)(—8ab—I);
¢) (—6a 32 (—4a®—1) . (— 2a?0?);
@) @Go=*+ Yot — o2 | g0~ 4 a) - (— 2009;
¢) Ba—*t—5a—2—38)-(4da*—2a—24-1).
Doloéi naslednje kvocijente:
@) a=Pia 0 ) —yily —2)~°
¢) (16a—3*—12¢—2%— 24a—1-}-6):6a %
d) (@="—a*+416a):(a—*+ 3a—2 4 4);
e) 922+ 2+2—%:(8x—2 o).

Doloédi naslednjim izrazom rezultate:

gy y (B o -5
OO ROREIER =



W =X S e o

10.

11.
12,
13.
14.
15.
17.
18.
19.
20,
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.

LI
5 Ble=3)= 8 4«1 “—6[(6&“4)3]—“—0[(04“)‘*}18
g) (=72 (a7 ) (oAb i 9e Bh o 4

h) (:la—2)——3 (2a11)—2 a—13 (V a—-4)') (2&3.@)’3

K § 34

. (ba?—4a?)2 -+ (a2 422 2. (Bad-| 632 — (bad — 6yP)2.
. (20 5bY)2 — (B0 — Tb2 | (4a — 9?2,

Gra el sl ) L )

a) (44 2a — a®?; b) (3a® — 4oy — 29?2

. (822 — Bay | 6422 — (T2 — Yay — 43/2)2
L0 (#—5+ 5 ) (4o — 2 +35)"
e

foonl
a) (6a®— Ba®—- 4a — 3)?; b) (9a°®— 6a* - Ta®— 8)2
(4L 8z - 222 | 5af)? — (4 — 32 | 2a° — Baf)’

(22 — 8y)* = [(2x — 3y’

(8a+ 20)° = {[(3a 42022

(Te — 3y)* — (Bxr — 4y~ 16. 3z -+ 2)® — (2« — 3)5.
(Ba? — 6y—?2 — (2o — 3y ~H*~

(Bz—1y2 — day—2)t — (Bwy—2 — byt

by — Jaty = Gy - oty

a) 5682; h) 4796; ¢) 859732,
a) 40872; b) 6108092; ¢) 940082,
a) 7-29%; b) 0-837%; ¢) 014852
a) 307*; b) 628; ¢) 0-175%,
@) (3% D) (142 ) (23
@) (194 b 29 )) (105)—*.
a) : b) 1:73205..% ¢) 1-41421. .*
@) 0°59371..%;  b) 0°1234..% ¢) 4-6038. .4



LVI

28. (3a | 403+ (Ba—4b)’.  29. (5a® -+ 62)® — (B2 — 6x)%.

30, (7a% — 8ab?)? — (6a2b — 9ab?)?.

B1. (30 + 4+ (o — 4"

32, (bob=1 4 fa=09)" + (Gab~" — ="

3. (G — 5eae) — (Gogr 509 -

24 4ada? 5by3 )3_ ( Baba®  Thyd M)a
CAGIRRT e e e Wty 20 da a7

35. @) (a®+2a — 3)3; b) (4z®— Bz — 6)5.

36. (402 — Ha | 6) — (3a2 — Ba — D)%,

w9 G—5-15 0 —F+5)

38. (bady—2— da—1y2 | Bz 553,

39. (2o — 30)° = (2a — 3b)°(2a — 30)2

40. (32 — 2y)° = (3 — 20)°P

41, a) (3z — 4y)s5; f ety g

42. a) (32 B3, )

43. a) 28°; b) 45%; ¢) 875 d) 4955,
44, a) B6TE; b) 708%; ¢) 80-09%.

45. @) 1-0758; b) 0:7083%; ¢ 4-986%

46. a) 672 B (—99% o (—b)e

4. 9) () b) 1:03%; 0 (13"

48. a) 0-8079.3; B) 0°658.3; ¢ 12-3456..5.

49. o) (0°81:018)%; ) 0-753:027.

K § 35.
Razredi naslednje eksponentne enatbe:
1, a*+1l.gdr—4 — gz.gle—11 2 @2x+3. g3z—4 _— gbs g6 —dzx
3. ar—1:ge+3 — giz—38. pa+t5 4, (ax—5)3 ek, (axm4)2_
B, (@)l b s K)AG 6. (—2)— == — 32
P et 8. (— 2)* = 16.
9. (— 2)* = 64 : 10. 10® = 0-01.

11. 1002* = 0-0001. 18 427 L — g ok



LV

13.8c e 4GA 5 14, 81 — 01954 -2%,
15, (epWa_0 - ge Ly 16. @)= 3.

g = 4z

17, (1E = 0: == 2 18, 8% ==,

19. 2x+3 4 2% — 144, 20, 3* = 270 —3x—2,

2], 28x—2__93x—3__ 93x—4 — 4

22, 9x—1_—_92x—8__ 3x—8.| 3x—4

23, 8= Tx-—14 7% 24, 7* |-8.7x—1 = 735,
25 Bixt4__9.poxde_ JB5x L

26' 4xr}—37 13,4x+1 — 93x—1__ 233:—3_

27. 9-5%+ 8.5*+1 — 1225,

28, 7-83%+1_ hr+3 — gxté_ px4s,

29, 4x+8. L 9x+2 —36.9%

30, 32x|-4.32x—2__4.32x—1 — 27,

e ar-a? — o 32. 422=5.93v—=2 — (24
griati= 1w 3 3x—2.3v-3 = L
33, atx—via?—% — q 34, 33x—4v: 3v—3—1 — |
arrvmaihe it =l 2% 8L DNl (b
35,177 =17 * L 280 36, 442 —23. 28— 10 — G4
2;5.‘7‘,!, B 128. 92m-4:3y—2 = %
K § 36.

1. Razstavi : «) 8tevilo 64 (zf) na 2, 3, 6 enakih faktorjev;
b) stevilo 81(y*) na 2 in 4 enake faktorje; c¢) Stevilo ¢*® na 2,
3, 4, 6, 9, 12, 18 enakih faktorjev !

2. Dolodi kvadratne korene naslednjim &tevilom: 4, -9,
-+ 16, 25, 36, 49, | 64, |- 81, |- 100!

3. Koreni s 3 naslednja Stevila: 8, — 27, -|- 64, 125, - 216,
— 343, — b12, 4 729, 1000!

4. Kak&no &tevilo je: V2, V3, ?/5, ?/'7 9

5. Ali mores doloditi kvadratni koren $tevilom: —4, — 9,
— 16?



LVI
6. Kolika je vrednost naslednjih izrazov :
W) V6 Vo, VL, VL VO, V0 b Va-as
Nt o Yoy
K § 3.
m — m — m —
a|/xib|/x — (@t b)) x.
1. a'yb— 26— 2a’Yb+8bYa— B5bya - 64')b.
% Gija 25 8ya—32b—ba—2b-1-7ya— 20
3.8Vae—12Yb— (7Yt —3Ya) — (Va—"Vb).
4. 8/2—[7Y/2— (3Y2—2y2) — (5/2 — V/2)].

Va="a.

5. Pretvori naslednje korenske izraze tako, da dobijo enake
korenske eksponente:

a) V-Ea V:.E_é, T/Ee:s b) V@1 T/fz‘?," ?/Eé’
9 Va, Vs, Y@ d) Ve, "V, Y e,

6. Pretvori naslednje korenske izraze na enostavnej$o obliko:

mn -~

Q) Va2 VS, 'V a®, My, Ve, | 36;
B) *Yam, =Y meds, B T YEs,
9 V8, V5, i, Y1, e, i
mrQ—— m m ~—
Vab=ya.ys.
7. a) V9-49-64; b) 1/ 64-125; ¢) V2Ta%s ;
S S e 3 ET T
d) V32 a0 o Vyie-8r; Y/ /ea-om;
e
o Vyerar.




10.

Lvil

o) V¥ b Vidh; o VB; 4 ¥V32; e V/80;
VB g V8L, k) YA8; i) B4 k) V14T,
Y YIB;  m)Yerir; w100, o) V243;
Skréi naslednje izraze kolikor mogoce:

@) V244 /BE — /& — /96 + 1/ 150;

b) 3Y/12 — 4y 27 - 2¢/75 — 5/ 48 — y'108;

¢) 2/63 - 3Y/700 — 4y 175 - 5/ 28 — y/112;

d) Y18z -+ Y 147x — 2/ 320 — V1922 -V 724;

¢) 13 a®x)/B az® — 3axd)/ 45a% — 2a?y 80 aa’ =
—+ 2ax Y 245 ada? ;

f) Vda 40—y 16a° -+ 1642 + V 25 ab* - 2505 ;

9 4V1Fa®— V990 —xya+ a2® - Y at(1 | a?

k) byBE— 7y16 + 13 V2 —2y128;

i) 7|/250—9|/43z+5|/386—8|/fﬁ?;

k) 3y/48 — 2)/750 -1 8)/135 — 7)/320 - 1/625;

) VBEatbtc — yf 16athet + /128 abict — /250 a%bret;
m) 2V I a% — 5y/8 I 8z + a )27 I 27z — |/ 64 I 64z,
Izvr3i naslednje mnozitve :

W) V8-VZ; W VIB-VE-V8 ¢ V6a-y8b-Y3ab;

d) Vi6-V6- V8 ¢) V10a% - /204405 - |/ B0 ab*;
S jla = '
f)l/f-l/wy; D VsV e

2la%* |/ 24act -
WVEZVES  9VetaVa—ss

WVs+vs-Vs—vs; pVe vV,
w Ve VE—B. | V=B
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11.
12,
13.
14,
15.

16.

il

18.
19.

20.

Ll e R
e

(2V8 — 7Y/ 18 — B0+ 4)/72) - /2.

(5Y'8 —2¢/18 - 3y/B50 — 372 — 5 )/200) - 3)/6.
(BY'3 —3y/2)(8V2 +2¥3)— (4 — 2/6)(2 + 3/6).
(86 —2¢12 — V8)(2V'6 — V3 —y/2).

(8¥10 — 5Y/3 4+ /15)(3¥/'2 — V3 + V/15).
VetytvVEm-Voty—vVaay —

L e e L e R e e
(V6 —v3) + 5—2|/‘ — (8V2—2¢/3)".
WVervii—Vae—vi)+ (/o—vB+ 1+ /D).
(el Va—}—f)(u/a Ll e D).

Izvrsi naslednje mnoZitve:

@) V2-y3-V5; ORTERTIEY

o Vab-y a2 a¥; & Yt Y8R Y @
5 @Va 4 3Va® + 4y ab?) -/ ab;

9 V@V +3Va V64 4ai/B) - VI V/a;

W (4V5 —2V/3)(3V/5 +8V3);

) BVT+4yY3) (VT — 2V/3);

B (Vab | 3V ay) BV ab + 41 ay);

) 2—V3+yB)E@+V3—V5).



LIX

21, Izvrsi naslednje mnozZitve :

6) 2-V3; b)3-i‘/§; c)z-i‘/gf; d) 5-y0°2;

e)_%-l/-%; f)_ £ 9)%-@;
XN A 92tV i
Doy VITEES g LRy

m) 6—3V3)-V38—V3; ) CVZ+V6)-V1—4V3;
9 a+VD)-Vi+5v2 p/3—1-V1+/3

AT
: b Vo
49 S 2o 8aib®
22. @) @; b) l/2§; ¢ I/m; d) 26';63 ;
8aid 2 | pe gL pe
M v

s.fias Loy 12 Sy ik agas T
24, /20 (BB I
5. Izvrsi naslednje delitve:

w) 15Y/81ab:5y/3ab?;  b) (10Y12:2)/18): 4)/13;
c) Vﬁfﬁ-‘f/’ﬁm- d) |/a3~b3'/a—b;

m—+n N "
6) I/a“'_ I/]- ] bg .f) l/mm—-n M(g) 3
l—n 2n—=3 N azn—3bn—4
J) a3b4 : w2u-—-lyn+3;
an-—«lbﬁn—-l bn—l
a2b3 ;

i) Vg(géma): 2@+ m;
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26.

k) (V30 — Y6+ 13):/3;

) (6)/54— 6)/2 -+ 12250 — 15/128) : 81/3;
m) (V@& — Yab—2Y/5): (Va— 2VD);

W) (Va®— V) : (Va+ o).

Izvrsi naslednje delitve:

@) i‘/_ ?/EE b) (;/GZn—f—?, - Ig/’asn+2.

27,

N (S (R N - R ) I T B
) (Viz-V2): (V5 VE)

5 14a|/a_%10a3|/a):2|/a3;

9 @Ya — 6y a 48y ) : 2V

W) (25 —9Ya): (3@ — 3V a);

) (2 — 2y/a% — /a V@) : (VT —Va);

k) (6V/8+8Y9— 9y/288 — 61/18): (82 + 2/3).
Izvr&i naslednje delitve :

0) 21V x; b) a:Va; ¢) 16:1/2; d) 3:V/3;
) @+:/E—a P e+l ITEY

x—/

) x? —y 2 ? _——Za—l—b T
dileusk s m s WAL s mm

De—0:WatvE; B @—p:Wa— V)
D@—y):Wat+Vy);  m) (B—5y28): (13— V5);
n) (@4 4@y + 3y) : (Vo - Vy);

o) m—n —|—2F Vo -V
m-—n Vm —yn’

p)(a—+—|/5+1)3(|/5+;/a 1).




28.

29,
30. (

31.

32.

(7ay=7
o (VVaien)'; v ()/ V2)

LXI

c) (V/a2) - () ab2)®; d) (2Y2) - (21/25)2;

e) |/a,“°‘“2) (Y aZer2) ) '/(Z:_T_iz::i)gi

g) ?/E- (VE)Sm—Sﬂ = (nl/g)yn—ﬁerl; h) l/-abgcg)-i.
?.) 52 ;}Vg (nVEJﬁx—‘Lm.(n'a/:g)ﬂm—;')x—l;

Gl )

z®y’
1/93—|—|/8°+|/54)3+l/(2’° 2
(/210)2- (721032 - ('y/280)0- ('v/280) - ('y/280)1,

a) (l/ﬁ;j s l/i—QVS
w () =2 - =T

(V @)’

9 W2+V2+ VD &) Va+ yab— yab)p;

0 (V2 —y2) 5 (8V3— 21/ 2)3;
) (a — 3Y/a® + 47/ a).
e
@) V@ b) Va5, ¢) ngfz,
d) y ath b e) VW); £ [/wh 2 580,

bl

3 SRR 4x—8y h12x — 4
Vﬂw b, h l/aﬁa:-l‘gy . 't) & b
9) ST . ) T pifiey

Ik m_+’ll/amx+nx; l) ’Vaew+y; m) l/aémx,

nbz 2n

ax-!-]‘. n azrn+'1b3n-;—}—2 n 051_ -
”’) bx 1gw - B ohm—3 50 P) c3—3n
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o= e T
3. o) I/ Vs wives; o V’%
o VVew Vyan; o8V Va—a)/Va+5) Ve
DV alza; g Vmysm; wnVsys o Vevae
k) 3m§; l)2|/%l/_%@: m V3V
;o) V1000 42/ 2v/2%;
?) I/QW+3ls/m; r) iqll/tf';—l/uﬂ&:z(ilf a-y ad);

G s 3 3
2
S)I/F’ZT'I/E; t)al/b__l/bvab
3 Sl ¥ iy

1 z 2 Ve —q x
u)l/x+J VR a;v—}—

et Vo —y

e

34. Izratunaj vrednosti naslednjih korenskih izrazov:

o Ve w1 9V 9 Vo
o Vata; pVe:Ve VeV
W Vatas  9Va:Va b I/_”Jec “

ey A
"= am; Va:a:'.

35. Izradunaj vrednosti naslednjih izrazov :

%. ”12. ‘%. 0°5 . 1°5.
a) 8°; b) 25%; o) 20 b d) 4905, ¢) 641°5;

3 ! ;
po1) Y gs  wi e 9}
By |



36.

37,
38.

39.
40.

LXIII

Izvrsi naslednje radune:

a) 0t ab; b) 5t. 55,

d) 6at.Bab:15477;
o

YR B12

) @ et — o

@ 25 % 24 Toh ot —

9)_?“/%4—_@; W @ Syt

5%—|— 9_%-9%-9; ¢) 15a_%:3a%;
2 3 S e
¢) (@%)* +(a %) 3

o

b) (2a — 3b%) (5at L 65Y).
a—%b).

30w — 330 — 1528 1 95aF 1 94%): 32F — 5uh).
@? — 81y19) : (@ — 349).

K § 38.

. Poi$¢i naslednjim mnogoélenikom kvadratni koren:

4 28 49
a) “gm4 S ggxz?/ e Iﬁyg'

2

x%y xyz z%?
W e 7 y i 25"

¢) 4a*—120% - 260® — 240 4 16.
d) 121x% — 1982 | 2352* — 2362 | 13922 — 70z - 25.

¢) 9a12— 12210 | 344°

— 2648+ 292t — 102® + 1.

£ 016t — 2-425 — 0-16a% -+ 92 - 122y -+ 0- 0442

9) a*— a%h - 19a%2 —

2ab3 -+ 44,

h) b4a® — Tay — 154wz + 24y% + 9fyz + 104522

o da? dxz o

i) 9 37 S e
9t et 26x4

k) i‘ﬁ_yl S %A i, +

81828

27y“z5 e
4zt *

20x

o - 2.

53 x?
ﬁy + 3_;

1) 2Barn—t— 60m2"—2—|—106x2"— 84ac nt2 L 4ggents,

m) 4a?b—%— 12ab—5 | 25b—4— 24 -1b—3 -} 16022

1) ain—1_ Agdm—th—m | 2qm-2h-2m | dgn-th=m_{ |im,
0) a®— day ab— 2ab - 120y ab -+ 9b2. :

p) Vah— aYal L 4y @+ 2y — 4V a+ 1.

1 1
r) a— 4a%* | 4ab? —

3 3 1 3
6a’bt L 12a% L 902
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9. Koreni naslednja dekadiéna Stevila z 2:

a) H041, b) 49284, ¢) 163216, d) 820836.
¢) 53993104, 1) 1406-25, g) 532-2249,
h) 0-97535376, i) 0-00178929, k) 0-06091024.
3. 11/ 29986576, 4. 1/ 362673936. 5. |/ 1475789056.
76176 = 10 o 2
6. I/-20—48m. q. |/103lﬁ 8. |/489380159
9. Izratunaj naslednjim Stevilom kvadratni koren na 6 veljavnih
stevilk:
5]
@) 2:63, b) 6'584, ¢ 175, ) 3, ¢ 187,
1 aad
f)- 4@7 q) 21 h) 33 ?) J

10. Dolo¢i naslednje korene na 5 veljavnih Stevilk:

11.

12.

oVeiva wV2_v3 o Vet
Dolo¢i naslednjim Stevilom kvadratne korene tako natanko
kakor mogoce:

@) 01907. ., b) 335°779. ., ¢) 1-84235..

Poi&¢i naslednjim mnogoé¢lenikom tretji koren:
) gﬂ — —3-x4'y2 —+ 6%yt — 8y

27 45 126 ,
D a®” syt 16“ — o164

¢) 8a®—12a® | 18a* —130® 4 942 — 3a | 1.
d) 343 — 735z |- 8194% — 54Ha® |- 234t — 604° |- 8ab.
¢) 64w’ — 144 ax® -+ 204 ¢%c* — 171ad2® |-
-+ 102¢*2? — 364a°z -|- 8af.

a® 3a® 45(5 45 6 1

_!_ 5 e ) =ty

64 + + ~ 4a 0 a? a®
() ?71,“ =5 2725 | 452+ | 10x8 1522 6.2
97 “gas 2¢5 | dat at 2a? @
h) 8a® — 364 - 660 — 63 +— 3321 — Qur—2 4 x—3,

Ex'&m rpd 1 ni 1
1 il

li:) a—-ﬁm..- 180 6(6_7”' +3 + lga—Sth—ﬁ S, 8a—9m —15.
1) 8a— 60y a% - 150}/ ab® — 1255.

?) .,I..Gm 1k .ﬂﬁm __i__

4 2 Gl
m) o8 —32% 628 —T-L 6o % —3p-4 4 22



13.

14.

16.

19.

20.

1.

LXV

KRoreni naslednja dekaditna Stevila s 3: :
a) 9261, b) 12167, ¢) 50653, d) 357911,
¢) 614125, /) 4492125, ) 347428027,
h) 14-348907, i) 0-087528384, k) 78-402752.
o R T R B U A T bl

// /20661046784, 15. |/ 1126162419264

3 /7704969 3 L9 4 19

Izradunaj naslednjim Stevilom kubiéni koren na §tiri veljavne
Stevilke :

a) 2, b) 3, ¢) 2136, d) 1190275,

b 37 7 4
e) B J) 70 9) Sﬁu h) 15§-
Dolo¢i naslednjim &tevilom kubi¢ne korene tako natanko
kakor mogoce: ;
a) 13°9279. ., h) 2-618379. ., e

K § 39.
Izrazi naslednje ulomke z racijonalnim imenovalcem :
baiiUylaps e

1
a) V‘E? 2'/3—5 ;I;/%) '/'m;
3a® 3zyY5a VY2—1  2¢/b—y10:

b) — 7 S

)5'i/ﬁ oy/2a ' 3V8 ' Y10

9 a2 —y2 422 —1 yY2x- 8y a+tx
‘Wo—y Vez 1 V2a—3y YF_az'
) 1 2xyx at — bt Vi—a

2V/2a-Y236 3Y3z VE—B0 yYi—a !

) Va2 | ab |- b2 ¢a—b ab
4 7 P
yt&—b ? l/%_g’ ‘/anfabn74
a ;

Matek, Aritmetika.

Vr.
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2. Odpravi v naslednjih ulomkih iracijonalni imenovalec:
gL, /3 /B—1 VELV/E 5/5—2/3,
it S TR e T T R T T R T
» %2¢+3Vb a— yab Vay 1—y1— @,
3a—2ys Vao—b afytye 1+yl—a

)a+b+|/a2+b2 |/:c—|—y——|/-sc——y=
a—|—bw|fa,2—]—b2 Vm—|—g~{—|/w—y

Vs vziVaB e

Varstva—veVi—va

Y 10 ) =
d) ) : 5—}—]/5 a—Vb

R T Va+/F

2—|—|/-2 V10 |/a~|—|/a2—b2’
IV sk B i

|/m2+m,
Va2 —yat—yt

3. Odpravi korene v imenovalcih naslednjih izrazov:
g 1438 JI4VE—YE 418
5+ V3+VE V2HV3+VB 51V2_V6

) 12 {3 3Y6—5y212y/3
Rebeplo = ia B ayod 8yg.’

60y2--12y/3

BY6+3Y2—2y3’
V34+V2  /3LVE VY2 VE-V3
d) 2 m E:“% 3V§“__2V_§

2—V2 24+VT V3+VE  4Y9—3V3
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4, Pretvori naslednje binome v samo en Kkorenski izraz:
9 V3tvs+Vs—vs, Vetvii—Ve—y,
W V84139 —V8— 39, Vet v+ 38— Vs,

o) V54216 + V5 — 2/,
l/11+6|/§i|/11~—*61/§;

Vet T +V2—4/7,

44 /10 4— V10

l/“*zi I/_T_
9Vatvia—1i+Va—yZa—1,

I/w+|/aw—9£_—i—ul/m-|/;;

a?
A
4!

DVats+2/ab +Vato—2yam,
VastLoy@—8 + V2 — 2/ =0,

5. Pretvori naslednje korenske izraze v binome:

o Vatvs, Vs—2vz, Viz—syz, V1+2/10;

) ¥V 11+ 2y/30, |/18i8|/§, |/7|/§i4|/6‘,
V25 + V1b;

o Vie—2/Ta2—91, V20301 y/24ab,
|/8a2—62~{-—4a|/4a2-—-b2;

Y Var—2gVF—3, Vaotyt /@,
|/a2—|— Bar — 2a ) ar | 422,
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K § 40.
Razresi naslednje iracijonalne enacbe:
s A R et Fg Ay oy —
dz — 2 : Oz FLi00
R 1, |/41—20|/4m:3*3.

¥ 3 LY VA e e
5. 1/20_3/Bs1—2 6 2/x—3—3)z—2L
3 T 3 (SRR
7. 2/ 25+ V= — 1/ 200t 61/B% — 29.
8 Yz — 09375 = 05 9. Vo Fi— 2= =11

60
10. |/x—3~}—|/m—{—17=l/m.
A oo 18a D
11. Y27z F1 — V3% S_I/W'
o e s O e G

V2w 43
13. (Vo —5)Ye—4) = YVe—38)(Vz—2).
4. Vo +1D):(Vo+4) = Vo +3): (Ve +8)
15. (7T—2/%): (10 +Vz) = (9 — 4V=): 2/
16. V2 F 327 =1+yPFao4
17. Y22 — 3 = 8 — {2z 13
18. Vo 4+ Vo —1—yaz 5 = 0.
19, Y162 9 — Y2 —1 — 9z + 10 = 0.
20, V4o 2 = 2)/ 2% — 5 — /22 — 10.
21, 22 -6+ Vo | 33 = 3y/x | 13.
2 V2% —384 Yo LAtV 2x—3— bz 114 = 8.
23. Va—2+Vb—a = Vot b— 2
24, Var b = Vax—b—[—lfé—b.
25. I/x~—35—|/w——3a = Va—b

26-ﬁ—w+|/b_xz i

Wi




38,

42.

45.

46.
47.
48,

LXIX

PR RN G x
T e 22— (x— (1——_.:“t).
: 7. 5 %Y (x — @) T
28. 2z} 3)y = 13 202/ LB —3y—2=3
Wz —4yy = 2 gy Eeh 4y 2 —h
30. |/¢—y—}—|/2y4—w =k
Sy ly — 2 — ST
31. 8Y/2z— 3y — 33z LTy = —10.
7V 2 — 3y + 5V 3w Ty = 37.
5 4 4 3
A e I Bat peildi e IR
Va—2 ' /yre Ve Vi
T (B ey
Ve—2 Vy+2 Vo Vy
11 1 i VR z
e — 1] B.V=-4+1=1 ~—1
3;/w+5+4|/y+4 '/F +'/y
Ly 13 : dit
- s PO O ) R T b,
Vz L5 3l/y+4 36 S| V3a 4y +
Razresi naslednje eksponentne enacbe :
36. ii/a,ﬁm-l-! A '/szrx. 27, az;u::;/’a,x——l B aw~1_|/;3“x7'4_

al-=. Yar i Yae- et = 1. 39 YaPia? = a2

Vas—32:)/as—% — g 41, 4096°-0'5 = 4°+3,
P 5241

V@)M: @)9 (g)T 43, 0°25% = V&5 =5 0-125¢2,
x4 2 »

. 6455 — /0B T2,

Gy-Cr Gy =
233;_4%_}, 822—4 — 32o—3_| 93x—6],

a2e—2__ glr—3 (a e 1)9:.—%,

V2.-V8 =1 49, Ym==5: Ymr—3 = 1

BT =1, V=S =t = Y/,
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50. 'Va-Va=1:/a 51. a:a® = y/(a?- a®)°
Ve = gfﬁ L b18. /B8, (2% a)% = (a?:a?>.
K § 4l

1. Skréi naslednje Stevilne izraze:
Q) V=B /e /16— 2/ =361 /=100 —5/— 49,
B) 2y — 2 8/—8_—yY—18 — 4y —50 b)Y — T2 —
Ll ng
) e A S o e IR ) SSNC S W i SR T
g8y APy —Tp b= 6§ Bl |

+ 3V — 1,
¢) 6ay — 63ab? | 3/ — 1120368 - 2aby — 343 ab —
— 5)/— 284a®,

) 3ady —12ab® - 2022y — 2743 — 5/ — 48470° —
— 4a?b )/~ 75433, '
T L VRTINS
3. (Y- 27T V— b — 5y —8)-2)/—0.
4 (— 3/ —B4 4y =8 —3/—7T-L5y—=0).(C-4/—3).
5 (2V—38+vV—B)(—2/—3— yV—5)
6. 3V — 3+ 5/—5)(6/ — 5+ 3/—3).
7. (6 —7—3V—9)(6)/— 743/ —9).
8 (B2 gy —3)P L (Bys gL pyaigs
i VRIS U ey ) e R G
10 (=2 - 2p=3l 1 (O B gyl
11, 3V —156:4/3. 12, 1/ 6:2/—5.
13. 4V — 16: 3V —B. 14, 2 —48:4)/— 3.
15. (120 =8 — 3¢ =3 ;- 1B)— 9 — 21/ =15): B —8.
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16. (26)/— 20 -+ 39y — 35 — 65)/ — 45): 13)/ — b.
a’n e
17. (15|/_ 12 l/m

ax? a*r
18l — e —
i T ax " !
_BII/_W

18, (1 — Y —@)aing & ghiends) cufont ¢intolo)

19. (/=645 —7) + (V=22 — Y= B+ 11)

0.8 - 203 — 20) LB Ly —B)B—y—3).

M.6-22/ 36 e Bl - Ve o)

22. (2V/3 — V—5)&¥V3 — V' — 4)(14 + 8/ —15).

23 (6 =3y =m__uyb)ley =31 9y =B LayE)

24 @14V =3)+1—V—3)—(@—V=2)(+V—2).
25. (8 —4—2/—124y/6—9):(—3/—2).

26. (12—2/—384+/6):(4—2/—2 —y—3).

o (! 1; '/j__g)a. 28 (T4 sy
29, (2_—tL——_§’)4+ (%%?_3 :
(1+2'ﬁ+ Wﬂ”)-ei.

/3 V—3
31. Izrazi naslednje ulomke z racijonalnim imenovalcem :
5 2 S
a) = b)) ——— B d) ——)
)231 )3/';?_21 )'/ : )'/_3

e) 28'/:1:2 'f) /_:;‘?3_“1/3 9) 4m_2m
By g TR, Sy =1 luy=p!

e ) /2 ;/2-{-;/_
2—y—8’ ey R
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32. Pretvori naslednje binome v en korenski izraz:

33.

9 V3 tv—T6+V3—/—16

yVetv—5+V2—vV—5,

) V—38F 4+ y/—3 4
YViLy=B+V1— V=1

Pretvori naslednje korenske izraze v binome:

W VIT—6% BHY=3F& 9Vets/—,
§) V=TT, 9V —2+4/—6 HV9—2/3,
9 VEi=V0xi=140/2+V-2).

K § 42.
Uredi naslednje enacbe:

O+ 2@ —2)+ @ — )7 +2) = .

2, (Ba2—1)°— (2 -+ 3a%)2 = (3 — 4a?)2

10.

12.
13.

1

' 10x*— bz

=

42 - 3 16 ba | 4 z—1 £
_;_[_43;'2—-1' 4'2x—|—1+3;c—4_3—0'
2 x4 2 -33

G P e e, g el R

1 1 (RPNE- el it
Z—1 2i—z 162 2=’
2:1:4—i—3;c'5_1 L 102t — 4 222 —1
22 — 1 B Tt LAV

otz e?—a?’ bt @ —

L e L e 1 e e e
2(a + b) ea—z  atbd’ 2b x—b afb’

V35— 2 — Jdx — 7 = 1.
VofetVo—s=Va WMYVota—ya—2z=}2a

&r fhi— w—a=L:—b.
Vata—V v

fow LYTOL Y 5 — f10 = Yoo —11 — 0

at+z [ a—ax  2ax a— b+ x b
a_——w+ 9. @

R~ Y
2
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17. |/3x—|—1-|/2:c—1-—|-/3x—ﬂ6+|/2x—6 = 0.
-18. |/a:——a—|—|/_wm—2a,—~|/m—3a —3 )

19. Va(z —b) — Vb(® —a) — V(@ — b) (x — 25) = 0.
20. V3G — 9 +Vz—1+VaF2 = V3T D).

2b
21 Vo +a— Vbxr — 3a — 4b = :
e ‘ Ve T a
e SRR st el
14+yl1l—z 1—yYl—x 9
2a? 2a
23. ———— —
x—|—|/4a2~w2+mr—|/4a2—x2 .
2 2l g2 P T S R S
24, I/m +a—2ay -0t Y pea
Razresi naslednje enatbe:
25. 22 - 152 + 56 = 0. 26, 2 — 13z — 140 = 0.
27, ba? | Tr — 24, 28, 122? — 20z — 8.

29, 1642 — 24z 11 = 0. 30, 242® — 142 — 3.
31, (124 2)(x — 3) = (12 — 2)(z - 3).

32, (@4 32— 4a? — (z - 1)(dz — B).

33, (522 —11(5 + 2)(4 — ) - 24(4 — 2)® — 0.
34, (¢ +1):(@+3) = (v -11):(3z — 3).

3, @+ PE+41)—@z+PHEz—P+1=0

3z —4 22—z @ x 8
36. x_4—9.='—2¥. 37.;-4:“2'4—3:—__?:5.
41 z—1 b 5 D 2
38’x—l+a¢—|—1_§' 39‘5*_3,»-{-1_;.:_;_.2'
z+1 2= Soai 6 KO- o 7
o e L T e

322— 3 | 62?— 4
2. — Hesaid s s

43 8o ba T 3w 205 e ol
tat—1 T 2 —2zx+1 2tz 1°
M, 4z | 2 11z 4-7 77 — Tat

xﬂw2x+4_xe+4x+4 = T TE
5. (L) = 8GED) — 15 46 CHE)+ 8D _ g

Matek, Aritmetika. - Vi
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=l

18 (2L B2 t1—0 19 2125 =2/8

50. «(x | 2y/11) = 6y/2. Bl 2 —7y5 — 30.

5% xSy — 4 53, + — 10 — 2)/«2 — 3z +5 = 0.
5 [ zt2 /sl 7—4 55 21y2wI8 = 2= 5.
56, Y222 —1 — /222 — 25 = 2.

57, 2)/3xF1—3Y2c—1=1. 58 yTe—13—ybzs|1=12.
59, Y222+ Y22 == 60, yYI0—z -t Yo —b = y =
§ 1 L s 0 —yer—1i.

62. 3)/x -8 —yYx—8 = 2/ 2z 2

63. Y2¢ 83—y +1—yao—2 = 0.

64 V5 +ya+V 7+ Vs =V26-+ya).

6. V&E—DE—2)+/G—3)@ D = V2

66. Y3z -6 — y3xr1—y22—1 = 0.
67172 —5— /16 —z — 2.

6. /o tye Ve—vVZ=v2 6.YsF2—ya—5=1
70, VA F 2 /(l—m)g—ﬂl—w

20 = 0.

. 22| 2ax — 2ab — b = 0.

72. 2 — 2abx = a* - a®0% | b4

73. 22— (@ +b)x | ab = 0. 4, 22— (a — b)a — ab = 0.
75, @ — (a® -+ %)z | a®b — ab® = 0.

76. (¢ — )2+ (b — )2 = (@ — D)2

77, abx® — (a® + b)) x | 202 — 3ab — 202 = 0.

78. 10abx® — (260 | 4b%)x | 25a% — 402 = 0.

79. (ax + b)2 4+ (a — ba)(ax — b) = =z(a -+ D)2

80, 2(x*+ 1)(a® — b%) — b (a® — b%) - Bab(x®2—1) = 0.

e — "
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8LITELE gt b,
4, BB e
ol e 86 42;—:52 ALl b
8. 2 L e —e—b—=) =0

88 z4a x—a i dala 4 b)
‘z—a xta b(2a -4 b)"

89. ayx 02+ by/x I a® = 2ab.
90. l/a9+m|/2m2—? =g dg,

a3 8a

&X
e e |
bz 1 1 @ — & i TR
L e e

x—b

x
MVere Vet o—o
9% l/-1+w—{—|/1——9::g
'|/1+w—[/1—m b’
Vx—a%—l/mw—bg x— &
. Vo —a—Voe—5b & l/m—b'

97. i/m—f—a—ki'/x—a = 3|/2_sv.
98, Va T z—yz—b — 3L b

Uporabne naloge.

99. Produkt iz tretjega in letrtega dela nekega Stevila
znaSa 108 ; koliko je Stevilo?

100. Katero Stevilo je treba za b povedati in za b zmanj-
Sati, da znaSata kvadrata dobljenih zneskov 1789

101. Poig¢i tri Stevila, ki so si kakor 1:2:% in katerih
kvadrati znaSajo skupaj 4525!

102, Poisci Stevilo, katerega dvanajsterokratnik je za 45

manj8i od kvadrata dotiénega stevila!
VI*
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103. Pri dvo&tevilénem Stevilu je Stevilka na desni za 3
manj3a od Stevilke na levi; &e pomnozis to Stevilo s Stevilko
na levi, dobi§ 42 kratno Steviléno vsoto dotitnega Stevila. Katero
je to Stevilo? '

104, Ako zameni8 pri dvostevilénem Stevilu, katerega ste-
viléna vsota znaSa b, Stevilki med seboj ter pomnoZis obe Stevili,
najdes produkt 574. Katero je stevilo?

105, Steviléna vsota dvoStevilénega Stevila znasa 13; ako
deli§ to Stevilo s produktom obeh Stevilk, dobig kvocijent 2 in
ostanek b. Katero je to Stevilo?

106. Vrednost nekega ulomka znada 1. Ce povedas Stevec
in imenovalec za 12, dobis ulomek, ki je bkrat vedji od onega
ulomka, ki ga najdeS, e zmanjSa8 Stevec in imenovalec za 6.
Kako se glasi ulomek?

107. Dve pozitivni celi Stevili sta si kakor 3:2; e zmanj3as
prvo Stevilo za 1 in povetaS drugo za 2, znaSa vsota njunih
kvadratov 2581. Kateri sta doti¢ni Stevili?

108. Ved oseb napravi ‘skupno potovanje, za katero je
treba 432 K pladati. Ker sta bili 2 osebi prosti vseh stroSkov,
je morala vsaka izmed ostalih oseb za 3 K vel pladati. Koliko
je bilo oseb?

109. Ote zapusti svojim otrokom 14400 K, katere je treba
razdeliti na enake deleze. Kmalu po oletovi smrti umrjeta
2 otroka in vsak izmed ostalih otrok dobi potem za 1200 K
ved, nego bi bil dobil sprva. Koliko otrok je bilo?

110. 4 proda blago za 96 K in ima toliko odstotkov do-
bitka, kolikor kron je pladal za blago. Za koliko je kupil
blago?

111. Nekdo ima 5600 K kapitala; od obresti prvega leta
porabi 152 K in ostanek priklopi h kapitalu. V drugem letu dobi
266°5 K obresti. Po koliko procentov je naloZen kapital?

112. Zidarja 4 in B sezidata zid v 18 dneh. V koliko dneh
bi dovriil 4 sam delo, ¢e B potrebuje za isto delo 15 dni ved
nego A? ‘

113. Cevi 4 in B napolnita neko posodo v 2% ure; cev A4
sama napolni posodo 4 ure poprej ko cev B. V katerem &asu
napolni vsaka cev sama dotiéno posodo?
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114. Dve telesi se pomikata enako hitro po krakih pravega
kota od vrha proé. Prvo telo se je zadelo pomikati 7 sekund
poprej ko drugo telo in je po 12 sekundah 65 m oddaljeno od
drugega telesa. Kako hitro se pomikata telesi?

115, Dve telesi se zafneta istodobno pomikati po krakih
pravega kota od vrha proé in preteleta oziroma po 4:8 m in
1'4 m vsako sekundo. Po koliko sekundah sta telesi 100 m
narazen? :

116. Po krakih pravega kota se pomikata dve telesi proti
vrhu in preteceta oziroma po 5 m in 3°6 m vsako sekundo. Po
koliko sekundah sta telesi 26 m narazen, &e sta bili v zafetku
po 60 m oddaljeni od kotovega vrha?

117. Od krajev A in B, ki sta 152 km narazen, se peljata
istodobno voza drug proti drugemu in se srefata po 12 urah.
V koliko minutah pretee prvi voz 1 km, &e rabi drugi voz za
1 km eno minuto manj ko prvi? ;

118. Dva kolesarja se peljata istodobno od krajev 4 in B
drug proti drugemu. Ko se po 78 minutah sredata, je prvi ko-
lesar 1560 m ve¢ prevozil ko drugi in pride 121 minute poprej
v kraj B ko drugi kolesar v kraj 4. Kako dale® sta kraja A4
in B narazen?

119, Na 3000 7 dolgi cesti se zavrti zadnje kolo nekega
voza 200 krat manj ko sprednje kolo, katerega obseg je za 4 m
manjSi od obsega zadnjega kolesa; kolik je obseg zadnjega
kolesa? _

120. Ako podaljSa8 eno stranico nekega kvadrata za
@ = 114 em in zmanjSa§ stikajofo se stranico za istotoliko,
dobi§ pravokotnik s plos¢ino p = 860 c¢m?; kolika je kvadra-
tova stranica?’ .

121. Pri pravokotniku meri osnovnica 118 e¢m in viSina
b9 em. Ao zmanjSa§ viSino za nekoliko centimetrov in podaljSag
osnovnico za dvakrat toliko centimetrov, se zmanjSa plo8tina
za 3698 cm? Kolike so stranice novega pravokotnika?

| 122. V pravokotniku se osnovnica in viSina razlikujeta za
23 m in diagonala meri 65 m; kolike so stranice?

123, V pravokotnem trikotniku meri ena kateta 44 krat to-
liko ko druga kateta, hipotenuza pa 82 m; kolika je vsaka kateta?
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124, V pravokotnem trikotniku meri hipotenuza 25 m in
njej pripadajoda viSina 6-72 m; kolika sta hipotenuzna odseka
in koliki kateti?

125. Plo&éina poSevnokotnega trikotnika znaSa p = 360 em?
in dve stranici merita 29 em in 25 em; kolika je tretja stranica?

126. Kolik je polumer kroga, ¢e je neka tetiva za 2 cm
manjSa od premera in njena srediS¢na razdalja = - polumera?

127, Za koliko je treba krogov polumer » = 7 ¢ podaljSati,
da bode tangenta, katero nariSe§ iz krajisca tega podaljika na
krog, enaka ¢ = 24 em?

128, Povrije pokon&nega valja znaSa P = 706°86..cm?
in viSina » = 8 em; kolik je polumer osnovne ploskve?

129. Prostornina 7 ¢m visokega valja se poveda za 2552 cm?,
te povecas polumer osnovne ploskve za 2 ¢m in viSino za 35 em;
kolik je polumer osnovne ploskve? (7 = 2.

130, Povrije pokontnega stoica znaSa PP — 1385-44..cm?
in stranica s — 40 ¢m; kolik je polumer osnovne ploskve?

131. Prostornina stoZca postane 21 krat vedja, ¢e povelaS
polumer osnovne ploskve za 8 ¢m; kolik je prvotni polumer?

132. Ako povecas polumer krogle za 10} ¢m, se prostor-
nina poveta za 92169 ¢m?; kolik je prvotni kroglin polumer?
(@ = 22).

133. Dolo&i enadbe, ki imajo naslednje korene:
a) =T in — y=T; - ) 4+ 3¢2in — 8)2;
¢) 10 in' —1;  d) —9in —13;
e) 24 in — 3; 0% in —2-4;
PlEyIin Yo B Y2y =8un Y2 =y —38;
i) 2a - 8b)/2 in 20 — 3b)/2; )“+bi °;_b;
pVatVi Va5,

Va Vb o

m) —— I/?tii e ﬁg__.

|/“+Va—b I/wﬁlfa—b
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K § 43.

Lt 2. 3, a8 a3 = 0.

4, 28— ag® = 0. 5 8a%4 27 = 0. 6. 642° — 125 = 0.

7. 25— 1 = 0. 8. 326 — 2187 = 0. 9. 64a® — 15625.
10. (T—2)— (1423 =0. 11. 2z —5)3+ Bex— 2)8 = 0.
12. (2 — 38+ (z -+ 9)® = O.

13. (# —a)P — (b—a)® = 0. 14, z(2>— 8) = 8(1 — 2).
15, 23— 322 = 10x.  16. 2° 4 322 — (x -+ 3) (22 + 15) = 0.
17, % — 82 | (¢ — 8)2 4 6x(x — 8) = 0.
18, 23— a8 = a®(a — 2). 19. (22— 4) (22 + 4) = 240.
20, «t — 81 = 0. 21. 2+ 64 = 0.
on T yeo s iypa, dinil x-I—I/E:mQ—m
22 S5 —18a" — 9@ — 1) — 65, 23~ . e
24, xt — 1322+ 36 = 0. 25, 6zt — 1142 = 35.
44 222 3
26, = — = = . 27. (922)2 — 41(32)2 - 400 = 0.
28, %+ 2325 — 108 = 0. 29, #b | 27 = 2825,
30, 3u8 — T2% = 6. 31. 248 — o)z = 1323
32, 348 — 4ayx = 160. 33. 62—*—br—2}1 =0
. 3 g 82
1 @—2+ (1) =2
5 1; A :
35. (34 =x)2- (3+_x) — 100-01.
x4+ 1 22—1" 3a?- 4 3a?—4 26
36. x9—1+w2+1m4' 3. 3x2-4“|'3x2+4—?'
i i i 32\
B 39. 2+ (Z) = 260.
40, (22— 8)2— (22— 8) -6 = 0. 41, /25 — 2 = 12.
2. @+ Va)+@+Ve)?=1332 43 Vz—8Yz = 9.

. V#* —3Y/a = BA. 45, 2)/2z — ViI@E = 2.

. 4o L bYx = 21V 47 V217 — Y17 = 6.
, 22— 8x b = 2/ 22— 8x |- 40.

, 222 8P — w1 = 224 3.
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(@ 8o +1)2— 12(2+ 32) = L

(@2 4 6 | 8)2 — 322 — 182 = 24. :
B2+ o — 2)2 — 3022 — 10z - 36 = 0.

VR 3z 8 Ya2t 3z —3 = 11.

50.
51.
52,
53.
54,
55,
56,
57,

a8,

60.
62,
64.
65.
66,
68.
69.
70,
i
72.
73.
74.
75.
76.
7.
78.
80,
81,
82.
83.

4a2 4 6x + Y 2224 32 4 9 = 60
(x — 524 ya2— 102 + 32 = 13.
(@ — 4222 —8x 381 = 5.

.

Va2 24 — a2 — 9 + J/a* —16.
V2 —o— Y16 —2z — 2. 59. 97 — 2zy/x = 10.

B +a?4x+1=0. 6l 2 — 222 —1= 0.
w8822 —32—1=10. 63 22 —3402|3Lx—1 = 0.

Tad— 4322 — 432 7 = 0.
202% + 3122 — 31x — 20 = 0.

w8 202 — 4o — 8 = 0. 67, 2% 32 165 - 12¢

2728 - 124* — 82 — 8 = 0.
8% 1022 + 16x 27 = 0.
pttaf — 42t 1 =0
wt—122% | 29242 — 122 -1 = 0.
Bt — % — 2402 — 2 -} 3 = 0.
62 + ba? — 3842 b - 6 = 0.
242t — 502% — 1732% — 50z - 24
10zt | 2723 — 11042 - 272 - 10
62t — 1343 182 — 6 = 0.

2t — 1628 | 162 —1 = 0.

22t +ba® —ber — 2 = 0. 79.
2t bx® 10221152 - 9 = 0.
ot — 3a® — 842 — 162 | 25 = 0.
wt— ba® | 1022 —10x |- 4 = 0.
ot — Tad |- 282 — 16 = 0.

o
|
o

wt— 2022 —1 = 0.



86.

88.
90.
92,

94,
96.
98.
100.
102.
104.

106.
107.
108.
109.
110.

111.

113.

115,

117.
119,
120.
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3e—1=V/9. 85, 8242 — |/327—=,
(31-#)1—= =1, 87, 10=6—1 — 10026—2),
10#=52+6 — 100, 89. Y8 = 4++s,

D o DT 9]. 3.92% = 4YQ

§.4=+2 — 4)/3% 1, 93. /275 TY10 = 1.
glai B.3e L@ 0. M5 (D) —LOPF L=
9vf g-=— % 97, 61+= 4 6'-* — 13,
gat2 | g2—»— 82, 99, 8=+1__ gr=—1 — 30,

32— 100(3=~1—1). 101 3}/12 — 360 --6-y12.
V128 - ZY128 = 20. 103, Y16 + Y16* = 272.
523 - 373 = 10. 105, 12%Y/10 — 5~Y/10 = 25.
V2:3% 10 — 3} /3% — 2.

1log(z 1) +logyz—1 = 2 — log2.

log (z — 1) 4 log (x - 12) = 2logb.

log (#2 -+ x)/2 1) +log (z — =)/ 2 + 1) = log3 -|-log 5.
logVe—1 -+ logVz+ 2 = 1'5— log2.
xlog® — B8, 112, |/ wloe¥= — 10.
glogs — E 114, @?log=—5 — 0-0L.
2logx + lo;‘w i 116, & —i)ga: 5 1+?ogx =
Salozz L 100z~ los* — 40, 118, xloes — 4g—log= — 3,
p2logz—6 | 12 — 7Tgploge—3,
glogz —_ 96xlosV= — 400.

 K§4
202 — 8y2 = 11 2. 1222 | by? = 233
3a% | 2y% = 165, Ba? - T2 = 202.
wihe=s @@ -1

3y® — 202% = . 22 |yt =i,
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5, a2 — 42 = 32
2 —3y = 0.

7. 224 xy + 4 = 63
r—y—+3 =0

9. 222 — By | 3y = 48
3z —y — 11,

11, (@ — 42+ (y - 4)2 = 100

x+y = 14.

13. (@ + 22+ (y + 3)° = 32
@+2)—@+9 — o

15, 722 — 5y2 = 163
2oy = 28.

Iy — 3D

|/ac—2—¢/y—3 ==k

6. 2y — 32 = ay
&y = 4.

8. 4221 64 = 4z —y
6y —22 =1,

10. (3 — 2y)2— (22— 34)2 — 80

42 — by = b,

12. @6 — 4L (g—3) — 6
@— 4@y —3) = &

14, 22— 2 = 11
L1y =—30;

16, Vo +Vy =12
x -ty = 74

18. Vo F4— Yy 1

br — 3y = 16.

19. 2y 2 = 18
oy —y = 10.

21, (z+1)(y — 2) — 30
(z—2)(y +1) = 24.

23, o+ Vay+y = 14
xy = 16.

25, a2 | 42+ oy = 52'7H
Sy —i

27, 2+ ¢tz -}y = B10

@2 —x—y = 490.

29, 2?2 — 2y = 76

xy — ¥ = 60.
31. V22 — V/3y = 4
2x — 3y = 88.

20, 22y —y = 21
Ty P — 4

22 (s — By B
(6—1— (@ —bp =

2. * — 3ay +y* = 174
2oy = b.

26. x>+ wy |+ 42 = 49
a2 — xy | 42 = 19.

28, 2?2y = 170

Y2 2y = 119.
30. Yz -+ Vy = 10
Vaxy — 16.

44

17.

32. (x - 29)* 4 (22 — y)* = 26

+2y)(2x—y) = b

33 @—5)24(y—382=20 34 (x—+y)2—3(@x+y = 27

(x —b)(y — 8) = 8.

xy = 80.



37.

39.

41.

43. 5

45,

53.

55,

P ey = 8

Yy =
24y —ax—y = 12
xy = 9.

76 ‘

3
1 1 5

rllrt s
2%y + xy® = 30.

Vaty+Ve—y=

yetypyat—
x® — g? = 8l1.

L322 —Tay 1492 =0

Ba? — 3oy — 42 — 3B,
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36, 22yt ax—y = 182

3
Ty 2l
ol i
g = 34
42, 2% — 52wy 576 = 0

(@ — )24 100V zy =
44, oy — Yoy = 132
(@ — y)?— 3w 43y = 70.

I #21 e

3z

= 8 — 22(2y — 3).

3x—2y

46.

48, ®*f-ay +y* = 3
2a? + Bay | 4y* = 12

, 202 — 2y — y® = 39 50, 22® — 3wy + 4y = 144
22+ 2y + 4y® = 39. ba? | 6ay — Ty = 477.
.__yz _ g
@z -+ y) (x4 2y) = 182.
o+ ay+ ) = V@ —ay |4
22 2y% = 9.
x+y =14 .2 —y =3
x® 1 y® = 8b4. 2 — 93 = 819.
3&:;-231:4 56 sy +Vaety=2
27x% — 8y? = 104xy. afty? = 19,
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a7,

59,

61.

63.

65.

68.

7 i

73.

75,

77,

# y3 = 1512
x?y - xy? = 1440.

r—Y =1
xt |yt = 1921.

r4+y-+z =12

ay -} xz | yz2 = 47
@2 = 22

z+y-t+2 =14
Bt o2 = 92

z(y +2) = 45.

L g o

x4+ u = 13

y-+=2 =20
w2 22 u? = 425,

58

60,

- 64

66.

6l. ¢y .—2u

Ny = 12

V2V E = 104
Ve—Vy =1

T2y = 9.

ca? -yt 22 = 49

xy + a2 + yz = 36
x+y =0
Xy — Y2

sty 2= 2
2?4 421 22 = 364.

L —— 2 T
T —u = 6
y—2z =2

22 - y2 |22 u? = 164.

ad - y8 - 28 4 u® = 585,

z+u =9
yt+2=26
2y = 0°2 69. y* — 10*
g B = =h. Vy = 10.
29+2 — Y/ d=F12 72.
Jv—2 — Eil 92:3——_1.
y2* = 9y*+ 10 74.
=l 2E
3e+14 9.82-» — 99 76.

YT = 9.
T
3Vy -5y~ = 84.

78.

70, 299 — 24
3v)/25 — 135.

2++3 | 9v+s — 40
22ty — 4,
32— 4.2-20 — g0 |
3= 2—v — 9-b,
12y — Vy? = 20
y< —4104
V= 111z —10
y = 1—logua.

o L
9. y* = Ty*={-12
logyg = « —1.
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80. Doloé¢i dve Stevili, katerih produkt znasa 200 in kvo-
cijent 8.

81. Razstavi 360 na dva faktorja, katerih kvadrata zna-
sata skupaj 801.

82, Poiséi dve Stevili, katerih vsota, produkt in razlika
njunih kvadratov so si enaki.

83, Ako povedas Stevec nekega ulomka za 1 in zmanjSa8
imenovalec za 1, dobi§ obratni ulomek. Ce pa zmanj$a$ Stevec
za 1 in povefa§ imenovalec za 1, je novi ulomek za 1} manjsi
od zgoraj omenjenega obratnega ulomka. Kateri je ulomek?

84, Razlika dveh dvostevilénih Ztevil z istima Stevilkama
znada b4 in produkt teh Stevil je 3627. Kateri sta Stevili?

85. Dolo&i tri Stevila tako, da tvorijo stalno sorazmerje
in da zna%a njih vsota 19 in produkt 216.

86. V katerem sorazmerju znaSa vsota zunanjih ¢lenov 18,
vsota notranjih 17 in vsota kvadratov vseh ¢lenov 325?

87. Neki kapital nese na leto 64 K obresti. Drugi kapital,
ki je za 200 K manj8i in po 1%, viSe naloZen, nese na leto
70 K obresti. Kolik je vsak teh kapitalov?

88. Delavei neke tovarne so enako pladani in zasluZijo
108 K na dan. Ce bi tovarna najela e 4 delavce in vsakemu
delaveu zviSala zasluzek za 1 K, bi morala delaveem 160 K iz-
plagati na dan. Koliko delavecev je v tovarni?

89. Vodnjak polnita dve cevi. Druga cev ga napolni sama
za 34 ure poprej ko prva in za 23%ure pozneje ko obe cevi
skupaj. V katerem &asu napolni vsaka cev sama vodnjak in v
katerem c¢asu obe cevi skupaj?

90. 4 in B prodasta skupaj 100 m blaga in sicer eden ved
ko drugi, skupita pa enako veliko denarja. Ako bi bil imel 4
toliko blaga kakor B, bi bil zanj skupil 63 K; &e bi bil pa imel B
toliko blaga kakor 4, bi bil zanj skupil le 28 K. Koliko metrov
blaga je imel vsak?

91, Potovalec 4 rabi za pot H20 km 3 dni ve¢ ko potovalec
B, ki prehodi na dan 12 km vet nego A. Koliko éasa potrebuje
vsak potovalec za omenjeno pot?

92. Dve tolki se pomiteta po krakih pravega kota od vrha
pro¢ in sta v zadetku svojega premikanja oziroma 4 m in 33 m
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oddaljeni od vrha. Po 1 sekundi sta to¢ki 13 m in po 21 se-
kundah 25 m narazen. Kako hitro se pomika vsaka totka?

93. Kolike so stranice pravokotnika, katerega ploi€ina
znaga 60 m? in katerega obseg in diagonala sta si kakor 34:13%

94. Krogu s polumerom 39 c¢m je vértan pravokotnik, ka-
terega stranice so v razmerju 12:5. Kolike so stranice?

95. Kolike so stranice enakokrakega trikotnika, katerega
viS§ina je za 2 ¢m manjSa od kraka in katerega obseg znasa
b0 em? :

96. Kolika je plostina pravokotnega trikotnika, ¢e znafa
vsota obeh katet 7 m in hipotenuzi pripadajoa viSina 24 m?

97. Koliki sta diagonali romba, katerega stranica meri
65 cm in plodtina 3696 cm?

98. Kolik je rob kocke, katere prostornina se poveta za
1951 em3, Ge postane vsak rob za 1 em daljsi?

99. Doloéirobe pravokotnega paralelepipeda, ée meri osnovna
ploskev 48 ¢m?, povrsje 768 cm? in diagonala 26 cm.

100. Prostornina pravilne &etverostraniéne piramide znaSa
1280 ¢m? in povrsje 800 em2 Kolik je osnovni rob in kolika
vigina? ;

101. Pravilna &etverostrani¢na prikrajSana piramida je 15 m
visoka in ima 855 m?® prostornine. Koliki so osnovni robi, ki
S0 v razmerju 3:2°?

102. Kolik je polumer pokonénega valja, ki je b em visok
in ima 48 cm?® povrija?

103, Prostornina pokonénega prikrajSanega stoZca znasa
6695w cm®, stranica 17 cm in viSina 15 cem. Kolika sta polumera
osnovnih ploskev?

K § 45.

1. Zapi8i naslednje enatbe tako, da je x potentni ekspo-
nent, ter dolo¢i potem vrednost za = :
a) ®log 625 = «, b) %log i = x, ¢) 3log ;/5 =",
2. Doloti &tevilom 2, 4, 8, V2, /2, 1, 4, 1, L logaritem z
ozirom na podlogo 2.
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3. Kolik je logaritem Stevil:
a) 2, 4, 8, 16, 32, 64 =z ozirom na podlogo 64;

b) 91 7291 11%’1 l/; 2 " » L 3;
2,484 41 » » -n » 8;
d) Lhhbh4 24 8 5 » ” " %3
¢) 10,100,1000,1, & 1= » » 10
4. Dolo¢i naslednjim enacbam logaritmand :
a) tlogxz = 0, b) tlogx = —1, ¢) tlogae = — 4,
d) ®log x = 4, ) tlop=or— il J)r bloga = 2,
g)logx = —1, h) Vlog x = 4, i) Vloge = — 2.
5, Doloé¢i naslednjim enatbam podlogo :
u) “logl = 2 b) 2log10 = —1, ¢) log10 = 4,
d) “log 8 = — e 2lom 3 — 3, ) clog2 = —2,
g) “log 343 = 3, h) #log 0’1 — — i) “log 0:01 = 2.
K § 46.
1. log (7 ab). 2. log [(e — 3b)]. 3. log (a - b) (m - n).
4, log (@2 — 2. 5. log(42® — 9%?). - 6. log a(2® — 1).
2 ax bx Bma
7. log . 8. logs(a B 9. log——
2t —y? 4q® — 9b2 630t — 280¢
10. Iog zxy 11. lOg m- 12. log 1822 — 807 *
13. log ab2c. 14, log (abx)2. 15, logs%sz:;
36 a2t 3 Josmind
16. log 12:)“6;: 17. log [(a) (m) ] 18. log (W)
2 \s X 4 S
19. log (%) 20 10g[(2): ()] 21 log Vb
. 9 l/_
22. log |f xy?2?. 23. log 8a?y bix. 24, log
aVy
3 Bk
< 10,20 PR I/ Vo
25, log—— S5 26, logy a? — b2 27. log o
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28,

30.

34

log (3 VE). 29, .log (a '/CH/TT/E).

Ry .3 L Rt ——
log f'/?f.l/gb : 31. log l/ w m
V3 3 ax

g [|/ 2215/ 208 |

33.

Izrazi naslednje logaritme s pomod&jo rafunskih zakonov z
logaritmi praitevil :
a) log 96, b) log 75, ¢} log 18, d) log 075,

Liiss B
o) log Y72, ) log{/ 3.

Pretvori naslednje mnogoélenike v enodlenske izraze, t. j.
poiséi izraz, katerega logaritem so naslednji podatki :

@) logz 4 logy — log 2; b) loga — (logb - log ¢);
¢) 3loga - 2logb—4loge; d) logxz — 2logy — 3logz;
¢) tloga — Llogh—1loge; f) logx 4 Llogy — %logz;
9) +(2loge +- 3log b) — f[log (e 4 b) 4-log(a — b)];

1) log3 +1logh -+ log7 — 2log 3 | 3loga — }logb;

i) log(a -+ b) + 2loga — %[log (2 — b) - 3log b];

k) 2log3 — L (2logh 4 tlog 7) + %logll;

D) 2log (x —y) — %log(z +y) — $log(#® — wy + ¢%);
m) 1[log 3 - bloga +- 3log(e — b) — $(log« - log y)].

K § 47,

. Izradunaj po ratunskih zakonih Briggove logaritme Stevil:

a) 6, 14, 20, 25; b % % +h #
b Sy i goAs oy
¢) V10, V2, V44, V2%

te je log2 = 0'30103, log3 = 0-47712, logh = 0°69897
in log7 = 0°84510.

. Poi3¢i naslednjim S§tevilom Briggove logaritme:

a) 83, b) 113, c) 837, d) 1008,
¢) 3807, /) 6025, q) 8476, h) 8395,
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i) 7648°3, k) 4509°8, 1) 374968,  m) 253694,
n) 104736, o) 46358,  p) 179265, r) 310486,
- 5) 114257, 1) 0-69583, u) 0-036728, 1) 000416953

3. Poisti naslednjim logaritmom pripadajoca Stevila:
a) 0° 24055, b) 1'57287,  ¢) 2:61278,  d) 3-02816,
¢) 0°66058 — 1, f) 0:27161 — 2, ) 0-89009 — 3,
h) 2°01396, i) 1-46370, k) 0-40016,
1) 0-55342 —2,  m) 0-25893 —1, n) 068102 — 3.
K § 48.
Izracunaj s pomodéjo logaritmov naslednje izraze:
1. 13-794 . 7- 2495, 2. 0-27306 - 15" 796.
3. 3:1593.0°0237 - 6°8345 - 0-45792.
4, 0°36:2:7453. 5. 1:0°94276. ol
ang . 38402 —13-179 2488 . (— 1926)
7.17°963: ome- 8 roggomroess O sesa
10. 1:0352%, 11, 7:14142, 12, 0-617343,
41 . 0296745 : 2\5 3\4
s L VRS R R e T T
17. }/0-97315. 18. 1/78125-0-34963.  19. y/— 10.
3/9. 2 3 F
20. }/2-7961°. oA,y 2 oy e
Rl 3 —
23. J 2V/G. 24, J/87VBI o5 4 IVD
13 9324 1)/ 1vi2d
’ = /24105 .58937 log 2-0255 25348
26. /340 - ~ 1°4793¢ 2. log1-04 ° 28. log 33°607
log 0-98765 log 0-071289 s
29, = 30, —————. 31, —.
log 0-03893 log 0- 267 s o
L e s i l/_»——_
32, l/%—‘s—i?@ 33, V2-LV2+y2. 34 10+ /0.
ottt L _
35, |/ 1/18'7 — y/9°2. 36, (104 — /0°3)"
37, /816> 10122 38, /58812 — 53692

Matek, Aritmetika. . VII r.
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Razresi naslednje eksponentne enacbe:

39, 3° = 0°5. 40. 10° — 2-71828. 41, 25—+ = 11.
42, 23+4.9242 — b, 43. 22%. 3% — 2-0477.
44, 322,585 —4'— Te—1.112—x 45, 2%.3°—1.42-2 — §,
46, 6747 = 0-0067— 4=, 47. (3)" "= 5-301-+1.
x-+1
18, (%’)7%= - 49, Y10 = 2.
50, }/25+37 — 5. 51, Y21 = YYB-4,
52. /205 . V(%)ms: V(g’)'“
53, 37+1_ 3s—1— 3.93, 54, 3¢ 3o+1 = 2o+,
55, S1+és _ 98a—5 — 28e—1__ 3i=
56, 37 | 3o+1 3e+2 | Be4s — 4o | deti | 4=+,
57, 72r—1_ 8Ba—2 __ Tic41__ 33st3,
58, 2o—1.2v+1 — 1 59. 3°.5v — 405
3213048 — |, 2e.7v = 112,
60, Yo 7y =3 . 61. Y25 1/37 = 12
(@ - Ty) - 2% = 1296. VF::%/.??% = e
62 Y/ 2%.\/37 = 12 63. V4.8 =1
VD VE = V272 = 141421,
64. B4 — 400 65, /25 — 1024
2v+1.Y/3 = 72 3y/x = 2)/729.
Razresi naslednje logaritemske enache:
66. 2logx = 3log4. 67. Lloggaz — 2lop 3.
68. tlog(x —1) = 1— logh.

69.
70.
71.
72.
73.

logz -+ log(x +—1) = 2log (1 — ).
log (x + 5) — log (x — 5) = 2. :
log (x -+ 2) — log (» — 2) = 0°43512.
log (x |- 2) — log (x - 1) = 0°02345.
log (22 —1) —log(x 9) = — 1.
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74. log(z — 1) — log (22 — 4) = log(z + 2) — log (2« --11).
75. log (bz) -+ log 2z + 3) = 11 2log (3 — x).

76. log (16x) — log (22) + log (3x) = log9 -+ log 4 — log 6.

77. logh -+ 1log (3= -+ 4) = log7 -} logy 2z — b.

78. log(V'z —b5) —log(Vz — 8) = log(V'z — 2) — log(yz — 4).
79. log3 -+ 1log (42 — 2) — logy/3x - 2 = 2log 2.

80. log (4 — %) — }log(x — 2) = logyx - 2.

81, 2loex — =8 82, Hloe(22) — 25, 83, 3leex — 10.

84, 2logx — 3,
K § 49.

1. Razstavi naslednje trinome na faktorje:
a) 22— 17x ++ 70; b) *+ 32z —88; ¢) 32— 14w | 8;
d) 3224100 —153; ¢) 622 -2 —1; J) 2022 |- 172 — 24;
9) acx® — (a® 4 be)x -+ ab; h) acx® — (3ab — be)x — 3b2;
i) abx® 4 (a + b)x | 1; k) abx® - (0> — b?)x — ab.
2. Za Kkatere vrednosti premenljivke z so naslednji izrazi
pozitivni in za katere negativni:
a) »*— 14x - 45; b)) 2*— 3w — 4; ¢) @+ 8w 1+ 15;
d) 202 —x — 2 ¢) 8a2 4w —1; f) — 22— x--10.
3. Dolo¢i naslednjim izrazom najvedjo, oziroma najmanjSo
vrednost ter povej obenem vrednost premenljivke za ta sludaj:

a) x4z 41; b)) 2 — x4 1; ¢) 32> — 8x | 6;
b 2 1
d) ax®— bx — ¢; ¢) ax - —; f ﬂ—%_—l;;
1 4L 221 2 : =
N S e h)%i i) 2y 9 —a;

k) 22+ (a + b)x 4+ a® — ab -} b?;
) o+ (¢ — b)ox — a® — ab — B2

4. Razstavi Stevilo ¢ na dva sumanda tako, da dobi njun
produkt najvecjo vrednost.

5. Razstavi &tevilo ¢ na dva faktorja tako, da dobi njuna
vsota najvedjo vrednost.

6. Razdeli daljico « na dva dela tako, da dobi vsota kva-

dratov napravljenih iz teh delov najmanjSo vrednost.
. VII*



xXcn

7. Viértaj dolotenemu trikotniku najvedji pravokotnik tako,
da lezi dvoje pravokotnikovih ogli¢ v eni trikotnikovi stranici,
tretje in Getrto oglife pa v ostalih trikotnikovih stranicah.

8. Vértaj dolotenemu kvadratu (krogu) najvedji pravo-
kotnik. ‘

9. Virtaj dolotenemu pokon®nemu stoZeu pokonéni valj z
najvec¢jim plasfem.

10. Vértaj dolodeni krogli pravilno detverostraniéno prizmo
z najvedjim plasfem (povrsjem).

-11, Kateri pokonéni valj (stoZec) ima najvecji plas¢, Ce je
obseg osjega preseka dolotene velikosti.

12. Vértaj dolodeni krogli pokonéni val z najvedjim plaStem.

K § 50.
Naégrtaj funkecije:

¢) y = 1 6x -} 82 b) y = 12 — & — 62%,
¢) y = a*— 2x — 15, d) y = 2420 —3
ter dolo®i presetista funkcijskih &rt z abscisno osjo!

K § 5l
Dolo&i diferencijalne kvocijente naslednjim funkeijam :
1. y = ax + b. 2. y=a>— 4z -+ 4
3.y = ax® -t bx+c. 4, y = (a + bx)(c — dz).
5y = awt 2. 6. y = asinz + beosz + .
7. ax by = e 8 »2 42 = r2
9. b222 — a2y® = a2b2 10. y* = 2pu.
1l y = 2pz +%2w2. 12. 42 = sina.
18,y = ar 2 1. y = (¢ b2
m 3 m

1.y = (¢ + bz)* 16. y = (e | ba?)?*

30 331
17. y = )/ 2" 18. y = 3V =

19. y = Va I b= 20, y = V& bw | ca?.
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21. y = asinaz. 22, y = asin(f — ax).
23. y = cos(x® — a?). - 24, (x — a)>+ (y — b)2 = 2.

25. Doloéi, za katere vrednosti premenljivke rastejo, ozi-
roma pojemajo naslednje funkcije:

a) y = 22+ Tx 4 12, b) y = 24> — 3x— 9,

¢) y = 2> — 6z 4 13, d)yz%xz—g—l.

26. Dolo¢i, za katere vrednosti premenljivke so naslednje
funkcije pozitivne, oziroma negativne.

a) y =a22—ax—2, b) y = —a®—2x 43,

gy =4+82+8 Qy=—ga'fAo2

27. Nalrtaj funkecijo ¥y = 2 - 32 - 422 ter doloéi kot,
katerega tvori geometrijska tangenta v totki «# = 3 funkecijske
érte s pozitivno abscisno osjo. ,

28, V kateri todki funkcijske &rte y = 2 - 2x |- #? tvori
geometrijska tangenta s pozitivno abscisno osjo kot 45° (60°)?

29, Doloé¢i funkecijam pod 26. najve&jo, oziroma najmanjso
vrednost!

30. Nadrtaj iz totke M, ki ima od sredis¢a O nekega
kroga razdaljo @, tangenti na krog ter spoji dotikalii¢i 4 in B
med seboj in s tofko O. Kolik mora biti krogov polumer, da
je trikotnik 40B najvedji?

31. Kateri pokonéni stoZec s stranico ¢ ima najveCjo pro-
stornino?

32. Dolo¢i izmed pokonénih stoZcev s prostornino k& tistega,
ki ima najmanjsi plas¢.

33. Dolo¢i najmanj8i pokonéni valj, ¢e je diagonala osjega
preseka = d.

34, Virtaj (oértaj) doloteni krogli pokonden stoZec z naj-
veljo (najmanjSo) prostornino.

a?

K § 52
Dolo¢i naslednje integrale:
1. [ada. 2. [«?d. 3. [z~ 3du.
o 5. fotds. 6. [V @ de.
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7. . g [ T 9; [(ax®— bx — c)dx.
1/4? |,/w
10. f(cm —|— b)2dux. 11, [(x -+ a)(x — a)dz.
12 ) dx.
3y
13. [(asinx - b cos ) du. 1 bx
; dx
15. jgngﬁﬁfgzg. 16. “m_%b.
17. foV @ Fat-dn. 18, 22 19, 20
]/1 T2 A Va2 — o?
20, fv—_‘”dﬁ:. 21, fsin(azx - f)dz.  22. [cos(ax + f)dz.
RS
b

5
93, [3xda, 24 Hlak bada 25

] 0
26, [z de. 27. [cos zd. 28, [sin axdz.

1 E 0 . 0

2 2
29, [sindxdw. 30. [cosduxdz.
0 : 0

31. Zavrti funkeijsko érto y = J 8« okoli abscisne osi do
njene prvotne lege ter izratunaj prostornino nastalega telesa
od & = 0 do z = 6.

K § 58.

1. Doloéi pri naslednjih aritmetiénih postopicah obéni ¢len
in vsoto iz n ¢lenov:

n—1 n—2 n—3 1 n++1 anif2
@) R T T S g) T e
3n—1 1 »241 2n2f1
¢) n,—z——,2n—1..., d) = SR RE

2. Pri aritmetiéni postopici 12 &lenov znaSa zadnji &len 7}
in vsota 54; kolik je prvi élen in kolika razlika ?

3. Aritmeti¢na postopica Steje 6 élenov ; kolik je prvi élen
in kolika vsota, &e je zadnji ¢len — 0 in razlika —= — 2°?

4, Kolik je prvi in kolik zadnji élen aritmetiéne postopice,
ki steje 16 ¢lenov, &e je razlika = 0°27 in vsota — 52-08?
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5. Koliko ¢lenov aritmeti¢ne postopice da vsoto 2808, &e
znaSa prvi ¢len 2 in razlika 10°?

6. Koliko ¢&lenov postopice 9, 13, 17... je treba seSteti,
da dobi§ vsoto 8640°?

7. Vrini med ¢lene postopice 1, b, 9... po 8 novih &lenov
tako, da dobi§ zopet aritmeti¢no postopico !

8. Koliko ¢lenov moras med 8% in 104 vriniti, da dobi§
aritmetiéno postopico z vsoto 2113?

9. Doloéi pri postopici b0, 48, 46. .. tisti &len, ki je enak
27. delu vsote vseh prejSnjih élenov!

10. Pri aritmeti®ni postopici znaSa vsota iz 9. in 20. ¢lena 21,
vsota iz 10., 16. in 28. ¢lena pa 28; kako se glasi postopica?

11. Peti in drugi &len aritmetiéne postopice se razlikujeta
za 18 in vsota prvih 5 €lenov znaSa 75; kolik je prvi &len in
kolika razlika? -

12, Peti ¢len aritmetiéne postopice znaSa 15, vsota prvih
treh &lenov je = 221 in vsota zadnjih treh &lenov — 75; ko-
liko Clenov Steje postopica in kolika je njena vsota?

13. Vsota iz drugega in 16. ¢lena aritmetiéne postopice
znaSa 6} in produkt istih dveh élenov je = 71; kolika je vsota
prvih 16 ¢lenov ?

14. Razdeli Stevilo 400 na 25 delov tako, da tvorijo ti deli
aritmeti¢no postopico in da je deveti del = 11!

- 15. Kolika je vsota sodih Stevil naravne Stevilne vrste od
37 do 73°? ¢

16. Koliko znaSa vsota Cetverostevilénih Stevil, ki so de-
ljiva z 29°?

17. Dolg 4350 K, ki ne nosi nobenih obresti, se poravna
tako, da se pla¢a prvo leto 600 K in vsako naslednje leto za
50 K manj; v koliko letih je dolg poravnan?

18. Okoli totke v ravnini lezi 6 kotov tako, da se dotikajo
zaporedoma drug drugega in da je vsak naslednji za 9°12' vedji
od prejSnjega. Koliki so posamezni koti?

o, 19. 4 izkoplje vodnjak, ki je 12 m globok, in dobi za prvi
meter 9 K 60 h in za vsak naslednji meter po 2 K 40 h ved.
Koliko znaSa ves zasluzek?

20. Plos¢ina pravokotnega trikotnika, katerega stranice
tvorijo aritmetiéno postopico, znasa 294 dm?; kolike so stranice?
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21, Vedja kateta pravokotnega trikotnika, katerega stranice
tvorijo aritmeti¢no postopico, meri 24 dm; koliki sta ostali stranici?
i 22, Stevilke troStevilénega Stevila tvorijo aritmetiéno po-

stopico. Ako deli§ to Stevilo z njegovo Steviléno vsoto, dobis
26 za kvocijent; &e pa priStejeS doti¢nemu Stevilu 198, dobis
Stevilo, v katerem se nahajajo iste Stevilke v obratnem redu.
Katero je to Stevilo?

28. Dve telesi se zafneta pomikati istodobno v isto smer
od ene in iste tofke. Prvo telo pretele vsako sekundo po 20 m,
drugo telo pa v prvi sekundi 12 » in v vsaki naslednji sekundi
po 2 m ved Kdaj dohiti drugo telo prvo?

-~ 24. Po obodu nekega kroga se pomikata dve telesi isto-
dobno od ene in iste tofke v nasprotno smer. Prvo telo pretece
v prvi sekundi 3° in v vsaki naslednji sekundi po 1° ve¢; drugo
telo pretede v prvi sekundi 11°in v vsaki naslednji sekundi po
6° vel. Kdaj se sredata telesi prvokrat in kdaj drugokrat?
-—— 25, Popotnik gre od kraja 4 in prehodi prvi dan 40 kimn
in vsak naslednji dan po 2 km manj. Od kraja B, ki lezi 40 km
za krajem 4, gre en dan pozneje kurir, ki prehodi prvi dan
40 km in vsak naslednji dan po 5 km veé. V koliko dneh do-
hiti kurir popotnika? -

; K § 54.
1. Dolo&i vsote naslednjih geometrijskih postopic:
o) 1+ata2ta28t ... Far—2fan—1
) @ 4wty  a¥y? 4 %P ayt 4,
¢) a® -+ a®b -+ ath® -+ a®b® -+ a?bt |- ab® |- bS.
2. Dolo¢i vsote naslednjih brezkonénih geometrijskih postopic:
1 1 1 3|
a 9 27
5 1 3 9.
dF -3 TR mh
bﬂ bt

2 b5
dlha— 2 e bar~ak g (0 >00)

) ptptatmt..
Boie v o st
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3. Kolik je prvi ¢len geometrijske postopice, katere ko-
Tli¢nik je = 11 in sedmi &len = 681} °?

4, Kolik je realni koli¢nik geometrijske postopice, pri
kateri je @) prvi &len = 2 in dvanajsti &len = 4096; b) peti
#len — 648 in sedmi len — 14589 ;

5. Koliko ¢lenov postopice 1, 3, 9, 27... mora8 seSteti,
da dobi§ vsoto 3280°?

6. Prvi ¢len geometrijske postopice je 6, koli¢nik § in
zadnji ¢len 1217 ; koliko ¢lenov Steje postopica in kolika je
njena vsota?

7. Koliko ¢lenov ima geometrijska postopica in kolik je
njen zadnji ¢len, &e je prvi¢len — 4, koliénik = 3 in vsota =
= 1180967

8. Prvi ¢len geometrijske postopice je 7 (3200), zadnji
¢len 15309 (25) in vsota 22960 (6375); kolik je koliénik in ko-
liko élenov Steje postopica?

9, Kolik je kolitnik brezkonéne geometrijske postopice,
katere prvi &len je = 1 in vsota = 3°?

10, Dolo¢i peti ¢len brezkonéne geometrijske postopice,
katere kolitnik je § in vsota 20. ;

11. Vrini med &tevili 5 (16) in 405 (4096) tri ¢lene tako,
da tvori vseh pet Clenov geometrijsko postopico!

12. Vrini med Stevili 2%1in 4% sedem &lenov tako, da dobis
geometrijsko postopico!

13, Vrini med 16 in } toliko &lenov, da dobis geometrijsko
postopico z vsoto 314!

14, Med ¢lenoma 17496 in 1024 geometrijske postopice se
nahaja Sest ¢lenov; kolik je kolignik? :

15. Razlika med 4. in 6. ¢lenom geometrijske postopice
je 756, razlika med 4. in 5. &lenom pa 432; kako se glasi po-
stopica?

16. Vsota iz 6. in 10. &lena geometrijske postopice zna3a
271, razlika med 12. in 4. ¢lenom je 2423%; kolik je prvi ¢len
in kolik koli¢nik? :

17. Osem 3tevil tvori geometrijsko postopico; vsota prvih
Stirih Stevil je 15 (85) in vsota ostalih Stevil 240 (21760); katera
so Stevila?
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18. Razdeli vsak ¢len postopice 3, 48, 768... na 4 dele
tako, da tvorijo vsi ti deli geometrijsko postopico!

— 19. Tri stevila, katerih vsota znasa 117, tvorijo geometrijsko
postopico; e pomnozis sredpje teh Stevil z vsoto osta,hh Stevil,
dobis 2430. Katera so Stevila?

: 20. Stiri Stevila tvorijo geometrijsko postopico; prvo Stevilo
je za 36 vedje od drugega, tretje za 4 velje od Cetrtega. Ka-
tera so Stevila?

21, Sest Stevil tvori geometrijsko postopico; vsota prvih
b Stevil je 484, vsota zadnjih b Stevil pa 1452. Kako se glasi
postopica? '

22. Ako pristejes 4 ¢lenom aritmetitne postopice zapore-
doma Stevila 1, 4, 11, 24, dobis geometrijsko postoplco kako
se glasi aritmetiéna postopica?

v, 23. Ako odstejeS prvim 4 &lenom geometrijske postopice
zaporedoma Stevila 3, 4, 51, 8, dobi§ aritmetitno postopico;
kako se glasi geometrijska postopica?

24. Aritmetiéna in geometrijska postopica se ujemata v
prvem ¢lenu; druga délena feh postopic sta si kakor 3:2 in
tretja &lena kakor H:4. Vsota iz prvega in d&etrtega &lena
geometrijske postopice znaSa 81. Kako se glasita postopici?

25. Razdeli 248 K med b oseb tako, da dobi vsaka naslednja
oseba dvakrat toliko ko prejsnja!

26. Nekdo si prihrani meseca,jdnuarja, 1 h in vsak naslednji
mesec trikrat toliko ko prej&nji mesee. Koliko si prihrani v
1 letu?®

- 27. Stevilke troStevilénega Stevila tvorijo geometrijsko po-
stopico; Stevilo in njegova Steviléna vsota sta si kakor 124:7,
¢e pristejeS dotitnemu Stevilu 594, dobis novo &tevilo, v katerem
se nahajajo iste Stevilke v obratnem redu. Katero je Stevilo?

28. Iz soda, v katerem je 100 / vina, se vzame 1 [ vina in
vlije 1/ vode vanj; ko se vino in voda zmeSata, se vzame iz
soda 17 te zmesi in vlije 1/ vode vanj i. t. d. Kolikokrat je
treba navedeno mesanje ponoviti, da ostane v sodu Se 40 ! vina?

— 29. Recimo, da imamo neizredeno veliko takih enakostra-
niénih trikotnikov, pri katerih je stranica vsakega naslednjega
trikotnika enaka viSini prej&njega. Kolika je vsota vseh teh
trikotnikov, &e je stranica prvega trikotnika — «?
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30. Vértaj dolotenemu kvadratu (enakostraniénemu trikot-
‘niku) krog; temu krogu vértaj kvadrat (enakostrani¢ni trikot-
nik), temu kvadratu (enakostraniénemu trikotniku) zopet krog
i. t. d. Koliko znaSajo ) obsegi, b) ploS¢ine vseh kvadratov
(enakostraniénih trikotnikov, krogov)?

K § 55.

1. Kolika je vrednost kapitala 4567 K, naloZenega po 41 9/,
tez 15 let?

2. Kapital 4050 K se po 59/, obrestuje; kolika je njegova
vrednost Cez 20 let, e se obresti kapitalizujejo @) celoletno,
b) poluletno? ;

3. Neko mesto ima 105842 prebivalcev; koliko prebivalcev
bode imelo &ez 11 let, &e se prebivalstvo mnoZi po 29%,°?

4, Kapital 2710 K je 10 let po 4°/,, potem b let po 349/,
in 7let po 319, naloZzen na obrestne obresti; kolika je nje-

gova konéna vrednost?

5. Dva Kkapitala znaSata skupaj bH00 K in narasteta v
8 letih na 7977°57 K. Eden teh Kkapitalov je naloZen po 419/,
in njegove obresti se kapitalizujejo celoletno, drugi kapital pa
je naloZen po 59, in njegove obresti se kapitalizujejo poluletno.
Kolik je vsak kapital?

6. Gozd ima 7H000 m3 lesa; koliko lesa je bilo v gozdu
pred 24 leti, e se rafuna letni prirastek po 119/,?

7. Nekdo ima d&ez 10 let dolg 4000 K pladati; kolika je
gotova vrednost tega dolga, ¢e se ratunajo obresti po 419/, in
kapitalizujejo poluletno ?

8. Kateri kapital naloZen po 49/, naraste v 14 letih na
isto vrednost, katero dobi kapital 1980 K po 419/, v 18 letih?

9. 4 ponudi za hiso 32000 K takej, B 35000 K po dveh
letih in C 38400. K po 4 letih; katera ponudba je za proda-
jalca najugodnejfa, e se ratunajo obresti po 439/,?

10. Tzmed dveh kapitalov je eden trikrat tolik ko drugi.
Manj&i kapital je nalozen po 59/, ve&ji za 419, Ce se vred-
nosti teh kapitalov fez 12 let razlikujeta za 6000 K, kolik je
vsak kapital ?



11. V katerem &asu naraste kapital 7500 K na 16000 K.
¢e se obresti racunajo po 419/, in kapitalizujejo a) celoletno,
b) poluletno ? '

: 12, V katerem Casu se podvoji doloéen kapital naloZen na
obrestne obresti po 49/, (59,)°?

13. Koliko ¢asa mora kapital 15324 K po 59/, naloZen
biti, da se poveta za 8431 K?

—14. Po koliko odstotkov je kapital 5450 K naloZen, &e
naraste v 23 letih na 12023°3 K? _

15. Prebivalstvo nekega okraja je naraslo v 11 letih od
19332 oseb na 29761 oseb; za koliko odstotkov se poveda
prebivalstvo v 1 letu?

16. Po koliko odstotkov je kapital 3000 K naloZen, Ce zna-
Sajo obresti v 21 leta 1408 K in se kapitalizujejo poluletno ?

17. Kapital 3500 K, ki je po 4°/, naloZen, se poveda kon-
cem vsakega leta za 410 K ; kolik je kapital ¢ez 10 let?

18. Koliko mora& skoz 20 let in sicer v zaletku vsakega
leta po 5%, naloZiti na obrestne obresti, da dobi§ po 20 letih
20000 K ?

19. Koliko mora§ skoz 15 let in sicer koncem vsakega
leta plagati v hranilnico, ki raduna obresti po 59, in jih ka-
pitalizuje poluletno, da ima8 fez 15 let 8292-71 K premozenja ?

~20. Pri prodaji nekega posestva ponudi kupee 4 20000 K
takoj in skoz osem let po 400 K koncem vsakega leta, kupec B
ponudi skoz 20 let po 1400 K v zafetku vsakega leta. Katera
ponudba je ugodnejsa?

21. Kapital 1000 K je po 339/, naloZen na obrestne obresti.
Koliko mora8 temu kapitalu koncem vsakega leta pridejati, da
se kapital podvoji ez 10 let?

22. Nekdo nalozi dolofen kapital in skoz 30 let koncem
vsakega leta 450 K po 439, na obrestne obresti. Ce ima ez
30 let 45000 K premozenja, kolik je bil prvotni kapital?

23, Cez koliko let naraste kapital 5760 K, ki se koncem
vsakega leta poveda za H75 K, na vrednost 24.825 K, &e se
rafunajo obresti po 49,9

24. Nekdo je v 22 letih vse svoje premoZenje, ki se je
obrestovalo po 59, izdal in sicer tako, da je vsako leto po-
rabil 6000 K. Koliko je bilo premoZenje?
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25, Gozd ima sedaj 30810 m® lesa; koliko lesa bo v gozdu
.tez 13 let, ako se koncem vsakega leta izseka po 1280 m? in
se prirastek raéuna po 29,9

26. Nekdo ima plagati 2000 K &ez 5 let, 3000 K &ez 7 let
in B000 K &ez 10 let. S katerim kapitalom se da ves dolg takoj
poravnati, &e se radunajo obresti po 49,? :

27. Neka obdina mora za popravljanje mosta platati vsako
leto po 200 K. S katerim kapitalom se da ta sluznost od-
Kupiti ?

28. S kolikim kapitalom si kupi§ rento 1240 K, ki jo bos
dobival skoz 25 let, &e se radunajo obresti po 39,9

29, Koliko mora§ plafati za rento 1000 K, ki jo bos do-
bival poluletno skoz 12 let, &e se obresti ratunajo po 319%,°?

30. Nekdo nalozi 27000 K po 59, na obrestne obresti s
tem pogojem, da bi od petega leta naprej skoz 14 let in sicer
koncem vsakega leta dobival rento. Kolika je renta?

31. Kapital 20000 K je 20 let po 5%, naloZzen na obrestne
obresti. Kolika renta se dobi od tega kapitala skoz 10 nasled-
njih let?

32. Koliko let se dobiva letna renta 200 K od kapitala
3074°5 K, ki je po b, naloZen na obrestne obresti?

33. Nekdo si kupi poluletno rento 800 K s kapitalom
30000 K; koliko &asa bo dobival rento, ako se obresti ratunajo
po 4%,? '

34, A ima skoz 14 let koncem vsakega leta 3675 K pladati;
koliko mora a) za vsakega teh obrokov, b) za vse obroke
skupaj platati 10 let pozneje, &e se rafunajo obresti po 49/,?

35. B ima rento 1600 K dobivati skoz 15 let; ako prvih
4 rent ne vzdigne, koliko znaSa potem vsaka izmed naslednjih
11 rent, e se obresti raéunajo po 4}9,°? ;

36. Nekdo placda skoz 12 let in sicer v zafetku vsakega
leta po 1500 K zavarovalnemu drustvu, da bi potem od 18.leta
naprej skoz 15 let dobival rento koncem vsakega leta. Kolika
je renta, e se radunajo obresti po 419,?

37. Renta 2400 K, ki se dobiva skoz 20 let, se zamenja
za rento, ki bi se dobivala skoz 30 let ; kolika je zadnja renta,
¢e se radunajo obresti po 59/, ?
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38. Koliko poluletno rento dobi§ skoz 20 let za celoletno
rento 18000 K, ki traja skoz 12 let, ¢e se rafunajo obresti
po 5%°?

K § 56.

1. Koliko in katere premescaje dobis @) od besede ,miza*“,
b) od besede ,roma“, ¢) od hesede ,leten®?

2. Koliko preme&ajev napravi§ iz elementov 1, 2, 3, 4,
5, 6 in sicer takih, ki se zafnejo @) s b, b) s 54, ¢) s 546?

3. Koliko peterostevilénih Stevil napravis iz elementov
@) 1,3, 5,79 8) 2 4 6,8 0° :

4, Koliko in katera peterosteviléna Stevila napravis iz Ste-
vilk 3, 3, 5, 6, 69

5. Kolikokrat more8 premestiti faktorje produktov: abedef,
a?bc = aabe, a*bPed, 2%yt am—2p"?

6. Kako se glasi «) 14. premestaj iz elementov . aimit“,
b) 32. premesdaj iz elementov ,ablot*, ¢) 114. premescaj iz ele-
mentov ,adkos“? :

7. Koliko razli¢nih razporedeb dado ena bela, dve &rni in
tri rdece krogle?

8. Kolikokrat more 7 gostov svoja mesta pri mizi za-
menjati, dokler niso sedeli v vsakem mogoéem redu?

9. Koliko razliénih elementov mora% imeti, da se Stevilo
premestajev 42krat zmanjSa, Ce se Stevilo elementov za 2
zmanjsa ?

K § 57.

1. Napravi vse kombinacije drugega, tretjega in detrtega
razreda @) brez ponavljanja, b) s ponavljanjem iz elementov
1, 2, 8, 4! :

2. Na koliko nalinov se da: @) produkt abede razstaviti
na dva dela, izmed katerih ima eden po 2 in drugi po 3 faktorje;
&) produkt abedef razstaviti na dva dela, izmed katerih ima
vsak po 3 faktorje?

3. Koliko amb, tern, kvatern in kvintern dobis «) od vseh
90 Stevil naSe loterije, b) od b 8tevil, ki se enkrat izirebajo ?

4. Na koliko nadinov se da: @) 12 kart med dve osebe
tako razdeliti, da dobi ena po 3 in druga po 9 kart; b) 12 kart
med tri osebe tako razdeliti, da dobi prva po 3, druga po 4 in
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trefja po b kart; ¢) 32 kart med 4 osebe tako razdeliti, da
dobi vsaka oseba po 8 kart?

. Koliko premic in koliko trikotnikov dolotuje n toék,
1zmed katerlh ne leze po 3 v eni in isti premici?

6. Koliko prese&is§¢ tvori: a) » premic v obge; b) 7 premie,
izmed katerih so 3 vzporedne; c¢) 9 premic, izmed katerih se
4 sedejo v eni in isti tocki?

(Vzporedne premice imajo presedii¢a v neskonéni daljavi.)

7. Iz koliko elementov se da napraviti 435 amb brez po-
navljanja?

8. Pri koliko elementih je Stevilo kvatern brez ponavljanja
6 krat toliko ko Stevilo amb brez ponavljanja?

9. Koliko elementov mora biti, da sta si stevili tern s po-
navljanjem in brez ponavljanja kakor 15:7?

K § 58.

1. Napravi vse premene drugega, tretjega in éetrtega raz-
reda @) brez ponavljanja, b) s ponavljanjem iz elementov 1, 2, 3, 4!

2. Koliko premen drugega, tretjega in detrtega razreda
da 10 elementov in sicer «)brez ponavljanja, b) s ponavljanjem?

3. Koliko dvo-, tro- in &etveroStevilénih Stevil je mogoce
napisati s Stevilkami 3, 4, 5?

4. Koliko peterostevilénih Stevil se da napisati § Stevil-
kami 1, 2, 3, 4, b, 6, 7, 8, 9 in sicer tako, da se v enem ‘in
istem Stevilu ne ponavlja nobena Stevilka? ;

5, Kako se spremeni rezultat prejSnje naloge, ¢e se tudi
niéla jemlje v poitev?

6. Koliko premen prvega, drugega, tretjega in etrtega raz-
reda s ponavljanjem napravi§ iz elementov ,-, —* (pika, ¢rta)?

7. Koliko razlitnih metov je mogo&ih «) z dvema kockama,
b) s tremi kockami?

8. Kateri razli¢ni meti dveh (treh) kock dado vsoto 8 (12)?

9, Iz koliko elementov napravid 380 premen drugega raz-
reda brez ponavljanja?

10. Pri koliko elementih sta si Stevili premen tretjega
razreda brez ponavljanja in s ponavljanjem kakor 5:9?

11. Pri koliko elementih je Stevilo premen drugega razreda
brez ponavljanja 20 krat manjSe od Stevila premen tretjega razreda?
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K § 59.
Izradunaj naslednje potence: '
1. (1 -+ a)s 2. 1—a). 3. (z - a)d
4, (x — a)b. 5. (¢ — 3)~ 6. (¢ + g
7. (2 — 30D)S. 8. (3a |- 4b)5. 9. (Bx2— 4434
5 b\6 B z\7
1 (L) 2y 12 (3.
2a 3b\5 dx 9y\6é
el e OF

15. Dolo¢i:
a) osmi &len od (Be — 2)%  b) Sesti &len od (5a?® - 4a%)1,

¢) sedmi ¢len od (E — -2~)9,

3
4b%y
d) peti ¢len od (4by2 -+ = )
16. Dolo¢i:
@) v rezultatu od 4“ D)Gtisti ¢len, v katerem se nahaja a*;

E'ma?
6by?

b) v rezultatu od ( +5 8 ) tisti &len, v katerem se na-

haja 2.
17. (22 + 3)° — (a® — 3)5. 18, (Y3 +1°+ (Y3 —1)%
O G R R (AR e

ey, (AT ()

K § 60.

1, Nekdo ima v vredici 10 avstrijskih in 10 ogrskih kron.
Kolika je verjetnost, da vzame iz vrefe avstrijsko krono?

2, V neki Zari je 6 belih in 8 rdefih krogel. Kolika je
verjetnost, da potegneS @) eno belo in eno rdefo kroglo, b) dve
rdeéi krogli, ¢) dve beli krogli?

3. Kolika je verjetnost, da vrzes z dvema kockama dve
enaki Stevili?

4. Kolika je verjetnost, da vrze§ s tremi kockami tri raz-
liéna Stevila, ki tvorijo aritmetiéno progresijo?

21,

—
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5. Kolika je verjetnost, da vrzel s tremi kockami tri
enaka Stevila?

6. Med 32 igralnimi kartami je polovica ¢rnih in polovica
rdedih. Kolika je verjetnost, da pofegneS ravno Stiri rdede ?

7. Katera verjetnost je vefja, da vrZeS z dvema kockama
vsoto 5 ali pa s tremi kockami vsoto 7?

8. Iz neke Zare, v kateri je b belih, 6 modrih in 9 rdeih
krogel, potegni Stiri krogle. Kolika je verjetnost, da bodo med
temi @) dve beli, ena modra in ena rdefa krogla, 4) dve rdeéi
in dve modri, ¢) 8tiri rdede?

9. Nekdo Kkupi v gledaliséu na slepo srefo vstopnico za
sedez v pritli¢ju, v katerem je 10 vrst po 20 sedeZev. Kolika
je verjetnost, da dobi ravno sedeZ na kraju, ako so dohodi na
dveh straneh in tudi po sredi?

10. Neka miza je dolga 2 m in Siroka 1 m in je razdeljena
v enake kvadrate s stranico 2 dm. Na to mizo se vrie okrogla
plo&¢éa s polumerom 4 e¢m. Kolika je verjetnost, da ploSa ne
pade na noben rob kvadratov?

Navodilo. Da plos¢a ne pade na rob, mora sredisc¢e plosée biti
vsaj 4 em od vsakega roba oddaljeno. Ugodne slufaje tvorijo
vse tolke, ki leze v kvadratih, kojih stranice so 4 cm oddaljene
od stranic kvadratov na mizi, in ki merijo 2 dm — 8 em = 12 cm.
Mogoéi sluaji so vse todke v prvotnih kvadratih. Verjetnost je
potem enaka razmerju vsote ploS¢in zmanj8anih kvadratov in
vsote prvotnih kvadratov.

11. V takozvani mali loteriji se dvigne pri vsakem sretkanju
izmed Stevil 1 do 90 pet Stevil. Kolika je verjetnost, da se za-
dene ) eno &tevilo, b) dve Stevili (ambo), ¢) tri Stevila (terno)?

12. Kolika je verjetnost, da se izmed petih Ze stavljenih Stevil
v mali loteriji zadene a)eno Stevilo, b) dve §tevili, ¢) tri Stevila?
@@ w0 @@y R
OB AR L i e

13. Pri nekem srefkanju se je izdalo 500 srefk in se je
dolo¢ilo 10 dobitkov. Kolika je verjetnost, da zadene vsaj en
dobitek oni, ki ima 20 sretk? j

Navodilo. I5¢ najprej verjetnost, da ne zadene nobenega
dobitlka.

Matek, Aritmetika. VIII ».

Navodilo: v, =
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14. Kolika je verjetnost, da je v mali loteriji med petimi
dvignjenimi Stevili vsaj eno enoSteviléno?

15. Kolika je verjetnost, da z dvema kockama vrieS prej
dve neenaki Stevili kakor pa enaki?

16. V posodi je 10 belih, 7 &rnih in 8 zelenih krogel. Ko-
lika je verjetnost, a) da potegneS prej belo kakor pa zeleno
kroglo, b) prej eno belo in eno zeleno kakor pa dve ¢rni?

K § 6L

1. Kolika je verjetnost, da vrZeS z dvema kockama vsoto
4 ali 6°?

2. Kolika je verjetnost, da vrZzes z eno kocko v treh metih
vsaj enkrat Stevilo 5?

3. V Zari je b belih in 7 rdedih krogel. Kolika je verjetnost,
da potegnes trikrat zapored rdefo kroglo, ¢) ako dene$ vsako-
krat kroglo nazaj, b) ako jo obdrzis?

4, Nekdo drzi na pol zakrito v roki 12 enakih Sibic in eno
krajso. Kolika je verjetnost, da potegnes Stirikrat daljSo Sibico
in je ne vrnes?

5, Izmed 15 oseb plata ona neko stavo, ki potegne krajso
gibico. Kolika je verjetnost, da dobi &etrta (sedma) krajSo Sibico?

6. Kolika je verjetnost, da dobi$ izmed 54 tarok-kart v treh
dvigih vsaj enkrat tarok, ki je vi§ji kakor 17? V koliko dvigih
doseze verjetnost vrednost 1? (Tarokov je 22.)

7. Nekdo ima v Zepu 20 novcev po 10 vinarjev in sicer
10 iz leta 1906 in 10 iz leta 1907. Kolika je verjetnost, da vzame
trikrat zapored novec iz leta 1906 in Cetrtic Sele iz leta 19077

8. Koliko metoy je treba, da postane verjetnost pri treh
kockah vselej dobiti vsoto 3 enaka 1°?

9. Kolika je verjetnost z eno kocko trikrat Stevilo b vreéi
in potem dvakrat kako drugo?

10. Nekdo iztrga iz knjige, ki ima 200 listitev, trikrat za-
pored Sop zaporednih listi¢ev. Kolika je verjetnost, da jih vsako-
krat ravno deset iztrga? (Aritmetine postopice.)
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K § 62.

1. Nekdo dobi 3 K, ako vrie s kocko 4 pike. Koliko je
matematiéno upanje?

2. Pri neki loteriji se je izdalo 50.000 sredk. Koliko je
matematiéno upanje glavnega dobitka, &e znaSa isti 1000 K?

3. V Zari so med 15 belimi kroglami 3 rdele. Nekdo stavi
20 vinarjev in dobi 1 K, ako potegne rdedo kroglo. Ali je stava
pravilna ?

4, Tgra piké ima 32 kart, med njimi je 12 podob. Oseba 4
stavi z osebo B 20 h proti 30 h, da dvigne iz kupa teh kart
podobo. Kdo je na boljSem pri stavi?

5, Kdor v mali loteriji zadene ambo, dobi 240 kratni znesek
stave, pri terni pa 4800kratni znesek. Kolikere zneske bi mo-
rala uprava loterije placati, ko bi ne zaralunila upravnih stro-
Skov in bi ne iskala sama ni¢ dobitka?

6. A stavi proti B 22 h, da vrZze z dvema kockama v
enem lucaju dve Stevili, izmed katerih je vsaj ena 6. Koliko
mora B staviti?

7. A se zaveze plafati B-u dve kroni, ako vrie B novee,
ki ima na eni strani podobo na drugi pa Stevilko, in se po-
kaZe podoba; 4 K, &e vrie dvakrat zapored podobo; 8 K ¢e
vrie trikrat zapored podobo, in tako naprej. Koliko mora sta-
viti B, ako hofe bkrat (n-krat) ponoviti igro? (Peterburika
naloga.)

K § 63.

1. Nekdo stavi 2 K, da ugane izmed 5 danih imen ravno
pravo ime. Kolika je matematiéna nevarnost?

2. A stavi proti B 30 h, da potegne iz Zare, v kateri je
6 belih in 9 rdedih krogel, ravno belo kroglo. Kolika je ne-
varnost za vsako osebo, ako stavi B 45 h?

3. Nekdo stavi 1 K, da ugane v dveh poskusih doloeno
Stevilo med 10 in 20. Kolika je nevarnost izgube?

4, Oseba 4 se zaveZe pladati osebi B toliko kron, kolikor
pik vrie B z eno kocko. Koliko mora staviti B? Kolika je
nevarnost izgube za vsako osebo? (I. N. Tetensova naloga.)

Navodilo. Verjetnost je za vsako Stevilo pik isto (nam-
re¢ 1). Matemati¢no upanje za B se sestavlja iz matemati¢nega

VIII*
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upanja posameznih dobitkov (ter znaSa 3-5 K). Izguba za B je
torej pri eni piki 2'5 K, pri dveh 1'5 K, pri treh 0°5 K, pri
vet pikah pa je Ze dobitek. Enako se izrafunajo izgube za 4
pri 6, b, 4 pikah.

5. Na koncu leta 1909 je bilo Se 66.305 neizZrebanih
40 kronskih ljubljanskih sret¢k iz leta 1878. Dne 2. januarja
1910 so bili izZrebani slede¢i dobitki: po 1 dobitek za 50.000 K,
3000 K in 2000 K, b dobitkov po 1000 K, 4 dobitki po 600 K
in 788 dobitkov po 60 K. Koliko je bilo takrat matemati¢no
upanje zadeti en dobitek? Kolika je bila nevarnost izgube,
de je veljala sretka 50 K?

6. Nekdo kupi za 4 K sretko drZzavne loterije. Koliko je
upanje na kak dobitek sploh in kolika nevarnost izgube?

Navodilo. Po igralnem naértu iz leta 1909 je bilo vseh
sretk 400.000. Dobitkov je bilo 18.399 in sicer: po 1 dobitek
za 200.000 K, 40.000 K, 20,000 K, 10.000 K, 5000 K, 4000 K,
3000 K, 2000 K, 1600 K, 1400 K, 3 dobitki po 1000 K, 6 do-
bitkov po 500 K, 9 dobitkov po 400 K, 10 dobitkov po 300 K,
16 dobitkov po 200 K, 15 dobitkov po 180 K, 22 dobitkov po
150 K, 108 dobitkov po 100 K, 1200 dobitkov po 20 K in
17.000 dobitkov po 10 K.

K § 64

1. Kolika je verjetnost, da ufaka 20letna oseba 30. leto?
(Pri teh nalogah naj se uporablja Deparcieuxova tablica.)

2. Kolika je verjetnost, da umrje 35letna oseba med 60.
in 70. letom ?

3. Kolika je verjetnost, da udakata dva novoporoenca
petindvajsetletnico poroke, ako ima Zenin 33 let in nevesta
22 let ? Kolika je verjetnost, da ez 2b let nobeden veé ne Zivi?

4, Izmed dveh bratov je eden 20 let star in drugi 15 let.
Kolika je verjetnost, «) da oba Se 30 let zivita, b) da samo
mlajsi Se 30 let Zivi?

5. Kolika je verjetna starost «) 40letne, 0) 65 letne,
¢) 70letne osebe ?

K § 66.

1. Izradunaj iz rventnih tablic umrljivosti (za poskusnjo)
diskontovano Stevilo D, za @) 5 letne, ) 18 letne, ¢) 65 letne
osebe. Obrestna mera je &t = 1:03.
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2. Izradunaj iz istih tablic diskontovano Stevilo umrlih (C,)
‘za o) b0 letne, b) 75 letne, c¢) 86 letne osebe. (¢ = 1:03.)

3. Koliko je treba zaloziti za 28 letno osebo, da bo uzZivala
od 29. leta dalje dosmrtno rento letnih 900 K? Koliko je treba
v resnici pladati, ako zahteva zavarovalnica 15/, doklado na
¢isto premijo?

4. Neka b0 letna oseba ima pravico do dosmrtne rente
letnih 600 K. Koliko je renta sedaj vredna?

5. Neka 50 letna oseba plada 14.333 K za svojo dosmrtno
rento letnih 1000 K, ki se izplatujejo na koncu vsakega leta.
Cez koliko let je zavarovalnica %e na ¥kodi, ako je obrestna
mera 39,°?

Navodilo. Sedanja vrednost %Ze izplaGanih rent mora biti
veéja kakor 14.333 K.

6. Za 30letno osebo je nekdo zaloZil 20.000 K. Kaksno
rento bo uZivala doti¢na oseba do svoje smrfi, ¢e se renta pla-
tuje v zatetku vsakega leta? (Glej opomnjo v § 66 pri nalogi 1.)

7. Neka 25 letna oseba je zavarovana na dosmrtno rento
letnih 800 K, ki naj se ji prvikrat izplacajo Cez 15 let, ako je
takrat e Ziva. Koliko znaSa «) enkratna ¢ista premija, b) en-
kratna tarifna premija z 10°/, doklado?

8. Koliko mora platevati 30letna oseba skozi deset let v
zatetku vsakega leta, da si pridobi pravico do dosmrtne rente
letnih 1000 K, ki se prvikrat izplacajo ez 15 let? (Casovne
premije.) ;

9. Neki ofe zavaruje svojo novorojeno héerko za doto
3000 kron, ki naj se ji izplacajo, ko doZivi 20. leto, ako pa
héerka prej umrje, ne izplata zavarovalnica nié. Koliko mora
ote zaloZiti? (Zavarovanje na doZzivetje s pomodjo 3%, tablice.)

10. Neki ole zavaruje svojega novorojenega sina za 1200 K,
ki naj se mu izplatajo za prostovoljsko leto, ako dozivi 21 let.
Koliko mora ofe zaloziti za sina?

K § 67. _
1. Neka 28letna oseba se zavaruje na smrt za 2000 K, ki
naj se po njeni smrti (na koncu leta) izpladajo doloenim de-
ditem. Koliko zna%a @) enkratna premija, b) dosmrtna premija?
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2. Neka 34letna oseba se zavaruje na smrt z zneskom
3000 K. Koliko dobijo dedi¢i po njeni smrti, ako zavarovalnica
odbije pri izplatanju za upravne stroske i. t.d. 16%,?

3. Koliko znaSa dosmrtna premija za 42 letno osebo, ki se
zavaruje na smrt za 4000 K, ako zavarovalnica v prvih treh
letih ne izplada %e nobene zavarovalnine ?

4. Neka 36letna oseba se zaveZe platevati skozi 10 let,
¢e jih dozivi, v zaletku vsakega leta premijo 600 K. Koliko
dobijo dedi¢i po njeni smrti?

5. Neki 401etni o¢e hote zapustiti svojim otrokom 30.000 K
premoZzenja. Koliko mora skozi 20 let, e jih dozivi, placevati
v zatetku vsakega leta?

6. Neka 25 letna oseba se zavaruje na doZivetje ali na smrt
za znesek 10.000 K, ki naj se izplada, ko dozivi 6b. leto, ali po
njeni smrti deditem, ako prej umrje. Kolika je @) enkratna
premija, #) asovna premija?

7. Neki 28letni ole zavaruje za slufaj svoje smrti svojo
prvorojeno héerko za 2000 K, ki naj se ji izpladajo, ko dopolni
20 let. Koliko mora pladevati letne premije do 20. leta ali pa
do morebitne svoje prezgodnje smrti? Cez koliko let bo za-
varovalnica Ze na dobrem?

Ponavljalne naloge.

1. Razstavi naslednje izraze na faktorje:
§)P—p— @y B P—1— (@ —1)
¢) a®— b — 2bc — ¢ d) 8a® - 270 — 20 — 3b;
¢) x*— 625 — 26z (x® — 25);
f) 1622 - 48wy -} 3642 — 252%;
q) 222+ Tx — H; h) 422 | dax | a® — b2
2. Poi&¢i naslednjim izrazom najve&jo skupno mero:
a) 20 — 2uy® -+ o ay, 4ot 4dayt;
b) 4ady® — Bax?ys, 2ady — 8x2y? | Bayf, 2aty — 16ayt;
¢) 4a® -+ 17a® + 23a 10, 8a® — 202 — 23a — 10;
d) 6x® -+ a2y — 6xy> — 495 92® |- 18xy + 842,
¢) 20+ T2+ Ta 42, 3a®- 4a®— Ba — 2,
4a0° 4 7a® — 8a — 2.
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. Poi&¢i naslednjim izrazom najmanjsi skupni mnogokratnik:

a) 2a3y — 4aly® - 2xy8, 3ty | 628y |- 3?8,
bady? — Dayt;
b) 228+ 293 3B — 3a%y | 3ay?, 4ad - 4a?y;
¢c) a®+4a®>+ ba + 2, a®—+Ha*4 8a |- 4;
d) 9a*+ 94?4 1402 — 9a —|— T 3a4—{— ba®+ a®— 100 —14.

. Doloéi ulomkoma 3x+ vrednost za x = 2.

27+1o o —

. Okraj%aj naslednja ulomka:

ni-2 __ n n—2 — a2h2 4
a) a 20"+ a” e B, ‘ab —}—i
6&”’+2+ an—}-l_}_ auJI_ a” 1 a()_ bb

Dolo¢i naslednjim ratunom rezultate:

A= DT E

; (2a25x+1 e 3a43b3+ 40;27372])5——:&) & (5(15’”—,— Gan—le).

(Qasx—4 i Ag?*—3  Zqr—2 (a2a:—3 ‘3ax—2)
3pzm—3 pm—1 T 9p £ G e gy o -

=l el - a5
10,
1.

(@~ 1y=%— 2ay—*4 Baby—") . (x— 'y O+ 2ay~ % — Bady—1).
(4a2x+6b6y+ 16a6b3y63y+ 16&3"210‘“’) : (2a”+3b3~"—|—
_IL 4a3—x03y)

s (o B s )
B )

14, (— 42215621 — 24 1 9z | 42?) : (— 42—* -} Ba—3 |- 272).
5 (B (o5 i)' (=2 (= ()

16.

17.

18.

[(63) (17)": (125)] - [(05)": (15)": (63) ]
(~3) G- (5 +[(~5)": (—3) =] =
— (=91

(1642 - 40ab | 25b%)2. (da — Bb)*: (1642 — 25528,
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19, 52 (F) - (— o)t (193 (— )2

2w (53 G+ + G+ G2
2a 3b

21 (534 52— (55— 52) -
22 (-t g) — (*+’—£—-%)2-
e ey

24, Pretvori naslednje izraze na enostavnejSo obliko ter jih
skréi kolikor mogoce:

a) 2;/2‘75u3|/@—7|/_+3|/ﬁ)‘—|/m
b) 2/ 087 — 3|/2 5 -+ 7V/189 — |/31251

a—{—|/a——1 R e | 5
- a+l/___—{-21_2a|/ 1);

d) EI/wy‘-i-y —VEF PP+ VE— ) —y);
¢) 3y/24 - 4)/81 — 2)/192 - 3)/375 — 2)/1029;
» V2R _aym — 3/ 18 4 3/ 558,
1—ya 3V a 3¢+ Va
9) 1+ﬁ+1—|/5+ e
h) 10y/288 - 8)/81 — 5y/242 — /128 - 2)/648 — 4)/375;

9 l/l/lgf; l/|/272 !/'3 2:}:;
k) 1 6/28 — V 12/7 42/ 38/ 7 — 2}/63.

25, IzvrSi naslednje mnoZitve:
a) (2130 — 3Y/5 4 5V/3)(V8 -+ V3 —V/5):
b Vo +Vy)-Wo—Ve)— Vo +Vy) -Gz — V)
o) (V& -+ 2V — 4/ a) (V@ — 2V/a + 4/ a);
Y Vo +VDWa—ya+ VD) Va—vVi):
) W5—2V9+4/5; ) (VTO+/O 4— V5,
9 Vevs—sys-| 4+ 2/,




26,

27

28,

29.

CXIII

B (3_1/5)|/9+4|ﬁ
9 Grad—d_Hitdidrd)
k) (4a St Lagt )(a _2‘%?_.1_ 365_”);
Izvr8i naslednje delitve:
a) (:ﬂl/:f,—yl/g)%ﬁ—ﬁ);
(a4 Vab+) : (Va— Yab -+ VB);
¢) (12— 66 +6y15 — 9/10) : (2¥/3 — 3V/2);

9 (et 4 Fabt §): (6ot "4 3);

e) (6 i 8xg+ 3,80 490%) s (3x%— 435%).
Dolo¢i rezultate naslednjih racunov :

o VE=gmrer oV ele e
) VeVap:Vuva; o 2Va:VaVa) Ve
(5 o (V)

Doloé&i vrednosti naslednjih izrazov:

a) 32%; B) 1617, ¢) 810%; d) 0-027 ¥

1
ol 2 “5/16 08/
e) (—0°008) *; AV 49; R BV by

Izrazi naslednje ulomke z racijonalnim imenovalcem :
|/2x2—}—3x|/J 9 12(1 +y2) .
|/2x2—3m|/J sz T
i V3+v2, 21
Vot V- 12 Yo

58D ¢ 9 it ;
./‘+./5’ 1+12— 25— ¥10

e A Gl

T 1—a’

gLy
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30.

31.

32.
33.
34.

35,

36.

37.
38,

39,

y2EV=3_2—y/=%
2-;/—3 ST i4 3
g etV=3 Va—v=3
ey Va+vV—10
Pretvori naslednje binome v monome :
) V/9+2/8 —|/9—2/8;
b) Y/ 6+V20+ )/ 6—V20;
R e R
O VItE— Y r—1:
9 Vaetbtevatyotb—2v/am;
Pl b=ty e=io—1
Pretvori naslednje korenske izraze v binome:
o Y10—2y/21; b) /43—15V8; ¢ /11— 60:;
Q) f=8—4i; - o )f—8F420/10; p)J/—2+4/—6.
Y ([16af— 2405} 250t — 2005 10a2 — 4a }-1).
VG — §a® — Frat | 0> o ad).
V(0 — 6a% - 21a4h2 — 44455% L 63 a2b* — B abd - 27b6).
IR e I el R S
|/;f;é+?—“+3“‘3'+27-
Izratunaj s pomodjo logaritmov naslednje izraze:
3 =, 2
9 |/2l/4i/8; ) |/49 182)/0- 0485 ) 0485
V08465
¢) (V1814 — Y 0-973)% d) |/|/81-43 o aTa,
Izratunaj (4 -y — 4)°,
Doloti sedmi glen od (51— a4 2¢/3)"

Doloéi v rezultatu od (2 |/~ s l/ i) tisti dlen, v katerem
86 nahaja



40,
41,
42,
43,

46,
47,

59.

61.
62.

63.

CXV

Razredi naslednje racijonalne enatbe z eno neznanko:
@z -+ 3)(3x +2 W+ -—1) Gz+he+D) 32
6 T .

w—ﬂ+@w%ﬁ4%+ﬁ*%i
1

14+2x+49—x2 T P P
7 4 2 $ise g
22— 11le+30 ' 22— 92z F18 = a*— bz’

2z -+ 3 3x—2_2x—|—1_|_1
%n

tat—w 22—-1 — z*la

45,

x S z-41 _ 2243
42t dx 41 ! dat—4dxF1 T 4a2—1°

(s -t =0

2z 43 3z — 4 :
Smf4+2x+3 52

ot — Bt 162 29 44
oy e s

. (22— Bx)2 -+ BB — 1122 — 30.
50, 22(x® — 4w + 4) = 8x(x — 2) —15.

25— 21+ 37(8 —a) =

¢ (22 1) —1(80 » )=

w4 — 956 - 41 (16 — 2?) = 0.

4, 328 — 1322 182 — 8 = 0.
. 3t —102% 102 — 3 = 0.

xt — 1028+ 622 — 10z 3 =

a8+ 32— 6x— 8 = 0.
58, x* | 3x° - 422 - 122 16 = 0.

Razresi naslednje iracijonalne enatbe z eno neznanko:

V3-+yz—3 ./x+6n+|/x—13n
— a0 60.

Ve—3—V3 |/x—i—6n—|,/x~+13n

V3z 5+ V3 = Y12z 9.

VBaF 25— V25t = |/9“’~|—19

'/x—1+'/x+1 4

V3e+1)
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(T Ry

65, Y4z — 7+ Vbxr — 4 = y1bx —11.
66. Y2z -4+ Vo 38 = 8z 1.

é7. @44/5?2 = yte sl
68. I/”+1+|/§jri -

z—1
69. 252 _ 4/ 5CED 4 34 ¢
70. (x+ — 4)* -+ /o — 8z 1 40 = 6.
oA gy ittt 2.
7z.|/m+'_/x—__“m:./mz).

B.VoFadt+ Yo 11 = Yo F381+ya—4
M Viz—1-12/e 16— Var 71 = 2y/x —2.
5. V3xF1— 20 —1 ) V25 —6 = |/30— 6.
76, Va2 L 17 — Y& - 17 = 6.
MYF—I L2y —1=—1 m. i’/jfz—f/z;j =5
79. Ve —5— Y16 —o = 2
80. Vo —1-+Vz 1 6-Va—29 = 0.
Razresi naslednje enatbe z dvema in ve¢ neznankami;

Sl.m+4 _{_y—22 % i 2m—11+3J—{—4‘ — i)

B + VIS Er g

83.@:3—@ in 2243y = 66.
84. Y2z — 3y =38 in 3/z 6y = T/2
86,2 —1=yeP 22 —Ty+7 in

y+4 = VyP+ 2y + 32+ 2.

Ty




86.

87. -

88.
89.
90, «*
9, 2
20>+ 3ay+ 492 =24 in 3a®—DBwy — 24156 = 0.
93. o2
94.
9.
96.
97.

99.

100.
101, 3

102.
103,

104.

105,
106.

CXVII

10|/ 48 1343y i
‘ (;é‘!‘ﬁl/?’ +25_20 .
1 5 7 13

3[/x+5 e ey e e
Ve+6-+Vy—1 =6 in 4zl 3y — 42,
xy2+y+1=0 in #%2+a-t+y = 3.
—Qxy + T2 =13 in Tay — 64* 12 = 0.

2 —3ay -+ =0 in by’ 624 Ty = 18

—ptz—y=2ya in @—y)r—y) =
2ay — Vay = 66 in 2@—y)P—3(@—y) =
o Loy = 8 in ¢4 ay = 9L
?yyoy =9 in 2ty = 18

Vo —y-—b =I/$L—J in |/x_—m+1|/acgy= 3.

l/ +l/5w—2y 2 in: xt L yt=—='0,

m-L_y—4l/x+J= 5 in a® 42 = 25.

r—y x—y

z—y =61 in Yz— Vy = L

——ys-—%};my in x—y = 2.

vt at? -yt =133 in « |y = b.

sty = Vot yy—2yVoy 42 in |/m—|/J=1.
Vi-tVy =12 in Y2+ V3 = 104

[/“’_‘_"’—{— _——2 in ay—ax—y = b4
w—|—y—z—6 107, -y + 2 = 42

a? 4 y? 422 = 50 TRy—

ay + w2 | yz = 47. y(x -4 2) = 272
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108. 21y = z:u 109. (x + 2)* (g - u)* = 208
z—u =3 2y +uw - 2) = 48
y—z =1 x+y+zt+u=20

a? 2 -2 - u? = 41. r+y =14,

Razre§i naslednje eksponentne in logaritemske enatbe:

110, 22 @-9.42—2.0-52+2 = 1. 111, —)/4%.3—1 = 72,
112, 2.92+1— 3.4% = 6.4°+1 4 6.9,
113, 25} 2= +1| 2e+2 — To—2| 7ot
4. 5%%-% —3°-F _3=+t§ _GHe=_3
| 115, 7221 —8.23¢—1 _ g,9%—2 L {,.7%z-1
116, 3Y/FF1 4 LygeTs — ey a— Lygrer,
117, 3978 — 9)/2° = 6.2=+3 L 8/ 9=+],
118. Y311 L y2.3%x13 = 5.
119, V3% 41 Y6 — 3% — 4. 120, 42x} 5.4* — 36.
2L (O - s(irn o 12 PEEI0 gy o
208

123, 2xtof9s—x — 25 94 4R grtd gy

125, Y64 — 6764 — 8.  126. V9 — 12§31 27 — 0.
127. Y1-3%3 41—

128, 3¢+ = ygi—x in v+ — E=yguo-u,

129, 39+1."=/3¥=% — 36 in 7v—1.}/5FF1 — b,

130, 3% - 4» — 265 in 3%.4v — 2304,

131. 2*4-3¥ = 13 in 4*-} 97 = 97,

132 255+ 3y—* = 22 i 4yy+ 5/% a2

133. log(x — 3) = 0°90309 - logz — log (= - 3).
134, 2log (4 — 3) = log(z + 3) + log (2= - 1).
135, log(x — 1) -+ log(3x + 2) — log3 = $ — log2.
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1 2
3 —logaz G 1+ logx

138, 3zoe= | 1002 —los= — 35,

139, zl87 = 4 vin  ay = 200.

140, 2log= | 3logy — 11 jn' 2log=. Jlogv — 18,

141, B3loz= | 3slogr — 854 in Blog=.3lozr — 45,

142, y=16y—= =17 in Yy y— ' = 2.
2 1

136.

i % 137, 23+logz — 10000,

Iy 1 /1Ny 2 4
143, (;)"’—5— 1—0—0(5)’ = im in y = 3—logw
Uporabne naloge o enacbah.
144, Razstavi ulomek a +21w-)'_(634_§_x7 & a vsoto dveh
ulomkov!
: : 1842 + 1064 150
145, Razstavi ulomek CLIDELE LD na vsoto treh
ulomkov !

146, Razstavi trinom 1522+ 112 — 12 na faktorje!

147. V katerem Stevilnem sestavu se je mnozitev 26- 35 = 888
izvrsila?

148, Neko dekadiéno Stevilo se piSe v dveh Ztevilnih se-
stavih s stevilkami 532 in 365; ako je podloga drugega ste-
vilnega sestava za 2 vedja od prvega, kolika je podloga prvega
Stevilnega sestava in koliko je dekaditno Stevilo?

149, V katerem Stevilnem sestavu se piSe dekadi€no Rte-
vilo 39698 s Stevilkami 60408°?

150, Razstavi Stevilo m na dva faktorja tako, da dobi
vsota njunih kvadratov najve&jo vrednost !

151. Vrednost nekega ulomka je 1. Ce poveta Stevec za 8
in zmanj8a% imenovalec za 8, dobis ulomek, ki je za 11 vetji
od onega ulomka,.ki nastane, e zmanjSas Stevec za 8 in po-
veta8 imenovalec za 8. Kako se glasi ulomek ?

152, Ce pomnoZ%i§ dvoSteviléno 3tevilo s Stevilom, ki ima
isti Stevilki v obratnem redu, dobii produkt 1729. Ce pa delig
prvo Stevilo z drugim, dobi§ kvocijent 4 in ostanek 15. Katero
je to Stevilo?
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153. Oc¢rtaj dolodeni krogli pokonden stoZec @)z najmanjso
prostornino, #) z najmanjSim povrsjem !

154, Vértaj dolodeni polukrogli pokonéen valj z najvecjim
plaséem !

155. A kupi za 400 K sukna; ¢e bi pladal za vsak meter
sukna 1 K manj, bi dobil za isti denar 20 metrov veé. Koliko
metrov sukna je kupil?

156. 4 in B imata pri skupni kupéiji 340 K dobitka. B je
400 K vet vlozil ko 4. Ce dobi 4 na kapitalu in dobitku
3360 K nazaj, koliko je vlozil?

157. Dve totki sta dolofeni po M, (wy, y;) in My (a3, ys)-
Poisdi v abscisni osi tisto tolko M, za katero je izraz MM 3 -+ MM :
najmanjsi.

158. V trapezu so tri stranice enake in sicer je vsaka = a.
Kolika mora biti etrta stranica, da je trapezova plo§¢ina naj-
vedja?

159, Tri stevila, katerih vsota znaSa 28, tvorijo stalno so-
razmerje. Ako pomnoZi§ notranji ¢len tega sorazmerja z vsoto
zunanjih ¢lenov, dobi§ produkt 160. Katera so Stevila?

160. V katerem sorazmerju je vsota vseh Stirih élenov 72,
produkt notranjih ¢lenov 140 in vsota kvadratov vseh ¢lenov 2050 °?

161. B proda njivo za 513 K; za koliko je kupil njivo,
de je imel pri prodaji tretjino toliko odstotkov dobitka, kakor
je zapjo platal ?

162, 4 ima 24000 K kapitala in porabi od obresti vsako
leto 800 K, ostanek pa priklopi h kapitalu. V zafetku tretjega
leta ima 24820 K kapitala. Po koliko odstotkov je bil naloZzen
kapital ?

163. Koliko ¢&asa in po koliko odstotkov morad 2400 K
kapitala naloZziti, da dobid 288 K obresti in to tudi tedaj, &e
nalozis isti kapital za 1 leto manj in po 29, viSe?

164. Cev A napolni neko prazno posodo v 2 urah poprej,
ko izprazni cev B isto polno posodo. Ako odpre§ cbe cevi 20 ur,
je posoda le do polovice napolnjena. V katerem &asu napolni
prva cev prazno posodo in v katerem ¢&asu izprazni druga cev
polno posodo?
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165. A potrebuje za neko delo 2 dni ved in B 41 dneva
vedé nego A in B skupaj. V katerem ¢asu izvrSita 4 in B skupaj
dotiéno delo?

166, Delavei neke tovarne so enako plaani in zasluzijo
65 K na dan. Ce bi tovarna 7 delavcev odpustila in vsakemu
izmed ostalih delavcev dnevni zasluZek za 40 h zniZala, bi
znagal dnevni zasluzek 39 K 60 h. Koliko delavcev je bilo sprva
in koliko je vsak zasluZzil?

167. Nadrtaj skoz tofko C dolofenega kroga tangento in
s to tangento vzporedno tetivo 4B. Kolika mora biti razdalja
med totko C in tetivo 4B, da je trikotnik ACE najvedji?

168, Dolo¢i izmed vseh prisekanih stoZcev, ki imajo enake
visine in pri katerih zna8a vsota polumerov v osnovnih ploskvah
2a, tistega, ki ima najmanjSo prostornino.

169. Sprednje kolo nekega voza se zavrti na 1260 m dolgi
cesti 105 krat ved nego zadnje kolo. Ce bi bil obod vsakega
kolesa za } m manj8i, bi se sprednje kolo na isti poti le 80 krat
ve¢ zavrtelo ko zadnje kolo. Kolik je obseg vsakega kolesa?

170. Dve telesi se pomikata po krakih pravega kota proti
vrhu in preteCeta po 6 m in 8 m vsako sekundo. V zadetku sta
telesi oziroma 103 m in 76 m oddaljeni od kotovega vrha. Po
koliko sekundah sta telesi 109 » narazen?

171. Dve telesi se pomideta po premicah, ki stojita pravo-
kotno druga na drugi, proti njiju presediséu in preteteta vsako
sekundo oziroma po 3 m in 4 m. V zaletku svojega premikanja
sta telesi 20 m in po 2 sekundah 10 m narazen. Kako daleé je
bilo sprva vsako telo od presetis¢a premic?

172. Sela 4 in B gresta istodobno od istega kraja M proti
60 km oddaljenemu kraju N. Sel B prehodi vsako uro § Am veé
ko 4 in pride za § ure poprej v kraj N. Koliko km prehodi 4
in koliko B v eni uri?

173. Dva popotnika gresta od krajev 4 in B, Ki sta 45 km
narazen, istodobno drug proti drugemu in se srefata po b urah.
Prvi popotnik pride 21 ure poprej v kraj B ko drugi v kraj 4.
Kje sta se srecala?

174. Kolesar se pelje ob osmih zjutraj od kraja A4 proti
9 km oddaljenem kraju B in odtod proti kraju C. Istodobno

Matek, Aritmetika. IX v
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odide od kraja B proti kraju C pesfec, ki potrebuje za vsak
kilometer 41 minute vet kot kolesar. Ce kolesar dohiti peSca
ob 11. uri 20. minuti predpoldne, koliko pot napravi vsak v
1 minuti?

175. Pri katerem mnogokotniku je Stevilo diagonal za 18
vetje od Stevila stranic?

176. Ena kateta pravokotnega trikotnika je za 17 m vedja
od druge. Ce podalj$a8 manjSo kateto za 20 m in ve&jo za 10 m,
postane hipotenuza za 20 m veéja. Kolika je krajSa kateta?

177. Hipotenuza pravokotnega trikotnika meri 35 m in
vsota iz ene katete in njenega vzmeta na hipotenuzo znaZa
336 m; koliki sta kateti?

178. Dolo&i stranice pravokotnega trikotnika, ¢e znaSa
vsota iz ene katete in hipotenuze 50 m, vsota iz druge katete
in hipotenuze pa 81 .

179, Dolo¢i izmed pravokotnikov z obsegom 2s tistega,
ki ima «) najve&jo ploskev, b) najmanjSo diagonalo.

180. O¢rtaj kvadratu s stranico ¢ najmanj&i enakokraki
trikotnik tako, da lezi kvadratova osnovnica na trikotnikovi
osnovnici.

181. Vértaj doloéenemu kvadratu enakokrak trikotnik tako,
da je mnjegov obseg najmanj§i in da lezi vrh v kvadratovem
ogliscéu.

182. Ako nadrta8 skoz totki z; = — 2%—1—9}2. ity —
= — -2% — m funkcijske &rte y — ax® -} bz | ¢ tangenti, sta

kota teh tangent s pozitivno abscisno osjo suplementarna. Do-
kazi to!

183. Pri katerem pokonénem valju je obseg osjega preseka
najmanj8i, ¢e ima plas¢ (povrsje) dolodeno velikost?

184, Pokonénemu stoZcu s stranico ¢ naj se oérta pokonéni
valj z najveljim pla&fem. Kolik je polumer skupne osnovne
ploskve?

185. Vértaj dolofeni krogli pravilno tristrani¢no (Sestero-
straniéno) prizmo z najvejim plaséem.

186. Oé¢rtaj doloeni krogli pokonéni prisekani stoZec z
najmanjSim plaS¢em (najmanjSo prostornino).
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187, Pri koliko elementih je razlika med Stevilom kom-
- binacij Cefrtega razreda s ponavljanjem in Stevilom kombinacij
detrtega razreda brez ponavljanja 321 krat toliko ko Stevilo
elementov? ,

- 188. Pri koliko elementih se Ztevili premen in kombinacij
tretjega razreda brez ponavljanja razlikujeta za bkratno Stevilo
elementov?

189, Pri koliko elementih je Ztevilo premen tretjega raz-
reda s ponavijanjem za 225 velje nego stevilo premen tretjéga
razreda brez ponavljanja?

Uporabne naloge o postopicah.

190. Razdeli 756 K med ve¢ oseb tako, da dobi prva oseba
80 K in vsaka naslednja za "4 K manj ko prejSnja. Koliko je
oseb? ‘ :

191. Pri kateri aritmetiéni postopici je osmi ¢len enak
kvadratu Getrtega élena in Sesti élen enak srednji geometrijski
sorazmernici med 4. in 11. ¢lenom?

192, Kako se glasi aritmeti¢na postopica, ki §teje 21 &le-
nov, e znaSa vsota prvih 20 &lenov 650 in vsota zadnjih
20 ¢lenov 7107? j

193, Vrini med prvi in drugi &len postopice 2, 5, 8... to-
liko novih ¢lenov, da je vsota vrinjenih ¢lenov, ki tvorijo arit-
metiéno postopico, le za 1 manjSa ko vsota prvih 20 lenov
prvotne postopice.

194. Katero liho Stevilo je za 1 manjSe ko peti del vsote
vseh prejénjih lihih Stevil?

195. Vsota iz b. in 8. ¢lena aritmetitne postopice znasa
21 in vsota iz kubov istih dveh &lenov 2457; kolika je vsota
prvih 33 ¢&lenov?

196. Pri aritmeti¢ni postopici z razliko } zna8a vsota prvih
n &lenov 236%; ako pristeje§ k tej vsoti naslednjih 7 ¢lenov,
dobis 4181, Doloéi n in prvi €len!

197. Stiri &tevila tvorijo aritmetitno postopico; produkt
vseh 4 Stevil je 880 in razlika med kvadratoma srednjih Stevil
znaSa 39, Katera so Etevila?

[X*
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198. Stranice pravokotnega trikotnika tvorijo aritmetitno
postopico in hipotenuzi pripadajofa visina meri 21:6 m; kolike
80 stranice?

199. Dolo¢en kapital je naloZen po 5%, in se povela vsako
leto za 250 K; ako znaSajo po 10 letih letne obresti vsega ka-
pitala 1812-5 K, kolik je prvotni kapital?

200. Kako se glasi geometrijska postopica, pri kateri je
11. &len za 741 vetji od tretjega in 9. ¢len za 17 vedji od petega?

201. Pri geometrijski postopici 4 ¢lenov znasSa vsota prvega
in zadnjega &lena 172 in vsota srednjih ¢lenov 28 kolik je prvi
¢len in kolik kvocijent?

202. Ako priSteje8 prvim 4 &lenom aritmetiéne postopice
zaporedoma Stevila b, 6, 9, 15, dobi§ geometrijsko postopico;
kako se glasi aritmeti¢na postopica?

203. Ako odsteje8 zaporedoma od prvih 4 &lenov geome-
trijske postopice prve 4 &lene aritmetitne postopice, dobis raz-
like 1, 2, 8, 24, Kako se glasi geometrijska in kako aritmeti¢na
postopica?

204, Vsota geometrijske postopice, ki &teje osem ¢lenov,
znaSa 250 ; vsota sodih &lenov je za 150 ved&ja od vsote lihih
¢lenov. Kako se glasi postopica?

205. Kolika je vsota brezkonéne geometrijske postopice,
pri kateri je produkt prvih treh &lenov 1728 in vsota iz kubov
_teh &lenov 1H768?

206, Kolika je vsota brezkonine geometrijske postopice,
pri kateri znaSajo prvi trije ¢leni 351 in naslednji trije &leni 13?2

207. Koliko ¢lenov mora8 med 3 in 46875 vriniti, da dobis
geometrijsko postopico z vsoto H85939

208. Razdeli doloeno vsoto denarja med 5 oseb tako, da
tvorijo deleZi geometrijsko postopico in da znaSata 2.1in 3. delez
8400 K, prvi in tretji pa 10000 K. Koliko denarja se je razdelilo ?

209. Doloéi b 8tevil tako, da tvorijo prva 4 Stevila arit-
meti¢no postopico z vsoto 30 in zadnja tri Stevila geometrijsko
postopico in da je produkt iz 3. in b. Stevila 24 krat vedji od
drugega Stevila!
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210. Krogli s polumerom #» se viérta pravilni tetraeder,
‘tetraedru se vérta krogla, tej krogli se vérta zopet tetraeder
i. t. d. Kolika je prostornina «) vseh krogel, b) vseh tetraedrov?

211, Dolo&eni kocki se virta krogla, tej krogli se vérta
kocka, tej kocki se zopet vérta krogla i. t. d. Kolika je vsota
prostornin @) vseh kock, b) vseh krogel?

212, Kapital 25110 K je po 3%9, naloZen na obrestne
obresti. Za koliko se mora ta kapital zmanjSati koncem vsa-
kega leta, da bode njegova vrednost &ez 10 let znaSala 25604 K?

213, Neki kapital, ki je po 41%, naloZen, se je v 18 letih
podvojil, akoravno se je koncem vsakega leta zmanjSal za 420K.
Kolik je bil kapital?

214. Kapital 1300 K se koncem vsakega leta poveda za
200 K; drugi kapital znaSa 5960 K in se koncem vsakega leta
zmanjia za 200 K. Cez koliko let bosta kapitala enaka, &e se
radunajo obresti po 4%,?

215. Nekdo ima vsaka tri leta po 4000 K platati in sicer
povsem 10 krat. S katerim kapitalom se da ta dolg takoj po-
ravnati, e se ratunajo obresti po 3192

216. Nekdo &i izposodi pri hranilnici kapital 8000 K. Ta
dolg hoe tako poravnati, da plada skoz 15 let koncem vsa-
kega leta enako vsoto ; kolika je ta vsota, &e hranilnica za po-
sojeni denar rafuna obresti po 5%, za prejeti denar pa po 4%/,?

217, Kapital 10000 K se nalozi 10 let po 4%, na obrestne
obresti ; skoz koliko naslednjih let dobi8 od tega kapitala rento
1825 K?

218, Kolik kapital morag 18 let po 5%/, naloZiti na obrestne
obresti, da dobi§ potem skoz 13 naslednjih let rento 1200 K?

219. 4 hode od 20.leta naprej skoz 16 let in sicer koncem
vsakega leta dobivati rento 1000 K. Koliko mora sedaj za rento
pladati, ¢e se obresti rafunajo po 419,°?

220, Nekdo ima skoz 1b let dobivati rento 1250 K; koliko
¢asa se mora tej renti odpovedati, da dobiva potem skoz 12 let
rento 1785°5 K, &e se ratunajo obresti po 34 9/,? '

221. Letna renta 1000 K, ki se ima 8e 10krat izpladati,
se zamenja za poluletno rento 597'7 K ; koliko ¢asa se dobiva
zadnja renta, de se radunajo obresti po 49,9
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222. Pri igri ,domino* so kameni zaznamovani z vsemi
kombinacijami dveh Stevil od 0 do 8. Kolika je verjetnost, da
obrnes kamen, ki ima &tevilo 5?

223. Kolika je verjetnost, da vrze§ z dvema kockama &te-
vili 2 in 6°?

224. Na tleh, ki imajo obliko pravokotnika s stranicama
6 m in 3 m so enaki krogi v mozaiku, ki se dotikajo  od zunaj
in imajo premer 3 dm. Na tla vrZe¥ okroglo plo&to s premerom
2 dm. Kolika je verjetnost, da plos¢a nikjer ne leZi ez rob
krogov ?

225. Pri neki dobrodelni ustanovi so dolotili s sreckanjem
vsakoletne nagrade za pet revnih nevest. V nekem letu se
oglasi 40 deklet in med njimi tri sestre. Kolika je verjetnost,
da @) nobena teh treh sester ne dobi nagrade, b) da jo dobi
ena, ¢) da jo dobi najstarejSa, d) da jo dobita dve, ¢) da jo dobe
vse tri, /) da jo dobita mlajsi dve.

226. Kolika je verjetnost, da potegnem iz 32 kart igre
»pike¥, Kjer so &tiri kralji, dvakrat zapored kralja?

227. Nekdo zapiSe 3tiri razlitna troSteviléna &tevila. Kolika
je verjetnost, da so prva tri Stevila liha, detrto pa sodo?

228. Kolika je verjetnost, iz posode, kjer je 11 enakih
krogel, trikrat zapored sodo Stevilo krogel vzeti, cetrti¢ pa
liho, @) ako se vsaka krogla vrie vedno nazaj, b) ako se vsaka
krogla obdrzi?

229. V vredici so loterijske Stevilke od 1 do 90. Nekdo
stavi 10 vinarjev, da potegne Stevilo. ki je manjSe od 46. Kolik
je dobitek pri pravilni stavi?

230. Kolika je verjetnost, da vrze kdo s tremi enakimi
novei dvakrat zapored vsaj po dve podobi? Kolika je nevarnost
izgube, ako je stavil 2 K?

231. Kolika je verjetnost, da u¢aka 5leten otrok a) 35. leto,
b) 55. leto?

232, Kolika je verjetna starost ) dveletnega otroka, b) 9let-
nega delka, ¢) 18 letnega mladenica, d) 35 letnega moza?

233. Izralunaj za poskufnjo iz 49, tablice umrljivosti za
zavarovanje na smrt diskontovano Stevilo Se Zivetih (D,) za
a) 23 letnike, b) 43 letnike, ¢) 73 letnike.
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234. Za novorojenca je zalozil nekdo 60.000 K. Kaksno rento
bo uzival dotitnik do svoje smrti? Obrestna mera 3.

235. Neka 30 letna oseba se zavaruje na doZivetje 60 let
ali na smrt za 1000 K in pladuje zato letnih 29:'69 K tarifne
premije. Koliko znaSa Gista letna premija? Za koliko %/, je ta-
rifna premija vedja®.

236. Ista naloga za 35 letno osebo, ki se zavaruje za 2000 K
na doZivetje 65 let ali na smrt in pladuje 6156 K letne tarifne
premije.



Zgodovinski dostavKki.

Matematitna veda se je razvijala le polagoma, kakor je
potreba zahtevala. Tako nam zgodovina pri¢a o starih Feni-
¢anih, da so bili izvrstni trgovci, torej gotovo dobri rafunarji.
Egiptane so vsakoletne poplave reke Nila kmalu prisilile, da
so zgradili nasipe, prekope in vodotoke, in tako so se izurili
v zemljemerstvu in v prakti¢ni geometriji. Stari Kaldejci so
castili zvezde kakor boZanstva in postali na ta naéin prvi
zvezdogledi. Pa tudi.Indijeci in Kitajci niso zaostali za
njimi; opazovali so solnlne in lunine mrke in zvezde repatice
ter nam ohranili najstarejSo astronomsko kroniko.

Prvi korak do znanstvene matematike sploh so bili Ste-
vilni sestavi. Od Asircev in Babiloncev smo prejeli seksa-
gezimalni Ztevilni sestav, ki se kaZe Se sedaj v razdelitvi kroga
na stopinje, minute in sekunde in istotako v razdelitvi ¢asa,

Izvrstni racunarji so bili stari Indijei. Od njih imamo
takozvani pozicijski Stevilni sestav, ki sloni na dvojni vrednosti
vsake Stevilke. S pomodcjo tega sestava je omogodeno z malim
Stevilom znamenj kratko in hitro radunanje z velikimi Stevili.
Zlasti uvedba ni¢le pomeni velik napredek v pismenem &te-
viljenju. Indijski Stevilni sestav je tako duhovif in vendar tako
preprost, da se je le fuditi, kako da se je seznanila Evropa %
njim Zele v srednjem veku (v 13. stoletju) po Arabeih iz Spanske.
Indijei so tudi Ze razresevali enafbe prve in druge stopnje.
(Glej staroindijsko nalogo St. 135 na strani XLVIL) Drugi koren
in negativna Stevila so jim bila tudi Ze znana. V razreSevanju
nedolo¢nih enatb pa so jih prekosili Kitajci.

O napredku starih Egip&anov v aritmetiki nas pouduje
pisar Ahmes (Amasis med 2000 in 1700 pr. Kr.) v svoji zbirki
racunskih vaj. Poleg celih &tevil obdeluje tudi navadne ulomke
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s Stevcem ena. V tej zbirki so razrefene tudi nekatere enache z
-eno in dvema neznankama.

Stari Grki so gojili v prvi vrsti znanstveno geometrijo,
. pa tudi v aritmetiki in algebri so dosegli lepe uspehe. Naj-
vaznej8i zastopnik aritmetike je bil filozof Pitagora (rojen
na otoku Samu okrog 570 pr. Kr.), ustanovitelj italske Sole v
Krotonu v juzni Italiji. Njegova 8ola se je bavila zlasti z last-
nostmi celih 8tevil, s proporcijami in progresijami. On je prvi
razvil matematiéno teorijo tonov in je sklepal iz razdalje plasti,
v katerih se sulejo svetovi, na ,harmonijo sfer“. Na geome-
trijski nadin je prisla ta Sola do pojma iracijonalnosti. S¢asoma
pa se je izgubljalo njeno delovanje bolj in bolj v ratunske igrade
in v brezplodne misti¢ne spekulacije s celimi Stevili.

S Platonom (ki je bil rojen okrog 430 pr. Kr. v Atenah)
jo zopet oZivelo zanimanje za pravo aritmetiko. Platonova
gola na akademiji v Atenah je uvedla v matematiéno znanost
nove indirektne dokaze. Vendar pa so Platonovei gojili arit-
metiko bolj kot pomoZno vedo, isto velja tudi za najveljega
utenjaka starega veka, za Aristotela.

Ko je uni¢il macedonski kralj Aleksander docela samo-
stojnost grikih drzav, je zafela matematitna veda na Grikem
propadati in Atene niso bile ved srediSe znanstvenikov, njih
mesto je prevzela nova Aleksandrija v Egiptu. Nasledniki
Aleksandra Velikega v Egiptu so bili Ptolemejci, ki so si mnogo
prizadeli, da se je razvila v Aleksandriji grika (helenska) ma-
tematitna veda do one stopnje, da je vet ko tisof let noben
narod v Evropi ni prekosil. Najznamenitejsi matematik prve
aleksandrijske dobe je Evklid (okoli 300 pr. Kr.) V
svoji knjigi ,Elementa® (ovouseia) je zbral vse matematidno
znanje tedanjega sveta. Ta knjiga je bila pozneje stoletja in
stoletja vzor pregledne razvrstitve in metodiénega dokazovanja.
Aritmetiko obdeluje pisatelj v 7. 8. in 9. knjigi. V isto dobo
spada tudi Eratosten (rojen okrog 276 pr. Kr), ki je
znan po svojem nafinu, kako se dobijo vsa praStevila do po-
ljubne meje (Eratostenovo sito). Nekako loten od teh dveh
in od sredista v Aleksandriji je Zivel na Siciliji Arhimed
(rojen 287 pr. Kr. v Sirakusah). Njemu pa je sluZzila aritmetika le
v toliko, kolikor jo je rabil za svoje geometrijske in mehani&ne
Studije.
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V aleksandrijski dobi so se uvedli pismeni rauni. Po-
prej in tudi 8e dolgo pozneje so imeli nekako pripravo ,abacus®,
kjer so na deski ali na paldicah sestavljali kroglice in vozle in
% njimi radunali. Se celo v srednjem veku so na ta naéin ratunali
»abacisti“, stasoma pa so jih &sto izpodrinili ,algoritmiki®, ki
so radunali po indijskem, oziroma po aleksandrijskem nadinu.

Ko so si osvojili Rimljani Egipet, je zafela helenska mate-
matidna veda nazadovati. Sele za rimskih cesarjev Hadrijanov
in Antoninov je zopet nekoliko oZivela. V tej drugi aleksan-
drijski dobi je poleg slavnega astronoma Klavdija Pto-
lomeja (okrog 125 do 160 po Kr.) za aritmetiko in algebro
posebno vaZzen Diofant iz Aleksandrije (sredi 4. stoletja po Kr.).
V svoji knjigi ,13 aritmetiénih problemov* je poloZil temelj
sedanji algebri. Bil je zelo izurjen in iznajdljiv v razrefevanju
doloéilnih in nedolo&ilnih (diofanti¢nih) enath. PoskuSal je Ze
tudi uporabljati algebro v geometriji, kar je 3ele v novejsi dobi
slavni Descartes takoreko¢ iznova zadel v analitiéni geometriji.

Med Rimljani, ki so bili toliko ¢asa gospodarji sveta,
se ni pokazal noben odlifen zastopnik matematiéne vede. Ucili
80 se pa¢ pri Grkih in prevajali njihova dela, toda dosegli niso
nikdar svojih uditeljev. Kot izveZbani juristi so prvi spoznali
obrestne obresti. Od Rimljanov imamo ve& matematiénih iz-
razov, ki so Se sedaj sploSno v rabi. Ti izrazi pa so nastali v
poznej8i latinski dobi, ko so prevajali grike pisatelje. V tem
oziru je posebno znan Avrelij Kasiodorij (475—570 po Kr.).

Po razpadu velikorimske drzave je jela tisoéletna griko-
rimska kultura hirati in matemati¢na veda se ni mogla dalje
razvijati. Leta 640. so pridrli mohamedanski Arabci v Egipet in
kalif Omar je dal zaZgativ Aleksandriji slavno veliko knjiZnico.
In zdelo se je, da je to smrtni udarec helenski in staroveski
kulturi sploh. Toda ravno isti zmagonosni Arabci, ki so si z
medem v roki podvrgli severno Afriko in pridrli tudi na Spansko,
ravno ti so postali nekaki posredovalci staroklasitne kulture.
Arabske visoke Sole v Bagdadu in Damasku in pozneje v Kor-
dovi so se ponaSale s pravimi udenjaki matematiéne vede.

Arabei so hili v prvi vrsti udenci Grkov, pa tudi od
vzhodnih Indijeev so prejeli marsikaj (n. pr. $tevilni sestav).
Posebno sta se odlikovala arabska matematika Mohamed
ibn Misa (okrog 800 po Kr.) tudi Alchvarismi imenovan in
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pa Thabit ibn Kurrah. Arabei so Ze poznali pri drugem
korenu dvojno vrednost in razrefevali so Ze enacbe tretje stopnje,
pa tudi algebro so uporabljali v geometriji. Beseda algebra sama
je arabskega izvora. Na visoki 8oli v Kordovi se je seznanil z
arabskimi matematiki francoski menih Gerbert (poznejSi papeZ
Silvester IL, 940—1003), ki je pa¢ prevzel arabske Stevilke, pa
je vendar ostal Se abacist.

Doba od 10. do 16. stoletja je za aritmetiko in algebro doba
posnemanja grikih in arabskih utenjakov. Nekaka izjema je
13. stoletje, ko je Zivel duhoviti rafunar Leonardo Pisano
(literarno delovanje okrog 1202—1228). Njegovo delo ,Liber
Abaci“ (dovrSeno 1202) obsega vso tedanjo aritmetiko in al-
gebro. Za posku8nje pri rafunih je rabil in tudi dokazal staro-
indijsko poskusnjo z devetinskimi ostanki. Njegov sodobnik
dominikanec Jordanus Nemorarius (umrl 1236) je rabil
za Stevila Ze &rke. Ali za tisto dobo sta bila Leonardo in Jor-
danus preudena, sodobniki ju niso umeli in preslo je zopet nekaj
stoletij, da je zopet oZivelo zanimanje za to vedo.

Za krizarskih vojsk so upoznali laski kupeci arabske in bi-
zantinske radunarje in na laSkih visokih &olah so se uéili pozneje
Nemci algebre. Na to spominjajo stare rafunice ,Die welsche
Praktik® in pa ,Die KoB*“ od laS8ke beseds cosa = ref, ki je
pomenila neznanko. Iz arabskih virov sta ¢rpala angleSki menih
Roger Bacon in Nemee Albertus Magnus.

Iz 16. stoletja so na glasu laZki matematiki Hieronimo
Cardano iz Milana (1501—1576), Niccolo Tartaglia iz
Brescie (1501—1557) in Lodovico Ferrari (1522 —1565).
Cardano je dal sploSni obrazec za razreSevanje enatb ftretje
stopnje, pri njem se nahbaja tudi Ze drugi koren negativnih
§tevil. Sedanjo pisavo korenov je zatel Girard (1600), izraz za
realna in imaginarna S8tevila pa je rabil Sele Descartes. Ima-
ginarno enoto je uvedel najvecji nemski matematik Karl Fri-
derik Gaub (1777—1855), ki je dokazal potem s pomod&jo
kompleksnih #tevil, da ima vsaka algebrajska enatba toliko
korenov, kolikrina je stopnja enatbe (Dissertation 1799).
R. Descartes je uvedel sedanjo pisavo potenc in rabil za ne-
znanke &rke x, y, ... Leonhard Euler (1707—1783) pa je
prvi jel rabiti za funkcijo pisavo f(x). Tatarglia se je pedal z
iracijonalnimi imenovalei ulomkov in je prvi pravilno izraunal
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obrestne obresti. Kako se enadbe 4. stopnje s pomodjo Carda-
novega obrazca razreSujejo, je prvi dokazal Ferrari. Sele v no-
vejSem Ctasu je Gauf dokazal, da se algebrajske enalbe pete
stopnje in visjih stopenj sploSno ne dajo razresiti. 1z 16. stoletja
se tudi pogosto omenja Francesco Maurolico (1494—1575),
ki je prvi uvedel induktivni sklep od # na n - 1.

Najvedji francoski matematik v tej dobi je brezdvomno
Francois Viéte (Vieta, 1540—1603). Obdelal je zlasti pro-
porcije in ,regeldetrijo®. Uvedel je v rac¢unih vseskozi pozitivna
in negativna Stevila. Radunska znamenja - in — pa je prvi
rabil slavni slikar in filozof Leonardo da Vinei (1452 —1519).
Namesto posebnih Stevil je uvedel Viete obéna Stevila in je
postal tako ustvaritelj obéne aritmetike.

Izmed nizozemskih matematikov sta posebno znana Lu-
dolf von Ceulen (1540—1610), ki je prerafunal Stevilo & na
35 decimalk, in pa Simon Stevin po svoji algebri (1585),
kjer je praktiéno zadel z raduni decimalnib §tevil. Prvi se je
pat Ze poskusal z njimi Nemec Regiomontanus (Joh. Miiller
1436—1476).

Z uvedbo decimalnih ulomkov, Ze bolj pa z iznajdbo loga-
ritmov se je razvijala matematika odslej jako hitro. Za prvenstvo
iznajdbe logaritmov sta se kosala Svicar Jos. Biirgi in pa
Skot John Neper (Napier), ki je prvi dal natisniti (1614)
razpravo o logaritmih, in sicer z osnovnim Stevilom ¢ = 271828...
(naravni ali hiperbolski logaritmi). Deset let pozneje je izdal
Anglez Henry Briggs prve tablice logaritmov Stevil 1 — 20.000
in 90.000 — 100.000, in sicer z osnovnim Stevilom 10 (Briggovi
ali navadni logaritmi). Za njim je Nizozemec Adrian Vlacgq
dopolnil Se logaritme Stevil 20.000 — 90.000. Kmalu nato so se
prikazale tudi tablice logaritmov goniometrijskih funkcij. Nas
rojak baron Jurij Vega je Vlacq-ove tablice popravil in
pomnoZil ter jih izdal pod naslovom , Thesaurus logaritmorum*
(1794) na 10 decimalk.

V 17. stoletju se je pedal posebno z aritmetiko Francoz
Piérre de Fermat (1608—1665), ki je zaletnik znanstvene
teorije stevil. Obdelal je zlasti kombinacije in pa radune o verjet-
nosti. Na istem polju so delovali 8e: Francoza Blaise Pascal
(1623—1662) in Piérre Simon Laplace, potem oba Zvi-
carska brata Jakob in Janez Bernoulli (1654 —1705,
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1667—1748) in Anglez Isaak Newton (binomski stavek 1676),
pozneje tudi e Leibniz, Euler, Lagrange i t. d.

Jako je napredovala matematiéna veda z iznajdbo infinite-
zimalnih radunov (z diferencijali in integrali) po Newtonu in
Leibnizu. Ta ra¢un se je razvil, kakor povestnica uéi, iz geome-
trijskih problemov. Ze Arhimed je bil napravil nekak zaletek
s 8vojo metodo iztrpanja (ekshauscijsko metodo), ko je primerjal
plo&éino kroga s plos¢ino vértanega in oértanega mnogokotnika.
Isti nadin je uporabljal pozneje z dobrim uspehom Lah Bona-
ventura Cavalieri (okrog 1591 — 1647), pozneje tudi Angleza
Barrow in Wallis in Francoza Roberval in Fermat. Ko je nato
Se Réné Descartes (1596—1650) v svoji znameniti knjigi
wGeométrie“ (1637) dal podlago za analititno geometrijo, bili
s0 se izpolnili vsi pogoji in dovrSile vse predpriprave za infi-
nitezimalni radun. Odlodilen korak sta napravila AngleZ Isaak
Newton (1642 —1727) in pa Nemec Gottfried Wil von
Leibniz (1646 —1716). Newton je poslal svojo razpravo L. 1669.
akademiji v London, v tisk pa je prigla Sele 1. 1736. Leibniz pa
je izdelal svoj rokopis 1. 1675. in ga dal tiskati L. 1684. Vsled
tega je nastal med njima dolgotrajen znanstveni prepir za prven-
stvo. Vsekako pa je Leibnizova zasluga, da je uvedel v mate-
matiko znake za nove ratune diferencijalov in integralov in s
tem doloéil enotno pisavo in enotni matematiéni jezik. (M. Cantor,
Vorlesungen iiber Geschichte der Mathem., 4 deli 1880—1907.)

Infinitezimalni radun je odslej obvladal vso matematiéno
vedo in odkril znanosti sploh &isto nova pota. Matematiéna
veda se je razvijala odslej z neznansko hitrico. Uporabljali so
novi radun v geometriji, v fiziki in astronomiji, v moderni
tehniki i. t. d. Cela vrsta ufenjakov raznih narodov je tekmo-
vala odslej v spopolnitvi teh radunov in je dovedla na ta naéin
matematiéno vedo na tako visoko stopnjo, da se lahko ponaSa
s pridevkom najeksaktnejSe vede sploh.

Izmed domadih pisateljev matematikov se vec-
krat omenjajo:

1. Andrej Kobal (Kobavius, rojen v Cirknici 1594, umrl
v Trstu 1654). Bil je profesor matematike na jezuitskih Solah
v Ljubljani in je spisal knjigo o astronomiji.

2. Joahim KoZutnik (rojen v Beljaku 1714, umrl v
Mariboru 1789) iz reda jezuitov. Bil je profesor na akademié&ni
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gimnaziji na Dunaju, pozneje pa v Gradeu vodja zvezdarne.
Spisal je 1. 1754. knjigo , Prima elementa Arithmeticae, Algebrae,
Geometriae, Trigonometriae planae et sphaericae, Architecturae
civilis et militaris“. (Posneto iz razprave Fridol. Kau¢ita ,Zna-
meniti Slovenei®.)

3. Baron Jurij Vega (rojen Veha v Zagorici pri Mo-
ravéah 1754, utonil v Donavi 1802), profesor matematike na
vojaSki Soli na Dunaju. Vega je bil tudi slaven junak, ki se
je odlikoval v vojskah s Turki in s Francozi in je postal na-
zadnje baron in podpolkovnik. E: 1783. je izdal logaritemske in
trigonometrijske tablice na 7 decimalk, ki se dozivele 60 izdaj.
L. 1794. pa je izSel njegov veliki logaritmovnik ,Thesaurus
logarithmorum® na 10 decimalk. Za Solsko rabo je izdal svoja
predavanja o visji matematiki ,Vorlesungen iiber Mathematik"
(1786—1802).

4, Dr.Franc vitez Moénik (rojen v Cerknem na Go-
riSkem 1814, umrl 1892), profesor matematike v Lvovu in Olo-
mucu. Sluzboval je pozneje v Ljubljani kot deZelni Solski svetnik
in v Gradcu kot nadzornik. Pisal je zlasti une knjige za ljudske
in srednje Sole. Njegove knjige so doZivele mnogo izdaj ter se
Se rabijo. Prelozili so jih v slovanske in razne druge jezike
ter so bile v rabi na Avstrijskem, Ogrskem, LaSkem in Nem§kem.
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