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Vorwort

sur erften XAuflage.

Utber die Befhandlungdweife ded geometvijdyen Lehritoffed in
pen Secunddrvidyulen hevejdhen, wie aud ven gahlveich exjdpeinenden
Lehrbivdhern tiber Geometvie fiiv Gymuafien und Nealjhulen unver=
fennbar hervorgeht, fehr abweichende Anfichten.  Gin grofer Iheil
per Autoven Hilt dngftlich an die Methode, weldhe Cuflides in
feinen Glementen mit eben fo viel Scharfiinn ald Confequen; durehs
gefiihet Hat; Grfldrungen, Avionte, Lehr= und Folgefdpe, ufgaben
werden in naturgemdfer Ovdnung an einander geveiht, Hei den Lelhr=
fagen Vovaudfepung, Vehauptung und Beweisd, bei den %lfgaﬁen
Aufldfung und Beweid fharf von einander gefehicven. So fehr aud
oiefe Methode geeignet ift, den Sdyiifer an ein grindliches, folgerich-
tiged Denfen gu gewdhuen und davum beim Untervichte alle Beriick=
fisbtigung vervient; fo [aft fich aui Der andern Seite podh nidht ver=
fenmen, und die Griafrung Hat e gur Geniige Deftditiget, daf eine
foldye Dogmatije Lehrovm durdh ifre Sdyroffheit und Jrodenbeit
viel dagu beitrigt, dev Raumflehre jenen Reig 3u benehmen, dureh wel=
dhen man fich bei einer gwecEmdgigen Behandlung fo uniwviderftehlich
gu ibr Bingegogen fiihit.  Dieff veranlafite die Pdadagogen, ftatt der
Guflivifdhen Methode die fogenannte §eurifti fh-genetifdheLehrs
f:)fm eingufiifren; dabei wird nicht guerft der Lehriag cber die Wuf-
(bjung ver Aufgabe angefiifhrt, fondern man geht von andern Hereitd
eviviefenen Sdfen aud, gieht aus thnen Folgerungen, combinirt die-
Teibr? und avbeitet fo auf den Saty oder die Anflvfung hin, die der
Sibiiler dann als ein felbitgefundened Refultat in per biindigften
Sovm anfftellt, Diefe Methode, welche den Lernenden auf dem Fite-
Sf"ﬁeu’ Wege qur Fovjchung anleitet und dvamit wiffenfdaftlidy felbft=
ﬂf"blﬂ madt, weldhe, va fie die Spannung der Aufmertfamfeit fort-
wdbhrend feigert, dem Gegenftanve eigenthitmliched Leben und Jn-
tereffe verleifiet, bewdgrt fich als gang vevalglid) in der Trigonome-
frie und analytifepen Geometrie, ja fie ift dabei meiftend die allein
antendbave Methove, Dg jede Der angedeuteten zwei Methoden fo
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entichiedene Bortheile darbictet, und ¢ fiir den Lernenden nur hiochit
anregend fefn Fann, twenn ev anf mannigfaltigen Wegen zu den eiwig
wahren Gefeen ber Raumgrofen hingeflihrt wird, fo hielt idh 8 fitr
angemejfen, in dem vorliegenden Lehrbude diefen NidFjiditen die Gin-
Beit Der Methode yum Opfer 3u bringen und je nadh dev Natur ved Ge-
genjtanved bald die efne bald die andeve Behandlungdiveife anzumenden.

Was ven Stoff anbelangt, Habe ich midy innerhalb ver duvrd
ben nenen Gymnajtalplan gefteften Grengen auf die wefentlichen Leh-
rven Der Geometrie, die einerieitsd fitv dad weitere mathematifde Stu-
Diunt, anbeverfeitd fiiv die Wmvendung auf Phyfif, Medhanif und
Aitvonomie unentbehriicy find, 3u befhranfen geglanbt. W ibrigens
bie eigene und felbftfindbige Thitigeit ved Schiilerd zu fordern,
twerde teh Diefem Lefrbuche baldigit eine Sammlung von andern vidy-
tigen Lehridten und Aufgaben ur Selbftauffindung der Beweife und
NAuflofungen nacholgen lafjen.

Bezliglich dev Hegelfdhnittalinien Fonute man vielleicht Anftoh
pavan nehmen, daf diefelben an 3wei verfhicdenen Ortvn belandelt
werdben, in dber Planimetrie Dei der Lebhre von den Frummen Linien,
und in der analytijhen Geometrie. Wllein abgefehen davon, daf ed
fiir Den Schiifer fehr Hilbend ift, denjelben Gegenftand von verfdhie-
berten Seiten und mit Antwendung verfdhiedener Hilfamittel zu evfafien,
ditrfte bie von miv gewdhlte Behandlungdiveife audy nody durch eine
anbeve Nicficht gevedhtfertiget exfeheinen. Die analytifche Betradhtung
per Keqelfdinittdlinien fAllt evft in die Shlufmonate ver 3. Klajje bed
Obergymnafinms, wifrend die Bemegunugdaefesse und die Optif, weldye
beive Gegenfidnve die Kenntnify ver Haupteigenfdhaften fener Linien
jchon vovaudfessen, in den evften WMonaten diefer Klaffe vorzunehmen
jind; fitr die mathematifche Begriindbung jener Theile dev Phyfif ift
e8 dafer unerldflich, fhon in der graphifden Behandlung dev Frume
men Linten, weldpe fiir die evfte Klaffe ded Ohevgymnafinma vorge-
fdbrieben ift, die Haupteigenfhaften der Cllipfe, Hyperbel und Pa-
vabel in fo weit in Betvaditung 3u ziehen, al8 {fidy diefelben auf dem
Wege der Gonflruction ableiten lafjen.

Olmiig, am 15. Augujt 1850
Der BWerfoffer,



Vorwort

sur 3weiten Auflage.

@as fo fdmnell eingetretene Bediivfnif einer ziweiten Huflage
diefes Qelirbudied madite e8 miv nidht moglidy, die beim Grideinen
pev evften Auflage vexjprodyene Sammlung von Lehriigen und Aufe
gaben Did jebt in Drvud hevaudsugeben.  Audy glaube idhy, daF jene
@ammlung vielleicht gang entbehrlich werden Fonnte, wenn ich in
Der vorliegenden uflage am Gnde eined jeden Ubfchnitted fogleidy
auch die bavauf begiiglichen Lebridte und Aafgaben zur Selbitiibung
im Beweifen und Aufidfen beifige.  Wufer diefen Sujisen find in
vem Lehrbuche Feine wejentlichen BVerdnderungen vorgenommien wor=
bens nuv bei dev {phivijden Trigonometrie habe ich e3 fiv ndthig
evadhtet, die Fille, in denen ein fphdvijded Dreiect nidht vollfom-
men Deftimmt ift, in ndfeve Unteviudung gu ziehen.

Olmiig, am 15, Degember 1850,

Der Werfaffer.

A
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ECinleitung.

Gegenftand der Seometfrie.

(e

@ie Geometrie ift die Wiffenfhaft von den Raumgrofen, d. i
pon jenen Grofen, weldpe fich im Raume ausdebnen, ober davin ausde
gedehnt gedacht werden Fonnen,

Das Huﬁgebebntl’em fann nad) drei Hauptridtungen Statt
finben: in die €ange, in dieBreite und in die J’;wbe (Riefe, Dide).
Debut fich eine Raumgrde nur nach einer Ridhtung, in die inge aus, -
jo beift fie eine Linie; eine NRaumgrofe, welde zwei ?[usbebnunqen
bat, in die Lange und in die Vreite, nennt man eine Fldadye; eine
ERaumgroBe endlidy, weldhe fich nach a[Ien prei NRidtungen ausbdehnt,
in bie fdnge, in bdie Breite und in bie Hobe, wird ein Kovper ges
nennf, 3ur %orfteﬂung eines geomefrifchen Rotpere gelangt man, wenn
man bei einem in der WirklichFeit vorfommenden Korper nur den Raum,
den ev einnimmt, in Betrachtung siebt, alle ibrigen Cigenjdhaften aber,
als Gewidht, Havte, Farbe u. dgl. fidh bmmegbenfﬁ

Bwifden den Linien, Fldchen und .ﬁorpern gibt e3 cinen innigen
Bufammenbang. Ein Rorpet ift ndmlidh) ein nach allen Seifen Begrenstet
Raum; die Grengen eines .ﬁorpetﬁ find Flachen; die Grengen einer Fladye
find Etmen pie Grengen einer Linie beifen Puntte. CinPuntt ift feine
S‘iaumgrnﬁe weil er weber lang, noch breit, nody dic ift, weil ifm alfo
feine Ausbehnung gufommi.

Sowobl bie Linien, al8 auch die Fladhen und Korper, Fann man
fich durch eine ftetige %emegung entftanden denfen. Wenn fich ein Punft
im Raume fortbewegt, fo ift die dadurch befdyriebene Babn cine Linie.
bewegt fic) eine €inie in einer andern Ridhtung fort, al8 diejenige ift, in
weldper fie fetbft liegt, fo befdyreibt fie eine Jldches durdh die ftetige Be-
wegung einev Flache in einer andern Ridytung, als die fie felbft hat, ent:
ftebt ein Korper,

Cin geometrifcher Punft und cine geometrifdhe Linie laffen fidh nur
vorftellen, aber nidht wivklich zeichnen; die Puntie und Linien auf dem
Papiere find nicht geometrifdye Punfte und Linien, fondern nur [eidyen
betfelben.

£ dn it 1
Sk
Pan untevfcheibet gerabe und frumme Linien,
@ine Qinie, weldye in allen Punften die nimlihe Ridtung bat,

beiBt eine gevabe Cinie, ober aud blof Gerabe.
Moénik, @eometrie, 2. Uuff. 1
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Die Gerade bat bie Cigenfdaft, dap fie die Fiirgefie Qinie ift’
weldye pwifdhen gwei Punfen gesogen werden fann, Sie dient daber audy
Pagu, um den Abfand ober die Entfernung jweier Punfte von
einander angugeben.

Da es jwifchen pwei Punken nur eine einzige gerade Linie geben
fann, fo folat, dafi durch gwei Puntie fowobl die Richtung als die

Sig. 1. Ldnge einer Geraden vollfommen be-

ftimmt iff. — Umvon einem beftimmten

A =i B Puntte reden su Fnnen, fest man neben
bas Seichen bed Punfted einen Budhftas

Fig. 2. ben Din; um daber eine gevabe Linie

audgubriicten, braudyt man nuy ihre Cnd:
/\ punfte mit Buchjtaben ju bejeicdhnen und
C D biefe jufammen ju ftellen. So beifit die

Gerade gwifdyen den Punften A und B
pie Geradbe AB oder BA.

7 Sede Linde, von weldyer Fein Theil
~__ % gerabeift, beifit Frumm; wie 5. B, die
Linien CD und EF (Fig. 2, 8).

§. 3. )
Unter den Frummen Linien ift die Kreislinie die widhtiafte. Die
bat bie Cigenfdhaft, dap alle ibre Punkte von einem innerhalb derfelben
liegenden Puntte gleich weit entfernt find. Diefer Puntt heifit ber Mit-
telpuntt ober a8 Sentrum ded Kreifes.
ABCD A (Fig. 4) ftellt eine Kreidlinie
ig. 4. vor, deren Mittelpunft O ift.
figg agnit Seber Tpeil der Kreiglinie, wis AB,
2l with ein Kreidbogen (Arcus) genannt;
/ \ bie gange Kreislinie heift aud) der Umfang
i \ oder die Periferie ded Kreifes,
¢ Cine Gerade, welche vom Mittelpuntte
(7] su ivgend cinem Puntte des Umfanges gejos
gen wird, beifit ein Halbmeffer (Radius)
ped Kreifes, 3. B. A0, BO. Alle Halbmeffer
eined Kreifed find einander gleich, weil alle
Punfie des Umfanges vom Mittelpunkte die-
felbe Gnffernung baben,

Gine gerade Linie, welde von einem Punfte des Umfanges durch
pas Sentrum bis jum enfgegengefepten Punfte ded Umfanged gejogen
wird, beifit ein Durdymeffer (Diameler) ded Kreifes, wie AC. Jeder
Durdhmeffer ift doppelt {o grofi ald ein Halbmeffer; woraus folgt, dap
auch alle Durchymeffer des Kreifed cinander gleich find. i

Se grbfer der Halbmeffer, defto grdfer muf auch die Kreiglinie fein.
g@enn gwei Kreife aus demfelben Mittelpuntte mit demfelben Halbmeffer
befchricben werden, fo fallen fie volfommen fiber einander. .

Dev Umfang eines jeden Kreifed wird in 360 gleiche Bogen einge-
theilt, welhe man Grade nennt,  Auf die balbe Peviferic Fommen 180,
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und auf den vierten Theil derfelben 90 Grade. Cin Grad wird wicdet in 60
Fleineve Bogen, weldye Minuten beifen, und 1 Minute in 60 Ses
Funbden cingetheilt. Die Grade, Minuten und Sefunden werden durdy
die Seidhen ©, 4, 4 qusgedriictt; 85° 56¢ 30/ bedeutet alfo: 85 Grad
56 Minuten 30 Sefunden,

FLaden

§. 4.

Die Elachen werden in ebene und gefriimmee eingetheilt.

Gine ebene Flade, aud blof Ebene, ift eine Fldche, beiwels
der jebe Gevade, weldhe gwei Punfte der Fladje verbinbet, gang in dies
felbe bineinfdnt,

Da durch drei nicht in derfelben Geraden liegende Punfte eine ein:
sige Gbene gelegt werden fann, fo folgt, Daf durd) drei nidt in eir
ner Gevraben liegende Puntte die Ridtung einer Ehene volls
fommen beftimmt ift.

Gine Fldche, wovon Fein Theil cine Clene ift, beift eine gefriimmte
Tladye.

Jebe begrengte Flahe wird eine Figur genannt. Eine ebene Figur
ift entwedet geradlinig oder frummlinig, je nadydem fie von ges
taden ober Frummen Linien eingefdloffen wird, Die Kreisfidche ift eine
Frummlinige Fiqur.

Die nien, von bdenen cine Figuv begrenst wird, nennt man die
©@ceiten berfelben, und die Summe aller Grenglinien den Umfang.
Die Grofie ver Flache, weldhe cine Figur einfchlieht , wird der Flddens
raum ober Fladbeninbalt der Figur genannt.

I

Kot pet,

Sk

Man unterfcheidet ectige und runbe Korper.

Cin Korper heift ectig, wenn ev von lauter Chenen begrenst wird,
3. B, ein Wivfel. NRund heift ein Koérper, wenn er nidht von lauter
Chbenen, fondern entwebder blof von gefritmmten, ober theild von ebenen,
g)gcﬂlﬁ von gefriimmeen Fldchen eingefchloffen wird, 3. V. eine Kugel, eine

alge,’

Die @umme aller Grenzflachen eines Korpers nennt man deffen
Q[’Cl‘f[ﬁ he, und den von ihnen cingefhloffenen Raum ben Kdrpers
inbalt, Subifinhatt, audy fubifden Snbhalt.

Meffen der Raumgrd fen

§. 65
Cine Grdfe meffen peipt unterfucdhen, wie oft eine andere bes
fannte Grofe devfelben Avt in ihr enthalten ift.
Jede Raumgrope fann nuv durch eine gleidhartige Raumgrope
gemeffen werden, alfo eine inie nuv durd) eine Linie, eine Fldde nur
dusch eine Fidche, ein Kdrper nuv durdy einen Kbrper,
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Grofie, Form und Lage.

SR,

Die Geometrie betrachtet an den Raumgrdfen nicht nur dieGrdfes
. i. das Mafh der Ausgbebnung, fondern aud) die Form oder Geftalts
. i. bie Art, wie die eingelnen Tbeile an einander geordnet find, und
die Lage, b. i die Gripe der Cntfernungen von beFannten Punften,
Linjen oder Flachen.

Bwei Raumgrdfen fonnen gleihe Grofe haben und dody in ber
Form verfchieden fein; eben fo fonuen gwei Raumgrdfen gleide Form
und verfchiedene Grofe haben.

Raumgrdfen, welche diefelbe Grofe haben, heifen gleich; wenn
die Raumgrofen Ddiefelbe Form haben, fo Heifen fie dbnTlid; baben fie
endlidy gleiche Grofe und gleidhe Form, {o nennt man fie fongruent.

Um angugeigen, bdah jwei Grofen gleich find, wird dagwifden das
Beidhen = (aleich) gefest; die Aebnlidhfeit wird durch das Seidhen ~
(dhnlich) , und die Kongrueng durd) die BWerbindung beider Jeichen, ndm-
lich durd) =< (fongruent) ausgedriicts.

Kongruente Raumgrihen unterfcheiden fich nur durdh den Ort, an
bem fie fich befinden, und miffen, wenn fie tiber einander gelegt werden,
in allen Begrenzungen gufammenfallen, oder was dasfelbe ift, fie miiffen
fih vollfommen becen.

Cintheilung der Geometrie.

§. 8.

Die Geometrie gerfallt in jwei Haupttheile, in die Planimetrie
und die Stereometrie,

Die Planimetrvie oder ebene Geometrie handelt von jenen
NRaumgrofen, weldhe fidh in einer und derfelben Ebene darftellen laffen
dic ©tereometrie befhdftiget fih dagegen mit jenen Raumgrofen,
pie nidht in einer eingigen Cbene liegen, fondern fidh aud noch auferhalb
verfelben ausdehnen.

3n diefer Sehrift {ollen die vorylglichften Lehren dev ebenen Geome-
trie und der Stereometrie juerft nach der graphifden Methode, . i.
mit Hilfe der geometrifchen Konfirutzion entwidelt werden; diefe Methode,
weldhe die @ape durdy die Seichnung verfinnlidhet, madyt alle ihre Schliffe
aug der RKonftrufyion, und Fonftruivt dann wieber die Folgen ibhrer
@dliffe.  LWiv werben fpdter mit der Konfirufzion die Redynung verbiy-
ven, worin die trigonometrifd e Methode beftehet; und endlich die
mannigfaltigen Bejiehbungen der Raumgrden, namentlich deren Lage
burd) blofe Rechnung darsuftellen fuchen, wad den Gegenftand der anas
Iptifdhen Geometrie bildet.

— =IO



Crfter Theil.
Die Planimetrie.

Svfter Ubyhnirt.
Gerade Linien und geradlinige Figuren,
I. Ridtung nd Grofe der Geradven.

1. NRidtung der Geraden.
Parallele und nidt parallele Linien.

§. 9.

Bwei Gerade, weldhe in einer Ghene gejogen werden, paben enfroes
dev diefelbe Ridytung, ober fie weidyen in ihren Richtungen von einanbder
ab.  Bwei gerade Linien, welde in ber ndmlichen Richtung fortlaufen,

: fo daf fie iberall gleich weif von einanz
&ig. 5. Der entfernt find, Deifien parallel;
A B & . die Linten AB und CD (&ig. 5).
Dap AB mit CD parallelift, wird durd
basg dagwifchen gefete Seichen || (haralz

C P 'eD angeseigt, namlidy AB || CD.
Wenn zwei Gerave in ihren Richs
i tungen von einander abweichen, fo daf
fie fich auf einer Seite ndbern und auf der andern entfernen, fo nennt
man fie nicht pavallel, und gwar heifen fie nach der Seite hin, wo
fie fich ndpern, fonvergivend, und nad) der Seite, wo fie aus ein-
anber geben, divergivend MN und

&tg. 6. PQ (Fig.6) find nidhi pavallel, nach der

. rechfen @eite hin find fie divergirvend,
M////N' nady der linfen Fonvergivend.

‘ Bwei parallele Linien Fonnen, weil

P fie tmmer gleidh weif von einandeyr ent-

fernt bleiben, nie jufammentreffen, wenn

\ man fie aud nod {o weit verldngert; jwei

b —1q nicht pavallele Gerade aber miffen hinz

Ianglid) verldangert, in einem Punite jufommenfomuen, unbd zwar auf

Derjenigen @eite, nach welder fie Fonvergivend find, Man fagt von zwei

®eraden , welhe in einem Punfee jufommentormmen, daf fie fich in dies
fem puntte burdfdneiden.
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Wintfel

§- 10.

Die Abweidhung der Ridhtungen jweier Grraden, die in einem Punlfe
gufammentreffen, wird ein Winfel (/) genannt, Den Puntt, inwelchem
die beiden Geraden gufammenfommen, nennt man den ©cheitel obder die
Spife, und die jwei Geraden felbft die Sdhentel des Winkels,

Cin Wintel wird enfweder mit einem eingigen Budyftaben, den man
in feine Oeffnung fefit, benannt, ober mit bem Budhfiaben am Sdheitel,
ober mit drei Budftaben, indem man juerft cinen Buchftaben an dem ei-
nen @dyenfel, dann ben BVudhftaben am Sceifel, und endlid) einen
Budhftaben am anbern Schentel ausfpricht.

Sn dem nebenliegenden Iinfel

Fig 7. (Fig. 7) ift O ber ©dyeitel, OA und OB
B find die ©dyentel ; bev LWinfel heifit ent=
weder der Winfel m, oder Der Winfel O,

ober ber LWinfel AOB oder BO A.
Gin Winkel ift um fo grofer, je
mebr die Ridtungen feiner Schentel von
v einander abweichen. Um daber jwei Win-
0 A el hinfichtlich ibrer Grbhe mit einander
su vergleidhen, Denft man fich diefelben
fo fiber einander gelegf, Daf fie denfelben Scheitel und einen gemeinfdhafts
lichen Schenfel Haben, ibre andern Schentel aber auf ecinerlei Seite ded
gemeinfchaftlichen fallen; devjenige von den beiden Winfeln ift nun der
tleinere, deffen eine Schenfel jwifhen den Schenfeln ded andern LWinfels
liegt. Fallen beide Sdentel eines LWinleld mit den Schenteln cines andern
Winfeld sufammen, fo find die beiden Wintel gleich; und umgefehrt:
wennman gwei gleiche LWinFel fo fiber cinander legf, DA fie einerlei Sdeiz
tel und einen gemein{daftlichen Scenfel baben, und daf die beiden an-
bern Scdhentel auf einerlei Seite des gemeinfdaftlichen liegen, fo miiffen

audy diefe andern Schentel nothwendig jufammenfallen.

Die Ldnge der Schenfel bat auf die Grofe eined Winkeld Feinen
Ginflufi; denn wenn man audy die Schenfel verldngert oder verfirgt, fo
bebalten diefe nodh immer ihre frithern Ridhptungen, e8 bleibt alfo aud
bie Abweidhung ibrer Richtungen, . 1. der von ibnen gebildete Winfel
unverdndert.

Bwei Wintel, deten Schentel nad) devielben Seite

pin parallel Taufen, find cinander gleid. Weil namlidy je
ywei @dpentel die ndms:

8ig. 8. lidhe Ridhtung haben, fo
7 muf aud dieAbweichung
C v der Ridhtungen in beiden
Winfeln  die namliche
fein.
Sftbaber (Figur 8)
B A B D AB | DE und BC || EF,
: fo ift det / B=E,




v
Gerade, hoble, erhbabene Winfel

Bl L

ig. 9. Cin Wintel, deffen beide
A R e Sdentel feing entoegengeiepte
/1 J7 Ridtung baben, fo daf fie in
‘. 10. einer gevaben finie liegen, heifi
Fg ein geraber LWinfel. ’Sebe\:
Winkel, der Fleiner al$ ein geras
D - bev iff, witd ein hohler, und
b g jeder Winfel , der grofer als
Big 1% ein gevaber ift, ein erhabener

“w = . genannt.

H

ABC (Fig. 9) 1jt ein geras

der, DEF (Fig. 10) ein hobler,

o GHI (Fig. 11) cin erhabener
Winfel.

Redyte, {pigige, fumpfe Winfer

B 182

Am Hfteften Fommen in der Geometrie hohle Winkel vor; daber wer-
ben diefelben wieber befonders untergetheilt.

Cin Winkel , weldher die Halfte eined geraden ift, wird ein redys
ter genannt, Man bejeidnet einen rechten LWinfel gewdhnlich mit dem
Budpjtaben R, Cin Winfel, weldher Fleiner ift ald ein vedyter, beifit
ein fpigiger, und cin Winfel, weldher grofer a8 ein vedhter aber dodh
Eleiner al8 ein gevaber ift, ein

Big. 12. ffumpfer.

B LWenn (Fig. 12) der /
AOB =BOC ift, fo find AGB
und BOC redyte Sinfel. DPE
(&ig. 18)ijt ein fpiiger, EPF

ein ﬁlgipfer SWintel. .
7 en fpigigen und ben
A (/] 6‘ ftumpfen FWinfel pflegt man
(i auch mit dem gemeinfchaftlichen
i ¥ig. '18. Namen {chiefe Winkel ju be«

E geichnen,
Da alle geradben LWinkel
diefelbe Grdfe haben, fo find
D v aud ibre Halften, bdic vedhten
Pr = Winfel einander gleidh.
Nebenwintel

Nl S

Bwei Winfel, welde denfelben Scheitel und einen gemeinfhaftliz
chen Schenfel haben, und deren beide andern Schentel in einer gevaden
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Linie liegen, Deifen Nebenwinfel; 5 B, (Fig. 14) AOB und BOC,
¢ben fo DPE und EPF. ,

Fig. 14
B B\ ¢
“isa |
} \ i
| \i
4 o il D y 2 v i

Won den Nebenwinfeln gilf der Saf:

Die Gumme gweier Nebenwinfel ift gleid jwei
Rechten.

Beweis., Jepwei Nebenwintel find enfweder gleid) oder ungleidh ;
find fie gleich, fo ift jeder von ihnen ein vedhter, alfo befragen beide ju-
fammen gewip gwei Rechte; find die beidben Nebenwinfel ungleid, fo be
trdgt der flumpfe um eben fo wiel mebr, al8 einen vechten, al8 der fpiige
weniger betrdgf, fo daf {ich beide sufammen wieder genau ju gwei Rechten
evgangen.

A 8'«’.[ucl) find folgende @afe von felbft flav:

1. AlTe Winfel, welche auf derfelben Seite cinet Ge-
vraden um denfelben Scheitel herum liegen, betra:
gen gufammen gwei vechte Winfel

2, Die GQumme aller Winfel, weldhe um bdenfelben
Sdeitel ringd hbevum liegen, ift gleid) vievRedten.

8. Die Halbirungsdlinien gweier Nebenwinfel fdlie:
fen einen vedyten WinfFel ein.

S@enn eine Gerade mit ciner andern Geraden zwei gleide Neben-
winkel bildet, fo fieht fic auf ibr fenfredht, fonft {dhief. So ift BO
fenfredht auf AC, EP fcief auf DF. Daf BO und AC fenfredt ftebt, wird
fo angegeigt: BO | AC.

Eine Gerade, weldhe auf einer andern fenfrecht ftehf, bilbet mit die-
fer gwei vedyte Winkel; eine Schiefe bildet mit der andern Gevaden einen
fpitigen und einen ftumpfen TWinkel.

@deifelwintel.

§. 14,
Bwei Winfel, welche von denfelben swei geraden Linien auf entges
gengefepten @eiten ibre8 Durdpjdnittdpunttes gebildet werden, Deifien
Scheitelwinfel, wie a und ¢, oder
Fig. 15, “ b und d (Fis. 15);o : p
Da zwei gevabe Linien, welde fi
A\ //lyburd)fd)neiben, nad) ibrem Durdyfchnitte
DY e biefelben Nichtungen beibebalten, die fie
friber batten, fo muf audy ihre Abwei:
Y e dhung auf den entgegengefepten Seiten
i ~B vesDurdhfdynittdpunttes diefelbe fein,d.h.
Bwei Sdeitelwinfel find
einanbder gleid.
&3 ift bemnach a==¢ und b=d,
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Kotrefpondivende und WedhfelwinFel

§. 15.
Wenn swei Gerade AB und CD (Fig. 16) von einer dritten Geras
ven EF durdyfdhnitien werden, fo entfieben um die beiben Durdyfdhnites-
%ig. 16. puntte ferum adt Winfel, Die éIqu=
3 tel ¢, d, m, n, weldhe swifdhen den bei:

17/\ ven gefdhnittenen Geraben liegen, hei-

A a\b B fen innere; die Winfel a, b, o, p da-

o\d gegen dufere Winkfel,

Ein duBerer und ein innever Win-

fel auf der ndmliden Seite der Durd)-

U\____ fhniteslinie und an verjdhiedenen Sibei=

teln  Deifen forvefponbirvenbde

02753infe[; wie a un® m, b und n, ¢
und o, d und p.

Bwei dufere Winfel oder audh
swei innere Winkel auf den entgegengefesten Seiten der Durdidhnitis:
linie und an verfhiedenen Scheiteln werden Wecdh felwinFel genannt;
wieaund p, bund o, cund n, d und m.

Reptfdase
Sip L6
L. Wenn gwei Pavallele von einer driften Geraden
burdidnitten werden, o find

1. je gwei forvefpondivende Wintel gleid,

2. je ywei Wedfelwinfel gleid),

8. bieSumme von je gwei innern oder dufern Win-
feln, weldheaufderfelbenSeitederDurdfhnites-
linie liegen, ift gleich gwei Redyten.

: Borausfepung. 8 fei AB

- A7- [| CD (Fig. 17). Bu beweifen ift

W erfilich, Dap je pwei Forrefpondi-

rende Wintel gleidh find. — LWenn

diebeiben burchfchnittenenGevaden

A a\b B ABundCD parallel find, fomdiffen
c\d fie biefelbe Stidhtung habeu, folglich

miffen fie von dev gemeinfchaftli-

chen Durdy{chnittsliniec EF nad

derfelben @eite hin gleid) ftart ab-

C n L D) weidhen ; diefe Abmweihungen aber
" 4 bilben eben bie Torvefpondivenden

Winfel; folglich find je wei Fors

F tefpondivende LWintel gleich, alfo

a=—m, b—n, c=o0, d=p.

Fernev ift gu geigen, daf je ywei Wedfelwinfel gleich find. — E8

ift eben bewiejen worden, daf a=m ift; allein e8 ift aud) p=m, weil

diefe MWintel Scheitelwinfel find; folglicdh ift aud) a=p. Cben fo fann
gegeigt werden, Daf b=o, c=n, d=m ift.
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Endlidy Tapt fich beweifen, daf swei innere oder jwei fufere Win-
fel auf ber ndmlichen Seite der Durchfhnittdlinie jufammen swei Rechte
befragen. — Die LWinfel ¢ und a find Nebenwinkel, dabet ¢ a= 2R;
ftatt a Fann man den ibm gleichen Forvefpondivenden Winfel m fepen, wo-
durd) man evhalt: c4m=2R. Aus d1+b =2R und b=n folgt cben
fo d4-n==2R. Auf dbnliche Art Fann man jeigen, dap aud) a-o=2R
und b - p = 2R ift.

§. 17.

2, Wenn gwei Gerade von einer dritten jo gefhnitten
werden, daB die Forvefpondivenden Wintel gleidh
find, fo find fie pavallel.

@83 fei . B. a=m. Darausd folgf, dah die Seraben AB und CD von
det Durchfchnittslinie EF nady derfelben Seite hin gleich ftarf abweiden,
was nut fein fann, wenn AB und CD bdie ndmliche Richtung baben, d, b.
wenn fie pavallel {ind,

3. Wenn gweiGeradbe von einer dDritten fo gefdnitfen
werden, dah die Wedfelwinkel gleidh find, fo find
fie pavallel,
3it 3 B. a=p, {o muf wegen m=p aud) a=m fein; in diefem

Galle aber muf nach dem legterwiefenen ©afe AB || CD fein.

4, Wenn jweiGevade von einer dritten fogefdnitten
werden, baf bie Summe von gwei innern oder von
gwei dufernWinfeln auf derfelbenSeite berDurd:-
{dnittslinie gwei Redten gleidh ift, fo find die
beiden durdhf{dnittenen Gevadben pavallel,
3ft 3. B. c-}-m=2R, fo muf wegen atc=2R, audh at-c=c-}-m,

oder wenn man beiderfeits ¢ hinwegnimmt, a=m fein; findet abev diefes
©tatt, fo find, wie friber bewiefen wurdbe, AB und CD pavallel, Auf
gleiche LWeife Fann gegeigt werden, daf AB || CD fein miiffe, wenn af-o=2R
angenommen ird. §.218 ' ;

5 Wenn jwei Geradevon einer dritten fo gefdnitten
werden dafdie Summeder innetn.ﬂBinF‘et aufeme;
Secite der Durdfdnittslinie Eleiner iff ald gwei
Recdhte fofinddiebeiden dburchjchnittenen Geraden
nidht pavallel, fondern fie Fonvergivennad derjenis
gen @eite bin, auf welder dDiebeiden innern Win-
Felliegen, beven Qummetleinet ift ald gwei Redte

Vorausfegung.a-b
< 2R (&ig. L8).

Bebauptung Die®e-
taden AB und CD miifjen
nach der rvehten Seite bin
fonvergiven.

Beweis. AB und CD
Eonnen erftlich nicht pavallel
fein, weil fonft a--b=2R
fein miiBte, was derBVorauss
fegung widerfprict. Man

Fig. 18.
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pat nut nod nachzumeifen, daf AB wirklich nady der Seite B bin mit
CD tonvergivt. Weil alle innern Winfel a, b, n, APQ jufammengenom:
men 4R betragen und a b << 2R ift, fo muf APQ -4 n=> 2R fein. Denft
man fichy nun von dem Winfel APQ ecinen folden ZTheil APE bhinwegges
nommen, baf dann m 4 n= 2R witd, jo muf EP || CD fein, DieGerade
BA entfernt fich nun nady der Seite A bin von der Geraden EP, daber
bivergirt jie nach derfelben Seite hin auch mit der Geraden CD, mwelde
mitEP pavallel ift; fomit muf AB mit diefer Geraden CD nach der entgegen=
gefepten @eite, ndmlid) in der BWerldngerung ber B hinaus fonvergiren.

6. Durdh einen Punft fann ju einer Geraben nuv eine

eingige Parallele gezogen werden.

Fig. 19 @8 fei die durd) A (Fig. 19)

7 " gesogene Gerade DE || BC, fo
Fann Feine andeve durd A ge-

D \‘ A W 7 bogene Gerade, 5. B. die FG

T mit BC parallel fein. — SRan
/ T siehe von demPunte A ju der
BC eine belicbige Gerade AH,
B s Epafitg 0 fo it GAH<EAH, daber auch

: H GAH - AHC < EAH - AHC;
nun ift, da DE || BC angenommen wurde, EAH -} AHC=2R; folglid)
GAH 4 AHC << 2R, fomit fann FG mit BC nidht pavallel fein.

§. 19.

7. Wenn von zwei Pavallelen die eine auf eciner Se-
raden fenfredt fteht, fo muff aud die andere dar-
auf fenfredt fein.

$ig. 20. (6] ‘fei (&ig. 20) AB || CD unbd
. : AB_| EF; fomuf aud)CD_|_EF fein.

4, C Wegen AB || CD ift m=n, wegen

AB_| EFift m=R; daber muf aud

‘ ' n=R, ober CD_I EF fein.

8. LWenn jwei GSerade auf

il ol 9 beéfe}tbinbrittfen];e?ﬁ
) A e Ll e tedht fteben, fofind fie

& B n parvallel

&8 fei AB_L_EF und CD_I_EF, fo muf AB || CD fein.— $eil AB_|_EF, fo
iftm=R, und wegen CD_L EF auch n=R ; daber m=n, und folglich AB || CD.

Fig. 21, 9. Wenn jwei Gerade mit
G- ¢iner bdritten pavallel
\ find, fo find fie aud un-
A m B tev einander pavallel
\ G5 fei (§ig. 21) AB || EF und
s g CD | EF, fo mup oud AB || CD fein.

— 98eil AB || EF, fo ift m=o0, und
weil CD || EF, fo ift aud) n=o0; Daz
9 Z7her m=n, und folglich AB || CD.

L \ Man beweife biernoch folgenden
H

Lehriag:
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10. Wenn man auf jedben Schenkeleined Winfels eine
Senftredte erriditet, fo miffen fidh diefe in einem
Punfte fdneiden.

Meffen der Winfel.

§. 20.

lm die LWinFel ju meffen, nimmt man ivgend einen befannten Win-
fel al3 Mah an und unterfudbt, wie oft diefer ald Einbeit angenommene
Sinfel in dem gegebenen enthalfen ift. A8 CinbeitdDed Winfelmas
B e witd der neungigfie Tbeil eines vechten LWinkeld, welchen man Grad
nennt, angenommen. BVon einem Winfelgrade madht man fich am leichte:
ften eine vichtige BVorftellung, wenn man fidhy die Perifevie eined Kreifes
in ibre 360 Grade getbeilt und zu jedem Kheilungdpunfte einen Halb:
meffer gejogen denft. Dadurd) entfichen um den Mittelpuntt 360 fleine
Wintel, weldye, da fie ber einander gelegt, fich vollfommen decten, un:
ter einanver gleich find. Ein joldher LWinfel nun, der einem Bogengrabde
enffpricdit, wird aud) ein G rad und ywar ein Winfelgrad genannt,
Seber TWinfelgrad wird in 60 Minuten und jede Minute in 60 Sefunben
eingetheilt. Die Bejeichnung flir die Gradbe, Minuten und Sefunden ift
bei Den Winfeln diefelbe, wie bei ben Bogen.

Bum Meffen und Verzeichnen der Winfel bedient man fidy, wenn
Teine grofie Genauigteit erfordert wird, des Trandporfeurs.

Aus dem BVegriffe eined Winfelgrades evgeben fich folgende Sdfe :

1. €in gevader WinfFel enthalt 180°, ein hohler weni-
ger, ein erhabener mehr al8 180°

2. Cin redyfer Winfel hat 90°, ein fpifiger weniger,
ein fumpfer mehr als 90° aber weniger als 180°

3. Sejwei Nebenwinfel betragen sufammen genom:
men 180 °,

4, Die Summe aller Winfel, welde um denfelben
S deitel auf einer Seiteciner Geraden neben ein:
anber liegen, ift gleich 180°

5. Die Dumme aller Winfel, weldhe um einen Puntt
tings Herum neben einander liegen, betvdagt 360°%

2. Grife der Geraden.

& 21

Um gwei gerade Linien hinfidhtlich ibrer Grofe su vergleichen, denfe
man fidh dief2lben fo fiber einander gelegt, daf fie einen Endpunft ge-
meinfdhaftlich aben. Sobann febe man auf die andern gwei Endpunite;
fallen fie nicht ufammen, fo find die beiden Geraden ungleidh, und gwar
ift diejenige Fleiner, deren gweiter Endpunkt jwifhen den Endpuniten der
andern Geraden liegt. TWenn aber die Eudpuntte dev beiden Geraden jus
fammen fallen, fo find bdiefe Geraden cinander gleich; und umgefebre :
wenn jwei Gerade einander gleid) find, mup man fich diefelben qud fo
yorftellen Eonnen, dap ibre Enbpunkte in einander fallen.
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§. 22

Um bdie geraden Linien ju meffen, d. i um ibre Lange ju beftim=
men, nimmt man irgend eine befannte Gevade ald Maf an und untevs
fudht, wie oft diefe ald Cinbeif angenommene Linie in der gegebenen S¢-
raden enthalten ift.

AB Ginbheit ded Lintenmafesd nimmt man cinen Fuf ober
S ub anunbd theilt denfelben, um auch Fleinere Linien meffen ju fon-
nen, in 12 Soll und einen ol in 12 Linien. 6 Fup nennt man eine
Klafter. Die Klafter, Fup, [0, Linien werden folgeweife durch die
Beidhen ©, ¢4, 4, ¥ qudgedrilctt.

Hduftg werden die Lingen auch nach Met er beftimmt. Cin Me=
ter ift ber 10000000fte beil eines Meridianquadranten; er enthalt
3:16345 LWiener Fup.

Sehr grofe Entfernungen werden nach Meilen gemeffen. Cine
ofterreichifche Meile Hat 4000 Klafter.

Gine auf Papier, Holz, Glas oder Metall aufgetragene und gepid=
vig eingetbeilte LAnge wird ein Mafftab genannt.

Um cine gegebene Gerade wivflich auszumeffen, tragt man auf ibe,
je nachydem fie grofer oder Fleiner ift, eine Klafter, einen Fuf, oder einen
3ol fo oftmal auf, al8 e8 moglich ift. Bleibt nach dem Auftragen fein
Reft, {o gibt die Sabl, wie oft die Cinbeit in der Gevaben enthalten ift,
die Ldnge jener Geraben, und pwar in der Venennung der aufgefragenen
Ginbeit. Bleibt ein NMeft, fo trdgt man auf demfelben die nddhit niedri-
aeve Ginbeit auf.

II. @chldrongen und befondere Eigenfdhaften der geradlinigen
Sigueen,
1. Dasd Dreied.
§. 23.
Fig. 22. Cine von drei geraben Linien begrente

o Figur wirtd cin Dreied genannt.

; Bei jebem Dreiecte Hat man auf fed s
St e Ruckfidht su nebmen, auf drei Seiten
und auf dvei MWinkel, Jebe Seite, 3 B. AB
(&ig. 22) bat pwei anliegende Winfel A und B
und einen gegeniiber liegenden C; jeder Winkel,

4 B 3. A, wird vou jwei Seiten AB und ACein-
gefhloffen, die dritte BC liegt ibm gegentiber.
§. 24.

Bon dben Seiten eined Dreieced gilt der Dap:

3wei Seiten jufammen genommen find immetr g o=
fet alsd die drifte.

Die Rihtigkeit diefes Sanes ift leicht eingufehen, Jede Seite ndm-
lidh, 5 B. AB, ift al8 eine Gerade die Flrjefte Linie jwifchen jwei Cf-
punften A und B daher muf die Berbindbungslinie zwifdhen diefen Punt-
ten A und B, weldye von den beiden andvevrn Seiten AC und CB gebilbet
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wird, nothwendig ldnger fein, als die Gerade AB ; fomit ift ACH-BC>AB.
Eben fo folat AB 4-BC> AC und AB - AC>BC.

Aus AC 4 BC > AB folgt, wenn man beiderfeitd BC abjiebt,
AC>AB—BC; b. bh.:

Injedbem Dreiede ift eine Seite grofer, als der
Untetfdied Dev beiden andetn Seiten.

3In Hinfidyt ber Seiten werden die Dreiecte in ungleid-
feitige, gleidyfchenflige und gleidhfeitige eingetheilt,

Fig. 23. Fig. 2. Big. 25.

B )

Cin Dreiedt, worin jede Seite von jeder andern Seite verfchieden
ift, Deift ungleidhfeitig (Fig. 28); find in cinem Dreiecte jwei Sei-
ten gleid), o Deifit e g leich{chenElig (Fig. 24); find alle drei Sei-
ten gleich, fo wird bas Dreiect g leichfeitig genannt (Fig. 25).

§4105
3n Hinfidht der Wintel eines Dreieckes 1At fidh) folgender Sagp
erweifen :
Die Summe allet Wintfel eined Dreiedesd ift gleid
jwei Recdbten,
Fig. 26. Um diefes eingufehen, ziehe man
B durd) ben Punkt B (Fig.26) die DE || AC,
D o B G it dann m=a al8 Wedhjelwintel
s /b\"’ und n=c chenfalid als8 Wedyfelmwintel ;
alleinm - b -+ n = 2R, weil diefe Win=
el an ciner @eite der Geraden DE um
venfelben Sceitel B herumliegen; ba-
ber ift audh, weugﬁman ftatt m und n
, die ibnen gleichen Wintel a und ¢ fept,
4e CACy 4 Lo—1R,
Aus diefem Sape evgeben fidy febr wichtige Folgerungen:

1. LWenn in einem Dreiecte ywei Linfel befannt find, fo findet man
den dritten, wenn man die beiden LWinfel addirt und ibre Summe
von jwei Rechten ober von 180° abzieht.

2. Wenn wei Winfel cined Dreiected jwei LWinfeln cined anbern Drei-
ectes gleidh find, fo miffen audy die dritten LWinfel in beiden Drei-
ecten gleich fein,

3. St ein Winfel e¢ines Dreiectes fo grof ald die beiden andern sufam-
men genommen, fo ift ev ein rechter. .

4. Die ©umme gwcier LWinkel cined Dreiecked ift immer Fleiner al
swei Rechte; in einem Dreiecte fann daber nuy ¢in vechter, fo wie
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audh nur ein ftumpfer Wintel vorfommen ; jwei Wintel mitflen ims
mer fpigig fein.
MitRickfiht auf die Wintel werden die Dreiece in {pifs
wintlige redytwinflige und fumpfwintlige eingetheilt.
Fig. 27. Fig. 28. Fig. 29.
(44

AL Dol gt

(_E:_n D reiedt beift fp%mi_nf[ig (&ig. 27), wenn alle drei Win-
fel fpigig find; tedytwinflig (Fig. 28), menn darin ein rechter,
ftump fwinflig (Fig. 29), wenn darin ein fumpfer TWinfel vorfommt.
.__‘311 einem tedytwinfligen Dreiecte heifit die Seite BC, welche dem rechten
TWinfel gegentiber liegt, btg Dypothenufe; die beiben Seiten AB und
AC, weldhe den rechten LWinkel einfdliefen, werben die Katheten ge:
nannt. Dad fpi- und ffumpfwinflige Dreiect beseichnet man mit dem ge-
meinfdaftlichen Namen {hiefwinklige Drciece.

_ Wenn man in einem Dreiece eine Seite verldngert, fo heift der
intel, welder von diefer Werldngerung mit einer Seite gebildet wird,
enaufierer Wintel ded Dreiectes.

@ ift CBD (Fig. 30) ¢in du-

1a. Jt
“ld ferer TWintel ded Dreiedes ABC.
(/4 Seber qubere Winfel
/c\ eined Dreiedesd ift gleidh
ber ©umme Der beiden’
innern entgegengefeften
Winfel
X Denn 8 ift erfilich, weil m
A/« AT und b Nebenwinkel find, m-4-b
ST —_’B— — D —9R; fernet a+ b+ c=2R;
daber audh m-4+-b=a-}+b-}ec
ober wenn man beiderfeits den LWinkel b hinwegnimmi, m=a -} c.
Wenn man jede Seite cined Dreiecdes tber den eiz
nen @deitel pinaus verldngert, fo ift die Summe ber
badurch gebilbeten dufeven TWintel gleidy vier Redhten,
Der Beweis wird dem Fleifie ded Anfdngers dberlaffen.

§. 26.
i Aus dem Worhergehenden laffen fih nun audy folgende Sde bes
weifen :
1, Bon einem Punkte auferhalb ciner gerabden Linie
tann auf diefe nut eine ¢ingige Senkredhte herabs
gelaffen werpen,
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Fig. 31. E3 fei CD_L AB (Hig. 81), fo
Fann qud C auf die AB Feine pweite Qi-
nie, § B. CE, fenfrecht gefiihrt wer=
den. Denn im Dreieke CDE ift bet
Winfel m nad)y der Worausfegung ein
redhter, fom%t n ein fpigiger; die CE
12 ftebt alfo auf AB nidhyt fenfredyt, fon-
I R cb !
2. 3n einem Punfte einer

&ig 32 Geraben Fann auf diefe

nur eine eingige @ente
/I ) vedhteerridhtet werden.
8 fei CD_I_AB (ig. 82), fofann
in C auf bie AB nicht noch eine zweite
inie, 3. B. CE fentrecht exvichiet werden.
. Denn ber Winfel BCD ift nach ber An-
A- e B nabme ein redhter, folglich muf ECB
¢ ein fpiiger TWinfel fein. CE ftebt alfo
nicht fenfrecht auf AB.
3. Bwei {pisige oder gwei
ftumpfe Winfel, beren
©denfel auf einander
wedjelfeitig fenfredt
fteben, find einanbder
gleid.
@3 fei OM_I AB und OP_ AC
(Fig. 33), fo ift su geigen, dap der
@ Winfel A=0 fein miffe. Jn bden
Dreiedden OPR und AMR f{ind bie
Winfel m und n ald Scheitelwinfel, und die Winkel p und q ald redhte
?panber gleich ; es mitffen daber audy die dritten TWinfel O und A gleidy
ein.

Wie wird der Beweis geflihre, wenn die Winfel, deren Schentel

auf einander fenfrecht fieben, beide flumpf find ?

§Haw

Wenn man irgend eine Seite cined Dreiected aldB Grundlinie
annimmt, fo beift die Senfredte, welde von dem gegeniberliegenden
Deheitel auf die Grundlinie gefalt wird, die HOhe des Dreiectes,

SmgleidhfdhenEligen Dreiecte HeiBt immer die dritte verfchies
bene @eite die Grundlinie; die beiden andern Seiten nennt man
@ dentel und ibren Durdfdnittdpuntt den S cheitel ober die@Spitie
ped gleidhfchentligen Dreiectes.

Die Lage der HO he eines Dreiected Dangt von den Winfeln an
der Grundlinie ab.

1. ©ind beide Winfelan der Svandlinie fpisig, fomuf
die Hohe innerhalb ded Dreiected fallen.
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Sind im Dreiede ABC (Fig.

34) die Winfel A und B fpikig, fo

fteben AC und BC auf AB fchief auf,

und 8 Fann aljo die Hohe erfilich

. nidht in eine der Seiten CA ober CB

S fallen; bie Hohe fann ferner aud

' 5 nicht auferhalb des Dreiectes, 3. B.

£ i | _______AB nad) CE binfallen, weil der TWinkel

CAB nady der Worausfebung fpitia,

daber fein Nebenwinfel CAE ftumpf,

und folglich im Dreiecke ACE der Linfel AEC fpipig ift, da er dod) ein

tedyter fein miifte, wenn CE die Hohe des Dreiedes ABC fein follfe.

PWenn nun die Hohe webder in cine der Seiten AC ober BC, nodh aufer-

balb des Dreieted fallen Fann, fo muf fie innerbalb ded Diciedes ju
liegen Tommen.

2. Wenn ein Winfel an der Grundblinie ein vedter iff,
fo fame die HODe mit jener Kathete jufammen, weldhe auf der Grund=
linie fenfrecht fteht. .

3. Sft ein Winfel an der Grundlinie ein ffumpfer, {o
muf bie HObe auferhalb des Dreieckes, und jwar auf der Seite
ved ftumpfen Winkel8 Hinausfallen.

Die Veweife fiir die swei legtern Falle wird der Anfanger leicht von
felbft auffinden.

2. Dasd Bierved.

§. 28.

~ Cine wvon vier geraden Linien eingefdhloffene Figur wird ein
Wieved genannt,

Fig. 35. Die Gerade, welde swei gegentiberfiehende
Pee Punfte ded Wievected wverbindef, Deifit eine
[T~ fp Diagonale. o ift AD (Fig.35) eine Dias
| gonale e8 Wievected ABCD.
ok In Hinfidt der gegenfeitigen
/ B Cage dber Geiten werben die Wievede in
A= Trapesoide, Trapege und Parvallelos
gramme eingetheilf.
Fig. 36. Fig. 37. Fig. 38.
Z \ \. .’/{ ’,"

Gin Trapesoid iftein BViered, wovin Feine Seite mit einer an:
bern pavallel iff, wie (Fig. 36). Cin Trapey (Fig. 87) ift ein Vieved,
W oweldhem nur gwei gegeniiberfiehende Seifen parallel, die andern pwei

Mocnik, Geometrie, 2. Aufl 2
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Seiten aber nicht parallel find. Cin Parallelogramm (Fis. 38) ift
ein WiereE, worin je jwei geqentiberfiehende Seifen parallel find.

Wenn man bei einem Pavallelogramme auf die wedfelfeitige
Grofe der Seiten und Winfel Ridficht nimmt, fo iff dasdfelbe
enfweder ein Rhomboid, oder ein Rbhombusd, oder ein Rechted,
ober enblich ein Quadrat.

Fig. 39. Fig. 40. Fig. 41. Fig. 42.

A i

Cin Pavalelogtatim, in weldem wedet alle Seifen, nod alle
Winkel gleidy find, beift ein Rhomboid (Fig. 39). Ein Parallelos
gramm, in weldhem alle Seiten gleid) find, beift ein Rhombus (Fig. 40).
Cin Pavallelogramm, deffen alle WinFel gleicdh find, wird ein Recdhtedt
genannt (Fig. 41).  Cin Paralelogramm endlidh, in weldhem alle Seiten
und alle Winkel gleidh {ind, beifit ein Quadrat (Fig. 42); das Quaz
drat veveiniget demnach bdie Cigenfchaften des Rhombus und des Redht-
ected in fid.

§:224,

In Hinficht der WinFel cined BVieredes gilt ber Sap:

Die @umme aller Wintel eined Vieredes ift gleid
bier Recdhfen,

Um bdiefes einzufeben, denfe man fich in dem Wievece eine Diagos
nale gegogen; dadurd) gerfallt bad WiereE in jwei Dreiecte, und e§ be-
fragen die viev Winfel des Wievectes gerade fo viel als die Winkel der bei-
den Dreiecte jufammengenommen; die LWinfel eined Dreiectes betragen
nun gwei Redte, alfo die LWinFel beider Dreiecte vier NRedyte; mithin
ift auch die Summe aller LWinfel ded Wievectes gleich vier Redhten.

Da in jedem Parallelogramme die beiden Winkel, welde an einer
Seite Tiegen, al8 innere LWinfel zwifchen e gefhnittenen Parvallelen ju-
fammengenommen jwei Redbten gleich find; fo folat:

1. Wenn in einem Parallelogramnie ein LWinfel ein vechter ift, fo milffen
auch die andern Winfel vedhte fein; wie im Redptecte und Quadrate.
2, Jft ein Winfel ded Parallelogramms ein {dhiefer, fo find e8 audy die
anbern, und gwar find je pwei gegenliberliegende LWinfel gleich ;
wie im Rbomboid und im NRpombus. Man pfleat darum bdas

Fhomboid und den Rbhombus aud fdhiefwinflige Parallelo-

gramme ju nennen,

§. 80.

PWennt man in einem Paralelogramme ivgend eine Seite al8 S runbd-
Tinte annimmt, fo Deift bie Senfrechie, weldhe von frgend einem Punfe
der gegentiberfiebenden Seite auf diefe Grundlinie gefallt witd, die Hohe
ded Parallelogramms,
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Fig. 43. Nimmt man in dem Parallelo-

D O gtamme ABCD (Fig. 48) die Seite

- AB al8 Grundlinie an, und ift die

| ®erabe DE fenfrecht auf AB, fo ftelt
DE bie Hohe vor.

l
| In einem NRechtecte betrachtet
.L man von jwei zufammenfiofenden
A 7 — /B Seifen die cine al8 Grundlinie, und
Die andere ald Hobe.

Jm Quabdrate find die Grundlinie und die Hihe einander gleidh, und
jwar wird jede durc) eine Seite ded Quadrates vorgeftellt.

Unter der HoDhe eined Trapezes verfieht man die Senfrechte, weldpe
von einem Punfie der cinen pavallelen Seife auf die andeve parvallele
Seite gezogen wird,

Bei Trapegoiden endlich Fann von einer Srundlinie und Hohe Feine
Hede fein.

3. Dad BViclect

§. 81,

Jebe von mebreren gevaden Linien eingefdhloffene Figur witd ein
WVielecd ober ein Polygon genannt.

Cine Gerade, welde jwei nicht unmittelbar auf einander folgende
Ectpuntte Ded Polpgons verbindet, heift eine Diagonale.

Wie viel Diagonalen find in einem nfeitigen BVielecte mbglidy ?

mit RUdficht auf die Angabl der Seiten werden die
Bielecke in dreifeitige ober Dveiecke, vievfeitige oder Wierecke,
flinffeitige ober Flinfecke, w. f. w. eingetheilt.

Hinfichtlih der wedhfelfeiftigen GSrofe dber Seifen
und Wintel untericheidet man vregelmafige ober requldre, und
unregelmafiige oder ivveguldre Polygone. Cin Wiele, worin alle
@eiten und alle Winfel gleich find, heifit regular; jeded andere Vieleck
Jft trregular. DBeifpiele von vegelmdBigen Polygonen Hat man an dem
aleichfeitigen Dreiecte und am Quadrafe.

9. 32.

Die Suntme aller Winfel eined BVieledesd ift gleid
Fig. 44. fovielmal jwei Redhten als
Y pas Polygon Seiten pat,

17 S weniget vier Redyten.
Gt i TR s 1im die Richtigfeit diefes Sanes
/ [ y J eingufeben , nebme man innerbalb
A <138 f , dis bed Wielecked ivgend einen Punft
\ e K/ O (Fig. 44) an, und verbinde den=
\ /@ & felben mit allen Edpuntten bes Po-
\ Ipgons burch gerade Linien, Dadurd)

/s jerfart das Polpgon in fo wviele
34 7)) Dreiede, al8 ¢8 @eciten baf; und
T e ift bie Summe aller Wintel ded

B Polpgons gleidh ben Winfeln aller
2 *
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biefer Dreiecte, weniger den Winfeln, welde um den Punft O Herumiiegen.
DieSumme dev Winfel in allen Dreiecten betrdat fo vielmal jwei Rechte,
alg bas Polpgon Seiten Hat; die Summe der LWinfel um den Punft O herum
betrdgt vier Reéchte, DieSumme aller Winfel des Polpgons ift alfo gleich
fo vielmal ywei RNechten ald das Polngon Seiten hat, weniger vier Redyten.

Die Summe aller LWinfel

eines Flinfectes ift gleih 5 >< 2R — 4R 6R

win SedBeded 0 e >< 2R — 4R 8R 2207

v Eiebeneded , , 7 >< 2R — 4R = 10R = 900°.

Wie grop iff die Summe aller dufeven Winfel eines Wielectes, def-
fen inneve Binfel alle Hobl find ?

Daineinem veguldren BWielecte alle innern Winkel gleich find, fo fine
et man die Grofe eines foldhen Winfels, wenn man die Summe aller
Winkel durch die Anzabl devfelben dividive. o ift

180°

540°,

L0
0

der Binfel eines reguldven Dreiectes = = 60°,
" " " % Wiereckes 13_{;2: =000
. : " p Siinfecfeeitfg — 11T
- # p n  Sedydedes . = 100t

6
I fongrueny der gecadlinigen Figuren.

. Roungruen; der Dreiecks.

§. 83.

Bwei Dreiecte find Fongruent, wenn fie gleiche Form und gleiche
Grdfe Daben. Kongruente Dreiecte fonnen fid) nur durd) den Ore, an
dem fie fich befinden, von einander unterfdheiden, und miiffen daber liver
einander gelegt fich vollfommen decten. Damit diefes moglich fei, miffen
in den Dreiecten alle fechs Stiicke, namlid) alle brei Seiten und alle drei
Winfel, wechfelfeitig gleich fein. In Fongruenten Dreiecen {ind
alfo die @eiten, weldhe den gleiden Winfeln gegeniiber
liegen, einanbdev gleich, und eben fo find die Winkel,
welde Den gleichen @citen qegenitber liegen, gleid.

$Begen ded innigen Bufammenbanged zwifchen den Seiten und den
SWinfeln cines Dreiected ift e8 oft erlaubt, fchon aud der wedfelfeitigen
Gileichbeit dreier Stiicte in gwei Dreiecten auf deven Kongruen ju fhlie-
fien.  Die Fdlle, in denen biefed gefdhiedt, Deifen Kongruenzfdlle.

§. 34.

1. Songruengfall, Wenn in zwei Dreieden cine Seife
und die beiden anliegenden Winfel wedfelfeitig
gleid find, fo find die jwei Dreiecde fongruent.
Worausfetung. €8 fei (Fig. 45) dic Seite AB = DE, det

Winfel A=D, und B=E.
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Golgerung. €8 muf vpag A ABC =< DEF fein.

Beweis. Man lege das A DEF fo auf ABC, daf bdie Punfte D
und E auf die Punfte A und B fallen, was moglich iff, weil AB=DE
ift. Weil der Winfel A = D ift, muf DF langs AC fallen; eben fo
muf wegen B=E bdie Seite EF [dngs BC su liegen Fommen. TWenn aber die
Geraden DF und EF ldngs den Geraden AC und BC fallen, fo muf audd
ber Durdyichnittspunkt F der erftern auf den Durdyfchnittdpuntt C der
lestern fallen. Die beiden Dreiecte ABC und DEF becten fich atfo, fiber
cinanber gelegt, vollfommen, folglid) find fie fongruent.

Aus diefem Kongruenzfalle folgt:

a) Swei Dreiede, weldye eine Seite und ivgend pwei gleichliegende Win-
tel wed)felfeitig gleich baben, find Fongruent.

b) Bwei vechtwinflige Dreiecte {ind Fongruent, wenn fieeine Kathete und
pen anliegenden ober bden gegeniiberliegenben fpigiqen Winfel gleidh
baben.

¢) Bwei redytwinflige Drejecte find Fongruent, wenn fie die Hypothenufe
und einen anliegenden Winfel gleich Haben,

§. 85.
2. KRongruenzfalll. Wenn in gwei Dreiecden gwei Sei:
ten mit dem eingefdhloffenen Wintel wedfelfeitiyg
gleich find, fo find bie beiden Dreiede Fongruent.
Annabme. G5 fei (Fig. 46) AC=DF, BC =EF, und C=F.
Folgerung. €8 muf dad A ABC == DEF fein.
Fig. 46.
(44 £

£ \\\. ' . ,v\
AL--—————B D — f—"XE

Beweisd., Man lege das Dreiet DEF fo auf dag Dreiet ABC,
baf FD langd CA, und FE (dngs CB falle, was moglich ift, da nach der
BVorausfepung die Winfel F und C gleich find. Wegen AC = DF muf
aud) der Puntt D auf A, und wegen BC =EF der Punft E auf B, folg:
lidy die @eite DE auf AB fallen. Die jwei Dreiecte ABC und DEF find
alfo fo bGejchaffen, vap fie fber einander gelegt fich vollfommen decen,
D, D, bie beiden Dreiecke find Fongruent.
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Daraus folgi:
Bwei vedhtwinflige Dreiecte find Fongruent, wenn fie die heiden Koz
theten gleid) baben.
§. 36.

3. Kongruengfall, Wenn in jwei Dreieden jwei Sei.
fen mit bem det grofern Seite gegentberliegenden
Wintel wedfelweife gleid) find, {o find die beiden
Dreiecde Fongruent.

Fig. 47.
C ‘i
i / N
X
% 4 z
X iy | g \/56 ,
A f\ ‘B gy o mnme s —14 f 24
727 P

Borausfegung. €8 fei (Fig. 47) AC=DF, BC=EF, fetner
BC> AC, wo dann auch EF > DF fein mufi, und der Winfel A =D.

Behauptung. Die Dreiecte ABC und DEF miifjen Fongruent fein.

Beweis. Man befdhreibe aus C mit bem Halbmeffer CB den Kreis-
bogen mn, weldher die @ecite AB in B durchichneidet; mit dem Halbmeffer
FE befchreibe man eben fo au8 F ben Krei§bogen pq, weldher durch den
Punft E gebet. Legt man nun das A DEF fammt den Bogen pq fo auf
vas8 Dreiet ABC, daf die gleichen 2Binfel D und A genau in einander
fallen, fo witd der Schenfel DE [Angs8 AB, und DF ldngs AC ju liegen
Fommen. Leil AC=DF ift. fo fallt dev Puntt F auf C; dann muf aber
aud) der Bogen pq aufden Bogen mn fallen, weil beide aud demfelben Mit:
telpunfte mit den gleichen Halbmeffern FE und CB befchrieben erfdyeinen.
Wenn aber die Linien DE und pq in dieLinien AB und mn fallen, fo muf
auch der Durchfdhnitespuntt E der exftern auf den Durchidnittspunft B der
legtern ju liegen fommen; daher dectt a.id) EF die Seite CB. Die pwei
Dreiecte ABC und DEF fallen alfo gang in einander, folglich find fie fongruent.

Wenn in zwei Dreiecen zwei Seiten mit dem der fleinern
Seite gegenliberlicgenden WinTFel wedfelfeitig gleidy find, fo
ift e8 nicht erlaubt, auf die Kongrueny vev beiden Lreiecke ju fchliefen,

Fig. 45,
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ba es mbglich ift, dap die ywei Dreiecte nicht fongruent find. So Haben
die Dreiecte ABC und DEF (Fig. 48) die Seite AC =DF, BC=EF, wo
AC<BC und DF < EF ift, und den Winfel B—E, und dody find fie
nicht Fongruent, da das eine fpiswinflig, das andere frumpfwinklig ift.

§. 37. _

4. Kongruenzfalll Wenn in ywei Dreieden alle dret

Seiten wedhfelfeitig gleich find, fo find die beiden
Dreiede fongruent,

ig. 49.
o ¥ i
772 } ~ 77 -'f \\J
Ve %R
| e
| %
q vl by .2 /) 1 Yy

: %;rausfegung. @8 fei (Fig. 49) AB=DE, AC=DF, und
BVehauptung DieDreiecte ABC und DEF miiffen fongruent fein.
BVeweis. Man befdhreibe aus A mit dem Halbmeffer AC den Kreiss

bogen mn, und aus B mit dbem Halbmeffer BC den Bogen pq, fo werden

fich diefe Bogen im Punfte C {hneiden. Ferner befhreibe man auch aus D

und E begiehungsweife mit pen Halbmeffern DF und EF bie Bogen rs und

tu, welche fich in F {dhneiden. Nun lege man dasg A DEF mit feinen Kveiss

bogen fo auf dag8 A ABC, baf die Punfte D und E auf die Punite A

und B fallen, was moglidy ift, da AB= DE angenommen wurde. e»

gen AC=DF muf der Bogen rs auf den Bogen mn, und wegen BC=EF

Der Bogen tu auf den BVogen pq fallen; e8 muf demnadh audh der Durdh-

{dnittdpunft F ber Bogen rs und tu auf den Durchfchnittspuntt C der

Bogen mn und pq su liegen fommen, Fallen aber die Punfte D, E, F

auf die Punfte A, B, C, fo decten fich auch die dagwifchen liegenden

Dreiectfeiten ; folglich find die Dreiecte ABC und DEF Ffongruent.

§. 38.

Da Fongruente Dreiecte in Form und Grofe tbereinftimmen, fo
folat, dap die Stiice, aus deven Gleihheit in jwei Dreieden man auf
bie Kongruens diefer leptern fchliefen Fann, die Form und die Grofe eined
Dreiecte8 vollfommen beftimmen, Die ein Dreied vollfommen
beftimmenden Stide find alfo:

1) eine Geite mit ben beiden ihr anliegenden Ainkeln ;

2) gwei Deiten mit dem eingefdloffenen Winkel;

3) gw;i d@eiten mit dem der grofern Seite gegenitberliegenden Wintel;
endlich

4) alle drei Seiten.

Wnter Den beftimmenden Stlden eined Dreiectes muf fich immer
wenigfiens eine @eite befinben,
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2. Anwendung der vwrhergebenden Kongruensfdalle.
34
Mit Hilfe der in dem Vorhergehenden entmwictelten Kongruenyfalle
faffen fich mebreve HochiE widhtige Dafe ableifen.
2, Lebrfape von den Dryeiecken tbevbaupt,
§. 40.

1. S@enn in einem Dreiecde gwei Winfel gleidh find, {o
miffen audy die ibnen gegenibevfiehenden Sciten
einander gleid) fein.

Fig. 50. €3 fei der Winfel A=B (Fig. 50), fo

o it su beweifen, dad auch die Seiten AC und

N BC gleich fein miiffen. — Man braudyt nux

/-4@.\ U zeigen, daf die Seiten AC und BC in

7 i tongruenten Dreiecten gleichen Winfeln ge=

/ ‘ \ gentiber liegen. 3u dicfem Ende denfe man

P | \ fich von C auf AB die Senfredhte CD ge-

g L T N g jogen. Su den Dreieden ACD und BCD

o D find nun bdie Winfel A und B nady der

Borausfepuny gleich, die Winkel m und n find ald NRedyte gleich; alfo miif-

fem audh die dritten Winkel ¢ und d gleith fein. Die Dreiecte ACD und BCD

baben daber eine Seite CD gemeinfehaftlich, und die ihrv anliegenden Win-

Fel wechfelfeitig gleich ; Tolglich find fie Fongruent. In Fongruenten Dreiecten

liegen gleichen Tinteln auch gleiche Seiten gegentiber ; den gleichen Winfeln
m und n fteben die Seiten AC und BC gegeniiber, alfo ift AC=BC.

2) WennineinemDreiece jwei©eitengleid) find, fo mifs
fen aud bdie ibnen gegentiberliegenden Winkfel gleid

fein,
i Vorausfesung. E8 fei die Seite
(44 AC=BC (Fig. 51); su beweifen ift, Daf
i aud) die Winfel A und B gleidh find. —
\ SRan muf bier geigen, daf A und B in
e Fongruenten Dreiecten gleichen Seiten ge-
7' i gentiberfiehen.  Man nimmt an, daf D

. oy die Mitte der Geraden AB ift, und jieht
A— lj ~ 4% die CD. In den Dreiecten ACD und BCD
ift nun AC=BC, AD=BD und CD =
CD; baber A\ ACD ==BCD. Sn bdiefen Fongruenten Dreiecten liegen dev
gemeinfdhaftliichen Seite CD bieWinfel A und B gegentiber; alfo iff A=B.
Aus diejem Safe folgt:
a) Jucinem gleidpfdhentligen Dreiecte find die Win:
fel an der Grundlinie ecinanbder gleid,
b) 3n cinem gleidyfeitigen Dreiece find alle Win-
fel gletdh, und dabher jeder 60°.

§. 41.

8 Wenn in cinem Dreiecke jwei Winfel ungleidh find,
fo find aud die ibnen gegentibevliegenden Seiten
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ungleidy, und gwar liegt dem grofern Winkel aud

eine grofeve @eite gegentiber.

Fig. 52 E8 fei (Fig. 52) der Wintel BAC>
ABC, fo ift su eigen, dap aud) die Seite

(Al (
BC = AC fein miiffe. — Um Dbiefes ju

-

ke erweifen, fei bie Gerade AD fo gejogen,

/ ND baf ber Winkel m =B wird; ¢ miffen

/ \\ dann im Dreiecte ABD aud) die diefen LWin-
by i feln gegenitberlicgenben Seiten BD und
4;‘3"_}1-;, R, AD gleich fein. E8 iff nun im Dreiede

ACD bie @umme AD -+ CD > AC; das
ber audh BD - CD > AC, oder BC> AC

Aus diefem Sape folat:

) Im redtwinfligen Dreiece ift die Hypothenufe
grofiet alsd jede Kathete

b) Sm ffumpfwinfligen Dreiece ift Die dem ftumpfen
MWinfel gegentiberftehende Seite die grofite.

c) 3wei vedbiwinflige Dreiede find fongruent, wenn
fie bie Hypothenufe und ecine Kathete gleich baben,

4. Wenn zwei Seiten eined Dreiecdes ungleich find, fo
find aud) die ihbnen gegentdberliiegenden Winfel un-
gleich, und gmwar liegt der grofevrn Seite aud ein
groferer Winfel gegentfiber,

Fig. 53.
¢

/
/

7

@3 fei (Fig. 53) die Seite AC> BC;
fo [(aBf fich beweifen , daf aud) der Win-
fel B> A f{ein miiffe. Biirde Jemand
[Gugnen, dak B > A ift, fo miifte er
bebaupten, dap enfweder B = A, oder
b bap B << A ift. Dun fann B nidyt gleich

¢ A fein, weil pann audhy AC = BC fein
e "\‘B miifte, wad der Worausfepung AC > BC
widerfpricht ; eben fo wenig fann B << A fein, denn da wdre audy AC
<<BC, was gleichfalls gegen die Annahme ift. €8 mup baher B> A fein.
5 lUnter allen Gevaben, welde von einem Punffe zu
einer gegebenen Gevadben gejogen werden Fonnen,

ift bie @enfredhte die Flivgefte.

Jig. o4
£
f/‘. [\\\\

/ | i\\\\\
N
,f g \‘ \

7

G DE ¥

Eé fei (Fig. 54) CD 1_AB,
und CE irgend eine ju der AB
{chief ftehende Gerade. Das
Dreiect CDE ift vechtwintlig, folg=
lich bavin die Katbete CD Fiivger
als die Hypothenufe CE. Cben
fo folgt, dap CD<CF, CD<<CG,

. ift; Ddie @enfrechte CD ift
_F vemnadh) wirlich bie Flivgefte Ges
rade ywifden C und der AB.
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Da die Senfrechte die Fivgefle Gerade ift, die von einem Punfte ju
einer Geraben gegogen werden Fann, fo dient fie dagu, um die Entfer:
nung eined Punftes von einer Geraden angugeigen.

§. 42.

6. Wenn ingweiDreieden jweiSeiten wedhfelfeitig gleid,
pie von ihnen eingefdloffenen Wintel aber ungleid
find; fo find auch die dritten Seiten ungleid, und
jwat ift die dbritte Seife in jenem Dreiede grofer,
in weldem jener cingefdloffene Winfel grdfer ift.

Fig. 89,
/4 v

A

\\M P X

w7
G fei (Fig. 55) AC = DF, BC = EF, und ACB > DFE; fo ift
st beweifen, daf audy AB > DE fein miiffe. — Um den BVeweid ju
jibren, nebme man den Winfel ACG = DFE an, made CG = FE,
und ziehe AG. Die Dreiece ACG und DEF baben nun jwei Seiten mit
pem eingefchloffenen Wintel gleich, fie find daher Fongruent, und ed mif-
jen audy die britten Seiten AG und DE gleidy fein. Man braucht alfo
mitr gu geigen, daf AB > AG ift, oder dafi, wenn man die BG iebt,
im Dreiecte ABG der LWinfel AGB > ABG fein miiffe. Beil BC = EF,
und GC = EF, fo muf aud) BC = GC, und daber der Winfel CBG =
CGBEBG fein.  Nun ift offenbar der Winfel AGB grofer ald fein Theil CGB,
alfo auch grofer al8 dev mit CGB gleiche Linfel CBG, daber um fo mebr
arofer al8 ein Theil des leptern, ndmlich al8 der Winfel ABG. Wenn
aber AGB > ABG ift, fo muff aud) AB > AG, oder AB > DE fein.
7. Wenn in gwei Drveieden jwei Seiten wedfelfeifig
gleich, die dritten Seiten aber ungleid find; fo find
auch die von ben gleihen Seiten eingefdloffenen
Winfel ungleidy, und ywar ift bevjenige WinFel gro:

fer, weldher dev grofiern Seite gegenliberliegt.

O Fig. 56. Y.
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Annahme: G8 fei (Fig. 56) AC = DF, BC = EF, und AB >
DE; su beweifen ift, baf audh ACB > DFE fein muf. — et nidyt
§ugibt, daf ACB>=>DFE ift, muf bebaupten, daf entweder ACB=DFE,
ober paf ACB << DFE ift. Das erftere ift nicht moglich; denn wenn
ACB — DFE wdre, fo bdtten die Dreiecfe ABC und DEF jwei Seiten
und den von ibnen eingefchloffenen LWinfel gleich, miiften daber Fongruent
fein, und es wire aud) AB = DE, wa8 der Annahme AB > DE Wiz
derfpricht. €8 Fann aber audh nicht ACB << DFE fein; venn dann mufte
wegen AC = DF, BC = EF und ACB << DFE audy AB << DE fein,
was ebenfalls ber Worausfepung widevfireitet. Der Winfel ACB fann
alfo weber dem LWinfel DFE gleih, nody fann ex fleiner al8 DFE fein;
mithin iff ACB > DFE.

b. @dpe von ben gleihfchentligen Dreieden inss
befonbere

§. 48.

1. Wenn Gber devfelben Grundlinie gwei gleidyfdent:
lige Dureiede aufliegen, und man verbindet ihte
@deitel dDurch eine gerade inie; fo halbivt diefe
Gervade erftlidy dDie Winfel an den Sheiteln, gwei-
tend halbivt fie die gemeinfdhaftlidhe Grundlinie,
und drittens ftebt fie auf dber Grvundlinie fenfredt.

Fig. 57.

BVorausdfepung: (Fig.

57) AC=BC, AD =BD. Su
beweifen ift erftlidy, daf die Se-
vade CD bie MWinfel an C und D
Dalbivt, dap ndmlidh a=">b und
c=d ift. 3u diefemt Enbe ver:
B oleidyeman die Dreiecte ACD und
BCD; fie baben alle brei Seiten
wedhfelfeitig gleich, find demnad
fongruent; folglidy liegen darin
pen gleichen Seiten -audy gleiche
LWintel gegentiber. Den gleichen
@eiten AD und BD liegen bie

o\ Winfel a und b gegentiber, alfo
ift a==>D; eben fo muffen die
v/ Winfel ¢ und d gleidh fein, weil

fie den gleidhen Seiten AC und BC gegenitberfiehen.
 Ferner ijt gu eigen , daf die Grundlinie AB Dalbivt wird, daf ndms
li AO=BO ift. Die Dreiece ACO und BCO find Fongruent, weil fie
swei Seiten und den eingejdhloffenen IWinkel gleid) Haben; daber miiffen
aud) bie dritten Deiten gleich fein, alfo AO==BO.
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Nun ift noch su beweifen, dap
CD | AB, ober daB der 2Binfel
m=n if. Diefes folgt ausd der
Kongrueny der Dreiecte ACO und
BCO, weil davin die LWintel m und
n den gleihen Seiten AC und BC
gegentiberliegen,

Wie wird ber Beweis gefihrt,

L J2 wenn die beiden gleichfchenEligen

Drejecte ABC und ABD (3ig. 58)

auf derfelben Seite der Grundlinie AB liegen?

§. 44,

. Wenn man in einem gleich{dhentligen Dreiecde die

Witte dber Grundlinie mit dem Sdheitel durd eine
Gerade verbinbdet,
Grundlinie fenfredht, und halbivt den LWinfel am

Sdheitel
Fig. 59.

fo ftebt diefe Gevabe auf der

€8 fei (Hig. 59) AC=BC, und D
die Mitie von AB; {o ift su beweifen, dap
CD | AB, obet daf ber Winfel m=n
ift, ferner, baf ber IWinfel C halbive
witd, daf alfo p=q ift. — Die Drejecte
ACD und BCD find fongruent, weil fie
alle prei @eiten wedhfelfeitig gleich baben ;
baber miiffen die Lintel, welche den gleiz
dhen Seiten gegentiber liegen, gleich fein,
mithin m=n und p=q.

3. Die Gentredyte, welde von der Spife eines gleid-
fdentligen Dreiedes auf die Grundlinie gegogen
wird, balbivt die Grundlinie und den Winfel am

A

S dheifel
- Fig. 60.

ry

/]

—B

Worausdfepung: (Fig. 60) AC
=BC und CD | AB; ju beweifen bat
man, Daf AD =BD, und der Winfel p=q
iff. — Die Dreiecte ACD und BCD haben
jwei Seiten, und den der grofern Seite
gegentiberfiegenden LWinfel gleich, find
pemnadh fongruent; folalidy mup auch
AD =BD und p =q fein.

4. Wenn dber Winfel am Sdei:
tel eined gleicdhfchentligen

Dretedes durd) cine Gerade halbivt wird, fo balbive
diefe aud) die Grundlinie und fieht auf dvev Grund:
linie fenfredt,
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Fig. 61. G8 fei (Fig. 61) AC = BC, und

P bie Gerade CD fo gejogen, dap ber Win-
N fol p=q ift; fo [4ft fich beweifen, Ddap
AD — BD, und CD | AB obdet m=n
%V L ift. — Dic Dreiecte ACD und BCD find
fongruent, weil fie gwei Seiten und
/ I ben eingefchlofienen IWinfel wedfelfeitig
A CLLie s B oleih Daben; daher muf auch AD = BD,
D und m=n fein.
c. @dfe von den Pavallelogrammen und den pavallelen
Linien.
§. 45.

1. §n jedem Parvallelogramme find die gegentiberfie
benden @eiten einander gleid.
8 fei ABCD (Fig. 62) cin Paz
&lg. 62. vallelogramm , alfo AB || CD uno
7 —— ——— " AD || BC; ju beweifen bat man,
L Ll / bag AB=CD und AD=BC ift.
Man jiehe die Diagonale BD, fo
/ wird badburch bas Parallelogramm
y. ‘ i in pwei Fongruente Dreiecte ge-
L theilt; denn e8 ift BD=BD, m=n
AL el /3 al8 Wedhfelwinfel, und p=q eben=
falls al8 LWechfelwintel; ¢8 milffen dabher auch die den gleichen LWinteln
gegentiberftehenden Seiten gleidh fein; den gleichen Winfeln m und n lie-
gen die Seiten AB und CD gegentiber, alfo ifi AB=CD; eben fo muf
wegen p=q auch AD = BC fein.
Den bier bewiefenen Lebrfag pflegt man audh fo auszudriicten:
Pavallele ywifden Pavallelenfindbeinander gleid.
2. Wenn in cinemBVievecde die gegentiberfiehendenSei-
ten gleidh find, foift bagWicved einPavallelogramm.

Fig. 63. 8 fei (Fig. 63) AB=CD u. AD=BC,
g/ oL TR L ______fo mup AB [ CD und AD || BC, alfo
¥ €' ABCD ein Parallelogramm fein. Man

iche die Diagonale BD, fo findb bie
Dreiecte ABD und BCD fongruent,
" weil fie alle drei @eiﬂtcn wedfelfeitig
g Sog DIl p‘;’_g gleic) haben; e8 miffen daber den
§ gleihen @eiten auch gleiche Linfel
gegenuberliegen, alfo m=n und p=q fein; wenn aber die LWechfelwin-
fel m und n gleich find, fo miiffen die Geradben AD und BC parallel fein;
eben fo folgt wegen p=q auch AB || CD. Das Wievec ABCD ift dem=
nady ein Parallelogramm,

8. Wenn in einem Wievrede zwei gegentlberfiehende
@eiten gleich und pavallel find, fo if Dasd Wieved

ein Pavallelogramm,
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Wenn (Fig. 64) AB=CD und

¢ sugleidy AB || CD ift, fo mufp ABCD

bie Diagonale BD; fo ift AB=CD,
BD=BD und p=q aI3 Wechfelwin-
fel, dbaber mup A ABD = BCD, und

/’ einParallelogramm fein, — Biebt man

fomit m=n fein; aud der Gleichbeit
der Wedhfelwinfel m und n aber folgt,

daf AD || BC, und baber ABCD, weil audy AB || CD angenommen wurde,

ein Parallelogramm ijt.

4. Sn jedem Pavallelogramme Halliven fid) die beiden
Diagonalen in ibrem Durdfdnittspunitie

Eh} 65.

/)
o

A

(/4

B

auch die Seiten gleich fein,

Theile getbheilt,

Fig. 66,

€3 fei ABCD (§ig. 65) ein
Pavalelogramm, alfo AB || CD
und AD || BC, fo laft fich geigen,
pafp die Diagonalen AC und BD
im Punfte O Halbirt werden, daf
namlich AO = CO, und BO=DO
iff. — Die Dreiecte ABO und
CDO Daben ecine Seite und die

beiden anliegenden LWinkel gleich, dabet find fie Fongruent; e8 miffen alfo

! we!d)e ben gleichen TWinkeln gegeniiberliegen;
mithin AG=CO und BO=DO

§. 46.

5. Wenn ineinem Dreiecde eine Seitein mehreve gleidhe

und buveh feden Theilungspunte
eine Pavallele mif einer zweiten Seite gegogen
witd, fo witd dadurd) aud) die drifte Seite in eben
fo b:ele gleiche Theile getheilt.

E8 fei (Fig. 66) AB §. B. in vier gleiche Theile getheilt, namlidy AD =
DE=EF=FB, unb es feien durd) die Punfte D, E, F die Geraden DG, ER,
FJ parallel mit BC gesogen; fo ift su beweifen, baﬁ auch AG=GH=I—IJ=
JC fein mup. — Man denfe fich die Hilfslinien GK, HL, JM parallel mit AB

(/4

gejogen, fo ift, weil Pavallele
pwifdhen Parallelen gleich find,
GK =DE, HL=EF, JM=FB.
Da nun nady der BWoraudfeung
AD =DE =EF =FB, f{o ift auch
AD =GEK=HL=JM. DieDreiece
ADG, GKH, HLJ, JMC baben alfo
erftlich eine Seite gleich ; fie baben
liberdiep audy die diefer Seife an-
liegenden LWinfel gleich, denn a,
b, ¢, d find al8 Forvefpondirende
Winkel, und ¢, f, g, h ald Win:
fel, beren @d)en?el parallel find,
einander gleich; mithin A ADG
o= GKH =< HLJ =< JMC, unb babet
AG =GH=HJ =JC,
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d. @at von den vegelmdfigen BVielecden.
§. 47.

Wenn in einem regqularven Wielede gwei auf einans
dev folgende Winfel buvd gerade Linien Halbive find,
foift per Durdfdnittdpuntt diefer Halbivungslinien
von allen Cdpuntten ded Polypgonsd gleidhweit entfernt,
und eben fo von allen Seiten gleidhweif entfernt.

ig. 67. &8 fei ABCDEF (Tig. 67)
¢in requlared Polygon, alfo

und Z A=—B—C=D=E=F.
Sind die Winfel A und B
balbirt, fo DaB a=Db und c=d
ift, fo miffen fid), da AJ-B<<4R,
alfo b4-c<<2R ift, die Halbiz
r rungslinien AO und BO in einem
Puntte O fchneiben; und e8 ift
erftlich su beweifen, daf bdiefer
Punft O von allen Cckpuntten
bes8 Polygond gleichmweit abitebf,
bﬂfi uc'imIid) AO=B0=C0=D0
=EQ=FO fein muf. Bu diefem
4 (/4 s Gnbe braudyt man nur ju eigen,
paf die Dreiecte AOB, BOC, COD,
DOE, EOF, FOA Ffongruent unbd gleidh{chenflig find. In den Dreiecten AOB
und BOC iff AB=BC, BO==B0, c=d; daber A\ AOB=<BOC, und
fomit b=-¢c, Um die Kongruen; der Dreiecte BOC und COD nachiuweifen,
ift erfilih BC==CD und CO = CO, ¢8 braudht nur audy e=="{ ju fein,
was fich leicht evweifen (aFt; weil ndmlich b=-e und A =C iff, fo folat

A : v
aus h=§ auch c=g; wenn aber emg, fo ift aud) f= é, und

baber e =1; die Dreiecte BOC und COD find demnady Fongruent, folg-
lich audh d=g. Auf diefelbe Avt [aRt fich seigen, daf A COD =<DOE,
/A DOE == EOF, A EOF =<FO0A ift. Da ber Winfel h=c, fo ift bas A
AOB gleichjchenflig, und 8 miffen daber audy die iibrigen Dreiecte, da
fie mit AOB fongruent find, gleihfdhentlig fein. @ind aber alle biefe
Drefecte Fongruent und gleichichentlig, fo muf AO=B0=CO=DO0=EO
=_I;‘Obfein; alfo ftept O von allen Enbpunfien des Polpgons gleich-
weif ab.

_Umt gu geigen, dap O audh von allen Seiten ded Polygons gleidy-
weit abftebt, feien die Geraden OG, OH, 0J, OK, OL, OM fenfrecht auf die
Seiten ded Polpgons, fo daf fie die Entfernungen ded Punktes O von
ben Seiten De8 Polygons vorfellen. Da die Senfrechte, weldhe vom
Scheitel eines gleidfdentligen Dreieces auf die Grundlinie gefdllt wird,
bie Grundlinie halbirt, fo iff BG = 529 und BH = 1%; weil nun AB

=BC, fo ift oudy BG=BH. Sn den Dreiekn BOG und BOH ift nun




32

BG=BH, BO=BO0, c=d; alfo ift /A BOG=<BOH, und folglih OG
= OH. Auf diefelbe Avt fann man beweifen, bak OH=0J, 0J= 0K,
OK=0L, OL=0M, OM=0G ift. Der Dunft O ift alfo von allen Sei-
ten bed regularen Polpgons gleichweit entfernt.

Diefer Punft O, welder von allen Ekpunften und von allen Sei-
fen ded reguliven Polpgons gleidhweit abfteht, wird dev Mittelpuntt
ved Polpgons genannf,

Aus dem bier gefubrien Beweife folgt:

Wenn man den Mittelpunft eined regulaven Viel-
efed mit allen EEpunften durd gerade inien verbin-
pet, fo werben badurch alle Vielekwinfel balbive, unbd
Das veguldreBielec felbft jevfdlltinfovielefongruente
gleidyfdientlige Dreiede, als ¢8 Seiten haf.

3. Songrueny der Vielede.

§. 48.

Damit ywei Wielecke Fongruent fein, d. h. tiber einanber gelegt fid)
vollfommen bdecen Ednnen, fo miffen fie alle Seiten in derfelben Ordnung
gleich haben, und zwifchen gleichen Seiten audy gleiche TWinkel enthalten.

Bwei Vielede find demnach Fongruent, wenn fie alle
Seiten und alle Winfel nach der Ordnung wedfelfeitig
gleich haben.

Fig. 68.
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Die WBielecke ABCDEF und abedef (Fig. 68) find Fongruent, wenn
AB=ab, BC=h¢, CD=cd, 5 A=a, B=h, C=¢,
DE=de, EF —=¢f, FA=fa, "> D=d, E=¢, F=*{ ift.
Sn Vegug auf die Kongrueny der BWielecke find befonders die nadhs
folgenden Sate widtig.
§. 49.

1. 3wei Parallelogramme find fongrtuent, wenn fie
gwei @eiten mift dem eingefdhloffenen Winfel wed-
felfeiftig gleich haben.
€8 fei (Fig. 69) in den Parallelogrammen ABCD und EFGH bdie Seife

AB=EF, AD=EH, und der Winfel A=E, fo mup ABCD == EFGH
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Fig. 69.
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fein. Rieht man die Diagonalen BD und FH, fo wird jedes der beiden
Parallelogramme in jwei Fongruente Dreiecte getheilt, alfo A ABD=<BCD
und A EFH=<FGH. Allein die Dreiecte ABD und EFH find fongruent, tweil
fie nach Der Worausfepung jwei Seiten mit dem eingefdhloffenen LWinfel
gleidy baben ; daber miiffen aud) die Dreiecte BCD und FGH fongruent fein.
Dentt man fid aun das Parvallelogramm EFGH {o auf ABCD gelegt, daf
fih bie Fongruenten Dreiecte ABD und EFH bdecen, fo miiffen audh bdie
Dreiece BCD und FGH gufammenfallen. Die beiden Pavalelogramme
decten fich vollFommen, mithin find fie fongruent,

Aus dem bier bewiefenen Sape folgt:

a) Swei Recdhtede find Fongruent, wenu fie jwei an
einandet ftofende Seiten wedfelfeitig gleich baben.

b) Jwei Quabdrate find Fongruent, wenn fie eine
gleiche Seife baben.

¢) Cin Parvallelogramm ift dburd zwei Seiten mit
dbem von ibhnen eingefdloffenen Winfel, ein Redted
burdh swei jufammentftofende Seifen, ein Quadrat end-
lich Duvd) eine ©Seite pollfommen beftimmt.

§. 50.
2. Bwei Vielecke find fongruent, wenn fie ausd gleid
vielen, der Ordnung nad fongruenten Dteiecken
gufammengefett find.

Fig. 70.

G
\ 1 / : ot
b n
g / i Dl
V/] . I
€8 fei (Fig. 70) A ABC2<GHJ, A ACD==GJK,
ADE =< GKL, A AEF = GLM;

JAY
fo muf ABCDEF =< GHJKLM fein.
Moénik, @eometrie, 2. Auf, 8

PL T
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Wenn man fidh) dasd Polygon GHIKLM fo auf dasd Polygon ABCDER
gelegt benft, daf die Fongruenten Drefecte GHI und ABC jufammenfallen,
fo werden fich audy die Dreiecte GIK und ACD bdecen, folglich audy die
Dreiede GKL und ADE, alfo audh GLM und AEF. €8 fallen alfo die bei-
den Polpgone felbft volfommen jufammen, oder fie find Fongruent.

UmgeFehrt :

3. Wenn man in zwei fongruenten Polygonen von
gwei gleidhliegenden Punften ju den dbrigen Ec-
punften Diagonalen zieht, fo serfallen dbadburd die
beiden Polygone in Dreiede, welde der Otdnung
nad fongruent find.

8 fei das Vieleck ABCDEF = GHJKLM, alfo

AB=GH, BC=HJ, CD=JK, DE=KL, EF =LM, FA = MG;

& La@ypno BRI T e 02 Jpavip alaghss wHILDy)s o d puaty
Bieht man nun von den gleidhnamigen Puntten A und G Diagona=

len u allen fibrigen GEpunfeen der beiden Polpgone, fo ift ju beweifen,
daf die gleichliegenden Dreiecte in den beidben Polpgonen Fongruent fein
miffen. — Wegen AB=GH, BC=HJ, B=H ift erjtlich) das Dreiect ABC
=< GHJ; daber AC=GJ und a=m. Weil C=J und a=m, fo ift auch
C—a=J—m odet b=n, fernert AC=GJ, CD=JK, daher A ACD=<GJK,
und AD=GK, c=p. Auf diejelbe Weife Fann aud) die Kongrueng von
je gwei folgenden Dreiecten nadygewiefen werben.

4. Aufgaben, welde nach der KNongruenilebre anfgeldfet
werden Edunen.
§. 51,
1. €8 foll ein Winfel vergeidhnet werden, dev einem
gegebenen Winfel BAC (Fig. 71) gleidh ifi.

Fig. 71.

V| 4

: PNy S
A .7 -B v/ y7; > A

o Aufldfung. Man : befdhreibe aus A mit
einem beliebigen Halbmefey 5:;2; %noeggfe,mzeer%?é die rgd)enfef bed gege-
benen Winfels in M unb N fdyneivet ; mit demfelben Halbmeffer befdjreibe
man auch aus D einen DBogen, welcher bie Gerade DE in R durdhfchnei-
pef 5 endlidy faffe Man den YAbftand MN, und durdpfchneive damit aud R
den von D aus befhriehenen Bogen in S siebt man nun durch D und S
bie @é‘-‘gbwee?g / &f:n 13 ber IBinfel EDF — BAC. B

: ' ie RidytigFeit diefer Auflofung eingufeben, siehe Man die
Geraden MN und RS, .3 n?rg?eid)e bief‘DreiegeLMgN unsb lgRS. Da AM—DR,
AN=DS unb MN=RS, fo ifi A AMN=<DRS, unb fomit det 28infel A—p.

2. €8 foll ein Drejed bergeichnet werden, Worin eine
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SGeite mit dben beiden anliegenben Winfeln gege:
ben ift,
Fig. 72

Man ziehe eine Gevade AB (Fig. 72), weldhe dev gegebenen Seife a
gleich ift, und Fonftvuive in den Punkten A und B ywei Winfel, welde den
gegebenen Winfeln x und y gleidh find; ihre Schentel AC und BC werden
fich in einem Punkie C fchneiden, und das verlangte Dreiect ift vergeichnet.

©8 verftebt fich von felbft, daf die Aufléfung diefer Aufgabe nur
bann mbglich ift, wenn die ©umme der Winfel x und y Feiner ift a8
jwei Rechte,

8. Cin Dreied ju vevgeichnen, wenn jwei Seiten mit

Dem von ihneneingefchloffenen MWinfel gegeben find.

Fig. 73.

Man verzeidhne einen Winkel ACB (Fig. 78), weldher dem gegebe:
nen Winfel x gleid) ift, fchneide von feinen Schenlein Stiicke CA und CB
ab, weldye den gegebenen Seifen a und b gleidy find, und giehe die Gerade AB.

4. Cin Dyeied su vevgeidhnen, worin jwei Seiten mit
dem der grdfern Seite gegenliberliegenden Winkel
gegeben find,

Fig. 74
o
\ L4 i
A .
fiby / :
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& A S8
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Pan Fonfivuire einen Winfel BAC (Fig. 74), weldher dem gegebe-
nen Winfel x gleidh iff, made AC gleich der fleinern @eite b, befdhreibe
aus C mif der grofern Seife a al8 Halbmeffer einen Vogen , weldyer ben
Sdyentel AB in B burdhfhneidet, und ziehe die Gerade BC.

5. €8 foll ein Dreied fonfivuivt wevden, wenn alle
brei Geiten gegeben find,

Fig. 75.

TS A0 SEELE A// e -lﬂ

Man giebe (Fig. 75) AB =a, befdreibe aus A mit dbem Halbmef:
fer b einen Bogen, und aud B mit dem Halbmeffer ¢ ebenfalls einen Bo-
gen, weldher den fribern in cinem Punfte C durdhfchneidet; zieht man
nun die Geraden AC und BC, fo ift das verlangfe Dreject vergeichnet.

Unter weldher Bebingung ift die Auflofung diefer Aufgabe nur
moglidy ?

Befondere Falle diefer Aufgabe find:

Gin gleidhfdentliges Dreied su vergeidnen, wenn
pie Grundlinie und ein ©dentel befannt find.

Cin gleidfeitiged Dreiecd su verzeidhnen, wenn eine
@eite geaeben ift.

Fig. 76. 6. €8 follein A
If" gegeichnet werbden,
welded mit einem
doh gegebenenDureiece
R SIRR ABC (Figur 76) fon-

fj \ gruent ift
\ | . Man mache zuerft
/ \ DE=AB, befdyreibe aus

\ J

/ D und E mit den Halb:
A ——\B P e ¢ meffern AC u. BC Kreis-
bdgen, welde fih in F fdhneiden, und ziehe DF und EF, fo iff dag A
DEF =< ABC.

¢

§. 52.

7, Gin Parvallelogramm gu vevzeidhnen, wenn zwei
Seifen mit bem von ibnen eingefdhloffenen Winfel
gegeben finbd.
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Man vevgeichne (Fig. 77) einen Winfel BAC=x, fdneide von den
Schenfeln bie Stiicte AB=a und AC=D>b ab, befdyreibe aug C mit dem
Halbmefjer a einen Vogen, und dburchichneide ibn aus B mit dem Halb:
meffer b; iebt man nun die Geraden BD und CD, fo ift ABCD ein Pa:
tallelogramnt.

Bejondere Falle diefer Aufgabe:

Ginen Rbhombus su vevzeidhnen, wenn cine Seite
und ein Winkel gegeben {inbd.

Ein Redhted zu Fonfiruiven, wenn jwei Seiten be-
fannt find,

Cin Quadrat ju befdhreiben, wenn eine Seite geges
ben it

8 C8 foll ein gegebener Winktel BAC (Fig. 78) balbirt
werden. '
Fig. 78. MPMan befchreibe aus A
A einen Bogen, der die beiden
Schentel in M und N dburdy~
fdhneidef, aus biefen beiden
Punktten  befchreibe man
wieder mit einem gleidh
v grofen Halbmeffer BVogen,
‘ welche fich in D fchneiden ;
giebt man nun AD, fo wird
daburd)y der gegebene TWins
I fel Dalbivt.
N Um die NichtigPeit dies
/i C o Aufiofung einzufebhen,
v/ benfe man fid) die Geraden
| MN, DM, DN gesogen, wos
burd) tiber devfelben Grundlinie MN jwei gleihfdentlige Dreiecte Fonfivuirt
evfcheinen; die Gerade AD, weldye die beiden Scheitel verbindet, muf das
ber Den Winkel am Sdyeitel A balbiren.
9. CGine gegebene Gerade AB (Fig. 79) su balbiven.

Man befdhreibe aus den Endpunften A und B nady oben und unfen
mit demfelben Halbmeffer Kreisbogen, welde ficdh in den Punften C und
D burchfchneiden; die Gerade CD balbivt nun die gegebene Gerade im
Puntte E.

Dev BVeweid ergibt fich aus dev Betvachtung dev Figur von felbft,

_____________________________




10. Won einem Punfte A (Fig. 80) auperhalb einer Gera:
ben BC auf diefe eine @enfredite ju fallen.

Fig. 80 ~ Man befdyreibe aus

SR A einen Kreisbogen, wel-

A der die Gerade BC in

AN gwei Punfeen M und N

B N burdyfchneidet ; aus diefer

befdyreibe man wieder mit

o by vemfelben Halbmeffer et

B ML NV € Bigen, weldye fich in D

3 {chneiden; verbinbet man

S - nun A und D durch eine

: gerade Linie, fo ift diefe

. die verlangte Senfredyte.

D Die Auflofung beru-

bet auf bem Safe: wenn

fiber derfelben Grundlinie ywei gleichichentlige Dreiece aufliegen, und man

verbindet ibre Sceitel durdh cine Gevade, fo fteht diefe auf der Grund-
linie fenfrecht.

11. 8 foll in einem gegebenen Puntte A (Fig. 81) einer
®evadben BC aufj diefe ecine @enfrechte ervidtes
werden.

: a) Tiegt der geges
3‘_‘“' o bene Punft gegen die
Mitte Dder gegebenen

D
Geraben.
/’T\\ Man {hneide von
A aus ju beiden Seiten
; e gleiche Stlice AM und
| AN ab, befdreibe aus
b j[ T A "’“‘fﬁ—'—c ben Punften M und N
i ; it demfelben Halb=
meffer Bigen, weldhe fidh in D fhneiden, und giehe die AD, welche, wie
feicht su beweifen ift, auf BC fenfrecht flebt.
b) Liegt der gegebene Punft mebr gegen das Ende dev: gegebenen
Gerabden,
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ig. 82. Man bejdyreibe aud irgend
einem Puntee D (Fig. 82) mit
bem  Halbmejfjer DA einen
Kreis, welder die BC in E
fdhneidet; giebe bdie Gerade
ED, und verlangere fie bid
an die Kreislinie in Fj siebt
man AF, fo ift diefe Gerade
die gefudhte Sentredhte.
C Beweid flur die Nid:
tigfeit. 3m gleid)[d)enﬂigcgn
AED ift m=p, im gleich=
dhentligen A\ AFD eben fo n = g, baber/—l\ﬁ + n ﬁ: ,r’r,q—pq; niu ift
m-n-q-4p=2R, daber m+n=R, alfo FA | BC.

§> 3.

12. Durdy einen Punft A (Fig. 83) auferhalb ciner Ge:
taben BC mit diefer eine Parallele su giehen,
Fig. 83. Man falle von A auf
A r BC eine Sentredhte AD, er=
ridhte auf diefe in A wieber
eine @enfrechte AE, fo ift
, AE || BC.
| €8 gibt noch verfdyie
B J ~ ¢ dene andere Aufldfungen
D biefer Aufgabe, deven Auf:
finbung bem cigenen @dharffinne ves Lefers tiberlaffen wird.

13. Cine gegebene Gerade in mehreve gleiche Theile zu
theilen,

Rig. 84, o

A

€8 fei (Fig. 84) bdie gegebene Geradbe AB 5. B. in 7 gleiche Theile

gu theilen. Man gieht durd)y A eine beliebige Gerade AC, frdgt darauf

7 gleiche Tbeile auf, und verbindet den leften Theilungspuntt D mit B;

dadurdh erhdlt man ein A ABD, wovin eine Seite AD in 7 gleidhe Theile

getheilt ift; damit audy die Seite AB in 7 gleidhe beile getheilt werde,

:iir;’f man nuv durd) jeden Tbeilfungspuntt der AD mit DB eine Parvalele
en,



Fig. 85. 14. DenMittelpuntt eis
ne6I tegelmafigen
ot Bieleked su finden,
J} \l} Man balbire (Fig. 85) jwei
/ \ Bieletdwinfel A und B durd
Ai \ die Geraden AO und BO, weldye
: fidh in O fchneiden; der Punft
; 0 ift der gefuchte Mittelpuntt
Vi /) \ g Des reguldren Polygons.
o B 15. Cin Wieled u fon-
/4 "\ ftruiven, Dad mit ei-
i \ nem gegebenen Viels
Wlg L4 ete ABCDEF (Fig. 86)
/ Ne f Eongruent ift,
AY———B Man jerlege das gegebene
Bielect durdd Diagonalen in
Dreiece, befdbreibe mitfelft dex

Fig. 86.

Durdyfchnitte von Kreigbogen eben fo viefe in derfelben Ordnung liegende
Dreiecte, weldhe mit denen ded gegebenen Wielected fongruent find, Die
padurch entftehende Figur GHJKLM ift mit der gegebenen Fongruent. —
@8 ift hier nicht ndthig, die Diagonalen wirklich ju siehen ; diefelben Fon-
nen in bem gegebenen wie in dem entftebenden Wielecke blof gedacht werden.

3. Lchriige nud Aufgaben jur Selbftanfiindung der BVeweife
und Aunfléjungen.

A. Rebriase

§. 55,
1. Smbei gleichieitige Dreiecte find Fongruent, wenn fie gleidye Hoben
haben.
2. Bwei gleicdhfchentlige Dreiecte find Fongruent, wenn fie gleide Grunds
linien und gleiche Hoben baben,
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. Die aud ben Endpunffen der Grunbdlinie eines gleichfchentligen
Dreieded auf die Schenfel gefillten Senfredhten find einander

aleich.

. Wenn jwei Gevade, weldpe aus einem Punfte an eine gegebene

@erade ju beiden Seifen der Senfrechten {dhief gezogen werden,
bon der enfrechten gleich weit abftehen, fo find die beiden fdhiefen
Geraden cinander gleid.

. Bon zwei [dyiefen SGeraden, welde qus einem Punfte an eine ge-

gebene Gerade fo gesogen werden, daf fie wvon bder Senfrechten
ungleiche 2Abftdnde Haben, ift diejenige grofier, weldhe von der
@entredhten weiter abftebt.

. Wenn man in einem rechtwinfligen Dreiecte ben Sdheitel des redhs

fen LWinFeld mit der Mitte der Hypothenufe durch eine Gerabde ver-
bindet, o ift diefe der balben Hypothenufe gleich.

Cin Wiere, deffen Diagonalen ficdh balbiten, ift ein Paralelo-
gramm,

. Jn jedem Rechtecte find die Diagonalen einander gleich.
. Jeded Parallelogramm, Ddeffen Diagonalen gleichy find, ift ein

NRedytect.

Jn jedem Rbombus ftehen die Diagonalen fenfrecht auf einander.
Jebes Parallelogramnt, deffen Diagonalen fenfredht auf einanbder
fteben, ift gleichfeitig.

Sede Gerade, weldhe durch den Durchfchnittspuntt der Diagonalen
emned Parallelogramms gejogen wird, theilt diefesd in gwei fone
gruente Bierecke.

Wenn man die Halbivungspuntte der Seiten eined Rhombus durdy
getade Linien verbindbet, fo fchliefen diefe ein Rechiedt ein,

Bwei Quadrate find Fongtuent, wenn fie gleidhe Diagonalen
haben.

Bwei Trapege find Fongruent, wenn fie alle vier Seiten eingeln
gleich baben.

Bwei Wierecke find Fongruent, wenn fie drei Seiten unbd die gwifdhen
ihnen liegenden Winfel wedfelfeitig gleid) haben.

Bwei Wierecke find Fongruent, wenn fie jwei Seiten und alle Win=
Fel gleich Daben.

Bwei reguldre Polygone von gleicy viel Seiten find Fongruent,
wenn fie eine gleiche Seite haben.

Bwei Polpgone von gleich vielen Seiten find Fongtuent, twenn fie
alle gleichliegenden @eiten mit Ausnabhme der beiden lefiten , und
alle gleichliegenden FBinfel, aufier dem von den gwei leBten @eiten
eingefchlofjenen , wedyfelfeitig gleich haben.

Bwei Polygone find Fongruent, wenn fie alle @eifen, aufer dev
legten, und alle Wintel, aufer den jwei diefer listen Seite anlies
genden , wedfelfeitig gleich haben.

Bwei Polygone find fongruent, wenn fie alle Seiten und die Win-
fel aufier Den drei Teften gleidy baben,
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B. Aufgaben.

§. 56.

. Ginen rechten LWinkel in drei gleiche Theile ju theilen.
2. Auf einer Gervaden einen Punft zu finden, der von ywei gegebenen
Punften gleidweit abftebet.
3. Cin rehtwintliges Dreiedt u Fonfiruiven, wenn gegeben find:
a) die beiden Katbheten,
b) bie Hypothenufe und ecine Kathete,
c) die Hypothenufe und ein anliegender LWinkel,
d) eine Katbete und der anliegende fpitige LWinkel,
e) eine Sathete und der gegentliberliegende LWinkel.
4, Cin gleichfchentliges Dreiect gu vevjeichnen, wenn gegeben finb:
a) bie Grundlinie und ein anliegender LWinfel,
by bie Grundlinie und der LWinfel am Scheitel,
c) ein ©dyenfel und ein Winkel an der Grundlinie,
d) ein ©cbenlel und ver LWinfel am Sdyeitel,
e) die Grunblinie und die Hobe,
£) ein Sdyenfel und die Hobe,
g) bie HObe und der Winfel am Scheitel.
5. Gin gleichieitiges Dreiet ju fonfiruiren, wenn bdie Hobe dedfelben
aegeben ift.
6. Cin NRedytet ju Fonfiruiren, wenn gegeben find:
a) eine @eite und eine Diagonale,
b) eine @eite und der ibr gegenliberliegende Winfel der beiden
Diagonalen,
7. Cinen Rhombus su fonfiruiven, wenn gegeben find:
a) cine Seite und die Hobe,
b) eine @ecife und eine Diagonale.
8. Gin Parallelogramm ju verjeidhnen, wenn gegeben find:
a) gwei Seiten und eine Diagonale,
b) eine @eite und die beiben Diagonalen,
¢) bie Diagonale und der von ihnen eingefhloffene LWinfel,
d) die Grundlinie, die jweite Seite und die Hobe.
9. Cin Trapey ju Fonfiruiren, wenn gegeben find:
a) alle vier Seiten,
b) brei @eiten und ein LWinfel.

(=1

IV. Achnlidykeit der geradlinigen Siguren.
1. Geometrifdbe Berbaltnific und Proportionen.
a) Werbaltniffe

§. b7

Die Vergleidung jweier Raumgrofen, um ju feben, wie oft die
eine in der andern entbalten ift, wird ein geometrijhesd BVevbhalt-
nif genannt. Bergleiht man g B. die Gevaden AB und CD (Fig. 87),
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Fig. 87. um ju feben, wie off
A — i 2 CD in AB enthalten iff,
fo etbalt man bad BVer-

c———D baltnif AB:CD.

Rie jeded Werhaltnif, wird auch dag BVerhdaltnip yrweier Raumgrofen
burdh 3ahlen ausdgedriict.

Um dad VWerhdaltnip zweier Gevaden AB und CD in
Zahlen davsuftellen, trage man bdie Fleinere Gerade CD auf ber
groferen fo oft auf, alg ¢8 moglich iff. Bleibt nady dem mebrmaligen
Auftragen Fein Neft tibrig, fo ift die Eleinere Gerade felbft ein Maf von
Der grofern. Da nun Has Maf CD in AB 3mal, unbd in CD 1mal ents
balten ift, fo verbalten fidy die Geraben AB und CD wie 3: 1.
$ig. 88. SBave aber bie

o q gy [leinereGerade MN

", , ' (Sig. 88) in ber
L » grofiern KL nidyt
M —— V genau entbalten, fo

baf nacdhy bem Smaligen Auftragen nodh ein MNReft OL {brig bleibt, der
naturlich Fleiner ift al8 MN, fo mifte man ecine dritte Linie fuchen, weldpe
ein gemeinfdaftlides Map von KL und MN ift. Diefed gefchieht
auf folgende Avt. Nachdem man die Fleineve Gerade MN auf der grofiern
KL aufgetragen bat, unterfudht man, wie oft der Reft OL in dev Fleinern
Cinie MN entbalten ift, indbem man OL auf MN fo oft auftrdgt al8 e8
angebt; ¢8 fei OL in MN 2mal entbalten, und e8 bleibe PN al8 Jeft.
Diefer Neft wird wieder auf dem friibern Refte OL aufgetragen; ed fei
diefes 1mal moglich, mit dem Refte QL. Der Reft QL wird ferner auf PN
fo oft aufgetragen, als 8 mbglich ift; es fei QL in PN genau dmal ent=
balten, fo daf Fein MNeft fibrig bleibt. QL ift nun dag grofite gemeins
fdbaftliche Mafe jwifdhen den beiden Geraden KL und MN. Um das Sahs
lenverhdltnif ywifdyen diefen ywei gevaden Linien aufzuftellen, hat man

PN = 4QL,

OL = PN —|— QL = 5QL,

MN — 20L 4 PN = 14QL,

KL = 3MN 4 OL = 47QL.

Da alfo das Maf QL in KL 47mal, in MN 14mal entbalten ift,
fo haben die Geraden KL und MN bas Berbaltnif 47:14.

Da der nady dem Auftragen geblicbene NReft ywar Fleiner ald bder
vorbergebende HReft fein mup, demfelben fibrigens feine Gurenge vorges
fhrieben ift; fo ift es mdglich, vaf das Auftragen des jedesmaligen Ne-
fte8 auf dem vorhevgehenden Refte obne Ende fortgefest wird, und dod
immer cin Reft tbrig bleibt. In diefem Falle haben die ywei Geraden
fein gemeinfdhaftliches Maf, und e8 1aft fich ibr Verhalenif yu einander
nicht vollFomnten genau in Sahlen ausdriicken. Da jedod) darh wiederz
Doltes Auftragen dev Reft Feiner gemadht werden Fann, ais jede noch
fo fleine gegebene Rinie, fo fann man ibn endlidh af8 eine verfhwinz
bende Grof2 anfeben, und fomit gang vernachldBigen. Wird bann der
lefite qufgetvagene Reft al8 gemeinfaftliches TMap dev beiden Geras
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ben angenommen, fo erhalt man ein angendbertes Werhaltnif swifchen
denfelben.

Bwet Linien, die ein gemeinfchaftliches Maf baben, fo daf fich ibr
Berbaltnif 3u einander durch Sabhlen vollfommnen genau beftimmen 1A,
heipen foutmenfutabel fonft find fie infommenfuvabel

Da das angendberte Verbaltnif jwifdhen gwei infommenfurablen
Grofen defto genauer witd, je Eleiner man dbas Maf annimmt, fo darf
man gwei infommenfurable Grofen als jwei fommenfurable befrachten,
deren qemcml’d;afthd)es Map unendlich Flein ift. Gilt daber irgend ein
Gejeps flle je ywei fommenfurable Grofen, fo muf ed auch flir je gwei
m‘r"ommenfulab[e ©tatt finden; fo dak man bei der Ausmittlung von
Berbdltniffen zwifchen den Raumgrofen ftetd nur den Fall zu berdic:
fichtigen braudht , wo diefe Raumgrofen Fommenfurabel find.

b) Proporzionen,

§SH R
Bwei BVerbaltniffe, welche dasfelbe Sablenverhdltnih geben, find ein-
anver gleid.

Fig. 89. Die¢ BVerhaltniffe AB: CD

., bR R — 2 und EF : GH (Fig. 89) find
einander gleicdh, tweil beide

e ke bas  Sablenverbdlinif 3:2
geben. Die Sleichftellung von

E—— e I jwei gleiden geometrifhen
Werhaltniffen wird nun eine

G i S ¢ geometrifdhe Propor:

gion genannt, 3 B. AB:CD =EF: GH

Cine Proporgion, in weldher die beiben mittlern Glieder gleid) find,
beifit cine ftetige Proporgion; das mittleve Glied wird die mitt-
Tevre geometrifche Proporzionale pwifthen den beiben dupern
Gliebern, und bag vierte Glied bie dritte ftetige Proporgio:
nale gu bem erften und mitelern Glicde genannt,

Wenn gwei Arten von RaumaroBen fo von einander abbdangen, dap
ba8 Werhaltnif swifchen je ywei Grofen der einen Art gleich ift dem Werz
battniffe dev beiben jugebdrigen Grofen der andern Att, in derfelben Ord:
nung genommen; fo fagt man: die beidben Arien von Raum-
grofen fieben in gerabem Vervbhdaltniffe, oder fie find ge-
radbe proporzionive. TWenn hingegen ywei Arten von Raumgrofen
fo von einanbder abbangen, daf das Werhdltnif ywifdhen je swei Grdfen
dev einen Avt gleich ift bem Werbdliniffe ber jwei jugehdrigen Grofen det
andern Ave, aber in umgefehrier Ovdnung genommen; fo fagt man:
Die beiden Avten von NRaumgrdfen ftehen in vers
febriem Wevrhaltniffe, oder fie find verfebhrt propoviios
nivt,
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§. 59,

Rinfidilich bder Proporzionalitds
der Drejectieiten find befonders folgenbde
Dage widtig:

1. Wenn man durd) irgend
einenPuntteiner Dreied-
feife eine Parallele mit
einer andern Seite gieht,

" fo find die ©tiicke der bei-
B Den gefdnittenen Seiten
fowoDbl unter einanbder,
ald mitdengangen Seiten
geravde propotzionivt,
,,,__\_\,0 %nraué]’egung:@éfeiDEﬂ
BC (§ig. 90).
Bebauptung: € muf
AD : DB = AE : EC, ferner
AB : AD = AC : AE, und ,
AB : DB = AC : EC f{ein. A%
Bunddft ift su beweifen, daf die Proporzion AD : DB — DB : EC
Statt findet. €8 fei AM ein gemeinfdhaftliches Maf gwifhen AD und
DB, und ywar AD =mAM, DB=nAM, fo ift AD:DB=m:n. Denfs
man fid) durd) jeden Theilungdpuntt der AB eine Parallele mit BC geso=
gen, fo wird dadurd) aud) AC in lauter gleicdhe Kheile getheilf, von denen
m auf AE unp n auf EC fommen; ¢3 ift alfo AE:EC = m: n. Aus
Diefer und der frithern Proporsion folgt AD : DB = AE: EC.
Auf gang gleiche Weife 14Pt fih aucy die Richtigheit der gieiten
und dritten ber oben aufgefteliten Proporzionen nadyweifen,

2, Wenn jwei Seiten eines Dreiekesd von ciner Ge:
vaden fo gefdnitten werden, daf die Ab{dhnitte g ¢-
vade proporgionive find; o ift die {hneidende ® -
vabe mit dev dbritten Seite des Dreiedes parallel

i, 91. €8 fei (Fig. 91) AD: DB =
' AE : EC; fo ift ju beweifen, bdaf

/‘f DE || BC iff. Wenn man durdh) D

/ b mit BC eine Pavallele sieht, fo wird

A AC in gwei Tbeile getheilt, welde

J), i T fid fo verbalten wie AD iu DB;
/i
/i

e jede andere durch D gegogene Gerabe,
- \ ¥ 5 B. DF, muf die AC in einem an-
N bern Werhdltniffe theilen. Damit
/ ) alfo das Werhdltnif AE:EC gleich
BZ gy fein Ebune dem Berbdltniffe AD:DB,
* muf nothwendig DE || BC fein,

Aug dem bier bewiefenen Sape folgt:
Wenn swei Seiten einesd Dreiecdes halbive find, und
Man pevbindbet die Halbirungspuntte durd eine Ge:
Yade, fomup diefe mit dev dritten Seite pavallel fein,
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§. 60.

3. Wenn man in einem Dreiece einen Winkel halbive,
fowicd durd die @a[btruugé’ltnle pie gegentliberifie-
bende Seife in ywei Abfdhnitte getheilt, weldhe fidh
u einanber verhalfen, wie dicibnen anliegenbden

SGeiten bed Dreiedes.

; &8 fei im Dreiete ABC
g (ig. 92) der Winkel C
B durdh die Gerabe CD bals
o s el birt, alfo m==n; su be-
B A weifen ift, daf die Propors
\ 3ion AD: DB = AC : BC
‘ ' \ Statt findet. — Man ver-
3 Idngere BC und giehe durch
\P A mit DC eine Parallele,
A i 75 weldhe die Werldngerung
der BC in E {dhneidet, €8
ift nun m=p al8 Wedhfelwinfel, n=q al8 fouefpoubuenbe Bintel,
und wegen m=n aud) p=q, folglih EC=AC. SIn dem Dreiecte ABE
ift CD || EA, baber findet die Proporgion AD: DB =EC:CB Statt, wor-
aud, wenn AC ftatt EC gefest with, bie Proporzion AD:DB = AC:CB

olgf.

2. Uecbhulidhfeit der Dreiede,

§. 61.
Bwei Dreiede find abnulidh, b. i. fie haben diefelbe Form,
Fig. 93. wenn fie alle bbrei
Winfel gleich ha-
A ¥4 ben, und wenn

e pwei Seiten,
welche Den glei-
hen Winfeln ge-

B
3 \ gp geniiber  Tiegen,
g & x| in bemfelben Ber-
/ \ baltniffe gu ein-
s Dl AT o g anber fteben.

Die Dreiecte ABC und DEF (Fig. 93) find alfo abnlidh, wenn
A=D, BmE, C=F und
AB:DE = AC: DF =BC : EF ift.
Die Seifen, weldhe den gleihen Winfeln qeqenuber Itegen iherben
gl'etr.bnam:ge @eiten genannt,
In dbnlichen Dveiecken miffen alfo alle drei Win:
Fel wedyfelfeitig gleidh, und die gleichnamigen Seiten
gerave proporg:onlrt fein,
&8 jollen nun bdie Falle aufgeftelt werben, in denen man auf die
AebnlichEeit pweier Dreiece {dhlieBen darf,
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§. 62.

1. Wenn man in einem Dreiede mit einer Seite ein®
Pavallele gieht, fo ift das gegebeneﬂbreiecf mift bem
neu entffandenen Fleinen Drveiece abnlid.

Fig. 94

Es fei DE || BC (§ig. 94), fo ift
3t beweifen, dap bag A\ ABC ~ ADE.
— Die beiden Dreiecte ABC und ADE
haben evftlich gleiche Winfel, bdenn
ber dWinfel A ift in beiden Dreieden
gemeinfdhaftlicdhy, und bie LWinfel B
und C find ibren Forvefpondirenden
Winfeln m und n gleich) Nun ift noch
zu zeigen , daf audy je pwei Seiten,
Ty ¢ weldhe den gleichen TWinfeln gegeniber
Y 4 liegen, dasfelbe Werhaltnif su einan-
der haben, FWeil DE || BC ift, fo findet bie Proporzion AB: AD = AC: AE
©tatt. Sieht man EF || AB, fo muf aud) AC: AE=BC:BF, oder weil
BF =DE ift, AC:AE=BC:DE fein. DBerbindet man bdiefe Proporjion
mit der erfien, fo bat man AB: AD = AC:AE =BC:DE. Die Dreiede
ABG und ADE baben alfo gleiche SBinfel und proporgionivte Seiten, folgs
lich find fie abnlich.

§. 63.

2. Wenn in gwei Dreiecten alle drei Wintel wedfelfei-
tig gleich find, fo find die beiden Dreiecde dhnlid.
€8 fei (Fig. 95) in den Dreiecten ABC und DEF der Wintel A=D,

B—E und C=F. %Wire AB=DE, fo miifiten die beiden Dreiecte Fon-
gruent fein, was bier jebod) nicht angenommen werben foll. €8 fei alfo
AB>DE. Man {dneide von der AB ein Stiict AG=DE ab, unb giehe
GH || BC; fo ift das A ABC ~ AGH. Das letere Dreiect AGH ift nun
Fig. 05. mit DEF fongtuent; benn bie

F7 Seite AG=DE, ber Winkel

m=E, weil beide dem Linkel
B gleidh find, und der Winkel
A=D. Wenn aber dasd Dreiect

“AABC mit AGH dbnlich, und
AGH mit DEF fongruent iff,
fo muf aud A ABC ~ DEF
fein.

Aus diefem AehnlichFeits-

falle folgt:

a) 3wei Dreiede {ind dbnlidy, wenn fie gwei Wins
Fel wedyfelfeitig gleich haben; weil dann aud) die dritten Win-
Fel gleidh fein miffen.

b) wei Dreiede find dhnlich, wenn alle drei Seis
ten wedfelfeitig pavallel find oder auf einander fentf:
techt ftehen; Denn in beiden Fillen baben die Dreiecte alle drei Wins
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fel gleid), ba LWinfel, deveny@dhenkel parallel laufen, ober auf einander
fenfrecht fteben, einander gleidh find. In folchen Dreiecken find die pa-
rallelen oder auf einander fenfrechen Seiten die gleidhnamigen, daber eins
ander proporzionitf.

4

§. 64.

8. Wenn in gwei Dreiecden ein Winfel gegenfeifig
gleidh ift, und die ibn einfdlicfenden Seiten das-
felbe Werhaltnif su einander baben, {o find die bei:
dben Dreiecde ahnlich.

: 8 fei (Fig. 96) A=D

Big. 96. und AB:DE:%C:DF. Man

A /] made AG = DE, und jiehe
PN GH || BC, fo ift A ABC~AGH.
bt #ADRE Man braudyt nur nody ju jei-

/ h i v Gent, dafi Da8 A AGH == DEF
G/ s 1 Ay ‘_ﬂ_\” ift. "2Aus der Aehnlichbeit der
/ \\ Dreiecte ABC und AGH folgt
AB: AG = AC: AH. Diefe und

Z \ . die in der Worausfebung auf-

B c geftellte Proporzion Dhaben die

evften drei Glieder gleich, alfo miffen fie auch das vievie Glied gleich ha=

ben; folglih AH=DF. 2Beil nun die zwei Dreiecte AGH und DEF pwei

Seiten und den eingefdhloffenen LinTel gleich haben, fo find fie fongruent.

Das Dreiet ABC, welched mit AGH abnlidy ift, muf daber audy mit DEF

abnlidy fein.

§. 65.

4, Wenn gwei Dreiede jwei Seiten wedfelfeitig pros
porgionivt, und den dev grofern von dDiefen Seiten
gegentiiberliegenden Winfel gleich Dhaben, o find
fie apnlid.

Fig. 97. €8 fei (Fig. 97) AB: DE

; = AC:DF, AC>AB, DF>

DE, und B=E. Madyt man

AG=DE, unb 3iebt GH || BC,

fo ift da8 Dreiet ABC ~

, AGH, und dbaber AB:AG =

i & o AC: AH, Bergleidht man diefe

Proporgion mit der in Dber

Vorausfegung enthaltenen, fo

23 C fiebt man, dafs in beiden die

evften drei Glieber gleih find; e8 muffen alfo auch die vievten Glieder

gleih fein, ndmlih AH=DF. Die Dreiecte AGH und DEF baben nun

gei Seiten und den dev grofiern Seite gegentliberliegenden Linfel gleidh,

mithin find fie fongruent. €8 ift alfo A\ ABC ~ AGH, A\ AGH=<DEF;
fomit audy A ABC ~ DEF,
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§. 66.
5. Wenn in jwei Dreiecten alle dreiSeifen wedfelfei-
tig propovgionivt find, fo find die beiden Dreiede
apnlid.

ig. 98 ©8 fei (Fig. 98)
A D AB : DE — AC : DF,
)/\ K und AB : DE = BC : EF.
" g Man madye AG=DE, und giebe

- 3 /. %
G/——*-—&‘(I F——+—>FTGH || BC, fo ift a8 A\ ABC~AGH;
3 daber AB : AG = AC : AH,

a3 und AB : AG = BC : GH.
»n ______\g Sn ber dritten und erfien dev hier
. porfommenden Proporzionen find
Die brei erfien Gilieder gleich, alfo muf darin auch das vievte Glied gleich
fein, ndmlich) AH=DF; eben fo baben die vierte und sweite Proporzion
b'C.EI @Iiﬂeber gleich, alfo muB in denfelben audy das vievte Glied gleidh
fein, namlid) GH = EF. Die beiden Dreiece AGH und DEF Daben alfo
alle brei Seiten gleich, folglich find fie fongruent. LWeil nun das Dreiect
ABC wit AGH abnlid) ift, fo muf e8 audh mit dem Dreiecte DEF dhns
Tich fein,
: §. 67.
. Aus den hiev entwickelten AehnlichFeitsfallen laffen fich folgende ebr:
fage ableiten:
1.3n dbnlichen Dreiecken verbalten fic) die Hohen fo
wie die Grundlinien.

Fig. 99.

/]

™
b | \
: R E:_/__L_ RN
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€8 fei (Fig. 99) das A ABC ~ DEF, und man nehme BC und
EF al8 die Grunblinien, AG und DH al8 bie Hiben der beiden Dreiecte
ans gu beweifen bat man, daf AG:DH=BC:EF if. — Die Dreiecte
ABG und DEH baben swei Winfel wedyfelfeitig gleich, find daber dbnlidh;
mithin findet die Proporsion AG: DH = AB : DE Statf, Weil nach
ber Annapme A ABC ~ DEF, fo ift audh BC: EF = AB: DE. 2Aus
den beiden Proporgionen folgt nun AG : DH = BC : EF.

2 MWenn man in einem redtwinfligen Dreiede vom
@deitel ded vedyten Winfels cine Senfredhte auf
bie Hypothenufe fa101¢; fo ift a) jedes der Dadburd
entfebenden Fleinen Dreiede mit dem gegebenen
ghnlicy, daber die Fleinen Dreiece audy unter einan-

Moénik, @eometvie. 2. Uufl. 4
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ber dhnlid) find; b) jede Raitheteifi biemittlere geos
metrifde Proporgionale gwifden der gangen Hy:
pothenufe, und pem jener Kathete anliegenden Ab-
fdhnitte der Hypothenufe; c) die Senfredte ift die
mittletre geometrifdye Proporgionale ywifdhen den
beiden Abcdhnitfen der Hypothenufe

Fig. 100.

@8 fei (Fig. 100) der TWinfel
BAC ein redyter, unb AD | BC.
a) 3n den Dreiecten BCA
' und ABD ift ber Hinfel B=B,
BAC=ADB =R, ¢8 ift baher
BAL st \\g auch ber dritte Winkel C=m,

i/ 3 und da8 A BCA ~ ABD, —
Die Drejecte BCA b ACD haben den Winkel bei C gemeinfehafelich, die
infel BAC und ADC find als vedhte gleich, daber audh B=n, und
/\ BCA ~ ACD. — enn aber A\ BCA ~ ABD, und A BCA ~ ACD
ift, fo mup auch A ABD ~ ACD fein.

by TWeil A BCA ~ ABD ijt, fo folgt BC : AB = AB : BD,
und weil /A BCA ~ ACD, fo ift audy BC : AC = AC : CD,

¢) TWegen A ABD ~ ACD ift BD : AD = AD: DE. ~

Aus dem pweiten Theile Ded bier bewiefernen Lebriages (At fid) ecin
febr merfwiirdiger Sap ableiten, der wegen feiner Wichtigkeit weiter un-
ten noch auf eine anberve Avt bewiefen werden foll.

Nimmt man irgend cine Langeneinheit an, und findet man, nadh-
dem die Katheten des vecdhtwinfligen Dreiectes, die Hupothenufe und deven
Ab{dhnitte damit gemefien wurden, AB=a, AC=Db, BC=c, BD=p,
DC=q; fo ergibf {ich aus den unter b) aufgeftellten Proporzionen

cia=a:p, C:b=Dbig
daber cp = a? cq = b2
Addive man diefe lesten Gleichungen, fo erhalt man
¢p - cq = a®* | b2
Ulein e ift cp F cq = c(p+ @) = ¢. ¢ = c?; daber
c? = a? - b?%;
D. b. in jedbem vedhtwinfligen Dreiece ift Das Quadrvat
der Hypofhenufe gleidh) dber Summe ausd den Duadraten
betr beiben Kathefen.

Diefer Sap beift nady feinem Crfinder Pythagoras ber Py-
thagordifche Cebtfas.

Mit Hilfe diefes Sapes Fann man, wenn ywei Seifen eined red-
ft{ninﬂigen Dreieces befannt find, durch blofe Rednung die dritte Seife

nben.

Wenn die beiden Katbeten befannt find, fo exhebt man jebe Kathete
gum Qnadrate, adbirt die Quadrate, bdiefe Summe gibt das Quadrat
der Hppothenufe; um daber die Hypothenufe felbft yu erpalten, darf man
nur qus jener Summe die Quadrafwurgel ausgiehen.

@8 fei 3. B, die ecine Kathete 2407, die andeve 44, wie grof ift

die Hypothenufe ?
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240* = 57600
14? = 1936

Hppothenufe = \ /59536 = 2444,

Wentt die Hypothenufe und eine Katbete beFannt find, fo erhebe
man beide jum Quabdrate, jiehe vom Quadrate der Hypothenufe dag Qua-
brat der Kathefe ab, der Neft gibt das Quadbrat der andern nod unbe-
fannten Kathefe; will man diefe Kathete felbft finden, fo darf man nur
aus jenem Nefte die Quadratwurgel audziehen,

1) @8 fei 3 B. die Hypothenufe 1177, die eine Kathefe 45/ ; wie
arof ift die sweite Kathefe?

1177 = 13689
45% = 2025 ’
pie pweite Katheie = \ /11664 = 108/,
'ﬁ 2) Man fuche die Hobe h eines gleidhfeitigen Dreiectes, deffen Seite
S 1.

i v LN,
L V 8 3 5 W8t
F. WUchnlichEeit der Wielecke.
§. 68.
Zwei BVielede find dbnlidh, wenn ibre Winfel nady der
Ordnung aleich, und bdie gleidhliegenden Seiten gerade proporzionitt find.

Fig. 104.
VA ¥ 5 M
/4
a .
. K

54 /4 o

¥/
Wenn (Fig. 101) der Winfel A=G, B=H, C=1,
=R E=L, F=M, und

AB : GH =BC: H] = CD ; JK = DE : KL = EF : LM =— FA : MG
ift, fo ift ABCDEF ~ GHJKLM. :
Bwei regelmapige Bielece von gleidh viel Seiten find einanbder dbn=
lidh, "Daraus folat, daf fich in rvegelmdpigen Bielecken von gleidy viel
@eiten dieltmfange fo ju einander verbalten wie jwei gleichliegende Seiten.
§. 69.
Bwei Vielede, weldye aus gleidh vielen der Otd:
nung nady dpnlicdhen Dreiecken jufammengefest find, find

Abnlid.
4’!‘
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€8 fei (Fig. 102) das8 A ABC~FGH, A\ ACD~FHJ, A\ ADE~FJK
Nach diefer Worausfepung find je jwei gleid)liegende Dreiectwintel gleid)
und je ywei gleichliegende Seiten haben dasfelbe Verhaltnif su einander. —
8 ift guerft su beweifen, baf aud) je gwei gleichliegende WieleckSwinfel
einanber gleidh find. Daf B = G, E = K ift, liegt fdhon in der Ans
napme; wegen m=1t, n =u, o=viffaud m+n-4o0 =1t
u -+ vober A =F; eben fo folgt p 4+ q = w - x odert C=H, und
r+s=1y- z obet D=J. Nun ift nod su eigen, daf bie
gleichliegenden Bielecksfeiten proporzionivt find, Mach der Annabme ift
AB : FG = BC : GH; ferner find die Werbdltniffe BC:GH und CD : HJ
einander gleich, weil fie beide einem dritten Werbaltniffe AC:FH gleich
find; eben fo folgt aus CD:HJ=AD:FJ und DE:JK = AD:FJ auch
CD:HJ=DE:JK; endlich it nach der Borausfetung DE : JK = EA : KF.
Man bat baher AB:FG=BC:GH=CD:HJ=DE:JK =EA:KF. Die
beiden Wielece ABCDE und FGHIK baben alfo in der Ordnung gleiche
Winfel und proporzionivte Seiten; fie find demnady dbnlich.

Umgefehrt 1aBt fidy beweifen :

' Wenn man in zwei dbnlidhen Polpgonen von zwei
gleidhliegenden Punften juden fibrigen Ckpunften Dia-
gonalen ziehf, fo gerfallen Dadurch die beiden Polpgone
in Dreiede, welde der Ordnung nadh dbnlidh find.

4. Mufgaben, weldhe nadh der Wehnlichfeitslebre aufgeldjet
werden Edunen.
§. 70.
1. €8 foll eine Gerabde mitfelft Transdverfalen in meh-
veve gleiche Theile getheilt werben.
Fig. 103.
¥/ K ef y/4

i s 7
Vi Y

By
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§
N

N =N
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€8 fei 3. B. die Gerade AB (Fig. 103) in 20 gleidye Theile ju theilen.

Man gerlege 20 in zwei Fafforen 4 und 5, theile die Gevade AB
in pier gleidye Theile, in den Endpunfien A und B ervichte man Sent:
techte, trage bavauf 5 gleiche Theile auf, verbinde die leften Fheilungs:
punfte C und D durd) eine Gerade, welde der AB gleid) fein muf, und
theile audy diefelbe in 4 gleiche bheile. Jieht man fodann durdy jeden
Kheilungspuntt der AC eine Pavallele mit AB, und verbindet den Punft
C mit E, Hmit F, Jmit G, K mit B, fo ift die Aufgabe geldft.

TWegen der AehnlichFeit ber Dreiecte CLM und CAE hat man ndmlich
LM : AE = CL: CA, aber CL = $ CA, alfo auch LM = L AE; nun
ift AE ber vierte Theil von AB, fomit muf LM ber jwangigfte Xbeil von
AB fein, alfo LM = 5 AB. Cben fo folgt, baf NO = 2 AB, PQ=
35 AB, B8 =&%AB, . .. NT == 2 AB, . .. PU=28AB, .~ . ift.

Die Geraden CE, HF, JG, KB beiflen Trangverfalen.

€8 ift von felbft einleudhfend, baf die TDheilung einer SGeradben in
meDreve gleiche Theile mittelft Trandverfalen nur dann Statt finden fann,
wenn fic) die Sahl der verlangten Theile in el FaFtoren jerlegen IdBt.
Der eine Faftor geigt an, in wie viel gleidye Theile die Gerade unmittelbar
gu theilen ift, oder wie viele Trandverfalen man 3u ziehen Hat; und der
anbefre Sattor, wie viele gleiche Theile man auf den Senkrechten aufjuiras
gen bat.

Die Theilung einer Gevaden mittelft Trandverfalen wird insbefon-
Dere bei Der Konfirufsion von verjiingten Mapftdben angewendet. Unter
einem vevjlingten Mafftabe verfieht man ndmlich einen Mafiftab,
auf weldyem die-in dev WirflichFeit tblichen Mafe famme ibren Unter-
abtbeilungen nacy einem Deftimmten Werbdltniffe verfleinert aufgetras
gen find.

§. 7L
2. Cinen taufenbtheiligen Mapftab su verfertigen.
Fig. 104
T 100 2oo 200 Vi v
i 4 ;i
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Man trage (Fig. 101) auf einer Geraden AX 10 gleidhe Theile auf
beven jeder 100 Cinbeiten vorftellen foll, fo daf auf die gange Linie 1000
Cinpeiten fommen. Ju den Endpuntten erridhte man jwei Senfredhte,
trage davauf wieder 10 beliebig grope jedod gleidhe Theile auf, und ziehe
durd) die Cnbdpunfte eine Gerade, weldhe ebenfalls in 10 gleiche Theile ges
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theilt wird. Sodann giehe man durch die gegenitberfiehenden Theilungs-
punfte gerade Linien, welde alle entweder auf AX fenfredht fieben oder
mit AX parallel find. Um nun einen Theil AC wicder in 10 gleiche Theile
su theilen, darf man nuy in ivgend einer Abtheilung eine Diagonale DE
sieben; wegen der AehnlichFeit der Dreiecte D ab und DEF muf das Wey-
baltnif ab: EF dem BVerhaltniffe Db:DF gleich fein; nun ift Db der 10fe
Zheil von DF, alfo muf auch ab der 10te Ibeil von EF ober von AC
fein; eben fo enthdlt cd 2 foldhe Theile, ef 3 Tpeile u. f. w, Diefe Theile
werden nun fowobl auf AC al8 Bo aufgetvagen. Enbdlich giebt man durch
o und G, {o wie dburch je zwei folgende Theilungspuntte Transdverfalen,
und fchreibt an die Theilungdpuntte die Sablen fo hin, wie man fie in
Dev Figur fieht.

Die Gerade AC entbalt nun 100 foldhe Theile, von denen auf die
gange unteve finie 1000 Fommen; CG ift der 10fe Theil von AC, enthalt
vemnady 10 folche Theile; k1 endlich ift wegen dev Aebnlicheit der Dreiecte
okl und oGC der 10te Theil von GC, und enthalt fomit einen folchen Theil,
wie deven aufdie gange Gevade 1000 fommen, 12 enthalt 2 folche Xheile u. . w.

Cin folder Transverfal-Mafftad dient fowohl dagu, um
eine auf dem Papier yerzeihnete Gevade su meffen, ald audh, um eine
Linie von beftimmeter Linge auf dem Papiere aufzutragen.

Um eine gegebene gevabe Linie ju meffen, fajje man diefelbe mit dem
Sivkel ab, fege dann die beiden Jivfelfpifien anf eine und diefelbe Pavallel-
linie bes Mapftabes, und ywar auf diefenige, wo die eine Spifie in eine
Senfredte, die andeve in eine Transverfale hineinfalt; die Sentredhte
gibt fodann die Hunderter, die Trandverfale die Sehner, bdie Parvallele
vie Cinbeiten der gemeffenen Linie an. LWenn §. B. die eine Jivfelfpife in
die @enfrechte 400, und die anbere genau in 0 eintrifft, fo ift die Lange
ver Qinie 400; wiirbe die jweite irfelfpise auf 60 fallen, fo bhatte fie
460 Theile; wiirde fie zwifchen 60 und 70 fallen, fo mifite man mit dem
Rirfel fo weit bevabriicten, bid die jweite Opige genau auf eine Trandver-
fale trifft, wabrend die evfte Spipe auf devfelben Pavalelen in ber Sent-
vedhten 400 fteht; wave diefe Pavallele mit 3 bejeichnet, fo enthdlf die
gemeffene Geradbe 463 Kheile,

Um umgefebrt von dem Mafiftabe cine gegebene Lange, 3 B. 300
absufaffen, fege man die eine Sirfel{pise in 300, die andeve in 0 ein; um
320 abjufaffen, fese man die eine Sivfelfpite in 300, die andere in 20
ein; um 327 absutragen, fude man die durdh 7 gehende Pavallele auf,
fepe auf berfelben bie eine Spige in die Senfredhte 800, die anbere in
bie Trandverfale 20,

3. 8 foll ein verjlingter Mafftab vevgeichnet werden,
auf weldem 1 880ll a Klafter vorviiellt, und von
pem man nodh b Klafter abtragen fann,

Man unterfuche, der wievielte Theil von a die abjulefende Grofe

b ift, indem man a durch b dividitt, fobann jerlege man % in ywei Fok

toren m und n, theile einen S0l in m Theile, und trage auf ben_@_ienf.-
vechten n Theile auf. Das weitere Verfabren ift dasfelbe, wie bei jedem
Krangverfal = Mapitabe,
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ollte man § B. von einem verjingten NMapfiabe , wo 1 3ol 10
Klafter vorftellt, nody Fup ablefen, fo miifte man, da bier a = 10,

b=1 alfo l‘): 10 >< 6 ift, einen 30l in 10 gleiche Theile theilen,

6/
und quf den Senkrechten 6 Theile auffragen.
S 72
4. Gine gegebene Gevadbe nacdh einem beftimmeen BVers
baltniffe gu theilen,
&3 fei 3. B. bie

sl . Gerade AB (Fig.

: 105) in brei Theiz

Te 3u theilen, wel-

dye fich) gu einan=

der verbalfen, wie
i (/2 B 22376, :

Man jiehe durch A eine willflirliche Gerade AX, trage darauf von

A 6i8 C 2 gleiche Kheile, von C bid8 D 3 eben folche Theile, von D bis8 E

6 Theile, und giehe EB. Sieht man nun CF || DG || EB, fo ift AF:FG :

GB=2:3:6.
5. 3u dbrei Geraden die vievie Proporgionale jufinden.

Fig. 108
@ E 0
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Man Fonftruive einen willfirlichen Winfel ABC (Fig. 106) , madye
AD=a, DE=Dh, AF=c, giche DF, und damit parvallel die EG, fo
it FG die vierte Proporgionale gu a, b, c. € ift ndmlich, wegen DF || EG,
AD:DE=AF:FG, oder a:b=c:FG.

Um gu den Linien a und b die driffe ftetige Proporzionale
gu finden, darf man nur b=c, und fomit DE = AF macdhen,

6. 3wifden swei Geraden die mittlere geometrifde

Proporgionale ju findben,

Fig. 107,
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Man trage (Fig. 107) auf einer Gevaden AB—=a, BC=1h auf,
und ervidhte in B eine Senfredfe.

€s bandelt fid) nun darum, in diefer Denfrechten einen foldhen
Punft D auszumitteln, daf das Dreiet ADC bei D vechtwinlig werbe,
weil dann die @enfredyte DB die mittlere Proporjionale jwifhen den beis
ben Abfchnitten AB und BC der Hypothenufe fein muf.  Um jenen Punft
D ju finben, balbive man AC in O und befdreibe aud O mit dem Halb-
meffer AO == OC einen Bogen; der Durdhfchnite diefes BVogens mit der
frither exvichteten @enfrechten ift der gefudhte Punkt D; denn e8 ift m=a
+ C=2a, n=b-+A=2h alfo m-4-n=2(a-}h) folglih a4-b=

‘“':", nun iff m-4-n=2R, fomit a4-b=R; der Winfel ADC ift alfo

ein rechfer. Jft aber dag A ADC bei D vechtwinffig, und DB fenfrecht

auf dbie Hypothenufe AC, fo muf AB:BD =BD:BC, oder a:BD=BD:b

fein. Die BD ift alfo die gefuchte mittlere Proporgionale ywifdhen a und b.

S

7. Cin Dreied su vervzeidhnen, welded mit dbem Drei:

ecte ABC (Fig. 108) abulidh ift, und dbeffen Seiten zu

pen ©eiten bed andern Dreiedes ein beftimmies
Werhaltnif haben.

Fig. 108.

/\ s

o T ey 2 e

€8 fei m:n das Werhaltnih swifhen den Seifen ded gegebenen und
denen ded verlangten Dreiectes. Man fuche ju m, n, AB die vierte Pro-
porgionale; fie fet DE. 3n ben Cndpunften diefer Geraden DE Fonfiruire-
man gwei Winfel , weldye den Winteln A und B gleich find; ibre Sehen:
tel fchneiden fih in F, unbd e8 ift DEF das verlangte Dreiec,

8. Cin Wieled ju Fonftruiven, dad mit dem WVielede
ABCDE (Fig. 109) abnlich ift, und deffen ©eiten ju den
Geiten des gegebenen Vielekes cin beftimmtes Vers
baltnip paben. Fig. 109.
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@ollen fih bie Seiten ded gegebenen Wielecked ju denen Ded vers

langten wie m:n verhalten, fo jucdhe man ju m, n, AB die vierte Propor=
sionale; diefe fei FG. @odann zerlege man das gegebene Wieled durdh
Diagonalen in Dreiece, befhreibe tiber FG cin dem Dreiecte ABC dbnliches
Dreiect FGH, fiber der Seite FH ein dem Dreiece ACD dbnliched Dreiect

FHJ,

und {iber FJ da8 Dreiect FIK, weldes mit ADE abnlich ift. Das

Bieleck FGHIK befteht nun aus Dreiecten, weldhe der Ordnung nad) mit den
Dretecten ded Wielected ABCDE dbnlich find, alfo iff FGKJK ~ ABCDE.

3. Lehridte nunud Unfgaben jur Selbftaunfiindung der Biweife

10.

1§

12.

und AnfiSfungen.
A. ebriase.
S Rras

. Redytwintlige Dreiecte find abnlich, wenn fie einen fpisigen Winfel

gleich haben.
Gleidchentlige Dreiecte find abnlich, wenn fie den LWinfel am
Sdyeitel, oder auch den LWinfel an der Grundlinie-gleid) haben.

. Wenn zwei pavallele Gevadbe von mehreven ausd cinem Punfte gejo-

genen Gevaven gefthnitten werden, fo find die Abfdhnitte der Pa-
rallelen swifchen jenen Geraden proporzionivt.

. Wenn in einem Dreiecte durd) den Seheitel eines Wintels eine Ges

rade gu dev gegentiberliegenden eite fo geogen wird, dap fid) bie
Abfchnitte diefer Seite wie die ibnen anliegenden Dreieceifen vey-
balten, fo wird der TWinkel durdh jene Gerade halbive

. Wenn gwei dhnliche Dreiecte {o geftelt werben, daf ihre gleichlie-

genden Seiten pavallel find, und man gieht durch die gleichliegenbden
Punkte gerade Linien, fo mitffen fidh diefe in einem und demfelben
Puntte fchneiden.

. Die Diagonalen eined rapeged fdyneiden fid) fo, daf ihre Abfdynitte

einander propovionivt find,

. LWenn man in zwei Dreiecten, weldye diefelbe Grundlinie haben, und

swifdhen denfelben Pavallelen legen, mit der Grundlinic eine Pa
rallele zieht, fo find die Sticke diefer Parallelen, weldye in die beiz
den Dreiecte fallen, einander gleid).

. 3n ahnlicdhen Figuren verbalten fich die Umfange fo wie die gleichs

liegenden @eiten, ober aud) wie die gleidliegenden Diagonalen.

. 3n abnlichen Dreiecten werden die Grundlinien von den Hoben proz

povgionivt gefchnitten.

3n jedem vedhtwinfligen Dreiecfe verbalten fidh die Quabdrate der
Katbeten fo su einanber, wie die ihnen anliegenden Abjchnitte der
Hypothenufe.

Das Quadrat der Hypothenufe verbalt fid jum Quadrate ciner
Kathete, wie die Hypothenufe su dem diefer Katbete anliegenden
Abfchnitte der Hupothenufe.

fenn gwei vechtwinklige Dreiecke dbnlich {ind, fo ift das Produft
ihrer Hypotbenujen gleich der Summe aud den Produften der gleich=
liegenden Katheten,
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B. Aufgaben.
§. 75.

1. Gine Geradbe ju verzeidhnen, welde 2 einer gegebenen Geraden
betragt. =

2, Gine Gerade in jwei Theile ju theilen, welde fih zu einander vet:
balten, wie gwei gegebene Gerade.

3. Gine Gerade fo in zwei Theile su theilen, dap eine andere gegebene
Gerade die mittleve Proporgionale swifdhen beiden Fheilen ift.

4. Jn einem fpigigen Winfel ein Rechtect eingufchreiben, deffen Seiten
ein gegebenes WVerhaltnif gu einander haben.

5. Durch einen gegebenen Punft pwifhen den Schenteln eined Win-
fFe[8 eine Gerade fo zu zichen, daf die dadurd) an den Schenkeln
abgefchnittenen Stiicke ein gegebenes BVerhdltnif su einander haben.

6. Durd einen ywifchen den Schenfeln eines LWinteld gegebenen Punfe
eine Gerabe fo su zieben, dap fie in diefem Punfte nach einem ge-
gebenen Berbaltniffe getheilt wird,

V. Sadeninhalt der geradlinigen Fignren.
1. Gleidhbeit der Fldchen.

Lebrfdafe.
§. 76.
1. B3wei Pavallelogramme, welche diefelbe Grunbdli-
nie und gleiche Hobe haben, find einander gleid.
- Wegen dev gleichen Hohe der Parallelogramme mirffen erfilich bdie
per gemeinfchaftlichen Srundlinie gegenubelftebenben Seiten in einer ge:
raben Linie liegen. Jm Beweife find dann drei Falle ju unterfcheiven.

a) Wenn die der Grunbdlinie gegentberftebenden
Seiten ein @t gemeinfdhaftlich baben, wie in den Parvals
lelogrammen ABCD und ABEF (Fig. 110). Die Dreiecte ADF und BCE

Fig. 110. m‘b fﬁiégruent; beur(t}Bg“s l{? AD = BC,
=BE, <<DAF = . Gugf man nun
F (44 E ju jedem Ddiefer gleichen Dreiecte nody vas

Trapes ABCF bingu, fo mup aucdh A DFA
-+ ABCF = A\ BCE - ABCF, ober ABCD
= ABEF f{ein,

bh) Wenn bdie der Grundlinie
gegentiberliegenden Seifen nuv

einen Punti gemexnfd)afttid; baben, wie in den Paralelo-
gramnien ABCD und ABEC (Fig. 111).

Es it das A ACD =< BEG,
und wenn man zu jedem bdiefer
Dreiecte noch dad A ABC addirt,
audy A ACD 4 ABC= A BEC+
ABC, obet ABCD = ABEC.

c) Wenn die bev Grund-
linie gegentiberftebenden
Seiten feinen Punft ges
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meinfdaftlid Haben, wie in den Pavalelogrammen ABCD und

ABEF (&ig. 112).
Gs ift bas A ADF == BCE.

P L Nimme man von jedem diefer

D A7 4leiden Dreiecte dbas A CFG
\ \ binweg, fo miffen audy die Refte
NG gleih fein, alfo das Rrapes

¥4 ADCG = BEFG, und, wenn man

su jedem biefer Xrapese das A

il b, ABG abbitt, find audy die Sum=

A — B men, ndmlid bdie Parallelo-

gramme ABCD und ABEF gleid).

Uus dem eben bewiefenen Sage folgt:

Jeded Pavallelogramm ift einem Redtede gleidh,
welcdhes mit demfelben eine gleiche Srundlinieund Hohe
bat.

Su.

2, Gin Dreied ift Die Halfte eines Parallelogrammes,

weldes mit ibm gleidhe Grundlinie und Hobe bat.
Flg. 113. Betrachtet man dasg A ABC
e il minidiyy (Big. 113), und gieht durch die
Puntte A und C mit den gegen:
liberftehenben Seiten parallele
Linien, welde fid in D {dhnei-
den; {o entftebt ein Parallelo-
gramm ABCD, bas mift dem
Dreiecte ABC gleidye Grundlinie
und Hobe hat. Diefes Parallelogramm befteht nun aus den swei Fongruenten
Dreieden ABC und CDA; folglidy ift das Dreiect ABC wirflich die HAlfte
eines Pavallelogramms ABCD, das mit ihm gleiche Grundlinie und Hbe bat.
8. Jebed Trapegift cinem Dyeiecke gleich, deffen Grund-
linie die Qumme der parvallelen Seciten, und deffen

Hohe Die HObe ded Trapeses ift.

Fig. 114, @6Af§i H(_%EB.
: 114)
o/ 4 fomit ABCD ein

Krapes.  Halbivt
man eine der nicht
parallelen@eiten,
% B. bie BC in
\ E, und gieht durdy
_B" A D und E eine Ge-
© tade, welde bdie

verldngerte AB in F fdhneidet, fo ift das /\ BEFi== OED , weil BE =CE,
a==b als ©ceitelwinfel, und c=d als Wedfelwinfel; daber audy
BF—=CD. Abdirt man ju jedem der gleichen Dreiecte CED und BEF das
Bierect ABED, fo mup audy A CED - ABED — /\ BEF - ABED, ober
rapey ABCD = A AED fein, Die Hibe diefes Dreieckzs AFD ift nun
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bie HOhe des Trapeed ; und die Grundlinie dedfelben ift AF == AB - BF
=AB -+ CD, folglich gleih ber Summe bder beiden parallelen. Seiten
Ded Trapejes.

§. 78.

4. In jedem vedtwinfligen Dreiece ift Pas Quabdbrat
der Hopofthenufe gleidh der Summe der Quadvate
beiber Katheten. @8 fei b :

. 8 fei das ABC (Fig. 115)

B 118, in B red)tminflig,%o ift su beweifen,
o 0af das iliber AC befdhriebene Quaz
brat der ©umme aus dem Quabdrate

f % tiber AB und jenem {tiber BC gleich
/7 4 v = JD ift, was wir fo fdyreiben wollen:
gl / [JAC=[T]AB -] BC.

Befchreibt man iiber det Hypos
thenufe AC dbad Duadrat ACDE, fallt
von den Punften D und E auf BC
A /1 bie @enfredhten DF und EG, und
r 4.4 /g von den Punften A und D auf EG
l A ot el / JI bie @enfrerhifen AH und DJ; fo gl;i;b
fhund dai; douTgi L ol bie redhtwinfligen Dreiecte AHE,
B o /4 A EJD, CFD und ABC, welche wit nad
der Otbnung durd) a, b, ¢ und d beseichnen wollen, fongruent, weil fie
eine gleihe Hypothenufe haben, und die der Hypothenufe anliegenden
Binfel als Binfel, beven @chenfel enfrweder pavallel find oder auf einz
ander fenfrecht ftehen, ebenfalls wedhfelfeitig gleich find.
@ept man nun judbem Fiinfect ACDJH einmal die Dreiecte a und b, das
andere Mal aber die Dreiecte ¢ und d hingu, fo miffen die Summen

gleich fein, alfo _

i ACDJH 4 a 4 b = ACDJH +} ¢ 4 d,

oder ACDE = ABGH -~ GFDJ.

Nun ift ACDE =[]AC; ferner ift leicht einsufeben, dap ABGH =

[JAB, und GFDJ=[_]BC ift. Man hat daber
[JAC—=[]AB+[]BC.

Dieh ift ein geometrifher Beweis des Pythagoraifhen Lebriagbes,
ben wir oben auf algebraifcdhem Wege abgeleitet haben. _

5. Wenn das Quabdrat einer Seife cined Dreieces o
grof ift al8 bie Summe der Quabdrate dDer beiden an-
dern @eiten, fo ift ber Winfel, welder der erfiern
@eite gegentliberliegt, ein redhter. .

Wenn (Fig. 116) [JAC

Sy 16 — [ AB [ JBCift, fo muj
_A berDiBinfel ABC = R fein.
AN Konftrnirt man in B den
| \ vechten Winkel ABD, madht

5 o BD =BG, und siebt AD, fo

ift in dem rehtwinkligen
Dreiecte ABD [] AD = [}
AB - [JBD, ober ] AD

™
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=[TJAB-[]BC; aber nady der Vorausfeung ift aud) [JAC=[]AB
- []BC; es ift bemnadh [] AD = [[] AC, unbd fomit audy AD = AC.
Bergleicht man nun die beiden Dreiecte ABC und ABD, {o finbet man,
baf fie alle drei @eifen wedfelfeitig gleich haben, daf fie folglid) Fongruent
find, es miiffen daber auch die den gleichen Seiten gegenitberliegenden
Winfel ABC und ABD gleich fein; aber ABD ift nach der Seidhynung ein
rechter Winfel, folglich mup auch ABC=R fein.

2. Veredhnung ded Flacdheninbhaltes.

§. 79,

Um den Fladeninhalt einer Figur ju meffen, nimmt man irgend
cine betannte Flache ald Einbeit des Mafies an, und unterfucht, wie
oft diefe aI8 Cinbeit angenommene Fladhe in der gegebenen Figuv ent-
balten ift.

A8 Ginbeit ded Fladenmafes wirh ein Quadrat an»
genommen , bdeffen jedbe @eite der Langeneinbeit gleidh iff, und eine
Quadratflafter [, einQuadratfuf ((]), ein Quadrat:
§olL ()%, . . eine Quabratmeile () Meile) heift, je naddem
die CLdnge ciner eite eine Klafter, einen Jup, [oll, . . eine Meile be:
trdgt.

Die Ausmeffung einer Flade follte cigentlich mitfelft des wirflichen
Auftragend der Quadratflafter, Quadratfuf, . . . gefdeben; allein ein
fo!hed Werfahren wdre ju {dywierig und in den meiften Fdllen audh gav
nicht ausfiiprbar; bdaber follen hier die Sdfe abgeleitet werden, nady de:
nen man, wenn die Ldnge der Linien, von benen die Grofe der Figur
abbangt, befannt ift, davaus durch blofe Rednung den Flidhenin-
Dalt beftimmen fann.

§. 80.
1. Fladeninbalt eined Rechtedes und eined Quadrafesd.
Fig. 117. : ! ;
D e 1 £zis T 8 fei ABCD (Fig. 117) ein
i | ; NRechtect ,  Ddeffen Grunblinie
G : i AB = 17° und die Hipe AD =
: 5‘ 4° ift.
ya e s Um den Flacheninbalt die:
4 | fes  NRedteded su  Deftimmen,
£ - g % B follte man, bdem DBegriffe bdes
i elle 2
Y L g Meffens ju Folge, eine Qua

prat-Klafter wiederholt auf dem
Rechtecte umlegen, und beftimmen , wie oft diefes Auftragen moglichy ift.
2dngs der Grundlinie AB (4§t fich eine Quadbratflafter 7mal auftragen,
diefe Meibe von 7 Quadrattlafter gebdre jur Hibe AE; sur Hobe EF ge:
bore eine pweite folche Neipe, weldhe ebenfalls 7 Quadrattlafter enthalt;
eben foldye Reiben geboren ju den Hoben FG und GD. Man erhdlt -alfo
4 Reiben von Quadrafen, deven fede 7 Quadratflafter enthdlf; e8 find
alfo sufammen dmal 7 = 28 []°. — Man fieht fogleidh, daf, wie
grofi audy die Grundlinie und die Hibe fein mdgen, doch immer fo viele
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Reiben von Quadratflaftern vorbanden find, al8 die Hibe Klafter ent:
bare, und daf in jeder Reibe o viele Quadbratlafter vorFommen, al8 die
Grundlinie Klafter enthdlt; dap man alfo in jedem Falle die gange An-
gabl Quabdratflafter findef, wenn man bdie beiden Sablen, weldye die
Grunblinie und Hobe in Klafter ausdriicten, mit cinander multiplizivt.

DBei der Beftimmung der Fldde eines Redhteckes braucht man dafer
nidyt evft wivflich die Cinbeit ded Flachenmafes felbft davauf aufzutragen ;
man darf nur mit der Lingeneinbeit die Grundlinie und die Hipe meffen,
und bie dabei erhaltenen 3ahlen mit einander multipliziven. Man hat
fomit den @af:

Der Fladeninbalt eined Redhteded wird gefunden,
wenn man die Srundlinie mit dev Hobe multiplizivt

Die Venennung ved Fladeninbaltes bangt von der Benennung der
Seiten ab; find 3. B. bie Seiten in Fup audgedriicdt, fo witd die Sabl,
welde man al8 Fladeninbalt teFomme, Quadratfuf bedeuten; find die
Seiten in o0l gegeben, fo erhalt man im Fladheninbalte Quabdratzoll.

Da jedes Quadbrat al ein Rechied betvadhtet werden fann, worin
die Grundlinie der Hobe gleich ift, fo bat man folgenden Safp:

Der Flacheninbalt eined Quadrates wird gefunden,
wenn man eine eite mif fich felbff multiplizive, ober
gum Quabrafe erhebf.

Aus diefem Sape folgt: 1]° = 6 >< 6 = 36[J,

10) = 12 >< 12 = 144[ [/
17 = 12 >< 12 = 144[ ],
g Meile = 4000 >< 4000 =16000000 D“.

Gine Flade, weldhe 1600 []° enthalt, wird ein Jod) genannt;
ein Sody ift alfo einem Quabrate gleidy, deffen jebe Seite 40° enthdlf.
1 [ Meile = 10000 Jodh.

Wenn der Flacheninbalt eined Quadrates gegeben iff, und man will
paraus die Linge einer Seite finden, fo darf man nuv eine Sabl fudyen,
weldhe mit {idh) felbfi multiplizive den gegebenen Flacheninhalt gibt, b, i.
man darf nur aus dem Fladeninbalte die Quabratwuriel ausdziehen.

Beifpiele,
1) Die Grundlinie eined Rechtecdes ift 23/, die Hobe 10/; wie grof
ift ber Flacheninbalt?
28 >< 10 = 230[J.

2) Wie grof ijt die Flade eined Recdhtected, deffen Grundlinie 5°
8/, unb die Hohe 3° 4/ {fi? .
" =8y’ 33 >< 22 = 726[ )
3%4 = 29/ = 20 6[)-
3) Cin Garten ift 21° 4/ Tang und 13° 5/ breif ; wie groff if fein
Fladenraum?
2irge = 21°47 =" 130! '130_><"88'= 10790 )

Breife ="13°5!" =" 83/ * AV O [T RGN
4) Man beftimme den Flacheninhalt eined Quadrates, deffen Seitfe
30 g qu ]ﬂ

49870 = 331%  881% = 109561 [Ju

STTan 121 ],

I
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5) Tie grof ift die Seite cined Quadrates, deffen Klidenraum
37[]° 13} 641" ift?
87[1° 13 64" = 193744«
/193744 = 440:16// = 6°8°16",

S8 1.
2. Fracheninbalf cined {hiefwintligenParvallelogramms.

Sedes fchiefwintlige Pavallelogramm ift einem NRechtece gleich, wel=
ches mit demfelben cine gleiche Grundlinie und Hobe hat. Davausd folgt:

Der Fladyeninhalt eined {dhiefen Pavallelogramms
ift gleid) dev @runbllnic multiplizivt mit dev Hobe.

St 3 B. die Grundlinie = 12° und die Hohe = 7°, fo ift

13 >< %= 8412
det Flacdheninhalt.
3. Fladeninbalt eined Dreiedes.

Da jebed Dreiect die Halfte eines Paralelogtamms lﬁ, pas mif ihm
einerlei Grundlinie und Hibe hat, fo muf man, um die Fldde cined Dreiz
ecfed ju erbalten, audy die Grundlinie mii der Hobe multipliziven, aber
von diefem Produffe nur die HAlfte nehmen. Darausd folgt:

Der Fladeninbhalt eined Dreiecesd ift gleid) dem hal-
ben Produfte aus der Grundlinie in die Hobe,

3. B. die Grundlinie eined Dreieced ift 3°4/ 5, die Hohe 2°1/67;
wie grof ift der Fladyenvaum?

0 ALl i
B =oti GER SRR — 967 >< 81 =/a1629[ ]
9 49 6 27 ).
Smredhtwinfligen Dreiece nimmt man gemobnrtd) eine
RKathete al8 Grundlinie an, wo fobann die andere Lathete die Hohe vorz
ftellt; daber ift berFlacheninbalt eined redhtwinfligenDrei-
eced gleich dembalbenProdufte ausd den beidenKatheten.
3. 2. Wie grof ift der Flddhenvaum eined rechtwinfligen Dreiedes,
deffen Kathefen 79 44 und 5° 3¢ find?

7041 = 46/ 46 >< 33
5931 — 33/ Ay T 23 >< 88

|

759
21 [(]° 3%

i

§. 82.
4. Fladeninhbalt eined Irapezes.

Da ein Trapes einem Dreiecte gleidy ift, deflen Grundlinie die @umme
Ferf beiden pavallelen Seiten, und deffen Hohe die Hobe ded Trapeses ift,
o folgt:

Der Fladeninbalt eined Trapeged wird bevredned,
wenn man die Summe der beiden Parvallelfeifen mit
ber Hobe multiplizivt, und das Produftdburd 2 dividbitt.

3. B. bie paralelen Seifen eined Trapezes betragen 5° 4/ und 422,
bie Hobhe 22475 wie grop ift der Fldcheninhalt?

504/ = 84 60 >< 16

409/ — 26/ 8Iacf)emnbaff = ————2—— = 60 >< 8

Summe = 60’ == 480 = 13{(1*12(}.
2940 — 16’ > ;
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Det Fladeninhalf eines Tra-

Y/ ==k St pezed Tann audy nodh auf eine an-
\ ot pere Avt beftimme werden.

VE Halbirt man in dem Trapese

g X ABCD (Fig. 118) die gwei nidyt

N parallelen Seiten, ieht durd) die
@ $Hatbivungspunfte E und F eine
3 Gerade, ferner GH || AD, fo ift
pa8 /A BFG =< CFH, daber BG = CH. 3 iff nun, wenn DK bdie Hobe
be8 Krapeged vorftellt, der Flacheninbalt £ des Trapeses
DK
= AB — CD) > —
Uber ¢ 2 2
AB -+ CD = (AG + BG) 4 (DH — CH) — AG L DH = 2EF;
daber : f.—_2EF><I.)§=EF><DI{,
b. b der Fladheninhalt cined Trapeges ift gleidh) der Ge-
taden, weldpe die jwei nicht pavrallelen Seiten halbive,
mutipligivet mit dev Hobe.
§. 83.
Fig. 119. 5. Fladeninhalteined vegu-

s o y/ Tdren Wieledkes (Fig. 119).
\\ 7\\ Die Flahe eines veguldren

N__AW
S

mecke8 witd man ficher finden, wenn
/ man von der Mitte ju allen Eckpunt:
(1) ten gevabe inien gieht, und die da-
VA s PG o durd) entftebenden Dreiecte berech-
f’i\\ ~ net; da aber diefe Dreiecte Fongru-
/| 3 ' ent find, fo braucht man nuy eines

R

gu Deftimmen , und bdie gefunbene
] Sladhe mit der Angabl der Dreiecte
/ i A ju multipliziven. Der Fladenin:
A8 Dalt cines Dreiectes AOB ift gleich
ver Grunbdlinie AB multiplizive mit
per balben HOhe OH; daber die Flache aller m Dreiecte gleich mmal AB
multipligict mit der halben H8e OH; mmal AB ift der Umfang des Wiel-
ecte8, OH ift der Abjtand bed Mittelpunttes von ciner Seite des Vieleckes.
Daber bat man den Saf: -
Der Fladbeninbhalf einesd vegelmdfigen Vielecdkesd {ft
gleich bem Umfange multiplizive mit dbem halben Abftanbde
bes Mittelpunfted von einer Seite.

Beifpiele.

1) Sn einem regelmdfigen Bebnece befrdgt eine Seite 2° 1/ 34,
und der Abjtand ves Mittelpuntted von einer Seite 29 5/ 745 wie grof
ift der Flacdheninhalt?

@eite 221/ 81 = 159/ 1590 >< 2I} — 795 >< 211
Umfang = 1590" = 167745 ]“
Abftand 2°5/ 7" = 2114 = B2 P a2 rasf 1.
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2) Wie grofi ift die Flache eined veguldren Sedsectes, veffen jede
Seite 3’ 4" betragt?

Man fiberzengt fich Teicht, Daf im Dreiecte AOB jeder Winfel 60° be
trdgt, baf fomit diefes Dreiect gleichieitig ift. Fuir ein gleichieitiges Dreiect
aber, worin eine @eite 3/ 4" ift, findet man die Hobe = 210:62. Man

baf baber
eenteR Al — 40 4240 ><=117:3 — 4152 [T]{
Umfang = 2404 —— S PR D
Abftand 27/ 10-6¢ = 34:6"
§. 84.
6. Fladeninhalf ivgend ciner geradlinigen Figur.
Fig. 120. P : .
Den Flacheninbalf einer gerabs
e FE ¢ linigen Figur fann man voryiglich
Fr-’:\‘_ Ay auf folgende gwei Avten beftimmen :
f : ' \é‘ a) Man gerlege die Figur durch
| j } -"\ A Diagonalen in lauter Drejecte, bes
' bl DN/ redyne jeded biefer Dreiecfe, und ab-
R _ i fr=e pive alle Dreiectsfladen,
o O . C8 fei 3. B. die Flade Ddes
i A oA Sedysecte8 ABCDEF (ig. 120) aus-
/,-- gurechnen. Man gerlege dasfelbe in
A% S e Y Dreiece, und e fei
AD = 20'7° BC = 17:8° AE = 21:39;
Bh o=5:9-52, Bd = 819% Dei— 7% Ff = 8:89%
Pan hat nun
AD . Bb R0°7 >< 95
A athT= T . 98-32]°
ABCD — !B,G_Q n';i —_ £§_;<_39 = 3471 ,
AMDE = 200 S MBX T g5,
A AEF — Alﬂéﬂ s ;< B8 ogii

Sedsect ABCDDF =301°3[ ]°

b) Man ziehe durd) 2 Cckpunfee eine Gerade, und falle darvauf von
allen fbrigen Ckpuntten Senfrechte, fo gerfallt die Figur in lauter vedt:
winflige Dreiecte und Kvapege, welche eingeln bevechnet und dann addirt
werden. Dabei betvadytet man die Senfrechten ald8 Grundlinien der
Dreiecte oder al8 pavallele Seiten ber Xrapege, die Abfchnitte der durdh
bie Mitte gesogenen Geraden aber als Hoben. €3 ift dabei nicht ndthig,
die eingelnen fitv die Dreiecte und Trapege erhaltencen Provutte durd) 2 ju
bividiten; man adbdirt vielmebr fogleich die gangen Produtte, und dividirt
etft die Summe durd) 2. Um 5 B. den %Iadgeum&alt Des %wlecﬂfeé
ABCDEFGH (ig. 121) 34 berechuen, ziehe man die Geradbe AE, und falle
darauf die Senfrechten Bb, Cc, Dd, Ff, Gg, Hh

Moénik ®eometeie. 2. Anf. 8



&8 fei nun
Ab=57% bh=38'8% he=53% cp= 5% gd=4-5%, df=2'39 fE="7-62;
Bb=+6+2° Cc=10° Dd=9-9"; Ff=8-8° Gg=65° Hh=117°.

Die Redynung fann auf folgende Avt jufammengefiellt werden.

i muts

© Beftandeheile Saftoren:
ber Grundlinien oder Sum: Bbpen Produfie.
Figur. men der Parallelfeiten,] < 7
DieedABY P 3 9 Bb = 625 L AB="07 [SN 855
Svapes BbeC-, . . .%, Bb | Cc=16:2" (bc = 91° 14742
O D N e +Dd=199° |ed = 9:5°| 18905
Dreled DAE: . .. . D= 99° |dE= 9:9°] 9801
Pl G apae - Ff= 88" |fE = 76" 6688
f&rapes PGS, v Ff4+Gg=153° |(fg = 6'8°| 104-04
GrhHSI. . .. Gg - Hh = 18-2° gh =108°| 18746
Dreuecf AR s Hh=117° |Ah= 95"| 11115
93915
&igur ABCDEFGK| 46957 [(]°

w

2. Berbaltnip der Fladien.

§. 85.

Heipt P die Flache cines Parallelogramms, deffen Grundlinie G,
und die Hibe H iff, fo bat man P=G><H. Haben p, g, h Ddiefelben
‘bebeutungen filir ein gweites ‘pamllelogmmm fo ift auch p.__gxh Di=
vidirt man nun bdie belben Ausdriice '\u\'d) cinander, fo exhdlt man

rp=G>xH:g>xh,
b. b DieRladen swcter ‘Darallelogramme verbalfen fidh
fo wie die Produlfe aus dben @runb[tnten in die Hoben,
St H =h"with B:pi= G :
b. b fpatallelogramme von gleider Jf:ohe pevbalten fid
fo wie ibre Grundlinien.
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FivG=g it Pip=H:h, -
D. b Pavallelpgramme von gleiher Grundlinie verbhal-
ten fich fo wie ibre Hoben.
Flr G =g und H = h ift endlih P = p,

b. b Parallelogramme von gleicher Grundlinie und Hobe
find einanbder gleid.

@8 ift von felbft Flar, daf bdie bier fitr bie Parallelogramme iiber-
baupt abgeleiteten BVerbdltniffe audh fliv die Rechtecke GilfigFeit Haben.

§. 86.

Nennt man D und d die Fladhenrdume yweier Dreiecte, deven Grund-
linien G und g, und die Hoben H und h find, fo ift
G><H g><h
DF = .
baber D :d = G > H: g >< h,
D. b gwei Dreiede vevhalten {id su einander, wie die
Produfte ausd ihren Grundlinien in die Hoben.

St H=h witd D:d=G:g; fiivt G=g bat man D:d=H:h;
fiit G==g und H="h endlich ift D =d; welche drei Relagionen fich leicht
durdy Worfe ausdriicten laffen.

3wei Dreiede, welche einen gleichen Winfel hbaben,
verbalten fid) o wie bie Produlte aus den Seifen, die
den gleichen Winfel einfdhliefen.

: Die Dreiecte BAC und DAE (Fig.

g, 134, 122) Daben den Tinfel A gemein-

4 fchaftlich, und e8 ift u beweifen, daf

‘ die Proporsion A BAC: ADE = AB.

AC:AD . AE ©tatt findef. — TMan
iebe die Hilfslinie BE; bdie Dreiecte
BAC unb BAE baben nun, wenn AC
und AE al8 Grundlinien beiradyfet
werden, gleiche Hobe, daber ift A BAC
:BAE = AC:AE; c¢ben f{o baben bie

- € Dreiede BAE und DAE, wenn man
AB und AD al8 Grunbdlinien annimmt, diefelbe Hobe, folalich audy A
BAE :DAE == AB: AD. 9ultiplizict man nun die gleichnamigen Glieder
Diefer béiben Proporgionen, fo exhdlt man A BAC: DAE = AB. AC:
AD . AE.

und d =

!

§. 87.

3wei abnlidhe Dveiecde verbalten [idh fo wie die
Quadrafe ibrver gleidhliegenden Seiften,

€8 fei (Fig. 128) A ABC = DEF. Allgemein ift A ABC : DEF =
AB.CG : DE. FH. RNunijt AB: DE = AB : DE und aud) CG : FH =
AB: DE, bdaber dburch Multiplifazion diefer beiden Proporzionen AB .
CG : DE. FH = AB?: DE2 erbinpet man diefe Proporgion mif det
eften, {o evhdlt man A ABC: DEF — AB?*: DE®, Wegen AB : DE =

5*
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AC: DF = BC : EF ift audy AB%:DE?= AC?:DF?=B(2:EF?; folg-
lidh A ABC: DEF = AB? : DE® = AC? : DF? = BC? : EF2.

Fig. 123

/ £l Vs

Bwei dpnlidhe WVielede verhalien fidh fo wie bie
Quabdrate ibrevr gleidhnamigen Seifen.

¢ Fig. 124.
A T _siyy A
4 i b /\:7_‘:;'??;7@}
) Zaald ' 2% |
e T AR
b /f T o
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@8 fei (Fig. 124) bas Wielec ABCDE ~ FGHIK.  Rieht man die
Diagonalen AC, AD, FH, FJ, fo ift ba8 A ABC~FGH, A ACD ~ FHJ,
A\ ADE ~ FJK; baraus folgt

/N"ABC : FGH = AB? : FG?,

/A VAI'D »'FHJ '=-CD% : H)*> — AB? : FG?,

T ADE : FJK = DE? : JK? — AB2 : FG?,
fomit audy (ABCH-ACD--ADE) : (FGH--FHJ|FJK) — AB? : FG2,
obet ABCDE : FGHJK = AB? : FG*
Aus bdiefem Sape folgt:

Bmwei regeImdBige VWielede von gleich vielen Seifen
verbalten fich fo wie die Quadrate ibrer Seifen,

4. BVerwandlung gervadliniger Figurven.

§. 88.

). Gin jedes Dreted in ¢in gleidh grofes redhtwinflis
ges ju verwandelm
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Um das A ABC (igur
125) in ein rechtwinfliges
U verwanbdeln, ervichteman
i A auf die AB eine Senf-
trechte, und giehe dpurd) Cmit
AB cine Parallele, welde
jene @enfrechte in D trifft.
Biebt man nun die BD, {o
ift bad redytwintlige A\ BAD
A d ; B _ BAC, mweil beide DAt'elecFe
diefelbe Grundlinie und eine gretd)e Hobe baben.

2. B8 foll einDreied ABC (Fig. 126) in ein gleicdh gtoﬁes
Redted verwmanbdelt werden,

Man ervvidte in A und B

Fig. 126. Senfredyte auf AB, halbive die

©eite AC in D unbd giebe durd

M biefen Punte eine Parallele

mit AB, weldye jene Senfred)=

ten in E und F {dyneidet. Dasd

NRedytect | ABFE ift nun Ddem

Dreiecte ABC gleidh, weil jez

ved bie Halfte des Rechtected
B ABHG ift.

§. 89.

3. €8 foll ein Wiered ABCD (Fig. 127) in ein Dreied ver:
wanbdelt wetrden.

Man ziehe die BD, und damit durd) C eine Pavallele, welche die
Werldngerung der AB in E fdneidet. ieht man nun die DE, fo ift das
A\ AED dem Bievecte ABCD gleidh. Denn es ift A\ DBE = DBC, weil
beide diefelbe Grundlinie und gleiche Hohe baben; avdirt man Imbelfetts
ba8 A ABD daju, fo erbdlt man A ADE = WBiere¢ ABCD.

4. Gin jebed Wiered ABCD (Fig. 128) in ein Redhted ju
permandeln,



ig. 128.
4 G gMan giehe die Diagonale AC,
ol e ey Y und-durch B und D damit paral:
p I fele @inien, durch A und C gieht
A /// = man auf AC @entredyte, welche
SCalaloret snis WA 7/ mitgenen twei spacallelen das
Ml [ \J Fedted DEGF bilden. Diefes
/1 Redptect ift offenbar doppelt fo
T [ avofal8bas Bieved ABCD, hal:
] . birt man daber DF in H, und
s k siebt HJ || DE, fo ift das Rechtect
A S 3 ! # DEJH gleidy dem Bievecte ABCD.
5 Cin Redyted ABCD (Fig. 129) in ein Quadrat ju ver

wanbeln. '

ig. 120. Man vevldngere die AB tiber
y/) i dnu 01 €7 B binaus, und madye BE=BC;
. aicl bierauf balbire man die AE im
jﬂr__%ﬁﬁ]ﬂq Puntte 0, befdhreibe aus O mit
1 B pem Halbmeffer AO einen Kreis-
et ' bogen, weldyer die BC in F trifft,
‘ und Fonftruire tiber BF bag Qua:
, prat BGHF. Da BF bdie mittlere
LY i Proporsionale swifchen AB und
; ; BE ift, fo bat man AB: BF=BF
A— & . :BE, obet AB:BF=BF:BC, ba-
B 0 G & per BF*=AB. BC, oder BGHF=

ABCD; BGHF iff alfo bas verlangte Quabdrat,
e §. 90. .
6. €in BWieled ABCDEF (Fig. 130) in ein Dreied jU bete

wandeln,
Fig. 130.

H D ¥ oj
 Man giehe bie Diagonalen AC, AD, AE. RNun verwandelt man das
Bieved ABCD in dap Dreiet AGD, fo etfdeint pag Sechsed ABCDEF in



1

ein Fiinfect AGDEF verwandelt. Sodann verwanbdle wan dad Biered
AGDE in ¢in Dreiect AHE, fo hat man ftatt ded gegebenen Sedyseced das
Wiered AHEF, IBixd endlich diefed lefite Wieved wieber in ein Dreied
AHJ vevwandelt, fo enthalt diefes Dreiect AHJ denfelben Flacdhenraum wie
pas gegebene @edysect.

Da fich jedes Dreiect in ein Redytect, und diefes in ein Quadbrat ver:
wandeln [aft, fo folgt, dap audh jebed belicbige Wielect in ein Redytect ober
ein Quadrat verwandelf werden Fann.

5. Theilung geradliniger Figuren.
§. 91.
1. Gin Dreiecd in mehreve gleiche TDheile fo su theilen,
paf alle Theilungslinien in demfelben Cdpunkte

gufammenlaoufen. ]
e Um bag Dreiet ABC (Fig. 181)
8ig. 131. g B. in vier gleiche Theile ju theilen,
fo daf die Theilungslinien durd) den
Puntt C geben, fheile man die gegen=
uberftehenve Seite AB in vier gleiche
Tbeile, und giehe ducch die Theilungs:
punfte bie Geraden CD, CE, CF. Die
vier Dreiecte CAD, CDE, CEF, CBF
X find nun wirklich einander gleich, r?eil
: B fie gleidye Grundlinie und diefelbe Hibe
b . kT haben. ;
LWollte man vad Dreiet ABC nicht in gleiche, fondern in bheile,
welche unter einander ein beftimmees BVerbaltnip haben, theilen, fo diirfte
man nur die Grundlinie AB nach jenem BVerhaltniffe theilen und die Thei-
lung8puntie mit C dpurdy gerade Linien verbinben,

2. €in Dreied in drei gleiche Xheile fo gu theilen, daf
pie Theilungslinien von den Edpunteen audgehen
und in einem gemeinfdaftlicdhen Punfee innerhalb
Ded Drciedes jufammentreffen,

ig. 132. Man theile (Fig. 132) cine Seite

y AB in ben Puntfen D und E in 3 gleidhe

heile, giehe DF || AC und EG || BC; bie
| . vom Durchjchnittspuntte H aud gego=

N genen Geraden AH, BH und CH find

\ die verlangten Tpeilungslinien.
R X um fich von dex RichtigFeit ju fibers
fﬁ\ geugen, jiebe man bdie Hilf8linien CD
A L S N 72 und CE. @8 ijt nun A ACH — ACD,
e SN oy weil beide diefelbe Grundlinie AC und
gleicye Hobe haben; eben fo ifi A BCH=BCE, dabet muf audy A\ ABH==
CDE fein. Qun find die Drciecke ACD, CDE, BCE untet cinandet gleidh,
folglid) miiffen audh die Dreiecke ACH, ABH, BCH gleidh fein.
Hatte man AB nidht in drei gleiche, fondern in drei durch ein geges
benes Verbdltnih beftimmee Tpeile getbeilt, fo whve dadurch auch vag A

A

",
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ABC in brei Zbeile getheilt worden , weldye in jenem Werbaltniffe zu cins
anber ftehen.
8. €in Dreied in vier Fongruente Dveiece u theilen.
#ia. 133 Man Palbive (Fig. 138) jede
g5t @eite unbd giehe durdy je jwei Hals
bitung8puntte cine Gerabe.

Die Gerade DE, welde bie
Halbirungspuntte D und E verbins -
bet, mup mit BC pavallel fein; eben
Y 7 2 fo ift DF | AC und EF | AB. Sn
ben Dreiecten ADE, BDF, CEF und
5. DEF find nun alle brei Seiten als
/ RNy Parvallele ywifden Paralielen wedy-

felfeitig gleich, folglidy find jene vier

A
Dreiecte fongruent.

§. 92.
4. Cin Pavalletogramm in mebhrerve gleiche Theile fo
snthellen, DaB alle Theilungslinien mit einer Seite

parallel [aufen.
Fia. 134

nE N ey, VI

rall
G e e s s

G$ fei (Fig. 134) dbag Parallelogramm ABCD 3. D.in flinf gleide
Theile fo u theilen, daf die Lpeilungslinien mit der Seite AD pavallel
laufen. Man theile die Seite AB in 5 gleiche Theile, und ziehe durcy die
Iheilungspunfte B, F, G, H die Geraden EK, FL, GM, HN pavallel mit
AD; fo ift dieAufgabe geldft. Die dadurch entflehenden Parallelogramme
baben ndamlich gleiche Grundlinien und eine gemeinfdhaftliche Hibe, und
find daber einander gleid).

Xheilt man AB nidt in gleidhe Kheile, fondern nady einem gegebe:
nen Werhaltniffe, und jieht durdh die ibellungépmlfic Parallele mit AD,
fo wird dadurcdh auch das Pavallelogramm ABCD in Xheile getheilt, weldye
in jenem ‘IierI)ﬁ[fniﬁ'e jut einander fieben.

. E8 foll ein Trapez in mebreve gleiche Tbheile fo ge-

theilt werden, dDaf jedbe Theilungslinie die belben

Pavallelen durdhfchneidet.

Fig. 135. Um dasd Trapez ABCD (Fig.

H K L E ol 135) auf die verlangte FWeife,

e \ §. BB .in ey pleiche ZTheile zu
\ theilen, theilt man jebe ber beiz -

\ den Paralelen in vier gleidhe

Xheile; die Gervaden EH, FK,

x B GL find, wie leicht gu geigen ift,

G Die ge[ud)ten Iheilungslinien,
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6. Qehrfdage und Anfgeben jur Sclbftiibung im Beteifen und

o

Auflifen,
A febrfate

§. 93.

enn jwei Dreiecte, weldhe tber bderjelben Grundlinie aufliegen,
einander gleid find, fo miffen ihre Scheitel in einer jur Srundlinie
patallelen Geraden liegen.

Wenn man in einem Dreiecke bdie Halbirungdpuntte yweier Seiten
nicht nur unfer einanber verbinbet, fondern von ihnen audy pwei
beliebige Pavallele nad) der dritten Seite giebt, fo entftehet ein Pa-
vallelogramm, weldes die Halfte ded Dreieces ift.

. Tenn man in einem Wievecke die Halbivungdpunite der vier Seifen

durd) Gevade verbindet, fo {dhlicken diefe cin Pavalelogramm ein,
weldyd die HAlfte des Bieredtes ift.
zZBelm nan jwei gegenubexhegen\e @eiten ecines WVierecked Dalbirt,
unb den Halbirungdpuntt einev jeden mit den Endpunften der an-
bern Seite verbindet, fo find die beiden dabuvd) entflandenen Drejecte
aufammen fo grof al8 dag BWievect,

. Wenn man durch den Halbivungdpuntt ciner Diagonale eined Pa-

rallelogramms gu den Seiten desfelben Parallele zieht, fo wird das
Paralelogramm in vier Fongruente Iheile getbeilt.

. Das Quadraf einer Dreiectsfeite, iwelche einem {pigigen Winfel ges

gentiberliegt, iff gleidh) der @umme der Quadrate ber beiden anbern
@eiten, weniger dem doppelien Nechtecte ausd einer diefer Seifen
und dem Abfchnitte derfelben, dev ywifhen dem Scheitel jenes Wins
fel8 und dem Fufpunfte der auf diefe lehtere Seite von dem ges
gentiberfiebenden @dpeitel gefdliten Sentfrechten liegt,

. Das Quabrat einer Dreiecsfeite, weldhe sinem flumpfen Winfel ge-

genfiberliegt, ift gleich der ©umme dber Quabdrate der beiden andern
@eiten, mebr dem doppelten Redytecte ausd einer diefer Seiten und
bem Abfdhnitte derfelben, der jwifdyen dem Sdyeitel jened LWinkels
und dem Fuppunite der auf diefe letere Seite von dem gegen-
uterftehenden @dyeitel gefallten Senkrechten liegt.

- TWenn man von eciner LWinfel{pite eined Dreiected sur IMifte dDer

gegentiberfiegenden Seife eine Gevade ieht, fo iff Die Summe der
Quabdrate der beiden andern eiten gleidh) dem boppelfen Quadrafe
ber halben getheilten @eite, mehr dem dopyelfen Quadrate der Theis
lungslinie.

3n jedem Pavallelogramme ift die Summe bder Ouadrate beiber
Diagonalen gleich der Summe der Quabdrate der vier Seifen.

. enn man {iber den Seiten cined rechtwintligen Dreiectes dhns

liche Wielecke fo Fonftruive, dap die Seiten ded rechtwinEligen Dreis

ected bie gleichliegenden @eiten der Wielecke bilden, {o ift das BWieleck

uberb der Hopothenufe gleidh der Summe der Bielecke {iber den
Katbeten,
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B. Aufgaben,
§. 94.

. Cin Dreiect su Fonftruiven, deffen Flache gleidh ift

a) der Summe mehrever Dreiecte von gleicher Hobe,

b) der Differens der Flachen zweier Dreiecte von gleicdher Hope.
Cin Quadrat u geidnen, deffen Flache aleidy ift

a) der Summe mehrerer Quadtrafe,

b) ber Differens der Flddhen yweicr Quadrate,

. €in Quadvat ju Eenfiruiven, weIcI)es? eined gegebenen Quadras
1

ted ift,

. Gin Wieleck ju vergeichnen, weldyes r!n—l ¢ines andern Wieleded und

diefem abnlidy ift.

. Gin Dreiect ju verwanbdeln

a) in ein anderes Dreiect mif einem gegebenen LWinkel,

by in ein Dreiect iiber bderfelben Grundlinie, weldes gleich
fcbenklig ift,

) in ein gleichfeitiges Dreiect,

dy in ein anbderes Dreiect von gegebener Hobhe,

e) in ein Pavalelogramm mit einem gegebenen Winfel.

. Gin Parallelogramm zu verwandeln

a) in ein andered Parvallelogramm, worin ein Winfel gegeben ift,
b) in ein Parallelogramm von gegebener Hobe,
¢) in ein Pavallelogramm {iber ciner gegebenen Grundlinie,
d) in ein Dreiect (ber derfelben Grundlinie,
e) in ein Dreiect von derfelben Hibe,
£y in einen Rhombus.
Cin Zrapes in ein Parvallelogramm zu verwanveln.

. Cin Dreiect durd) Gervade, weldye mit einer Seife parallel laufen,

in gleiche Fheile, ober nach einem gegebenen Werbdltniffe su
theilen.

Cin Dreied in mebrere gleihe Theile su theilen, fo dap die Bheie
[ung8linien in einem Punfte einer Seite yufammeniaufen.

Gin Zrvape; durd) Gerade, welde mit den Patallelfeiten vavallel
laufen, in mebrere gleiche Kbeile, ober nacd) einem gegebenen BVers
baltniffe ju theilen.



Sweiter AbJchnitt.
Seunmnte Linien nud vou ihuen begrenjte Figuven.

1. Pie LKHreislinie.

§. 95.

Die Kreislinie ober der Kreid ift, wie fchon in der Cinleitung
gefagt wurde, diejenige Frumme Linie, in weldyer jeder Puntt von einem
gegebenen Punfee, dem Mittelpuntte ober Sentrum, diefelbe Eni-
fernung bat.  Diefe Entfernung heifit dex Halbmeffer ded Kreifes.

Alle Puntte, deren Entfernung vom Senfrum fleiner iff ald dex
Halbmeffer, liegen innerhalb der Kreidlinie; und alle Punfte, deven Ab:
ftand vom Rentvum grofer ol8 der Halbmeffer ift, auBerhalb der Kreis:
linie.

Damit ein Kreid volfommen beftimme fei, muf man den Mittel-

punft und bie Lange ded Halbmeflers fennen.

1. Gerade Linien, die in Begichung anf den Kreid vorfommen.

§. 96.
Gine Gerade AB (Fig. 136), weldhe jwei Puntte ded Umfanges vers
bindet, heift Sehne, Chorda. '
f Diejenige Sehne AC, weldhe duvch den

Big. 136. Mittelpunte gebt, iff der Durchmeffer
Y /] bed Kreifes,
BT Eine Gerabe DE, welcdhe den Kreidums

"\ fang in ywei Punften durdhfdyneidet, {o daf
1% fie heile auferhalb und innerbalb bdes
0 |\ RKeeifes bat, Deift eine Durdhfdnei:
A —TJU pungslinie, Gefante. Cine Gerade
\/  FG, welde mit der Kreidlinie nur cinen
\ ){ Punft gemeinjdaftlich bat, fo daf alle
& a1 7\ g anbern Puntte auperhalb ded Kreifes lies
Mo T gen, peift eine Berlibrungslinie,
j Tangente.
Dutdhy den Snift beg Kueifes mit der Gevaden entfteben folgend e
Figu ven:
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i :Der'.ﬂ}'ethb[d)uttt, @egment, d. i ein folder Theil bder
Kreisflacdye, weldjer jwifdhen einer Sehne und dem dagu gebbrigen
Bogen licgt, wie ABMA.

2. Der Kreisausfdnitt, Seffor, d. i ein foldes Stitct der
Kreigflache, weldyes von zwei Halbmeffern und dem pagwifdyen fie:
genden Bogen begrengt witd, wie AOHA.

Lebridpe.
§. 97.
1. 33,;* Durdmeffer halbive die Kreisflade und die Pe-
vifevie.
Fig 137, Denft man fidh ben Kreidabfdnitt

ACB (Fig. 187) fo diber Den Kreidab-

A fdhnitt ADB gelegt, daf AB als Sehne
//T\ bes Abfchnittes ACB auf AB als Sebne

/ i \ ded Abfchnitted ADB falle, fo wird auch
/ 1 der Bogen ACB den Bogen ADB volls
: j \ fommen decten miffen, weil fonft nicht
(A4 /] |p alle Punkte dev beiden Kreigbdgen vom
\ . Sentrum O gleid) weit entfernt fein fonn-
/ fen. Die beiden Kreisabfchniite fallen

alfo in allen Grengen vollfommen ju=

. 5 fammen, fomit find fie Fongtuent. Der

' :B’ Durchmeffer AB halbive daber {owohl
vie Kreisflache, al8 den Kreidumfang.

2. Wenn man bad IJenfrum
= bes Kreifed mit dem Hal:
bitrungdpunfte ciner@ehne
burd) eineGerabeverbindet,
‘ foftehbt diefe auf det ©ebne

* n _ fenfredt.
l ‘ Es fei (Fig. 138) AC=CB, fo muf
0C_|_AB, oder m=n fein. — LWeil

\_\ < i AO=B0, AC=BC und 0C=0C iff,
7 b (, B fo mup dag A AOC=<BOC, und das
L ber der Winfel m =n fein.

3. Wenn man vom Mittelpunfte eined Kreifes auf
eine Sehne eine Senfredhte ieht, fo wirh dadurd
vie ©Sebune balbirt.
3t 0C 1 AB, fo mup AC = OB fein. — 3n den Dreieten AOC

und BOC find jwei Seiten mit dem der grofern Seite gegenliberftehenden
Winkel gleidh, folglich find die beiden Dreiece Fongruent, und fomit aud
Die dritten @eifen AC und CB gleid).

4. Wenn man in der Mitte einer Sebne auf diefelbe
eine @enfredhte ervichtet, {o mup diefe durd den
Mittelpunit bed Kreifes geben.
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@6 fei (Fig. 189) AC=CB, und

/])\ CD _I_ AB; fo ift su beweijen, daf CD
; burd) ben i)]htfelpunff bes Kreifes dutrch-
= 3 gehen miiffe. — TWave diefes nidht der
" Kall, fo miipte dev MistelpunFt des Krei-
fe8 aufierbalb der Senfrechten, 3 B. in
E liegen; baraud aber wiirde einve Unges
reimtbeit hervorgeben.  Sieht man ndm-
lih EC, fo milfte diefe Gevade, da fie
dad in E angenomntene Jenfrum mit der

1% Mitte der @ehne AB verbinbet, auf bic-
fer @ebne fenfrecdht fteben, was jedoch nicht fein Faun, da durch einen
Punft C auf eine Gevade AB nur eine Senfrechte gejogen werden Fann.
Aud der Annabme, daf der Mittelpunte auferhalb der Senfrechten CD
liege, gebt alfo ein LWiderfpruc) Hervor, folglidh iff diefe Annahme falid;
CD muf alfo dburch den E}J?ittefpunft bes Kreifes gehen.

5. Durd) drei nidht in einer qero.ben Qinie liegende
Puntte A, B und C (Fig. 140) ift ein Kreid vollfommen
beftimmf.

Fig. 140. Rieht man die Geraden AB und BC,

g 1t o gy Dalbivt diefelten in D und E, und crridh-

= N, tet DF | AB und EG | BC, fo mif:

\ fen fid) diefe Sentredhten in einem Punfte

) 0 bdurdhfchneiden. Vetradhtet man nun
s ) A, B und C al8 Punfte ecines Kreifes,
0. £ fomit AB und BC al8 Sehnen defjelben,
25 fo mup der Mittelpunft diefes Kreifes fo-
G/ wobl in der Senfrehten DF afs in EG,

As8A470) folglidh in ibrem Durdidnitidpuntte O

! liegen ; ber Halbmeffer diefed Kreifes ift
A — AG. Durd) drei Punfte, die nidht in eiz

ner geraden Linie !wqen, ift aljo fowobl der Mittelpuntt als dev Halbmef=
er efnes Kreifes, fomit dev Kreis {elbft volUFommen befrimmt.
i §. 98.

6. BWon zwei Sehnen iff jene die grofere, die den Fleis

nevn Abftand vom Mittelpuntie Hat.
S’ig 141,

Cs liege die Sehne AC (Fig. 141
\ ndber am Mittelpuntte als jene AB, ¢8
fei ndmlich die Senfredhte OE < OD;

fo I(’iﬁt rd) jeigen, bai} AC > AB ift. —

/o~

/
1 ;
\ _;' und AD = \/A0® —_ 0OD? ODz. %‘egcu
) \ {7 OE<OD ift nun AO?— OE2>AQ® —
R Tt 1 iﬁ OD?, alfo AE>> AD; fomit audh 2AE>
AE ‘;} ,g' 2AD, obder AC> AB.

o Aus diefemr Sate folgt, daf bdie
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lingfte @ehne im Kreife diejenige ift, die durch den Mittelpunte felbft
durdygebt, d. 1. der Durchmefjer.

7. Wenn man imCEndpunfte cined Halbmeffers davauf
eine @enfredhte ervidhtet, fo ift diefe cine Tangente
bed Kreifes.

Fig. 142.

&3 fei AB_| A0 (Tig. 142),

Nimmt man in der Geraden

AB irgend einen Puntt D, und gieht

D bie OD, fo ift in dem rechiwintligen

A\ AOD bdie Hypothenufe DO grofer

'A al8 die Kathete AO; bder Punft D

liegt alfo, weil feine Entfernung

vom Mittelpunte qrofer ift als bev

Halbmeffer, auferbalb ded Kreifes.

Dasfelbe Fann nun von jebem Punfte

der Geraben AB, den Punft A

v ausgenommen, geeigt werden ; die

Gerade AB Bat alfo mit der Kreis-

Tinie ben eingigen Punft A gemeinfdhaftlich , wdbrend alle andern Punite

derfelben auBerbalb ded Kreifes liegen; folglich ift AB eine Tanaente des
Kreifes.

8. Wenn man in den Endpunften cined Bogens auf die
pabin gegogenen Halbmeffer Senfredie evvidhtet,
und den Durdfdnittspunft mif dem Yentvum durd
eine Gevade verbindef, fo witd dadurd der Bogen

balbivt,
Fig. 143.
3t (Fig. 143) AC | AO und
A BD | BO, wo dann AC und BD
Ve Tangenten ded Kreifes find, fo mif-
> X fen fich Ddiefe in einem Punfte E
= ; D fdhneidens ziebt man nun die Ge-
\F /E rade OE, welche den Bogen AB in
/L SR s R T AN F fdyneidet, fo 1aft fich geigen, daf
Jrian gy diefer Bogen in F balbive wird. —
) 1/ 4 Die rechtwinfligen Dreiecte AEO und
\\- / BEO baben die Hypothenufe OE ge-
B'/ meinfchaftlich, ferner die Katheten

OA und OB gleidy, folglid find fie
fongruent; wenn aber die Dreiece

AEO und BEO fiber einanbder geleat fich volfommen decen, fo miffen audy
die Bogen AF und BF, da alle ibre Punfte von O gleich weit abfiehen,
in einander fallen; fomif ift dev BVogen AF = BF.
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2. Winfel, die in Wegichnung ouf den Kreid vorfommen.

§. 99,
Ein Wintel, deffen Scheitel im Mittelpuntte des Kreifes liegf, def:
Fig. 164 fen Sdyentel alfo ywei Halbmeffer {ind,
O Deifit etn Mittelpunfetdwintel; ein

2 Wintel dagegen, deffen Scheifel in dem
#if | Y Umfange des Kreifes liegt, deflen Schen-
A w11 \ fel alfo ©ehnen find, witd einUmfangs-
L~ g wintel genannt. Wenn die Schenkel
I eined Umfangswinfel8 durdy Ddie Enb-

| puntte eines Durcdhmefjers geben, fo beifit

/ derfelbe ein Winfel im Halblreife

\/ NgA AOB (Fig. 144) ift ein Mittelpuntts-
R A winfel, ACD cin Umfangswinfel, EFG
y. | endlich ein LWinTel im Halbfreife.

Cebridge

§. 100.
1. 3u gleidhen Mittelpunfeswinfeln gehdren in dems
felben Kreife aud) gleiche Sebnen und Bogen,
Fig. 145.
8 fei (Fig. 145) der LWintel AOB=
et COD, Denft man fich den Kreidausdfchnitt
JN. .. COD fo fiber den Sreiausjdynitc ADB
/ B aelegt, daf die Halbmeffer OC und OD

b i auf bdie Halbmeffer OA und OB fallen,

k 0F ) was mbglidy iff, weil nach der BVoraus:
1) / fetung die Winfel COD und AOB gleidy

: FT / find; fo miiffen, wegen der Gleichheit
e / /(, ver Halbmeffer, audy diePunfte C und D
el =Tt/ U auf die Punfte A und B fallen, fomif

b muf die Sehne CD = AB fein. FWenn

aber die Sehne CD auf AB falt, fo miffen auch die Kreisbdgen CD und
AB vollfommen zufammenfallen, weil fonft nicht alle Puntte derfelben
vom Mittelpuntte gleiche Cntfernung baben wirden; alfo Bogen CD=AB.
Auf abnliche Avt laffen fich auch die pwei umgefebrien @dabe evmweifen :
a) Bu gleichen Bogen geboven gleiche Mittelpuntes:
winfel unb gleidhe Sebhnen,
) Gleidhen@chnenentfpredengleicheMittelpunfts-
winfel und gleidye Bogen.

§. 101.

2. In demfelben Kreife verbalfen fich bie Mittelpunfes-
winfel gerade wie die Kreisbogen, auf welden fie
fteben.
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E3 fei AM (Fig. 146) ein
gemeinfchaftlichesMaf berKreis:
bogen AB und CD, und jwar
BVogen AB = m . AM, Bogen
CD =n.AM; jomit Bogen AB:
Bogen CD =m: n.

Denft man fidh nun ju je-
dem Xheilungdpunktie der beiden
Kreisbdgen Halbmeffer gezogen,
fo witd daburdh derIMittelpuntis:
winfel AOB in m, und COD in

ERVE n Theile getbeilt, beren jeder
s i 7k /\ﬁ bem FWinfel AOM gleidy ift; man
gyl 2 bat daher << AOB — m . AOM,
< COD = n. AOM, folglid
< AOB: <<COD=m:n. Aus

diefer und der fritheren Proporzion folgt
< AOB : << COD = Bogen AB : Bogen CD.
Auf gleiche Weife [aft fidh aud) der Sap beweifen:
- JImbdemfelbenfKveifevevhalten fich bieMittelpuntts-
winfel gevade o, wie die jugehdrigen Kreisausfdnitte.

§. 102.

3. Det Mittelpuntedwinfel ift doppeltfogrof, als der
Umfangswinfel, wenn beide auf demfelben Bogen
auffteben,

Beim BVeweife diefes Safes find drei Fdale ju unterfdheiden.

a) Wenn ein Sdhenfel Ded Umfangswinfeld durd) dasd
Sentrum dburdgebt (Fig. 147).

AOB ift ein duferer Winfel des Dreiectes BOC, daber AOB = BCO -}
CBO; aber der Winfel BCO = CBO, weil dag8 A BOC gleidyfhentlig
ift, fomit ift der Mittelpuntiswinfel AOB = OCB -} 0CB = 2ACB.

Big. 147.
i
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Fig. 148 b) Wenn die beidben ©dhenfel bed
Umfangd8winfeld auf dben ent:
C gegengefefiten Seitendes Mit-

telpunftesd [iegen (Fig. 148).

Man iehe den Durdymeffer CD, fo ift
nadh a) der Winfel AOD = 2ACD, und BOD
= 2BCD, baber audy AOD |- BOD =2 (ACD
~BCD), odber AOB= 2ACB.

c) Wenn die beiden Sdentel desd
Umfangswinfels8 auf derfel:
ben ©eite ded Mittelpunttesd
liegen (Fig. 149).

Fig. 149. Biebt man den Duvdymeffer CD, fo ift

3 nady a) der LWinfel BOD = 2BCD, und AOD

,._(/r\_ = 2ACD; f{omit aud BOD — AOD =
/ \ 2 (BCD — ACD), oder AOB = 2ACB. »
\ \ Da alle Umfangswinfel, welde auf cinem

5, @leihen Bogen aufjiehen, gleidy find dem hal=
0 "_'“*‘\_”'B ben Mittelpuntiwinfel dber ecinem eben fo
; \ grofen Bogen, fo folgt:

/ Umfangswinfel, welde in dem:
= felben Kreife (iber gleichen Bogen
aufliegen, {ind einander gleid.

§. 108.

4. Seder Wintel ACB (Fig.150) im
Fig. 150. Halblrveife ift ein vedter.

Man giehe den Durdhymeffer CD, fo ift

=% A4
,//“%\ der Winfel ACD=2A0D, und BCD =1
/ea BOD, bajer ACD-+-BCD = 1(AOD-4BOD),
P ober ACB = £ (AOD-}-BOD) ; aber AOD-}-
/ 0

A f< B BOD—=2R, folglidy ACB=R.

i evee ecesd balbivei, und aus dem
D Halbirungspunfte mif dex
A3 balbenHypothenufe alsHalbs
meffer einen Kreig befdhyreibt, fo mup der Umfang

biefed Kreifed duvdh den Scheitel ded vedfen Win-
Feld geben.

Mocnik, @eometrie, 2. Uuf. " 6

/ 5 TWenn man die Hypofhenufe

eines redfwinfligen Drets
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Fig. 151. €3 fei (Fig. 151) dad A ACB bei C

y tedpiwinflig, und AO=BO, fo muf die aus
[ O mit dem Halbmeffer AO befchriebene
v/ Kreiglinie dburd) C durdhgehen.

Wiirde die Kreislinie nidt durdy den

Punfi C gehen, fo mifite fie entweder die

A 7 AP Kathete BC in cinem Punffe D, oder bie
Werlangerung derfelben in einem Punfte B

fdhneiden.  3Im erften Falle zieht man AD,

und e8 migte ADB ol8 Winkel im Halb-

Freife ein vechfer fein; e$ warven dafhew von

A auf BC jwei @enfredhe gegogen, iwas

nidht fein fann.  Jm gweiten Falle ziebe man AE, und e8 miifte wieder
AEB al8 infel im Halbfreife ein vechter fein.  Man Ddatte alfo wieder
von A auf BC gwei @enfrechte, was unmoéglidh iff. Da alfo die Kreis:
linie weder die Kathete BC felbft, nod) auch ihre Werlangerung in irgend
einem Puntie fhneiden fann, fo mup fie durd) den Puntt C felbft geben,

§ig. 152. 6. Der Winfel, den eine Tan.
/l) genfe mit einer Sehne bils
Def, ift gleich dem Umfangs-

winfel iiber dem Bogen, den

pie Sehne abfdneibet.

0 (G fei (Fig. 152) AB | AO, foift

> gu beweifen, Dbaf ber Winfel BAC =

C  ADC ift.

B Jn dem vechfwinfligen Dreiecte ACD

4 4% ift ADCCAD =R; allein e3 ift aud
BAC 4~ CAD = R; fo!g[td) BAC 4 CAD

= ADC - CAD, und wenn man beiderfeitd CAD megmmmt BAC=ADC.

§. 104.

7. Wenn in cinem Kreife swei
@ehnen ficdh fdhneiden, fo fies
Den ibre AbfHnitte in vers
Fehriem WVerhaltniffe
E3 {dyneiden fich (Fig. 153) die Sel=

nen AB und CD im Puntie E, und man
giebe die ©ehnen AC und BD. S3n ben
Dreiecten ACE und BDE find die 28infel
m und n gleih, weil fie beide fiber dem-
felben Bogen BC auffieben; eben fo ifi
0=np; baber A ACE ~ BDE, und fomit
AE : DE = CE : BE, ober wenn man die
innern Glieder verwedyfelt, AE:CE=DE:BE, w. 3 b. w.

8. MWenn man von einem Punite A (Fig. 154) auferhalb
Ded Sreifes su diefem jwei Sefanten ABund AC zieht,
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fo fteben Ddiefe mit ibrven auferhalb des Kreifes
liegenden Ab{dhnitten ADund AE in verfebriem Bers

baliniffe.
Fig. 154
4
O/ﬂ
1 PNy )
B 33

Man siehe die Sebnen BE und CD. Die Dreiecte ABE und ACD
baben nun ven Winfel A gemeinfchaftlich, ferner find die Linfel B und
C al8 Umfongdwinfel {iber demfelben BVogen DE gleich, daber A ABE ~
ACD, und AB:AC = AE:AD.

9. Wenn von einem Punfte A (Fig. 155) auperhalb des
Kreifed yu diefem eine Tangente AB und eine Se-
Fante AC gezogen find, fo ift bie Tangente dDie mitts
Teve geometvifdhe Proporgionale gwifden der Se-

Fig. 155. fante und dem aufers
balb bed Kreifed liegens

Den Ab{dnitte dDerfelben

PMan ziehe die Sehnen BC und
BD. Der2Ginfel n, den die Tangente
mit dber ehne bildet, it gleih dem
Umfangswintel m. Die Dreiete ABC
und ABD Daben alfo A=A} und
m = n; bdaber ift A ABC ~ ABD,

3. Dem Kreife eingefdhricbene nnd umfdhricbene Vielecte,

§. 105.

Cin Vielet, deffen alle Ekpuntte in dem Umfange eines Kreifes
liegen, bdeffen @eiten alfo Sebnen des Kreifed find, Heift dem Kveife
eingefchrieben; ber Kreis ift bann dem Wielede umfdrieben.

Cin Wieled, deffen alle Seiten den Kreid beviibren, beifpt dent
Kreife umfd)ueben, ber Kreis ift dann dem Wielecke emge
fhrieben.

Am widtigften find bie vegelmapigen, dem Kreife emgefcpnebmen
unb mnfd)ue[nnm Wielede,

6'#'
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Rebridpe
§. 106.

1. Sebem Dreiecde 14HE fich ein Kreid umfdhreiben,
Fig. 156. ~ Dalbirt man (&ig. 156) gwei Dreiz
ecEfeiten AB und AC, und ervichtet in ben
Halbivungspuntten D und E Senfredife,

\C
/n\\ welde fih in O fdhneiden, fo ift O dex
| \ \

e
/ n / Mittelpunft ded dem Dreiecte ABC um:
! /_’ /

fdyviebenen Kreifes.
lim den Halbmefjer diefed Kreifed ju

I |
R / f : = :
\ _~ / ] ,J beftimmen, fdalle man von C auf AB eine
A\\%- D' é;?\/]} @enfredyte CF, ziepe ben Durdhmeffer CG
. /'/ und die Sehne BG. Aus der Aehnlichfeit
Tk S ber redhtwinfligen Dreiecke CBG und

CFA folgt CG:AC=BC:CF, bdaer CG
;—_—ACC':C, ober wenn man Sdbler und Nenner mit AB multipliire,

CG = AB.AC.B(‘.-
AB . CF
Sefst man nun BC=a, AC=Db, AB=c, und beifit f der Fldachen-
inbalt ded Dreiectes ABC, und R der Halbmeffer ded ibm umfjchriecbenen
Kreifed, fo ift, da man AB.CF = 2f fegen fann,

abe abe

2R=_2.I_-, alfo R = -

af !
b i. bet Halbmeffer ded cinem Dreiete umfdricbenen
Kreifed ift gleich bem Produfte aller drei Seifen divis
dirt dburd) den vierfaden Flddeninhalf desd Dreiedes.
2, Sebem Dreiece [t fidh ein Kreid einfdhreiben.
Fig. 157. Man hatbive (Fig. 157)
el Dreiectwintel, 3. B.
[ 44 AundB; aus dem Punfte
/[\ 0, wo fich bie Halbirungs-
el linien fchneiden, falle man
/ 7 aufivgend eine Seite, 3. B.
)\ AB, die @enfrechte OD. €8
I\ [aft fich nun geigen, dap
~<nf \\ der aus dem Mittelpuntte
/’\‘ 0 l:{lif bbem @albmef{erbOD
L\ Dbefdyriebene Kreis Ddem
o D B Dreiecte ABC eingefchries

ben ift.
SRan falle von O SenFrechte audh auf AC und BC. Aus der Kon-

arueng der Dreiece AOD und AOE folgt nun 0D =O0E, und Eveil A
BOD =< BOF ift, fo bat man qudy OD = OF. Da alfo 0D = OE = OF,
fo witd ber Umfang ded aus O mit dem Halbmeffer OD befchriebenen Kreis
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fes purdhy die Punfte D, E, F geben, und weil in biefen Punften die
@eiten AB, AC, BC auf den Halbmeffern fenfredht fiehen, fomit Tangens
ten bes Kreifes find, fo ift wirfli) der Kreid dem Dreiecte einges
thrieben. *

4 Um den Halbmeffer diefed Kreifes darjuftellen, fei wiedet BC =a,
AC=Dh, AB=c, ber Fladeninhalt des Dreiedtes ABC beifie f, und r
ber Halbmeffer ded ibm eingefchriebenen Kveifes. €8 iff A BOC 4 AOC

L0} pert 281 DO s np gy g
-+ AOB foet2-|-2-|-2 aus r o folgt,

o. D Det Halbmeffer ded einem Drefede eingefdriebenen
Kreifes ift gleidh) bem doppelten Flacheninhalte des
Dreiecked dividivt buvch dDen Umfang desdfelben,

§. 107,

Fig. 158. 3. 3n jebem Wierede, wels
hed einem Kreife einges
fdyvieben ift, betragen je
jwei gegenitberfiehende
Winfel jufammen zwei
Ned te.

Man ziebe (Fig. 158) die Diar
gonalen AC und BD; e8 ift bann dex
Winkel p=r, q=s. Jnbem Dreiecte
ABD ift nun
m+n+r—]—s=2R,
baber audy :

m+n-p-4q=2R,

ober A--C=2R.

Da die Summe aller Winkel eined Biereckes gleich ift vier Redyten,
fo muf aud) B D —=2R fein.

§. 108.
4. Jebem vegelmafiigen BVielede [Gft fich ein Kreis eins
und umfdreiben,

€8 fei ABCDEF (&ig. 159) ein
regelmagiges Polpgon. d Halbirt man
gwei Winfel, 3. B. A und B, o bes
figt der Durdp{chnittdpuntt O ber beis
pen Halbivungslinien die Eigenfchaft,
Daf er von allen Seiten und eben fo.
. von allen Edpunten gleidyweit abftebt.
Falt man daber auf die BVieleckdfeiten
pon O aus Senfredhte , weldye in den
Punften G, H, J, K, L, M eintrefs
fen, und befdhreibt aus O mit OG als
Halbmeffer einen Kreid, fo muf die
Periferie desfelben durdy bdie Punfte
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G, H, J, K, L, M gehen, und da dic Seiten ded Vielectes Tangenten
i baefem .ﬁrelfe fm\, fo ift diefer dem Wielecte cingefchrieben.  Befchreibe
man eben fo aud dem Mittelpuntte O mit dem Halbmeffer OA eine Kreis:
linie, fo muf dieflbe durd) alle Cepunfte A, B, C, D, E, F geben,
und-jt fomit dem BWiclede umfdhrieben,

5 Cinem Kreife [t fich jeded vevlangte vegelmafige
Qieled ein- und umfdveiben, vovausgefest, da ber
Umfang ded Kreifed in jede vevrlangte Angzabhl glei-
dher Theile getheilt werven Fann,

Fig. 160 E8 fei (Fig. 160) die Perife-
vie in fo viele gleide Xheile ge:
theilt, al8 bas Wielet Seiten ha-
ben foll, namlich der Bogen AB
= BC =CD = ..., und man
giebe die @ebnen AB, BC, CD, ...

Sn dem Wielecke ABCD . .. find
nun alle Seiten AB, BC, CD, .
als ©ehnen, welde ju gleidyen
BVigen gebdren, cinander gleid,
eben fo find bie Winkel A, B, C, . ..
aleich, weil fie auf gleichen Bdgen
auffteben; das dem Kreife einge-
fdhricbene Wielec ift demnach ein
regelmagiges,

Qtebt man die Halbmeffer 0A,

r 0C, ..., fo find die Wlitcla
punttdwinfel AOB, BOC, COD, ... gleid); aud) wcrbeu diefe Ainfel
ourd) die Sentrechten 0G, OH, O, . . ., welche auf die ©ehnen AB, BC,
CD, ... gefallt werden, Palbirt; wovaus folgt, daf audy die Linfel
GOH, HOK, KOL, . .. burd die Halbmeffer OB, OC, OD, . . . balbirt
werden,  Man giehe nun duvd) die Puntte G, U, K, . . . Senbredyte auf
vie betreffenden Halbmeffer, fo miffen fich je swei aufiinander folgende
Sentredyte in einem Punfte {hneiden, und man exhdalt ein dem Kreife
umjchriebenes Polypgon PQRS .. . Wenn man den Durchfchnittdpunte Q
aweier Tangenten GQ und HQ mit dem Mittelpuntie O verbindet, fo muf
pie. Werbindungslinie OQ ben Vogen GLH, folglidh audy den Mittelz
punfidmwinfel GOH balbiven ; diefer LWinfel wird aber aud) von dem Halb-
weffer OB balbirt, bdaber mitffen die Linien 0Q und OB jufammenfallen,
ober e [iegt der Punktt Q in ber Verlangerung des Halbmeffers OB, Even
fo folgt, daf die Punfte R, S, ... in den Verldngerungen ver Halbmeffer
OC, 0D, ... liegen. 2Weil das A POQ ~ AOB und A QOR ~ BOC,
foift PQ:AB=00:0B und QR:BC=00Q:0B, baher PQ: AB=O0R:
BC, und wegen AB=BC auch PQ=QR; cben {o Fann man jeigen, daf
QR=RS, RS =ST, u, { w. ijt. 2Weil ferner die Winfel P, Q, R, ... den
Winkeln A, B, C, . . . gleidy find, indem ihre Schenfel pavalll Iaufen,
ud A==B=C=... i, fomuf aud P=Q=R=... fein. Das
dem Kreife umfchricbene Wielek PORS . . . bat alfo gleiche Seifen und
aleiche Winkel, it fomit regelmafia.
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§. 109.

6. S vegelmagigen Vieleden von gleidh viel Seifen
ve1ba1ten fich bie Umfdange wie die Halbmeffet det
biefen Wieleden unge]’c{)rtebencn oder umfdriebe
nen metfe, und die Fladheninbalte wie die Qua-
Drate eben diefev Halbmeffer.

&ig. 164.

©8 feien (Fig. 161) bie beiden Wielecke ABCDE unbdb FGHIK tregels
mafpia; ihre Umfdange I)exmn U und u, ibre Fladenraume F und £
Da bie beiven vegelmdfigen Viclecke gleich viel Seiten haben, fo find
fie dbnlich, daber hat man
Uiu=AB:FG und F:[= AB*:FG2
Aus der AehnlichEeit dev Dreiecte ABO und FGP folgt aber
AB:FG = OM : PN = OA: PF;

taber ift
U:u=O0M:PN und F:f= OM?2:PN?
= QA:PF = (}A2:PE=
S 110:
Fig. 162 7. Die Seite Desd regelmdfigen
Vi D einem Keeifeeingefdriebenen

@cechseckes ift gleidy Dem Halb-
meffer ded Kreifes.
€3 fei dba3 Sed)gect ABCDEF (Fig.

162) regelmapis.

Dot TWinkel eined vegelmafigen Sedhss
0

eckes ift gleich ?.'*:,“_ — 120°, alfo ift A=B

=120 und m = n = 60°, daber muf

audy p = 60°% und baber bas Dreiect

ABO gleichfeitig fein; folglich ift AB=AO.
§. 111.

8. Aud dev Seite cined dem Kreife eingefdhriebenen
tegqelmafiigen Wiclectes fann die Seite eines dems
felben Krveife cingefdricbennn vegelmaBigen BViel:
ected von dDoppelt fo viel Seiten beftimme werden,

w
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Fig- 163. 8 fei AB (Jig. 1638) die Seife Des
San i, Dem Kreife eingefdhriebenen nfeitigen vegus
y; gt g ldven Wielected. Siebt man fenfred)t dar:
V/IDN \ auf ben Halbmeffer 0D, fo ift die Sehne
oy AD bdie Seite des eingefdhriebenen 2nfeitis
D’* (s \E gen regelmapigen Bieledked, und ¢8 han-
‘ / delt fich barum, bdiefe Seite AD aus AB
/ und dem Halbmeffer OD ju beftimmen.
3 : Man febe AB=s, und DO=r, vet-
y . % laingere den Halbmeffer DO bid E, und
E jiehe die Gevaben AO und AE. Aus dem

vedhtwinfiigen Dreiecte ACO folgt CO% = AO® — AC? =r1* — f_:, babet
CO = 52“/4 ~ ?Z.l

—

CD=DO~_CO=rH%‘/4——f__;".

Aus dem bei A vecdhtwinfligen Dreiete DAE DHat man ferner DE: AD-=
‘AC:CD, aljo AD*=DE.CD; obet wenn man fiix DE und CD ihre Wers

the fubftituive, L

b= (e ) = (VA

und fomit

—_—

D)= 1‘/2—‘/:8—3

' r!
9Bird AD durdh s,. ausgedritckt, fo iff alfo
S;n = 1‘[/2 oy ‘/4_1:‘.
r

9. Aup der Seite einesd dem Kreife eingefdyriebenen
vegelmifiigen Wicleded [dft fidy die Seife eines
pemfelben Kreife umjdhricbenen reguldaven Wiels
ected von eben fo viel @eiten beffimmen,
E8 fei (Fig. 164) AB=s, die Seite Des
Fig. 164 einem Kreife eingefdhricbenen nfeitigen regel-
japidrrrieny] mafigen Vieleces, und der Halbmeffer diefes
e Kreifes AO=r. Faltmanvon O auf AB eine
A @enfredhte, weldhe die Periferie in D frifft,
e und ervichtet in D auf den Halbmeffer OD
(]\_ eine Senfredhte, weldhe die verlangerten Halbs
‘70 meffer OA und OB in den Punften E und F
N < fhneidet, fo ift EF die @eite ded umfdhriebes
I,J'\ 7 nen nfeitigen veguldaren Polpgons.
AN Aus der Aehnlichfeit der Dreiecte EFO
und ABO folgt nun EF: AB=DO: CO, ober
weil
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€0 = \/AO? — AC? = Vr’—-%" if,

EF =

Sh
=r: \/r*-—z, wotraus man

EF : s,
I'Sn S Sn o 28n EI‘D&“
Vs W T B e
P e =
> V-2 A

Dridt man EF durd) S, aud, fo befteht demnach die Formel

Sa

2n

e

Vit

4. Rage jtoeier Nreife gegen einander.

§. 112.

_ 3nDBegiehung auf die gegenfeitige Lage gweier Kreife find jwei Haupts
falle ju unterfdheiden; entweder paben fie denfelben Mittelpunkt, odber nidt.

Fig. 165

AR

ot $r % N

=
o
\_/)

Swei Kreife berlihren
gemeinfchaftlich haben.

Benn der eine Kreis innerbalb ded anbern liegt, wie in Fig. 166,
fo fagt man: bie Kreife bertibren ficdh von innen; im entgegengefesiten
Falle, mwie u;g&ig. 167, gefchieht die Verlibrung von aufen.

ig. 166. i

Kreife, welde denfelben Mittelpuntt
baben, nennt man fongentrifd, wie in
Fig. 165.

Die Flade, weldhe ywifdhen den Perifes
rien jweier Fongentrijher Kreife enthalfen
ift, withb ein Ring genannt.

Qwei Kreife, weldye verfchiedene Mittels
punfte baben, nennt man ergentrifd,
und die Gevade, welche diefe Mittelpuntte
perbindet, die Sentrilinie. IJwei ers
gentrifdhe Kreife tonnen fich enfweder berii he
ten, odet fbneiden, obet ed ift Feines
pon beiden der Fall
fidh, wenn ibre Umfdnge nur einen Punkt

Fig. 167.

i

\/



90

Bwei Kreife dburchfhneiden fich, wenn ihre Umfdnge jwei Punkre
gemeinfchaftlicy baben. ~ Jn mebr al8 swei Punfien Fonnen die Periferien
gweier Kreife nicht jujammentreffen; denn hatten fie drei gemeinfchaftliche
Puntte, fo mibten fie gang sufammenfallen und wittden nur eine cingige
Kreislinie bilden.

Fig. 168,

Das gemeinfhaftliche Stick ACBD (Fig. 168) ber beiden Kreisfld-
chen Deifit eine Linfe; jedes der nicht gemeinfdhaftlichen Stlicke, wie
AEBC und AFBD, ein MMonbd.

Cryentrifdhe Kreife, die fidh) weder berlibren nody fdhneiben, Fonnen
wieder in einander ober aufer einander liegen,

Qeb e fape
: §. 118,
1. Wean die Jentrilinie gweietr Kreife gleidh ift ber

Summe iprevHalbmeffer, fo beviibren {ich die Kreife
von aufien.

ig. 169. 4 H 1
/____\3‘3 69 @3 fei (Fig. 169) OP bie
x byl o s Senfrilinie jweier Kreife, die mit

ek pen Halbmefjern OA und PA

XY B befdhrieben find, wo alfo

ift. Die beiden Kreife freffen

" offenbar in dem Punfte A ju-

\ fammen. Nimme man aber aufer

e oo A irgend einen andevn Punft dev

gieiten Kreidpevifevie, 3. B. B,

und jiebt OB und PB, fo ift in dem A OPB OB > OP — BP, obder

OB = OA, b. b. der QPunft B liegt auferhalb des exften Kreifed. Das-

felbe gilt von allen Puntfen ded jweiten Kreisumfanges, den Punft A

auggenommen, den beide Peviferien gemeinfdhaftlich haben, Die gwei
Kreife berlbren fidh alfo von aufen,
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CMBenn die Sentvilinie gweier Kreife gleid ift bem
lntmfdnc\c ihret &galbmeffer fo beriibren fich d
Kreife von innem

g. 170. 3 ki ;
L E8 fei (Fig. 170) OP bie Ben:

P SE frilinie gweier Kreife, die mif den
y /b Halbneffern OA und PA befdyrie-
/ AT ben find, wo alfo
/ f OP = 0A — PA
7, \ it Die Umfange der beiden Kreife
' ()L,i‘),,,,___, A baben evftlich den Punft A gemein-
\ 3 f{haftlich. DVefradhtet man aber ir-
‘\ . gend einen andern Punfi in dem
N 7 Umfange des Eleinern Kreifes, 5. B.
. T B, und jiebt OB und PB, fo ift in
o s > bem Drefecte OBP
0B<<OP-}-BP obder OB<OP+AP,
alfo OB < 0A, d. b. der Punft B liegt innerbalb des grofern Keeifes.
Da {ich diefes von allen ‘puuftcu bes Fleinern KreiBumfanged, den ‘ptmft
A auggenommen, beweifen [aBt, fo berlihren fich die beiden Kreife von innen.

3. Audmeffung ded KNreifes.
¢ 117

Seves Mejfen felit eine Wevgleichung der Fu mcﬂ'enben ®rofe mit
ber Wafeinheit voraus. Die inf)mt Ded Linienmafed ift cine gevave Linie,
bie Cinbeit ded Fladenmapes cine von gevaden Linien begrente Slache,
pas Quadrat, TWegen der verfdiedenartigen Natur der gevaden und frums:
men Yinfen, dev gevab= und Frummlinigen Figurven fann nun aber weder
bie Kreislinie mit einer Geraden, nod) die Kreisflade mit einem Quadrate
unmittelbar vevglichen werden; man muf daher bei der Meffung ded Krei-
fes su etnem mittelbaven BWerfabren Suflucht nehmen , weldhes auf fol:
genden Betrachtungen berubet.

TWenn man dem Kreife ein regelmapiges Polygon einfdhreibt und
ein andeves von eben fo viel Seiten umfdreibt, {o 1ft, fo grop audy die
Angadl der @eiten eined jeden Polpgons fein mag, fretd ber Umfang ves
cingefchriebenen Wielectes Eleiner, der Wmfang des umfdricbenen Bielectes
gudfier ald dbie Periferie bes .ﬁxelfcs SHeifen s, und S, vie Seiten, u, und
U, die Umfange ded cingefdhriebenen und umidyriebenen nfeitigen regelmaz
figen Polygons, und r der Halbmeffer des Kreifes, fo bat man

QSu ”t

u, = us, und U, = nS, == ns, . ——, weil S, ==

2
\/4——3 \/4-—‘1

Ie mehreve Seiten die beiden BVielecke haben, defto Heiner wivd s, , defto
mebr nabert ficdh dann :7 per Nulle, daher der Brudh i —— bem Auss

£

T 8
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bruce % =1, folglid) U, der Grdfe ns,, die jugleidh den Umfang u, be-

jeichnet. Man Fann alfo, wenn die Angzabl der Seiten n hinldnglid) grof
angenommen wird, den Unterfchied jwifchen dem Umfange des eingefdhrie-
benen und umfdyriebenen Polygons Fleiner machen, als jede nody o fleine
angebbare Grofe. Die Periferie des Kreifes liegt aber fmmer jwifchen den
Umfingen bdes eingefdricbenen und umfchriebenen Polygons, und faut
vaber mit ibnen jufammen, wenn deven Seitenangabl unendlidh grof an-
genommen witd. Daraus folgt:

Der Kreis fann ald ein regelmafiges Polpgon von
unendlid viel Seiten betradtet werden.

Auf Grundlage diefes Sages Fann nun fowodl die Lange der Peri-
ferie ars der Flacheninbalt des Kreifes beftimme werden.

a) Cdnge bet Kreidlinie

§. 115.

Da fidy die Umfange pweier regelmdfigen Wielecte von gleidy viel
Seiten, wie grofy aud) ibre Angabl fein mag, fo ju einander verhalten,
wie bie Halbmeffer der ihnen eingefhriebenen oder umfdhriebenen Kreife,
fo folgt:

Die Umfinge jweier Kreife verbalten fid) wie ibre
Halbmeffer, ober wie ibre Durdmeffer.

Heifien alfo P und p die Umfange zweier Kreife, deven Halbmeffer R
und r, und deren Durvdhmeffer D und d find, fo ift

Pl ipie=s R I == Pi2ids
Daraus erhalt man P:D =p:d, d. b. dag Verhdltnif der Periferie
gum Durchmeffer ift in allen Kreifen eine und diefelbe Grofe. Die Mas-

thematifer begeidhnen biefe Grdfie burch =, fo daf ?_1= = ift. Daraus folgt

p=1dz obert p = 2rx,
0. b die Periferie cined Kreifes ift gleidh bemDurchmef-
fer ober Dem doppelten Halbmeffer multiplizivt mif =,

gl =
Umgetebrt folgt d = = und r T

b. b der Durdmeffer ifi gleid ber.q)etiferie Dividivt
purd ~, und der Halbmeffer iff gleich der Perifevie di-
piditt burd 2=~

2 €8 fommt nun blof nod) dbarauf an, den numerifchen Lerth der
@roﬁie z, welde audh die Ludbolfifche ah!l genanut wird, auszu-
mitteln.

Nimmt man al8 Halbmeffer ded Kreifed die Cinbeit an, fo ift r=1,
d= 2, umer — g- Die Grofe = Fann alfo ald der Halbe Umfang
eined Kreifes, deffen Halbmeffer =1 ifi, betradytet werden. Um nun
den Umfang eines folchen Kreifes ju bevehnen, beftimme man die Umfdnge |
ved eingefdhriebenen und umfdyriebencn vegelmdpigen Polpgonsd von gleis
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d;er@ezienansabr, und gwar in Degimalen; diejenigen Degimalfiellen, in
denen die Umfinge ber beiden Polpgone libereinftimmen, begeichnen mif |
bolliger Sidperbeit audy die 2ange der Periferie ded Kreifes. Da nun bet
Unterfchied jener beiden Umfdnge mit der Bunapme der Seitenangahl ims
mer Fleiner wird, und defbalb die beiden Umfange immer mehr Dejimalen
gemeinfchaftlich haben, fo Fann auf diefe Avt die Linge der Periferie fo
genau al8 man will beftimm¢ werden. Nach den Formeln

o — r‘/2~\/4——“ und S, = “—E"‘""f

weldhe flr r=1 in die folgenden
D$n
/Al g

libergeben, erbdlt man wegen s, = r = 1, nacdhfolgende Werthe:

Son = V2 —\/4—s und S

S = 1:000000000 . .; s = 1154700538 . .
8, = 0517638180 . .; S,, = 0:535898478 . .
S0 = 0'261052384 . .; S,, = 0263304993 .

S = 0130806258 . .; S,, = 0'131086925 . .
Sog = 0°065438173 . .; See = 0-065473230 . .
S0 = 0032728463 . .; S;es = 0032727844 . .
S04 = 0:016362279 . .; S,en = 0016362827 . .
S;65 = 0°008181208 . .; 8,05 = 0°008181276 . .
$,555 = 0:004090613 . .} 55 = 0004090621 . ,
83072 = 0:002045307 . .; Syore = 0002045308 . .

Fity die Umfange u, und U, erhdlt man die Werthe:

u;, = 6000000 . .; U, = 6928208 .

U, = 6:211668"7 .3 U, = 6430782 ..
Mgp == 6-265257 5 3 U, == 6318830, .
U, = 6278700 . .3 Ve == 6302072 . .
Uy == 6:282065 1 43 PJ% = 6-2854380 . .
U, = 6282905 . .; oo P EBRTAG . o
U = GDBBINE = Uy = 6-2838825 . .
Uy, = 6°283168.4 ¥ Uy = 6388920 .

U, = 6:283181 . Uipge == 0288194 '« .
Usgy, = 6:283183 . .3 sons = 0:288187 .

Die Umfinge des eingefdhricbenen und umfdriebenen regelmafigen
Wieleckes von 3072 Seiten unterfdheiden fich exftin ber fechsten Degimale;
da nun die Periferie bed Kreifes jwifdhen jenen beiden Umfangen lieaf, fo
muf nothwendig der gemeinfchaftliche Theil obiger Sablen die Periferie
felbft ausdriicten, fomit ift p = 6-28318 . . ., und daher

. -_—_;l: 314159 . .

Nady bem eben angegebenen BVerfahren Fann bdie Jahl = mit jeber
beliebigen Genauigleit entwicelt werden,
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Der beFannte Kopfrecdhner Jacdhaviad Dafe aus Hambutg be-
technete dDie 3abl = unfer Anleitung des Profeffors Schulz v. Strafs
nigty in Wien auf 200 Degimalen, Sie find
7 = 314159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971

69399 37510 58209 74944 59230 78164 06286 20899
86280 34825 34211 70679 82148 08651 32823 06647
09384 46095 50582 23172 53594 08128 48111 74502
84102 70193 85211 05559 64462 29489 54930 38106

Die Anzahl der Degimalen, die man fir = beibehalt, bingt von dem
Grade der Genauigleit ab, welde man verlangt. Die fechs erflen Deyi-
malen, welde fite die meifien praftifdhen Fale ausveichen, findet man,
wenn man die erfien drei ungeraden Sablen jedbe yweimal neben einander
binfdyreibt, und die gweite HAlfte 355 durd) die evfte 113 dividive; es iji

350 « M8 = S 14159%0

Beifpiele
1) Wie grof ift dev Umfang eines Kreifes; deffen Durchmeffer 8 fi 2
= 87> Sl 4160 i— 25°18272!4
2) €8 fei r = 3/ 4/; wie grof ift p?
P = 2rz = 80 >< 3:14159 — 251-3272" — 8%2/11:8272~,
3) C8 fei p = 80'; wie grof ift d?
dy=_380 : 314159 = 9:54981/,
4) Wie grof ift r, wenn p = 4°8/ 5/ ifi?
p =4°8/5" == 3294 27 = 628318,
r =p:2zx = 829 : 6:28318 52:36202" = 4/4-36202/,
Um bdie Lainge | eined in Graden a ausgedriicten Bogens gu er-
balten, Dat man, wenn r den Halbmeffer begeichnet, die Proporiion
Jo et — "t 86y
rna
oo folgt.
it g aEems 0 r -t fio hat i
4 >< 314159 >< 35

I

woraug 1 =

| == = 2:44345/.
180
D) Flradeninbhalt ded Kreifes.
§. 116.

Da die Fladhe eines jeden vegulaven Polvgons gleicdh ift dem Ume
fange multiplizive mit dem balben Abftande ded Mittelpunttes von einer
Seite, fo folgt:

P Der Fladeninhalt eined Kreifesd ift gleich dber Peri-
fevie multiplizivt mit Dem Halben Halbmeffer,

Heift  der Fladenvaum ecines Kreifes, Ddeffen Radius r, deffen
Durchmefler d, und die Periferie p ift, fo bat man alfo’

d

r
f.—_-p,E—_—“p—J‘—.



Sept man p = 2rx, foift

f = 21':r.;-= ¥,

b. b. der Frdcheninbalf einesd Kreifes witd gefunden,
wenn man dbas Quadvat des Halbmeffers mif der Cudol:

fifdyen Sabr multipligive,
Aus f=r2r folgt r = \/;, nady welcher Sormel fid aus pem

Fladeninhalte beﬁ Kreifed ber Halbmeffer bevedinen Iaf;t .
Dar = --—, fo folgt aus f = r2z qud f-——%. n'.-.-.-i—-,. und
baraus p = 2 \/f~
Beifpiele.

1) 8 fei r = 5/; wie grof ift £?
f=1%7 = 25 >< 314159 = 78:53975[ )"
2) @8 fei d = 183 man bevechne p und f.
p = 18 >< 3:14159 = 56-54862"
“f = 56:54862 >< 4I = 25446879 |
3) G8 fei p = 20'; wie grof tﬁ f?
f =p%?:4z = 400 : 12:56636 = 3183101 []'.
4) Wie grof iff r, menu =10 Jtap?
e — 10 SERAT5 0" —=U 3 1881
I = /31831 = 1784
5) Man beredhne p, wenn £f= 1[]° 15[ ] 37 ] ift.
=" P e 8V [T ="¢as1 [T |"
fz = 7381 >< 8141593 — 23188:097933
vV iz = /28188:097938 — 152:276
pi="2/fr = 304'552/" = 4% 1/ 44,
Heifien F und [ die Fldhenraume jweier Kreife, deven Halbmeffer
R und r find, fo haf man
F = R*= uub f=r12x,
Balier R = R
0. b die Fladen gweict ﬁretfe verbalten fidh fo wie die
Quadtate ibrer Halbmeffer,
Um den Fladheninbalt s eined Kreidausfhnittes, der dem Mittel:
punftdwinfel a entfpridht, su bevehnen , hat man die Proporzion s:r2x
=a:360, woraus

1"1!0.‘ rea T

360 180 ' 2
folgt, oberwenn man ffatt E—E% bie Cange 1 bes ugebdrigen Kreisbogens febt,

b b bev Sladyentnbart eined Kreisdausidnittes iff gleid
dem im Cdngenmafe ausgedritctten Bogen multipligive
mit dem balben Radius,
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6. Aufgaben.

§. 117.

Bei denjenigen Aufgaben, weldpen Dier Feine Auflbfung beigegeben
ift, ift diefelbe bereitd in den worhergehenden Lebriasen enthalten.

1. Durch drei Punfie, die nicht in einer gevaden Linie

Tiegen, einen Kreid ju befdhreiben.

2. Den Mittelpuntt eined Kreifed oder Kreidbogens
gu finden.
3. Durd) einen Puntt der Perviferie an den Kreid eine

Tangenfe yu gieben,

4. Durcdh einen Puntt A (Fig. 171) auferhald desd Kreifes
an diefen eine Tangente zu giehen.

Man verbindbe den gegebenen
Punft A mit dem SBentrum durd
eine Gerade AO, befdyreibe fiber bie-
fer a8 Durdmeffer einen Kreis,
welder den gegebenen Kreid in den
SPuntten B und C {dhneidet, und jiehe
bie Geraden AB und AC, fo find biefe
Kangenten ded gegebenen Kreifes.

Bieht man namlich OB und OC,
fo find die Winfel ABO und ACO
alg Winfel im Halbfreife vechte, bdie

Geraden AB und AC fichen alfo ouf
die Halbmeffer OB und OC fenfrecdht, folglich {ind fie Berlibrungslinien
Ded Kreifes.

§. 118.

5. Cine Gevade AB (Fig. 172) im dufiern und mittlern
Verhdaltniffe gu theilen, d b. fo, dbah fih die gange Ge:
rade jum grofern Abfdnitte verbdlt, wie diefer grofere Ubfdnite
gum Fleinern Abfchnitte.

Man ervidte in A cine Sents
§ig. 172, vedhte auf AB, {dneide dbavon
AC = 1 AB ab, befdhreibe aus
C mit dem Halbmeffer CA einen
Kreid, und ziehe durch B und C
eine Gerade, welde den Kreisd in
gwei Punffen D und F {dhneidet ;
madht man nun BE = BD, fo
ift die Geradbe AB im Punfte E
nach dem dufern und mittlern
WVerhaltniffe getheil,
B E3ift namlid) AB eine Rangente
und ‘BF cine Sefante ded Kreiz
fe8, daber findet die Proporzion

Y )

BF : AB = AB : BD @fatt, daber auch AB:BF — AB = BD : AB
— BD, €8 ift aber
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BF — AB = BF — DF = BD = BE,
AB — BD = AB — BE = AE,

mithin, wenn man in der leten Proporgion biefe Werthe fubftituirt,

AB : BE = BE : AE.
Die Gevade AB ift alfo in dem Punfte E im dufern und mittlern
Berbaltniffe getbeilt.
6. Ginen Kreisbogen AB (Fig. 178) u halbiven.

Fig. 173. Man befchreibe aus den Endpuntten A

und B mit demfelben Halbmeffer Bogen,

A welche fich in C {chneiden, und siehe die CO,

welde den gegebenen Kreigbogen in D {chneiz

\ bet, fo ift Diefer Bogen im Puntte D halbict.

A Nach der Konftrukzion erfdeint nams

7 . D X tich der Linfel AOB halbirt, alfo AOD —

BOD ; baber muf aud) der Bogen AD=BD
s fein

~ Durchd Halbiven eines jeden der gwei

B gleihen Bogen AD und BD witd der Bo=

aen AB in vier gleiche Theile getbeilt, und

durd) fortgefestes Halbiven Fann ev eben fo in 8, 16, 32, 64, . . 27 gleiche

Kheile getheilt werden.

§. 119. e

7. Die Periferie cines Kreifes in jwei gleidhe i‘belIe
gu theilen,

Man giebe einen Durdhmeffer, fo iff dbadburdh die Periferie halbirt.

Durd fortgefestes Halbiven fanu der Kreidumfang in 4, 8, 16, 32,
64, .. 2v gleiche Theile getbeilt werden.

8. Die Periferie einesd Kreifes in fedhs gleidye Theile
su theilen,

Man trage den Halbmeffer ald Sehne im Kreife herum.

MNimmt man pwei foldhe BVigen fir einen eingigen, fo ift der RAreid
in drei gleidhe Theile getheilt. Durd) wicderholtes Halbiren der Bdgen
fann der Umfang nach und nach in 12, 24, 48, 96, allgemein 3-20
gleiche Theile getheilt werden.

9, Den Umfang eined Kreifed in zebn gleiche Theile zu
theilen.

Man theile den Halbmeffer AO (Fig. 174) im Punfte B im dus
fiern und mittlern Werhdltniffe, und frage ben gropern Abjdnitt BO
al8 @ebne im Kreife herum,

Um bdie Ridtigleit diefer Aufldfung nadhzuweifen, Brauc{}t nur
geseigt au werden, daf wenn man AC = BO macht, der Bogen AC
witflich der 10fe Theil bder Perifevie iff. Nad) der Wovausfepung
ift AO: BO = BO : AB, bdaber audhy AO: AC = AC : AB, folglidh
find die Dreiecte AOC und ACB abnlich, weil fie ben TWinfel A ge-
meinfdaftlich, und die ibn einfihlicenden Deiten propovgioniwt haben ;

Moénik, eometrie. 2. Nufl. 7
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e8 ift babet der Winfel m =p. Da dag A AOC gleichfdentlig, fo mufp
auch das A\ ACB gleich{dhenflig, alfo BC= AC, folglidh audh BC = BO,

Fig. 174

und daber Winfel n = p fein. E8 ift fomit m 4 n = 2p, und wegen
A=m-n, A+ m-n=4p. Da fetnet COD = A 4+ m +n, fo
muf aud) COD =4p fein. Fbheilt man baher den Winfel COD in vier
gleiche Xbeile, fo mupp COE = EOF =FOG = GOD = p = AOC f{ein,
daber find aud) die Bogen AC, CE, EF, FG, GD cinander gleich. Der
Bogen AC ift fomit der 5fe beil der Dalben, und folglich der 10te ITheil
ber gangen Peviferie.

Petradytet man gwei folde Bogen zufammen fite einen, fo ift die
Rreislinie in 5 gleiche Theile getheilt. Durch allmaliged Halbiven Fann
man dann den Umfang auch in 20, 40, 80, . . . 5.2" gleiche Fheile
theilen,

7. Rebridge und Aufgaben jur Selbitiibung im Beweifen und
Anflofen,

A 2ebrfate
9:41205

1. Bon einem Puntte, der nicht Mittelpunte eines Kreifes ift, laffen
fih gum Umfange desfelben flet8 nuv je jwei einander gleiche Ges
rabe giehen.

2, TWenn man von einem Puntte auferbalb eined Kreifed mehreve Ge-
rabe an die Pevifevie siebt, fo ift diejenige die Hivzefte, welche vers
Tangert duvd) den Mittelpunft qebt; Jede andere iff um fo ldnger,
einen je grofiern Winkel fie mit ber Flirzeften Geraden bildet, :

(3, Gleihe Sebnen find gleidyweit vom Senfrum entfernt.

‘4, Sehnen, die gleichweit vom Sentrum abjieben, find einander gleich.

5. ‘,Bm; gwei ungleichen Sebnen Tiegt die grofere ndber am IMitfels
puntte.

6. Wenn {ich srwei Sehnen eined Kreifes fenfrecht durdhfchneiden, fo ift
von den vier Bogen, in bdie fie die Perifevie theilen, die Summe ~
gweier gegenitberliegenden gleich dev Summe der beiden anbdern,
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9.

10,

11 {7

12,

i

2.

=

=
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Gine Geradbe, welde auf der Tangente eined Kreifes im BVeriihs

rungspunfte fenfredht fiehet, gebet duvch den Mittelpunfi des )
Kreifes.

., Gin LWinkel , deffen Scheitel innerhalb ded Kreifes liegt, ift gleidh

ber Summe jweier Perifericwintel, die auf dben Vigen fiehen, welche
pon Den ©dhenfeln fened gegebenen und feines Sdyeitelwintels ab-
gefdhnitten werden.

Gin Winfel , deffen Scheitel auferhalb des Kreifes lieat, ift gleidh
bet Differeny sweier Periferiewintel , die auf den Bdgen auffieben,
welde von den Schenfeln jenes LWinkeld abgefdhnitten werben,

SBenn man um ein gleichieitiges Dreied einen Kreid befchreibe, bdie
s gwei Seifen ded Dreiectes gebdrvigen Bogen Dalbire, wund die -
Halbirungspunite duvch eine Sehne verbinbet, fo wird diefe durd
die von ihv gefdnittenen Dreieckfeiten in drei gleiche Theile getheilt.
gRenn in einem Wierecke sivei einander gegentiberliegende Winkel ju-
fammen gleich zwei Rechten find, und man befchreibt durch drei
Gctpuntte dedfelben cinen Kreid, fo muf diefer aud) durd) den vier-
ten Gcdpunte geben.

Befdhreibt man um jebes dev vier Dreiede, in welde ein WViered
purd feine beiden Diagonalen getheilt wird, einen Kreid, fo bilden
die Mittelpuntte derfelben die Ekpunkte eines Parallelogramms.

B. Aufgaben,

S¢ 121,

Aus einem gegebenen Punkte einen Kreid ju befchreiben,
a) der eine gegebene Gerade berlprt,
b) bder einen gegebenen Kreid beriiprt,
Mit einem gegebenen Hatbmeffer einen Kreid zu befchreiben,
a) ber burch ywei gegebene Punfte gebet,
b) ber durdy einen gegebenen Punfe gebt und eine Gerabe berliprt,
¢) ber durch einen Punft geht und einen gegebenen Kreid be:
rliprt,
d) bdet jwei gegebene Gerade berdbre,
¢) ber cine Gerade und einen Kveid beriihrs,
f) der gwei gegebene Kreife berlprt.
Einen Kreid su fonftruiven,
a) ber durch ywei Punfte gebt und eine gegebene Gevade berithrs,
b) Der dburch einen gegebenen Puntt geht und jwei gegebene Gez
tade bertibut,
¢) ber einen Kreid in einem befiimmien Punfte und eine Gevade
berlibrt,
d) der eine Gerade in einem beftimmeen Punfte und einen
Kreis beriihet,
) der gwei Kreife und ywar den einen in einem beflimmeten Puntie
Devlibre.
Einen Kreid ju befchreiben,
a) ber ywei Gerade und einen Kreig beviipre,

7_._—-—/)- ‘\
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b) der eine Gerabe und einen Kreis bevlibrt, und durdh einen ge:
gebenen Punke durdygebet,
) der eine Gerabe und jwei Kreife beriihre,
d) der durd) ywei Punkte gehet und einen Kreid beriihre,
e) Der dburch einen Punti gebet und gwei Kreife berlibrf,
f) ber brei Kreife beriiprt.
5, 3n einer gegebenen Geraden einen Punft ju fudhen, von weldhem
man an gwei Kreife gleidhe Tangenten gieben Fann,
6. An gwei Kreife eine gemeinfchaftiiche Tangente ju giehen.
7. Bon einem Kreife einen Kreisabfchnitt abjufdhneiden, fo daf der in
demfelben liegende Periferiewinfel gleidh fei einem gegebenen Winfel.
8. Ueber ciner gegebenen Geraden einen Kreidabfchnitt su befdhreiben,
deffen Perifeviewinfel gleich ift einem gegebenen Winkel.
9. 3n einen Kreid cin Dreiet ju befdhreiben, bas einem gegebenen
Dreiecte dbnlich ift.
10. Um einen Kreis ein Dreiect ju befdhreiben, das einem andern Dreiecte

Apnlich ift.
I Die Elipfe.

§. 122,

Die Cllipfe ift jene Frumme Linie, in welder die Summe der
Entfernungen eines jeden Punftes von zwei gegebenen Punften einer ge-
gebenen Geraben gleidh ift.

Fig. 175.
7
By

V2

&ind A und B (Fig. 175) die zwei gegebenen Punfte, und RS bdie
gegebene Gerade, fo liegt ber Punft M in der Cllipfe, wenn AM - BM
= RS ift. Die jwei gegebenen Punfte A und B peifien die Vrenn:
punfte; die Mitte O ibred Abftandes AB wird dag Jentrum, und
die Entfernung OA = OB die Crzentrizitat der Gllipfe genannt, Die
Gervaben AM und BM nennt man die @eitfivahlen oder BVeftoren ded
Punties M. .
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Halbirt man die gegebene Gerade RS im Punfte T, und tragt die
Halfte RT auf dex Werlangerung der AB von O big € und D auf, fo find
C und D spunfte der Ellipfe; denn es ift

und AD - BD = AD -4~ AC = CD = RS.

Die Gevade CD nennt man die grofe Are dber Clipfe, und ihre
Gnbpunfte C und D die S cdheifel

8 ift alfo in ber Ellipfe Die Summe dev Leitfivabhlen
¢ines jeven Puntted der grofen Are gleid.

Befdyreibt man aud beiden Brennpunkien A und B mit dex halben
grofien Axe CO nady oben und unten Bogen, fo liegen die Durdhfdhnitts:
puntie E und F auch in dber Glipfe, weil bei jedem die Summie der beiden
Leitfirablen der gropen Are gleich ift. Jieht man durdy E und F eine Se:
vabe, fo muB diefelbe, weil idber AB nach oben und unten ein gleid)-
fchenElige Dreiect gedadht werden fann, durd) den Punft O gehen und
auf AB fenfrecht fein.

Die Gerade EF Heifit die Fleine Are der Clhipfe.

S, 123.

Die Summe dDet Entfernungen eined auferhalb der
Grlipfe liegenden Punfted von den beiden Brennpunt:
ten ift ftets grofer al8 die groffe Are. Die Summe dev
Gntfernungen eined innevhalb der Cllipfe liegenbden
Puntftes von den beiden Brennpunften ift fleiner als
die grofe Axe,

Fig. 176.
. Y. s
= ;_-]L[/ /
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€8 fei N (Fig. 176) ein Punft auBerbalb der Elipfe; vevbindet
man ibn mit den Brennpunften A und B durdy die Sevaden AN und BN,
beten erftere die Glipfe in M fchneidet, und ieht die BM, fo ift MN |- BN
=BM, folglicy auch) AM -~ MN 4 BN > AV -} BM obder AN+ BN>AM
- BM; allein ba M ein Punft der Cllipfe ift, fo ift AM4-BM =CD
vaber muf AN --BN>CD fein.

Fle den Punft N/, welcher innerhalb der Elliple liegt, siebe man
eben fo AN/ und BN/, verldngere die fetere, big fie die Cllipfe im Puntte
M/ fhneidet, und iehe die Gerade AM. Man hat nun AN <<AM‘-M'NY,
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dafer aud)y AN’ 4 BN/ << AM/ |- M/N/ -~ BN/ obeér AN/ - BN’ < AM
~-BM/; nun ift AM/ - BM‘=CD, folglich AN/--BN‘< CD.

Aud den vorhergehenden Sdgen [dft fich indiveft folgevn :

3ft bie Summe det Cntfernungen eines Punktes
pon den jwei BVrennpuntfen einer Ellipfe grofer als
die grofe Are devfelben, fo muf diefer Punft auferhald
ber Cllipfe liegen. Jft dbagegen die Summe der Entfer-
nungen eines Punfied von den Vrennpunften einer
Cllipfe Fleiner als die grofie Are devfelben, fo mup dies
fex Punft innerhalb der €llipfe liegen.

Aufgaben.

§. 124.

1. Wenn die grofie Are und die beiden Brennpunfte
gegeben finb, beliebig viele Punfte der Cllipfe ju

beftimmen.
: Fig. 177.
LY. o
/i 47 \
= 7/ e . 4 .._..‘:‘,\: _\j ot
A 8 5
N M

€8 fei CD (§Fig. 177) die grofie Are der Cllipfe, A und B feien
ibte Brennpunfee. Man nehme jwifdhen den Brennpunkten irgend einen
Punft V an, fo wird dadurdy die grofie Ave in zwei Ab{hnitte ge-
theilt; befchreibt man juerft mit dem grofern CV aus beiden Brenn:
punften nach oben und unten Vdgen, und dann eben fo mit dem Flei-
nern Abfchnitte DV, fo find die vier Durdyfdhnittspuntte M, N, M/, N
Puntte der EUipfe, weil filr jeden berfelben Dder eine Leitfirahl dem
grofern Abfdhnitte CV der grofien Are, und der andere Ceitfivahl dem
Eleinern Abfdnitte DV, alfo ihre Summe der ganzen grofen Are gleich
ift. Auf bdiefe Art Fonnen, wenn man in der Linie AB verfdhiedene
Puntte annimmt, belicbig viele Punfte der Cllipfe befrimmt werden.
Liegen diefe fehr nabe an einander, {o fanu man fie durch eine ftetige
Qinie verbinden, und erhdlt dadurch die Cllivfe.
2. Gine Grlipfe mit Hilfe einesd Fadensd in einem Juge
gu befdreiben,
Man fege in die Brennpunfte A und B zwei Nabdeln, und lege
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um diefelben cinen Faden, bdeffen Linge gleidy ift ABJ-CD, und deffen
@nden jufammengebunden find,  MNimmt man nun einen Seichenftift,
legt ibn in dad Jnnere ded Fadens, und fabrt damit um die beiden
Dunfte fo herum, daf der Faden immer fivaff gefpannt bleibe, fo be-
fchreibt Diefer &tift cine Cllipfe. Denn 8 ift bei diefer Vewegung in
jeber Cage des Stifted M die Summe bder Fadenftlicke AM und BM,
weldhe die BWeFtoren vorftellen, der Lange dev grofien Are CD gleid).

3. Gine getadbe Qinie su giehen, weldhe die Cllipfe in
einem gegebenen Puntte M (Fig. 178) berdhrt,

$ig. 178.

Man jiche an den Punft M die Leitjivablen AM und BM, tind
perlangeve BM 6i8 E, fo bap ME = AM ijt. Sobann giche man die
Gervabe AE und halbive fie in F; Ddie durch F und M gezogene Gerade
FM ift nun bie verlangte Tangente.

Nimme mwan in der Geraden FM aufer M irgend einen Punft N,
und giebt die Linien AN, BN und EN; fo ift wegen ME = MA ba8
Dreiect AME gleihfchentlig, bdaber die ausd dem Sdeitel M jur Mitte
ver Grundlinie gejogene Gevade MF fenfredht auf AE.  LWeil nun FN =
FN, AF = EF, und AFN = EFN = R, f{o ift /A AFN = EFN, babet
AN =EN. dbirt man beiderfeitd BN bdazu; fo ift AN 4 BN=EN J-
BN; aber EN -}~ BN > BE, baher audy AN +4 BN => BE, ober weil
BE = BM -+ ME = BM J AM = CD ift, aud AN 4 BN > CD;
per Punft N liegt daher auferhalb der Elipfe; und da diefed von jes
dem Punfte der Gevaden FM, bden eingigen Punft M audgenommien,
bewiefen wetben Tann, fo folgt, daf FM bdie Glipfe im Punfte M
beviihre,

Aus der Aufldfung diefer Aufgabe ergibt fich der Saf:

Jede Tangente der Ellipfe madht in dem Beriph:
tungspunfte mit den beiden Leiffirablen gleiche Winkel.

€8 ift ndmlich in dem gleichfchentligen A AME ber Binfel a==b,
aber a==c, daber auch b=c.
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L. Die LHyperbsl.

§. 125.

Die Hypevbel ift eine Frumme Linie, in welder der Unterfhied
ber CEntfernungen eines jeden Punfted von gwei gegebenen Punften
einer gegebenen Gevaden gleich ift.

@ind A und B (Fig. 179) bdie gegebenen Punfte, und RS bdie
gegebene Gerade, fo liegt der Punft M in der Hyperbel, wenn AM —
BM = RS ift.

Die Punfte A und B heifen die Brennpunfte, die Mitte O
ihres Abftande8 AB das8 Zenfrum, und die Entfernung OA = OB
bie Cryentrigitdt der Hyperbel; die Gevaden AM und BM find die
eitftrablen ded Punfied M.

Wird die gegebene Gevade RS in T Dbalbivt, und die HAlfte RT
bon O aus ti8 C und D aufgetragen, fo find C und D zwei Punfte der
Hyperbel 5 denn man hat

BC — AC = BC — BD = CD = RS
Fig. 179,
T
S g o
\\ ¥
N0+

Die Gerade CD nennt man die Hauptare oder evite Are, und
ibre Endpuntte C und D die Scheitel der Hyperbel.

In bet Hyperbel ift alfo die Dirfereny der Leitftrahs
[en eined jeden Punfted dev eviien Are gleid.

Befdreibt man aug den beiden Scheiteln C und D mit der Exgens
trizitat AO al$ Halbmeffer nach oben und unten Vodgen, weldhe fich in den
Punften E und F durchichneiven, und ziebt die Gerade EF, fo muf diefe
durdh) das Sentrum O geben und auf der erften Are CD fenfrecht fiehen.

Die Gerade EF witd die fonjugivie oder jweite Are der Hy«
petbel genannt,

§. 126.

Qiegt ein Punft auBerhalb der Hypervbel, fo ift die
Diffeveng feiner Abjtdnde von den beiden Brennpunts
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ten fleiner als die erfie Are. Liegt dagegen ein Puntt
innerhalb dev Hoperbel, fo ift ber Unter{diied feiner Ab:
ftdnde von den Brennpunften grofer ald bie erfie Are.

Ftg. 180.

3 liege der Puntt N (Fig. 180) auferhalb ver Hyperbel; zieht man
ju Den BVrennpunften A und B die Gevaben AN und BN, deren leptere
die Hyperbel in M {chneidet, fo ift, wenn man nod) die AM zieht, AN—MN
< AM, und wenn man beiderfeits noch BM absiebt, AN— MN — BM << AM
— BM, oder AN—BN<AM—BM; dba nun M ein Puntt der Hyperbel ift,
fo muf AM—BM=CD, baher AN — BN <<CD fein.

8 fei ferner N/ ein Punft innerhalb der Hyperbel, und man giehe wies
der die Geraben AN/ und BN/, weldhe leftere die Hyperbel in M’ {dyneidet,
fo ift, wenn man nody AM/ ziebt, AN/> AM/— M’‘N’, und wenn man
beiderfeits BN/ abgieht, AN—BN’>> AM‘—M/N/—BN’, ober AN/ — BN/
> AM‘—BM/; nun ift AM’—BM‘=CD, bdaber mup AN'— BN'>CD
fein.

Aus den vorhergehenden Sasen folgt:

WenndieDifferenyder Entfernungen einedPunt:
ted von ben Brennpunften einer Hypevbel Fleiner ift
al8 bie evfte Are devfelben, {o Liegt dDiefer Punft aupers
balb dber Hyperbel, It dagegen die Differeng der Abs
ftanbe eines Punfted von den zwei Brennpunften einer
Hyperbel grofer ald die evfte Are derfelben, fo muf dies
fer Punit innerhalb dev Hypevbel liegen.

Aufgaben,

S 1 205

1. Wenn die exfie Are und die beiden Brennpunite ges
geben find, beliebig viele Punkte der Hopperbel 3y
beftimmen. -



€8 fei CD (Fig. 181) die erfie Are der Hoperbel, A und B feien die
Brennpuntte. Man nehme in der Sevaben BX irgend einen Punkt v,
und befdhreibe mit dem Halbmeffer CV aus den beiden Brennpuntten nady
oben und unten BVogen, bievauf eben fo mit dem Halbmeffer DV; o wet-
den die Durd)fchnittdpuntec M, N, M/, N/ diefer Bogen in der Hyperbel
liegen , Denn e ift 3 B. fiir ben Punft M

AM — BM — CV — DV = CD,

Nimmt man in der Gevaden BX verfdhiebene andeve Puntee und
verfabre auf bie eben angegebene LWeife, fo Fann man dadurdy beliebig
biele Puntte evhalten, welche alle in der Hyperbel liegen.

2, Durdyleinen Punktt M (Fig. 182) an die Hyperbel cine

Tangente gu fubren.

Fig. 182.

40

Man giehe su dem Puntte M die Leitftrahlen AM und BM, fdyneide

ME —BM ab, verbinbe E und B durd) eine Geradbe EB und halbive biefe
in Fj bie durdh) F und M gesogene Gevade FM ift die verlangte Tangente,
Nimme man in der Linie FM aufer M irgend cinen Punté N an,

und gieht die Gevaden AN, BN und CN, fo ift EN=BN; denn im gleid)-
fdentligen Dreiecte BME ift die Gevade FM fenfredht auf BE; in den
Dreiecen EFN und BEN find daber ywei Seiten mit dem eingefdloffenen
TWintel gleich, fomit A EFN=<BFN und EN=BN. &8 ift nun AN < AE
—+-EN, folglidy AN—EN<<AE; odet AN—BN<<AM ~EM, odbet AN—BN



< AM—BM, dabet AN — BN <<CD; der Punft N liegt daber aufierhalb
dev Hyperbel. Weil nun dasfelbe aud von jedem andern Punfte der EM,
ben eingigen Punti M audgenommiien, bewiefen werben fann, fo ift FM
cine Tangenfe der Hyperbel.

Weil das Dreiect BME gleichfchentlig ift, fo ifi dev Winfel a=Dh,
. hoin der Hyperbel madt die Tangente mit dDen Leita
ftrablen des BVevhihrungspuntted gleidhe Winfel.

BDie Pavabel,

§. 138;

Die Pavabel ift jene Frumme Linie, in welder jeder Punft von
einem gegebenen Puntte eben fo weit entfarnt ift, al8 von einer gegebe-
nen Gevaden.

Fig. 183. Sft A (Fig. 183) et gegebene

B Punft und BC die gegebene Gerave,
: fo liegt der Puntt M in der Parabel,

]‘[/ wenn die Gerade AM der Sentrechten
Q Ao g 184 MQ gleidy ift. Der gegebene Punit A

i A5/ Deifit ber Brennpunft, die Gerade
/’1 /’ BC bie Ridhtungslinie der Pa-
e X rabel; die Gerade AM nennt man den
Do\l eitftrabl des Puntted M,
K.i Biebt man vom BVrennpunfte A
'~ auf bie Ridytungslinie BC cine Senk-
Ty vechte und balbivt diefe in O, fo ftebt
Diefer Puntt vom BVrennpunfte und
von ber Ridhtungslinie gleich weit ab,
O ift fomit ein Puntt der Pavabel. Der
Punte O heift der Sdheitel, und die iiber den Vrennpuntt hinaus ver-
langerte Gevabe OX die Axe der Parvabel.
Die Gerade EF, welche im Brennpuntte auf die Are fenfredht freht,
wird der Par amctex per Pavabel genannt.

§. 129,

Jeder Punft auferhalb dev Parvabel fieht pom
Brennpunfee weiter ab als von dev Rihtungslinie JFe-
per Punft innerbalb der Pavabel fieht naber am Brenns
punffe als an der Richtungslinie,

3t N (Fig. 184) ein Puntt aujerbalb der Pavabel, fo ziehe man
pon N auf BC bdie @enfrechte NQ, welde verlangert die Parabel im
Puntie M fchneidet. Sieht man nun AN und AM, fo ift ANS-MN=>AM,
und wegen AM=MQ aud) AN|-MN>MQ, forghd) AN=>MQ—MN, ober
AN > NOQ.

ieat et Puntt N’ innerbalb der Parabel, fo falle man wieder auf
BC die @enfrechte N4Q!, welche die Pavabel in M/ {dhneidet, und man hat,
wenn die Gevaden AN und AM/ gegogen werden, AN'<<AM/--M/DN‘, und
wegen AM/ = M-Q’ aud)y AN'<<MQ’ —}-M N/, ober AN/ << NW)“,
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Aus den vorhergehenden Sagen folgt:

Riegt ein Punft ndhev an der Ridhtungslinie als am
Brennpunfte einer Pavabel, fo mup ev auPerhalb der
Parvabel [iegen; ift Dagegen ein Punft naher am Brenn:
punfte als an der Ridtungslinie, fo liegt ev innerhalbd
det Pavabel,

Aufgaben,

S3L30:

L. Wenn ber Brennpunft und die Ridtungslinie ges
geben find, beliebig viele Puntte der Pavabel 3u
beftimmen,

Es fei A (Fig. 185) ber
ig. 185. Brennpunft und BC bie

B Ridhtungslinie. Man jiehe
‘ / von A auf BC eine @enf:

’ s tedyte AD und verldngere
/ fie liber A Dinaus, Der

g /| Mittelpunft O bder AD

y ’/’/ i ift der @cheitel ber Parva-
! bel. Nimmt man nun in
J X Der Are OX irgend einen
0\ A 14 X Punkt V, gieht dadureh die
N | auf die Ave fenfrechte Ge-
J rade MN, und befdyreibt aus
pem Brennpunfte A mit
LA dem Halbmeffer DV 3wei
N el Bogen, welde jene Senf:
B tedhte in den Punften M
I und N duvdhfchneiden, fo
g] miiffen diefe Punfte in dev
Pavabel liegen, weil fie
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nad) der Konfirufzion yom Brennpunffe eben fo weit abfieben, ald von
der Ridtungslinie. LWenn man auf diefelbe At febr viele SenFredhte auf
et Are evvidhtet und fie gehdrig durchfchneidet, fo erbdlt man beliebig
viele Punfte der Parabel. Wenn diefe fehr nabe an einander liegen, {o
gibt ibre Werbindung mit einer ftetigen Linie die Parabel.

2. Die Parabel in einem Buge yu befdreiben,

ig. 186. 1%

(/4

Man nehme ein holzernes rehtwinfliges Dreiect EDF (Fig. 186)
und einen Faden von der Linge DE, befeftige das eine Ende bes Fadens
im Brennpunfte A und das andere in E. Dann (Bt man das Dreiect mit
der Kathete DF 1dngs dev Ridtungslinie fortgleiten, und flihre gugleidy
den Beichenftift M [angs der Kathete DE fo fort, daf dabei der Faden im-
mer fivaff gefpannt bleibt; der @tift M befdhreibt dadurd) den obern Aft
per Pavabel. Denn ed wird bei jeder Rage ded Dreieckes die Fadenlange
AM dem abgewidelten Stiicke DM der Katbete DE gleid) fein, d. b. e8 witd
in jeber Cage der Puntt M vem Brennpunfte eben fo weit abftehen als
von dev Richtungslinie. Um eben fo den untern AfE der Pavabel ju ers
balten, wird man dag Dreiect fo umdrehen, daf die Katbete DF in die
Ridhtung GC fams,

8. Turd) cinen Puntt M (Fig. 187) der Parabel an diefe
eine Tangente gu giehen.

Man falle von M auf die RNichtungslinie BC bdie Senfredite MP,
siche die Gerade AP und halbive fie in Dy die durd) D und M gezogene
Serabe DM ift Die verlangte Tangente.



Man nehme in der Geraden DM aufer M ivgend einen Punft N an
und ziehe AN, PN und NQ_| BC. 2Beil bas Dreiect AMP gleichfchentlig ift,
fo it MD | AP. Die Dreiecte ADN und PDN find nun Fongruent, da fie
gwei Seiten mit dem cingefdloffenen Wintel gleidh Haben; daber ift AN
=PN. €8 ift nun PN > NQ, daber mufi auch AN > NQ fein; der Punli
N liegt alfo auBerbalb der Parabel. Dasfelbe Fann von jedbem Punfte dev
DM, ben ecingigen Puntt M ausgenommen, bewiefen werden; alfo ift DM
eine Kangente der Parabel.

Da bder Winfel a=D> ift, fo folgt:

Die Tangente einer Pavabel balbivet den WinTel,
dben dev Leitfiradl des Vevubrungdpunffed mit einer
dburd diefen Punft pavallel mit der Are gezogenen e
raden Dilbef.

——0 S



Bweiter Theil,
Die Steveometrie

Criter Abfdhnitt,
@erabe RQinien und Ehenen im Nounie,

§. 131.

Bwei Gerade im Raume fonnen eine dreifade Lage gegen
einander haben: entweder find fie parallel, wenn fie namlich in der=
felben RNichtung fortlaufen, fo dap fie libevall bdiefelbe Entfernung von
einander haben , oder fie treffen hinldnglich verldngert in einem
Puntte gufammen; oder e ift Feines von beiden der Fall, die Ge-
taben geben an einander vorbei, ohne pmaHeI s fein und obne
fich ju fdneiden. In den evfien giei &allen muflen die beiden Gevaden
in der namlichen Cbene Yiegen, im dritfen Falle beﬁnbeu fie fich in gwei
verfchiedenen Chenen.

§. 132,

Cine gevadve inie im Raume Fann gegen cing Chene
eine yweifacdhe Lage baben, enfweder ift fie mit ibr pavallel, wenn fie
{iberall die ndmliche Entfernung von der Chene hat, oder fie ift gegen bie-
felbe geneigt, wenn fie fich nady einer Seite hin der Ehene nabert, und
nach ber andern Seite von ihr entfernf. Cine Gerade, weldhe mit einer
Ebene pavallel ift, Tann, da fie von der Chene ftetd gleich weit entfernt
Bleibf, mit Der Chene nicht gufommentreffen, wenn fie audh nodh fo iweit
perlangert wirth; eine gegen die Chene geneigte Gerade dagegen muf hin-
ldnglidhy verlangert die Chene in einem Puntte {dhneiden , und jwar auf
berjenigen @eite, nady weldher hin fie fich der Chene nahert, Der Punfs,
in weldhem eine gegen die Ebene geneigte Gevadbe mif derfelben zufammnien=
trifft, beifif dev Fuppuntt diefer Geraden in der Chene.

Gine gegen die Chene geneigte Gerade Fann wieber fenfred) £ ober
fdhief auf derferben auffteben. Cine Gevade beifit auf bev Chene fents
vedyt, wenn fie auf allen durch ibren Fuppunft in diefer Chene gesoges
nen Gevaden fenfreche ftebt; im eutgegeu;e[egten Solle ift fie auf bev
Ehene fdbief.
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Fig. 188.
B ~ Wenn eine Gerade auf einer Chene
/'/, {chief ftebt, und man fallt von einem
i Puntt derfelben eine Senfredhte quf
R DA bie Gbene; fo beift die gerade Linie,

/ Geraben in der Cbene; und der Win:
i fel, Den die fdhiefe Gerade mit iprer
Projetzion bildet, der Neigungs:
winfel dber Geraben gegen die Ehene.
Stebt AB (Fig. 188) fchief auf der Ebene RS unbd ift BC_| Cbene RS,
fo ift AC die Projefzion der Geraben AB in der Ebene RS, und BAC ber
Neigungdwinfel der AB gegen die Cbene RS.

| weldye den Fufbunft jener Geraden
P mit dem Fuppunfte der Senfrechten
St A O verbindet, die Projefzion jener

§. 133.

WVergleidht man gwei Ehenen bhinfihtlich ihrer gegenfeitigen Lage,
fo find diefelben entmweder einanber pavallel, wenn alle Punfte der
einen Gbene von der andern gleich weit abfieben; ober ¢8 find die Ebenen
gegen einander geneigt, wenn fie fih auf einer @eite ndpern, auf
der andern entfernen. Bwei parallele Cbenen fonnen, da fie fiets denfel-
ben Abftand von einanbder haben, aud) nod) fo weit erweitert, nie jufam:
mentreffen. Bwei gegen einander geneigte Ehenen miffen hinldnglich er-
weitert einanber durdy{dineiden, und jwar it der Durdhfdhnitt eine q ez
tade Qinie; denn wdre die Durchfchnittslinie nicht gerade, fo mifte
fie burch drei Puntte geben, weldye nicht in derfelben Geraden liegen, und
e8 wiirden alfo durch jene drei Punfte zwei verfdiebene Ehenen gelegt
fein, was nicht modglich ift.

Fig. 189.

PWenn man in einem Punfie der Durdys
fchnitt8linie gweier Cbenen auf diefelbe in je-
ber Ebene eine Senfrechte evrichter, fo Deiht
per IBinkel, welden diefe Senfrechten ein:
fdhliefen, ber Neigungswintel der Deis
ven Ebenen.

St (Fig 189) CO 1 _AB und DO | AB,
fo ift COD bder Neigungdwinfel der ywei Ebenen
BR und BS.

Bwei Ebenen fieben auf einander fen f-
recht, wenn ibr NeigungSwinfel ein redbter
ift; im entgeaengefesten Falle freben fie fhief

auf einanbder.

§. 134.

Die gegenfeitige Neigung von drei oder mebreren in cinem Punfte
gufammengtopenden Chenen wird ein Kovperwinfel, aud Kovpered,
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genannf, Det Puntt, in weldem alle Chenen sufammenfreffen betﬁt
die @pife ober der @dyeitel; bdie geraden Linien, in'denen fich je
swei nady einander folgende Chenen burcbfdgnexben, nennt man die Kan-
ten, und die Winkel, welche je gwei auf einander folgende Kanten bil=
ben, die Kantenwintel,
Fig. 190.
1im einen Korperwintel angugeben, nennt
man entweder blof den Budhftaben an der Spise,
oder jugleich aud) einen Budjiaben an jeder
\ Kante, fo jedoch, dap der Budhftabe an der
\ ©pite dabei die erfie Stelle einnimmt,
Sn bem Korperwinfel O oder OABC (§F. 190)
find OA, OB, OC bie Kanten, und AO0B, AOC,
, BOC bie Kantenwinfel.

A n ¢ Hinfidhtlich der Angabl der Kanten ift ein
Kdrperwinfel dreiz, viers oder mephrfans

tig, je nachdem ev drei, vier oder mehreve Kanten Daf.

I @erave inien im Raowme.

§. 1854
enn die Sdentel eines Winteld im Raume mit den Schenteln
eined andern Winfels gleidhe Ridytung paben, fo mup auch bdie Xbmet:
chung der Richtungen in beiden Winfeln diefelbe fein.
8 gilt alfo aud) in Bezug auf den Raum der Safh:
Winkel, deren Sdhenfel nad) decfelben @ette btn
patallel Iaufen find einanbder gleid.

H. Gerade Linien mit der Ebene vergliden,

Qe by {age

§. 136.

1. Wenn eine Gerabe auf zwei Geraden, weldedurd
ipren Fufhpunttineiner Chenegegogen werden, fenks
vedt frebt, fo ift fie aud) auf jedbevandern durdiibhs
reh Fufpunft in diefer Cbene gegogenen Gevabden,
und fomit auf diefer Cbhene felbft fentredt.

E8 ftehe (Fig. 191) dieGerade MO auf dev Cbene RS fo auf, daf
fie mit den in diefer Chene durch O gezogenen Geraben OA und OB redhfe
Winkel bitden ; fo ift gu beweifen; dap fie auf jeder durch O willfurlich
gezogenen Gevaden, 3 B. anf OC, weldhe die BWerbindungslinie AB in
C fhneidet, fenfrecht ftebt. — Dan' verlangere die Gerade MO unter
bie Gbene RS, madye ON = OM, ‘und jiehe MA und NA, fo find die
redhtwinfligen Dreiecfe MOA und NOA fongruent, weil fie die beiz
ven RKatheten wedbfefeitis gleich baben; folglichy ift audy MA = NA.
Rieht man MB und NB, fo finb aus demfelben Grunde auc) die vechts
mmfugcn Dreiecte MOB und NOB fongtuent, daber MB = NB. Die

" Moénik, @comefete, 2, Uufl. 8
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Dreiecte MAB ‘und NAB Haben nun alle drei eiten wedfelfeitig gleid),
folglih find fie Fongruent, unbd e8 miiffen die den gleichen Seiten

Fig. 191.

¥
; N
MB und NB gegenfiberliegenden L8infel MAB und NAB gleich fein.  Sieht
man endlich noch MC und NC, fo ift wegen AC = AC, MA = NA und
MAC = NAC bag8 A MAC =< NAC, bdaber MC = NC. Die Dreiece
MOC und NOC paben nun alle drei Seiten wedhfelweife gleich, alfo find fie
Fongruent, und folglich die LWinfel MOC und NOC gleih, und da fie
Nebenwinkfel find, rechte; e8 ftebt alfo MO wirflih auf OC, und eben
fo auf jeder andern durdy O in der Cbene RS gegogenen Gevaden, folglich
auf der Ebhene RS felbft fenfrecht.

2, Wenn drei gevade Linien aufeiner andern Geraden.
in bemfelben Punfte fenfredt fieben, fo miffen fie
in einer und derfelben Chene liegen,

E8 feien (Fig. 192) die Geraden OA, OB und OC fenfrecht auf OM,

fo miiffen fie in der ndmlichen Cbene liegen. TMan denfe fih dburd) 0A
Big. 192. und OC die Chene AOC gelegt, auf wel=

dher nady dem eben bewiefenen Sape die

Gerabe OM fenfredht ftebt, fo mup aud
die OB in diefer Gbene liegen. LWare diefes
nidt der Fall, fo mifte fie fiber oder
unter biefer Chene zu Iiegen Fommen,
Nebmen wit erftlidh an, die OB liege
liber Der Ehene AOC, und denfen wir ung
burd) den Winfel MOB eine Cbene gelegt,
weldye die Ebene AOC in der Geraden OD
putrdyidhneiden witede, fo miifite der Win-
fel MOB << MOD f{ein; allein da bdie
Durdfcnitiglinie OD in der Chene AOC
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fiegt, worauf OM fenfrecht ift, fo mifite MOD = R, fomit MOB << R
fein, wag der Worausfesung MOB =R widerfpridht. €8 Fann alfo die
Annabme, daf OB tiber der Chene AOC liegt, nicht mbglich fein. Eben
fo fann gegeigt werden , baf OB nicht unter dex Chene AQC liegen Fdane,
folglih muf OB in der Ehene AOC felbjt liegen,

e L
&ig. 193. § 3 d
A 3. Sn einem Punite einer Ehene
Fann auf diefe nutr eine efn-
B jige @enfredite exriditet wers
ben,

Es fei OA L RS (§ig. 193), fo Fann

= nicht nodh eine jweite Gerade, 3. B. 0B, im

; Punfte O auf RS fenfredyt fieben. Dentt

C/Y man fidh) namlich durch den LWintel AOB eine

A Ebene gelegt, weldye die Ebhene RS in einer

geraden Linie OC {dhneidet, fo ift offenbar

ber dWinfel BOC << AOC; aber nach der Borausfepung ift AOC = R,
baher BOC < R, mithin fann OB nicht fenfrecht auf RS fein.

4, Bon einem Punfte auBerhalb einer Ebene fatin
auf diefe nur eine eingige Sentrechte hevabgelafs
fen werben, ;

Fig. 194.

7 &8 fei OA | RS (Fig. 194), fo fann
aus dem Punfie O nidht noch eine gweite Ses
radbe, 3. B. OB, auf die Ebene RS fenfredht ges
flipre werden. Denft man fidh ndmlidh durd
ven Winfel AOB eine Chene geleat, welde bie
GEbene RS in Der gervaben Linie AB fdhneidet,

Vi
/7[1(_337 fo ift in dem Dreiecte AOB nad) der Worauss

1/

fepung der AWinkel A ein vechfer, daher muf
7 B yigig fein, und es fann daber OB auf die
Ebene RS nidht feu vedyt fteben,

5. Die Senfredite ift die flvgefie Gerade, welche von
einem Punfte auperhalb einer Chene auf diefe ges
3o0gent werden fann,

it ndmlidh OA | RS, und OB irgend eine fchiefe Gerabde, fo muf
in dem redhtwinfligen Dreiecte AOB die Kathete OA Fleiner fein al8 die
Hypothenufe OB.

Aus diefem Grunde dient die Sentredhte von einem Puntte auf eine
Gbene, um die Cntfernung bdiefed Puntted von dev Chene ju bes
ftimmen,

§. 188.

6. MWenn man von einem Puntte aufferhalbeiner Chene
ju diefer dDrei gleidh [ange gerade Linien gieht, und
purdy dieFuppuntte berfelben einenKreid befdreibs,
fo farre per Mittelpunft diefed Kveifed mit dem

™ 8'&



116 &
Fig, 195. Fupbuntte det Senfred-
0 fen, welde von fjenem
Punfieaufdie Chene hers
abgelaffen witd, gufam-
men.
€8 fei (Fig. 195) A0 =B0 = CO,
und OP | RS, fo muf P ber Mittel-
puntt des durch die Punfte A, B und C
befdyriebenen Kreifes fein. Sieht man
AP, BP und CP, {o Daben bie bei P
tedhfwinfligen Dreiecte AOP, BOP und
COP eine gemeinfchaftliche Kathete OP
und gleiche Hoppothenufen, folglich find
fie Fongruent und miffen aucy die an-
bere Katbete gleih baben, mithin ift
AP=BP=CP, und alfo P wirflich der Mittelpunit des durch A, B und
C gelegten Streifes.

7. Wenn von zwei parvallelen Geraden die eine auf
einer Chene fenfredht ftehf, fo ift aud die anbere
auf diefe Chene fenfredt

@8 fei (Fig. 196) AB || CD und AB

Fig. 196. A RS, fo muf audh CD | RS fein.

A & Pean ziebe durd) D in der Cbene RS

1 bie willfirliche Gerade DF und bas

' mit parallel die Gerade BE, fo miiffen
| die Wintel D und B gleich fein, weil
f fie parallele @benfel haben; aber nach
| \ ber Worausfepung ift B ein vechter Win-

‘ B D e[, alfo mup ¢8 auch D fein, und e8
/" / ift CD | DF. Da nun DF in der Gbene
E ¥ RS durchy D gany willficlich gejogen

Y wutde, fo gilt bas von DF Bewiefene
audy von jeder andern dburdy D in der Cbene RS gesogenen Geraben; CD
ftept demnach auf allen foldhen geraden Linien, mithin auf der Ehene RS
felbft fenfrecht.
8. Wenn gwei Gerade auf einer Chene fentredht frehen,
fo find fie pavallel

8 feien (Fig. 197) AB und €D fents.

Big. 197 vecht auf RS, fo muf AB || CD fein. SWdre

ﬁ[) AB nidht parallel mit CD, fo'miifite fich durch

! A cine andere mit CD parallele 2inie AE

, 4 jieben laffen; als$dann mifte AE_| RS fein,

/ } was nidhyt moglich ijt, da im Punkte A auf

J bie Cbene RS nicht jwei ver{diedere Senfs

I techte AB und AE ervichtet werden fonnen,

0/ Die Annabme, daf AB mit CD nicht paval-

Y lel fei, ift demnady nicht mbglich; folglich
muB AB || CD fein,
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§. 139.
9. Det Neigungdwinfel ift der Fleinfie Winfel, Den
ecine Gerabe mit einet Cbhene vilden Fann.

SIS & - St BC.I RS (Fig. 198), fo ift BAG ber

ol Jeigungswinfel der Geraden AB in ‘Der

Ao i Ebene RS. Biehtman durch A mif der Ehene

/ [ RS irgend eine von der Projefsion AC vers
7 | jdicbene Gerabe AD=AC; fernet nod bie

Z Il / CDundBD, foift bas Dreiect BCD bei C
it / L bl ]
/& / reditwintlig, daber BC<<BD. Bergleicht
; man nun die beiben Dreiede BAC und
BAD, fo finbet man, daf in denfelben AB
==AB, AC=AD, aber BC<<BD ift; daber mup auch der Winfel BAC <
BAD fein, 2Auf gleiche Weife fann man eigen, daf der Winfel BAC Heis
nev ift al8 jeber anbeve Winkel, ben die AB mit einer burdy A in der Cbene
RS gezogenen Gevaden bildet,
10. Wenn 3m_ei Parallele auf einer Chene {dhief auffies
hen, fo bilden fie mit diefer Gbene gleidye Neigungs:

winfel.
Fig. 199.
B ©8 fei AB || CD (§ig. 199). Fallt man
y D von B und C auf die Chene RS die Senks
/) /] recdhte BE und DF, unbd 3ieht AE und CF,
7 4 ! / E fo {ind BAE und DCF bie Neigungdwin-

|

fel Der Geraden AB und CD gegen bdie
R/'—_7“r Ekl—__fm_"—/ GbeneRS. Snden Dreiecten ABE und CDF
I/ |
g

! find nun die Winfel E und F al8 redte

/i T n i 4 R einander gleidy, ferner audy die LWinfel B

:;{il;“.__!i._q#!ilp und D gleidh, weil ihre Schenfel pavallel

find; 8 muffen daber audy diedritten LWinz

fel A und C gleich fein; folglich bilben AB und CD mit ber Ebene RS
gleiche Neigungsdwinkel.

11. Bieht man durcd den Fuhpuntt einer {dhiefen Gerar

ben auf ibre Projefzion in einer Cbhene eine Sent-

tedhte, fo mufi diefe aud auf der {diefen Geraden
fenfredht ftefen.

ig. 200.

B%g €8 fei (Fig. 200) AC bie Projefsion ber
fdhiefen Geraden AB in ber Ebene RS, foz
mit BC | Gbene RS; ferner fei die in det

' _ Goene RS aezogene Geradbe DE 1 AC; fo
T VB i‘E‘f muf aud) DE | AB fein. .

\ i \/\/’ Man madye AD=AE und jziehe CD und
6"'\’;{;"‘\-‘/ CE, fo find die vechtwintligen Dreiecte DAC
\‘ /\’A*’*"- und EAC fongruent, weil fie gleidhe Ka=

x:i.} ~theten Dbaben; daher mup audhy CD=CE

B fein. Bieht man nun BD und BE, fo-Daben
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bie tedhtmwintligen Dreiecte BCD und BCE ebenfalls gleiche Katbeten , o8
ift dbaber A BCD=<BCE, und folglih BD=BE. Das8 Dreiect BDE ift alfo
gleidhfchentlig, und e muf die Gerade BA, welde davin ben Sdeitel B
mit der Mitte A der Grundlinie DE verbindet, auf diefer fenfredht fieben;
mithin ift wirflich DE | AB.
12. Wenn eine Gerade mit einer Chene pavallel ift,
‘und man legt Dadburd) eine Cbene, welde die anpere
Ebene fdhneidet, fo muf die Durchicbnittdlinie mit
jener Gerabden pavallel fein,

Fig. 201. e R

AB | RS (§ig. 201),

A :,B und man legt durch AB eine
R J Gbene, weldhe die Chene RS

T ) in ber Geraden CD fdneidet,

JI/ fo muff CD || AB fein. Bdre

O /ﬂ CD nicht parallel mit AB, fo
h)

mifiten diefe beiben Geraden
binlanglich verlangert, da fie
in detfelben Ghene liegen, noth-
wenbdig in einem Puntte, 5. B. in O sufammentreffen. Da aber CD, {omit
auch jeber Punft ihrer Werlangerung in der Chene RS liegt, fo
miifte dDie Geradbe AB im Punffe O mit der Ehene RS jufammentveffen,
was der Annabme AB || RS wiberfpridit. €8 muf folglidy CD || AB fein.
13. Wenn eine auBerhalb einer Chene liegende Gerade
mit einet Gevaden, weldhe inder Chene liegt, parals

Tel ift, foift die erflere Gerabe mit ber Chene felbft

parallel.
ig. 202
A4 5
e
/Lf Bsdh i L IR
| / i
1/

g i byt
N
€8 fei (Fig. 202) AB || CD, fo muf auch AB || Gbene RS fein,
Ware AB nidht parallel mit der Chene RS, fo mitfite die gehorig vet
langerte Geradbe mit der hinldnglich erweitevten Ghene in einem Punfte O
sufammentreffen. Diefer Punft mifte nun, dba er fich fowobl in der Ehene
ABCD, in weldyer die Berlangerung der AB liegt, al8 audy in der Chene
RS befindet, notbwendig in ber Durdhfdhnittslinie CD det beiden Chenen
liegen; AB und CD wiitben alfo verldngert fich in einem Puntte O fchneis
ben, wad nidht fein fann, weil AB || CD angenommen wutde. €8 ift dem-
nad) nichyt moglich, dap AB mif der Cbene RS nicht pavallel wdre; folglich
muf AB || RS fein, ' g
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Aufgaben

§. 140.
1. €8 foll von einem Punfie A (Fig. 203) auperhald
cinet Ghene RS auf diefe eine fenfredte Gerade ges
farlt werben.

ig. 203.
fﬂs Man giehe in der Cbene RS eine
beliebige Gerade BC, falle in der durch
\ A und BC gelegten Ebene von A auf
| BC bie @enfrechte AD; in D ervidyte
|

B/_— ‘ T_ C man in der Ebene RS auf BC die Senk:
| 7 \/ vedhte DE, unbd fiifire darauf in der durdy

: M) pen dinfel ADE gelegfen Chene von
/E /l) A aus bie @enfrechte AF; fo fteht AF

%} , ‘B 74'/’/,, auch fenfrecht auf der Ebene RS.

Um die NRichtigfeit diefer Aufldfung su erweijerr, gziehe man in der
Gbene RS durd) F die FG || DB. Da die Gerade DB auf DA und DE fent:
vecht fiebt, fo ift fie auch fenfrecht auf dex duvch diefr beiden Seraben ge:
Tegten Gbene ADE, und weil FG || DB, fo muf ava FG auf ber Ghene
ADE unbd fomit auf ber Geraden AF fentrecht freben. Ldenn aber die Ses
rabe AF fowobl auf FG al8 auf DF, welde beide in der Ebene RS liegen,
fenfrecht fiebt, fo ift fie auch fenfrecht auf dev Ehene RS.

Fig 204
)/ ! B 2. €8 foll in dbem Punite A (Fig.
J 204) e¢iner Ebene RS auf diefe
B | cine fenfredyte Gevade ertids-
tef wetdet,
Man falle von einem beliebigen aus
A (A4 fierbalb der Gbene RS liegenden Puntte B
auf diefelbe eine Senfrechte BC, und iehe
i S in ber purdh A und BC gelegten Cbene durdy
g;xe AD || BC; fo muft audy diefe Gerade AD auf der Cbene RS fenfredht
ehen.

3. €8 foll dburd einen Puntt auferhalb einer Clene
mit dDiefet eine parallele Gerade gegogen werden.
 an lege durch ben gegebenen Puntt eine Chene , weldye die fril:

bere in einer eradben {dyneidet, und giehe durch jenen Puntt eine Parals
Iel& %ufbiefer Geraden; fo wird bdiefelbe auch mit ber gegebenen Chene pa-
rallel fein,

[ @benen mit Ehenen verglidyen,
3 A )
§. 141.

1. Wenn gwei pavallele Chenen von einer dritten ges
fnitten werden, fo find die Durdfdnitislinien
potallel, .
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Bt 200 @8 feien (Fig. 205) bi

eien (Fig. ie

A = @ Cbenen AR und CS parallel,
y R und man fchneide fie durch bdie

: g :/0 Gbene ABCD, o miiffen bie
Sl ., Durdyfchnittslinien AB und CD

C ’__,1,/ : parallel fein. PWdren die Qi-
<D nien AB und CD wnicht parals

4 lel, fo mitften fie gehbrig vers

Idngert, fich in einem Punfre, . B. in O fhneiden. Diefer Puntt mithte
nun fowobl in der Cbhene AR al8 in der Chene CS liegen, wad nidyt fein
tann, weil diefe Chenen nady der Worausfepung pavallel find und fomit
Feinen gemeinfdyaftlichen Punft baben Ednnen. 8 muf alfo AB || CD fein.

2. Wenn eine Gerave auf ciner Chene fenfredt fteht
und man [egt purc) dieGervadeeine Chene, foifi Diefe
auf det evftern Ebene fenfredt.

Fig. 200
A' @8 fei AB_| RS (Fig. 206), fo muf
audy die Ebene ABC | RS fein.  Man ziehe

in der Gbene RS auf bdie gemeinfchaftliche

B Durchfehnittslinie BC die Senfredhte BD, fo
B 'sj/v ift ABD der DNeigungswinfel der Ebene ABC

S, i gegen die Cbene RS, Der Wintel ABD aber

D {P’ ift wegen AB_| RS ein vedyter; folglidh ift

bie Gbene ABC 1 RS.

§. 142.

8. Wenn eine Geradbe auf zwei Chenen fenfredt ftebt,
fo miffen diefe Cbenen parallel fein.

Fig. 207. G5 fei AB (Fig. 207) fenfrechf auf
{ ben Ebenen AR und BS, fo muf AR ||

Tich erweitert fich in frgend einer geva-
was nidt fein fann, Die Annahme, daf fich die beiden Ebenen AR und

den Cinie PQ jdhneiden. Nimmt man in

Diefer Cinie cinen belicbigen Punft O
BS burdyfdyneiden, fibrt alfo auf eine Ungereimtheit; folglich mup AR
| BS fein.

Looe :
f A | i BS fein. 9Rdaren bdiefe beiden Gbenen
—uﬁ nicht pavallel, fo miiften fie hinlings
B—"7' an, und zieht OA und OB, fo erhalf
J“y‘" man cin DreieE ABO, worin jwei

redyte Winfel OAB und OBA vorfamen,

4, TWenn eine Gerade auf einey von gwei parallelen
Chenen fenfredt ftebt, fo ift {ie aud) auf der andern
fenfredt.
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Fig. 208. €8 fei (Fig. 208) AR || BS, und AB [
AR, fo mufi aud AB_| BS fein. TMan ziehe

s purdh B in der Ghene BS zwei beliebige Ger

& /4 tade BC und BD. Denft man fich nun durdh
L* e E‘ A und BC eine Ehene gelegt, welde die Chene

e AR in der Geraben AE fdhneidet, {oift AE ||
- | BC, baber BAE - ABC=2R, und vegen
| ‘ BAE=R, aud) ABD=R. Denft man fidh
ferner auch durd)y A und BD eine Cbene ge-
legt, weldye die Cbene AR in devr Geraben

i

/

/ BT O ARburdidneivet, fo ift AF || BD, daber BAF
/ 4§ /., +ABD=2R, undb wegen BAF=R aud
i < ABD =R. DieGerade AB ftebt demnady auf

per Cbene BS fo auf, bap fie mit BC und BD redyte SBinkel bilet;
folglich ift AB_| BS, .

5. Cine Geradbe ift gegen gwei parallele Chenen gleid

geneigt. .
Hig. 209. '
) Cs fei (Fig. 209) PQ || RS. Fallt man vom
Punkte O der Geraden BO auf die Cbene RS eine
@enfredhte OC, welche die Ebene PQ im Punfte D
g fhneidet, fo mup audy OD | PQ fein. Legt man
Y o — e nun dburd) den I8infel BOC eine Cbene, welde

Fa
4 A ...... 1D bie Cbenen PQ und RS in den Geradben AD und
il duln BC {dyneidet, fo mufp AD || BC, daber ber Winfel
: #)  DAO=CBO fein. Der WinFel DAO ift aber der

R/ L Meigungdwinkel der Geraben BO gegen die Chene

/7 T 7. PQ, und CBO ber Neigungdwinkel der BO ges

SR 0  gen bie Gbene RS alfo ift wirflich die BO gegen

S iy bie beiben pavallelen Cbenen PQ und RS gleidy
& geneigt.

Aufgaben

§. 143.

1. €8 foll burch einen Punft in ober auferbalb eine
Cbene auf bdiefe eine fenfredite Ghbene geflibre
werbden,

Man jiehe durc) den gegebenen Punkt auf die Chbene eine fents
vedhte Gerade und lege dadurd) eine Chene, fo iff diefelbe auf der erften
Cbene fenfrecht,

2. €8 foll dburdy einen Punft A (Fig. 210) auﬁerbaif
einer Chene RS mit diefer eine parallele Chenegelegt
werben,
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Fig. 210. Man falle von A cine Senfrechte
A - AB auf bdie Gbene RS, ziehe von B aus
in diefer Chene gwei beliebige Gerade BC

und BD, fiihre fodann in der durdy ABC

' & gelegten Gbene die AE [| BC, und in der
durch ABD gelegten Ebene die AF || BD.

¥ (1 ' Legt man nun durd) den Winfel EAF
eine Gbene , fo muf diefe mit der Chene

| 73
B O/ RS parallel fein.
T' / @3 ift ndmlidy wegen AE || BC unbd

\D-{ﬁ ABC—=R, audy BAE=R; ferner wes

gen AF || BD und ABD=R, aud) BAF

' = R. Die Gerade AB fteht alfo auf

AE und AF, daber auch auf ber dpurd) ben LWinfel EAF gelegten Chene

fenfrecht. Wenn aber AB auf der durd) EAF gelegten Gbene und zugleid
anf der Chene RS fenfredyt fteht, fo miffen diefe Chenen pavallel fein,

IV. férperwinkel.
Lebridpe.
§. 144,
1. Sn jedbem dreifantigen Korperwinfel ift Die Summe
pon je jwei Kanfenwinfeln grofier ald der dritte

Fig. 211. Um bie RidytigFeit die-

0 {e8 Saped nadyzuweifen,

foll (Fig. 211) aus den

drei ebenen Winfeln AOB,

BOC und COD, von denen

BOC ber grofite ift, ein

Kbrperwinkel gebildet wer-

den. Bu diefem Enbde with

man die Ebenen AOB und

COD um die Geraden OB

und OC fo lange gegen

einanber dDreben, bi8 die

B Gieraben OA und OD in

cinanber fallen. TWiirden

biefe Geraben gar nidyt, oder in der Ebene BOC jufammenfallen, fo ent-

ftdnde fein Korperwinfel. Damit ein Kovperwintel entftehe, miiffen die

Geraben OA und OD auferhalb ber Ebene BOC gufammenfallen, was

nur moglich iff, wenn AOB -+ COD > BOC ift. €8 ift aber, da BOC der

gtdfte unfer den drei gegebenen LWinteln ift, offenbar audy AOB - BOC

= COD und BOC - COD > AOB. 3n einem dreifantigen Korperwinfel

ift alfo witklich) die Summe von je gwei Kantenwinfeln grofer ald bder
britte.

2. 3n jedbem Kovperwinkel iff die Summe aller Kans

tenwinfel fleiner al8 vier Rechie,
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DBetraditen wir den Ddreifantigen Koy:
permwinfel O (Fig. 212) und legen dutd) einen
Deliebigen Punft A der Kante OA eine Chene,
weldye die beiden andern Kanten in den Punts
ten B und C durdhfdhneidet, fo bilbet die
Durdidnittdfigur dag Dreied ABC, in
weldyem

A4+ B C=2R
ift. Sefit man der Kirze halber AOB=x,
BOC=y, AOC=z, fernert OAB=m, OBA
=1, 0BC=p, OCB=q, OCA:T, 0AC
=s, foift, da alle diefe LWinfel die Winfel
von dret Dreiecen vorftellen,
X4+ y4+z4mntp+qtr4s=6R
An den breifantigen Korperwinkel A, B, C ift ferner
m-4-s>A, n4+p>B, q+4r>0,

daber audy

m4ntptqtrds>A4Bie
obet m-tn-p-4q-r-s>2R
Biebt man nun von dem erfien Theile der Gleidhung
i £ ol 1 B L o gL
vie Grofe m - nJ-p - q-r s, und von dem zweiten Theile
2R ab, fo wird die erfiere Differeny, wobei eine grofere Sabl fubtrabire
with, ﬂemer ausfallen al8 die leftere; man wird demnady

x4+ v+ z< 4R
haben.

Auf gleidhe LWeife Fann die Ridhtigheit diefes Sapes Im pier» obet
mebrfantigen Korperwinfeln erwiefen werben.

§. 145.

3. 3wei dreifantige Korperwinfel find Fongruent,
wenn fie alle dbrei Kantenwinfel nad der Ordnung
wedfelfeitig gleid) haben,

Fig. 213.

€ fei (Fig. 218) det ﬁantenwmfel AOB DSE, BOC = ESF,
AOC=DSF, fo miiffen die Rorpetmmfe! O unds fongrueut fein, U
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biefes ju beweifen, fdyneide man auf allen Kanten von den Spisen aus
gleiche Stiite ab, man made ndmlidhy OA = OB = 0C—=SD — SE —
SF, und lege durd) die Punfte A, B, C unbd D, E, F die Gbenen ABC und
DEF. Falit man nun von den Spien O und S auf jene Ehenen bie Sent-
rehten OP und ST, und befhreibt um die Dreiecte ABC und DEF Kreife,
fo fallen ibre Mittelpuntee genau in die Fuppunite P und T jener Sent:
rechten. Reil nun, wie leicht gu febhen,
/\ AOB == DSE, A BOC =< ESF, A AOC == DSF
ift, fo folat barvaus, dap aud
AB = DE, BC = EF, AC = DF,

und fomit Das Dreied ABC=<DEFR ift. inbd aber diefe beiden Dreiecte
fongruent, fo mitffen auch die um diefelben befdyriebenen Kreife gleich fein,
folglich der Halbmeffer AP=DT. Jn den redhtwinfligen Drcieden APO
und DTS ijt nun die Hypothenufe AO=DS und bic Kathete AP=DT;
vaber A APO==DTS und PO =TS.

Denft man fidh nun den Kovper SDEF fo in den Kbrper OABC ge-
Tegt, daf fidh die Fongruenten Dreiece DEF und ABC decten, o mwerden
aud) die um Ddiefe Dreiecte befdyriebenen Kreife, folglidh audy ibre Mittel:
punfte T und P, in einander fallen; da ferner in P auf die Gbene ABC
nur ecine Senfrechte moglich ift, fo falt die TS in die Ridtung der PO,
und wegen TS = PO audy der Punft S in den Punft 05 daher miiffen
audy die Cbenen DSE, ESF, DSF mit den Gbenen AOB, BOC, AOC
gufammenfallen, ober ed {ind bie Korperwinfel S und O fongruent,

5. Lebridge nud Anfgoben jur Selbftiibung im Betveifen und
Anfidfen.

A Rebefdbe

§.. 146.

1. Bwei Gevadbe, die von bemfelben Puntte ju einer Chene fdyief gejo-
gen werben, find einanber gleih, wenn ibre Fuppuntte von dem
Fufpunfte der Genfrechten aleichweit abfiehen.

2. Alle von einem Punkte ju einer Chene gezogenen Geradben, welche
mit der Gbene gleiche Neigungswinfel bilben, find einanbder gleich.

8. Won pwei Geraden, weldhe durd)y denfelben Punft ju einer Chene
gesogen werben, ift diejenige grofer, weldhe mit der Chene einen
fleinern Neigungdwinfel bildef.

4. BWon zwei Geraden, welde aus demfelben Punkte gu einer Chene
gezogen werden, bildet die grofere mit der Cbene einen fleinern
Neigungswinkel.

5. Wenn cine Gerade auf einer Chene {chief ftehet, uud man falt aus
mebreren Punfien der Gevaben auf die Ehene fenfrechte Linien, fo
miffen diefe in einer uud berfelben Chene liegen:

6. Parallele Gevade ywifdhen pavallelen Ehenen find einander gleid.

gRenn man dburd) einen Puntt jwei Gerade jieht, die ju einer Chene

parallel find, fo ift die durd) diefe Geraden gelegte Ebene felbfi juv
gegebenen Ebene parallel. _

=
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Bwei Ebenen fiehen fenfrecht auf einanbder, wenn die auf die Durch
fhnittslinie in dev einen Cbene ervichtete Senfredhte auf die anbere
Ebene fmﬁcd)t fteht.

. Wenn pwei Chenen auf einanber fentrecht ﬁeben und man falt

aus einem Punfie der einen auf die andeve eine {enfredhte Gerade,
fo muf diefe gang in dev erjtern Chene liegen.

Wenn ywei Chenen auf einander fenfredht fiehen, und man ervricdys
tet in einem Punfte der Durdhfchnittslinie auf die eine Ehene eine
Senfrecdhte, fo muf diefe gang in bie andere Ehene hineinfallen.
Wenn gwei Ebenen auf derfelben dritten Cbene fenfrecht ftehen, fo
ift aud ibve Durchfdhnittslinie auf diefer Chene fentrecht.

Wenn drei Gerave in demfelben Punfte auf einander fenfredyt
fteben, fo mitffen aud) die durdy fie geleaten Chenen auf einanber
wedhfelfeitig fenfrecht fein.

. enn durch einen Puntt drei Ehenen gelegt werden, welde weds

felfeitig auf einanber fenfrecht find, fo ftehen audh ibre Duvchfdhnitts-
linien auf einander gegenfeitig fenfredyt.

$Benn gwei parallele Ebenen von einer bdritfen gefdnitten werden,
fo bilden bie beiden Gbenen mit diefer dritten gleiche Neigungss
winfel.

Bwei dreifeifige Korperwinfel find Fongruent, wenn fie ywei Kans
tenwintel wedfelfeitia gleih Daben, bdeven Cbenen gegen einander
aleich geneiaf find.

B. Yufgaben
§. 147.

. Durd) einen gegebenen Punft einer Seraden auf Ddiefe eine fents

rechte Cbene ju legen.

. 3n einer Gbene cinen Punff ju beftimmen , welder von drei aufets

halb der Cbene Tiegenden Punften gleichweit abftebet.
Durch einen Punft eine Chene zu legen , welhe mit swei nidht
parallelen Geraben pavallel iff.

. Cine Cbene ju Geftimmen, welde von zwei fidh nicht fdhneidenden

Geraden gleichweit abftehet.

. Cine Gerade ju giehen, welche zwei nicht in einerlei Chene liegende

Gerabde fenfredht {chneidet.
Cine Gerade ju gichen, welde von gwei gegebenen fich fd)nelbcnben
Ehenen qegcbene Mbﬁanbe bat.

. Durd) eine Gerade eine Chene gu legen, von welcher ein gegebener

Puntt eine gegebene Entfernung hat.

. Durd) einen gegebenen Punft cine Chene zu legen, weldhe mif

brei andern fich fenfrecht fchneibenden Gbenen gleiche Neigungss
winfel bilbef.

——o



Iweiter Ubfdhnitt.
Korper.
I @chldenngen und befondere @igenfdyaften der Kirper.
1. Gdige Korper.

§. 148.

_ Gin Korper, weldher von lauter Chenen begrenst wird, beipt ein
ecfiger Korper oder ein Polpeder.

Drei Chenen fdliefen einen Raum nicht voljiandig ab; jur Ve:
grengung eined ectigen Korpers find daber wenigfiens vier Chenen
erfordetlich.

Die Cbene, auf weldyer ein Korper aufftehend gedacht wird, Dheift
feine Grundflade odber BVafis. Liegt diefer gegeniiber auch eine
Sldche, fo wird diefelbe die obeve Grundfldde des Korpers genannt,
Die lbrigen Grengebenen nennt man Seitenfladden desd Korpers.

Die Durdhfchnittslinien zweier GSrengebenen heifien Kanten, und
awar die Durdyfdhnitetslinien yweier Seitenflachen insbefondere Seiten:
Fanten bes Korpers.

Mit Rictficht auf die BVefdhaffenheit der Grengebenen theilt man die
efigen RKorper in regelmdfige und unvegelmdafige Korper ein.
Regelmdahig beift ein Korper, wenn er von laufer vegelmdfigen und
Fongruenten BVielecten eingefchloffen wird; im entgegengefesten Falle u n-
regelmdagig.

Unter den untegelmdfigen Korpern Fommen jwei Arten befonders
baufig vor: Kodrper, deren alle Seitenfanten parallel find, und Korper,
Deren alle Seitenfanten in einem Punfie jufammenlaufen. Die Korper
der etfteren Ave nennt man prismatifde, bdie Korper der leteren
Avt ppramibale Korper.

a) Dad Prisma.

§. 149.

Cin ediger Kotper, welder ywei parallele Grundfiddpen und lauter
parallele Seitenfanten bat, Deipt ein Prisma.
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Der Korper ABCDEFGHIK (Fig.
214) ift ein Pridma, wenn die Ehene
ABCDE || FGHIK, und wenn

AF || BG || CH || DJ || EK ift.

Aus der Crildrung eines Prisma
gebf Dbervor, Daf feine beiden
Grundfladhen fongruente
Wieledke fein mitffen; denn fe gwei
gleichliegende Seiten find als Parallele
swifdhen gwei parallelen Seitenfanten
aleich, und je swei gleicdyliegende Win=
fel find als LWinkel, Deren Schentel
parallel find, ebenfalls gleich.

(4 Audy ift von felbft flar, Daft alle
Seitenfldden des Prisma Pavallelogramme, nnd alle
SGeitenfanten gleich lang find.

Cine Senfredyte, welde von ivgend einem Puntte der obern Grund:
flache auf die untere Srundfiddye gefdllt wird, heift die H 6 he ded Prisdma,

Cine Cbene, weldhe durdy swei nicyt unmittelbar auf einander fol-
gende Seitenfanten des Prisma gelegt wird, heiftein Diagonalfdnitt
Deffelben.

LWird von einem Prisma durch eine mit der Bafis nidt pavallele
Gbene ein Theil abgefdnitten, fo heift dDer Reft ein abgeflhrztes Prisma.

Mit Rickficht auf die Anzahl dev Seitenfanten heift eiu Pridma
ein drei-, vier- oder mebrfeitiges, je nachdem ed drei, vier oder
mebrere Seitenfanten bat.

Mit Rickficht auf die Lage der Seitenfanten gegen die Grundfld-
den unterfdeibet man gerade und fchiefe Prismen. LWenn die
Seitenfanten aufden Grundflddhen fentredst auffieben, fo beifit das Prisdma
ein geradbed; fonft ein fchiefes.

§. 150.

Cin grisma, deffen Grundfldchen Patalielogtamme find, wird ein
Parallelepiped genannt, Cin Paralelepiped fann fo wie jeded
Prisma gerade oder {hief fein. Cin gerades Parallelepiped, deflen Grund-
fidchen Redptecte find, Deifit ein redhtwinfliges f})nraﬂe[epupgb.
Gin redhiwinfliges Pavalielepiped, deffen alle Kanten gleich find, tqarb
ein Kubus ober Witrfel genannt; jede Kante eifit auch eine Seite
bed TWiirfels. ;

Sedes Parallelepiped wird von fed)8 Parallelogrammen, ein redhtz
winfliges Parallelepiped von fechs Rechtecken, ein Wilrfel von fechs Quaz
draten begrenst,

Eebhrfdpe
' §. 151.
1. Witd eint Prisma durcheine Chene gefhnitten, welde
mit der Grundflddye pavallel iff, fo iff die Durd-
fonitegfigur mit bev Grundfldche Fongruent
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: Die gleidliegenden Seiten der Vafig und ded Sdynitted find al8
Parallele swifden Parallelen gleich; bdie gleidhliegenden Winfel baben
patalicle Schentel, find alfo audh gleich; folglich ift dev Schnitt mit der
Grundfldche Fongruent.

2. Bwei Prismen find Fongruent, wenn in beiden ein
Kocrpetwinfel vorfommet, weldher von drei Fongruens
fen in devfelben Otdnung aufeinander folgenden
CGhenen gebildet iwivh, ,

Fig. 215.
SRS s Mg T
it o /

E8 feien (Fig. 215) die Chenen, weldhe bdie Korpermintel A und K
einfchliefen, in Derfelben Ordnung fongruent, ndmlid ABCD =< KLMN,
ABFE =< KLPO, ADHE =< KNRO. ad diefer Borausfepung iff der
Winfel BAD = LKN, BAE = LKO, DAE = NKO, baber det Kots
perwinfel A< K. Denft man fidf nun das Prisma KQ fiber dag Prisma
AG fo gelegf, daf die fongruenten Korperwinfel K und A jufammenfals
Ten, fo miffen fich die fongruenfen Chenen KLMN und ABCD, KLPO
und ABFE, KNRO und ADHE volfommen decten, daber die Punffe K,
L, M, N, 0, P, R folgeweife auf die Puntte A, B, C, D, E, F, H
fallen, Wenn aber die obern Grundflacdhen, weldhe mit den untern, und
baber auch unter einander Fongruent find, in drei Punften O und B, P
und F, R und H zufammenfallen, fo miffen fie fidh volfommen becen,
daher aud) ber Punft Q auf G falt. Die beiden Prismen loffen fich alfo
fo ftber einander Tegen, daf alle ihre Ckpuntte, fomit audy alle Seifens
flachen gufommenfallen; folglich find fie fongruent,

b) DiePyramide.

§. 152,
@in ectiger Kbtper, Deffen Grundfifiche irgend ein Wieled ift, und
beflen Seitenfanten alle in einem Puntte zufammentaufen, Deift eine
Ppramide,
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Der Korper OABCD (Fig. 216) ift
eine Pyramide,

Der Puntt 0, in weldem alle Sei-
tenfanten jufammenfioBen, wird Dder
Sdeitel oder die Spife der Pyras
mide genannt,

Aus der Erfldrung der Pyramide
folgt, daB ibreSeitenfladenDreis
ede find.

Cine @entredte von der Spie auf
bie Grundfiddye eift die Hobe der Pys
ramibe.

MWird eine Pyramive burdh eine mit
ver Bafis pavallele Chene gefchnitten, fo beifpt dad zwifdhen den beiden
parallelen Chenen liegende St eine abgeflivgte Ppramide ober
ein Pyramidalftup

Nady der Seitenangabl der Grundfliache theilt man die Pyramiden
in breiz, vievs und mebrfeitige ein.

Gine Pyramide, in weldher alle Seitenfanten gleidh find, wird eine
gerade genannt; jebe andeve ift {dhief. Jn einer gevaden Pyramide
find daber alle Seitenflachen gleichfchentlige Dreiece.

St die Grundfldche einer geraden Pyramide ein vegelmapiges Wieled,
fo wird die Pyramide felbft regelmafig genannt. JIn einer regels
mdpigen Pyramide find demnady alle Seitenflachen fongvuent, und die
Hbbe falt in den Mittelpuntt der Grundflddye.

Sabifdnip
§..168,

Wirh eine Ppramide dburch eine mit der Bafid pa-
vallele Gbene gefdhnitten, fo ift dev Durdh{dnift eine
mit der Bafis dbhnlide Figur, und ihre Fladenvdume
vetbhalten fidh wie die Quadrafe ihver Cnifernungen
vom ©cheifel dDer Ppramide.

©8 fei (Fig. 217) bie Gbene FGHIK || ABCDE. Da biefe beiven
Ebenen von den Seitenfldchen gefchnitten werden, fo miiffen bdie
Durdfdnittslinien FG und AB, GH und BC, HJ und CD, . . . pa-
vallel, und daher die Winfel F und A, Gund B, Hund C, . . . gleidh
fein.  Weil A OFG ~ OAB, fo ift FG: AB = OG : OB, und weil A
OGH ~ OBC, fo ift aud) GH: BC = OG: OB; daraus folgt FG:
AB = GH:BC. Auf diefelbe Art fann man beweifen, dbaf audy GH: BC
=HJ:CD, u.f w. ift. Der Durdidhnitt und dle Bafis baben alfo
nad ber Ordnung gleidhe Winkel und proporzionivte Seiten ; folglich
find fie apnlid.

Fant man von O auf die Bafis die Senfredyte OP, fo muf diefe
audy auf der Ebene FGHIK fenfrecht ftepen. egt man nun durch den

Moénik, @eometrie, 2. Mufl. o D




Winkel AOP eine Cbene, weldhe bie Bafis und die die bamit parallele
Durdfdnittdebene in den Geraden AP und FQ fihneidet, fo muf AP || FQ,
und daber 0Q: OP = OF: OA fein; aber e8 ift auch FG: AB = OF:0A ;
dafer 0Q : OP = FG: AB. Weil nun die Wielece FGHIK und ABCDE
apnlidh find, fo pat man FGHJK : ABCDE = FG* : AB*; folglidy auch
FGHJK : ABCDE = 0Q?: OP=

c) Regelmahige Kdrper.
§. 154,

L) O e

E8 gibt nur flinfregelmdpige Kdrper,

Beweid. Die Summe der Kanfenwinkel, die an cinem KorpereE
vorfommen , muf fleiner al8 4R oder 360° fein:  Jn einem regelmdRigen
(gleidhfeitigen) Dreiecte betragt jeder LWinfel 60°; von foldhen Winfeln
tonnen drei, vier oder aud) fiinf, aber nie mebr an einem Gcfe jufam:
menftofen , weil die Summe von fedys eder mehr foldhen Winkeln fhon
360° ober daritber betrdgt, Won gleichfeitigen Dreiecken Fonnen daber nur
brei reguldre Kbrper gebildet werden, ndmlih dag Tetrvaaber, OF:
faéder und Jfofaéder.

Dad Tetraader (Fig. 218) wird von vier gleihfeitigen Dreiecten
begrengt, von denen je drei in einem Gcfe jufammeniiofien, 8 hat 4 Cefe
und 6 Kanten,

Dag Oftaédber (Fig. 219) wird von adt gleichfeitigen Dreiecten
eingefdloffen, von denen je wier ein Korpered bilden; 8 hat 6 foldhe
Cde und 12 Kanfen,



Fig. 218.

Das Jtofaédet (Fig. 220) wird von gwangig gleichfeitigen Drei-
ecfen begrengt, von denen je finf einen Kbvperwinfel bilden; es hat 12
Ecte und 30 Kanfen.

Fig. 221. In einem regelmapigen BVievecde (Quadtate) ift jeder
' Winkel ein vechter. WVon folchen Winteln Fonnen nur drei
in einem Gfe jufammenftofen; vier folde TWinfFel geben
fchon vier NRecdhte. 8 aibt daber einen eingigen von Qua-
oraten eingefdyloffenen reguldven Korper; ev heift Herad:
per, Kubus ober Wiiefel, hat 6 Seitenfliden, 8

dreifantige Kbrperece und 12 Kanten (Fig. 221).
Fig. 222,

Der Wintel cines regelmdpigen Flnfeded be-
trdat 108°. Won foldhen Winfeln Eonnen wieber
nut drei in einem Gcfe jufammentommen. €8 gibf
daber nuy einen eingigen von regelmdfigen Juinfecen
begrengien Kovper; diefer ift das8 Dobdefaéder
(Fig. 222) und hat 12 Seitenfladien , 20 Ecke und
30 Kanten.

Sm regelmapigen Sechsecte ift jeder TWinfel
120°. Bon folden Winfeln Fann fein Kdrpeve gebildet werben, weil
fdhon Drei derfelben 360° betragen, Dasfelbe gilt wm fo mebr von den
SRinfeln eined reaelmagigen Polpgonsd von mebhr ald fechs Seiten.

@8 tann alfo nuv flinf veguldre Korper geben.

2. Runde Korper.
§. 155.

Korper, welde theils von ebenen, theils von gefrlimmeen Fladen,
ober von einer eingigen gefritmmeen Flache begrenyt werden, heifen runde
Kodrper,

: Bei denjenigen tunden Korpern, deven Grengflachen sum Theil Chenen
find, werden diefe ald Grundfidhen betradhtet, weil man fich die Kdrper
dariiber aufgerichtet vorftellen Fann; die gefrimmee Flache wird die Man=
telflacde genannt, :

Hier follen nur fene runden Korper in BVefradytung gezogen werden,
weldhe mit den oben angefiibreen ectigen im Sufammenbange fiehen. Dem
Prisma entfpricht ndmlich der Jilinder, der Pyramide der Kegel,
den reguldven Kdrpern die Kugel,

Q*
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a) Der Bilinber,
§. 156.

Dev Bilinbet ift ein Kovper, welcher
von jwei gleihen und parallelen Kreidflachen
unbd einer foldhen gefFrimmeen Fldde, die pon
jeber durdy die Mittelpuntte jener Kreife ge-
Tegten Gbene in geradben Linien gefdhnitten
wird, begrenst ift.

Die beiden Kreife ABC und DET (§. 228)
finb die Grundfldachen ded Silinderd; bdie
Gerade 0S, weldhe bie Mittelpuntte verbinz
det, nennt man die Are, und den Abftand
SP ber Deiden Grundflachen die Hohe bed
: : Silinders.

St die Are eines Bilinbers auf den Grundflddyen fenfredt, fo heifit
der Rilinder ein gerader, fonft ein {diefer. In einem gevaden i
Tinbet ftellt die Are jugleid) die Hobe vor,

Die geradben Linien AD und BE, in benen die Mantelfldche von einer
durcd) die Are gelegten Cbene gefchnitien wird, DHeifen Seifen Des
Bilinders.

Ein gerader Silinder, deffen Seite dem Durchmefler dev Grund:
fldche gleich ift, witd gleidhfeitig genannt.

Gin Kbrper, welder pwifdhen den Mantelflddien pweier Jilinder,
bie eine gemeinfhaftliche Are haben , eingefhloffen wird, Deift ein aud-
gehBhlter Silinder oder eine zilindrijdhe Rohre

Da fich der Kreid ald ein regelmdpiges Polygon von unendlich viel
Seiten betrachten 1aft, fo fann man fagen:

Der Jilinder iff ein Prisma, deffen Grundfladen
tegelmifige Wielece von unendlich viel Seifen find,

Daraus folat mit Beyug auf die fiir dag Prisma erwiefenen Sdpe :

1. Alle Seiten des Jilinders find gleich und pavallel
9, 9enn ein Jilinder durch eine Ebene, die mit der BV a-
fig parallel ift, gefdhnitten witd, {o iff ber S dynitt
mit der Bafis fongruent, fomit ein Kreis von dem-
Cfelben Halbmeffer.

b) Det Kegel

LS W

Der Kegel ift ein Kbrper, welcher von einer Kreigflache und einey
in einem Dunfte jufammentaufenden gefriimmeen Fldche, die von jeder
durd) diefen Punft und den Mittelpunft ded Kreifes gelegten Chene in
geraden Linien gefchnitten wird, bagrent iff.



133

Det Kreis ABC (Fig. 224) ift bieGtunds
fradye des Kegeld; der Punft 0, in wels
den die MMantelflache auslduft, peifit der
Sdheitel ober die Dpifie, und die Ges
rade OR, welche den Scheitel mit dem [ens
trum der Grundflache verbindet, bdie Are
¥ ded Regels; die Senfredhte OP vom Scheitel
V| il = SR auf die Grundflache ift die Hobe. LWenn

die Are auf der Srundfldche fenfredt fiet,
'4 Deift der Kegel ein gerader, fonftein {dyies
et, I einem gevaben Kegel flellt die Are ugleich die Hobe vor.

Wird ein Kegel durdh eine mit der Srundflache parallele Ehene ges
fdhnitten, fo Deifit das ywifdhen den beiden parallelen Chenen liegende Stilck
ein abgeflivgter Kegel oder ein Kegelftup.

Die Geraden A0 und BO, in welcdhen die Mantelfldde von einet
burdy bie Are gelegten Ehene gefchnitten wird , nennt man die Seiten
bes Keaels. In einem gevaden Kegel find alle Seiten gleid).

Gin gevader Kegel, deffen Seite dem Durchmeffer der Bafis gleidh
ift, feipt gleichfeitig.

@o wie fidh) der Bilinder ald Pridma betrachten Yapt, fo fann aud
ber Kegel als eine Pyramide, deven Bafis ein tegelmds
figes Polypgon von unendlich viel Seiten ift, betvads
tet werben,

Daraud folgt mit Begyug auf den abnlidhen fiiv die Pyramide ers
wiefenen Sats :

GWenn ein Kegel duvd eine mit dber Grundfldde pos
tallele Ghene gefchnitten wird, fo ift die Durd{dhnitts-
figue ein Kreis, und es verhalten fich die Flddhenrdume
det beiden Kreife wie die Quadrate ibrer Entfernungen
pom Sdheitel ded Kegels.

—~—

i
o T

!

e Diefugel

§. 158,

Die Kugel ift ein von einer gefriimmien Flade fo begrenyter Kor-
per, Daf alle Punfte dev Oberflache von einem innerhalb liegenden Punkte
gleich weit abftehen.

Diefer innerhalb der Kugel liegende Punte heiBt Det Mittelpunke
oder das Sentrum, Cine Gerade, welche vom Mittelpuntte bid an die
Oberflade gegogen wird, beipt ein Halbmeffer; eine Sevade, welde
burch den Mittelpunft gebt und gwei Puntte der Oberflacdhe verbindet,
cin Durdhymeffer der Kugel,

Man Fann fidh die Kugel dburdh) Umbdrehung eines Halbfreifed um
pen Durchmeffer entftanden denfen. Diefer Durdymeffer beift dann bdie
Are und deffen Endpunite find die Pole der Kugel
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Wenn man eine Kugel durch eine Chene fhneidet, fo heift das va-
burd) abgefdynittene Sttt der Kugel ein Kugelabfdhnitt und feine
gefriimmte Oberflache eine Kugelmiife oder Kalotte
, Witd eine Kugel durch swei pavallele Ehenen gefdhnitten, fo Deift
der dagwifdhen befindliche Tpheil der Kugeloberflache eine Kugelzone.

Cine Gerade, welche mit dev Kugeloberfliche einen eingigen Puntt
gemeinfdhaftlich hat, Deift cine Tangente der Kugel. €8 ift von felbjt
Flar, dap die Tangente auf dem jum Bevlihrungdpuntte gezogenen Halb-
meffer fenfrecht fteben miiffe.

Cine Cbene, weldhe mit der Kugeloberflddie nur einen Punft gemein-
fdhaftlich hat, wird cine Veriihrungsebene dev Kugel genannt.

.2 bt »

§. 159.

Wird die Kugel durch eine Chene gefchnitten, fo ijt
vie Durdfdnittsfigur ein Kreis.

Fig. 225.
g 8 fei ABCD (Fig. 225) der Durchfchnitt
""""""" NP X @ einer Cbene mit der Oberfliche dev Kugel.
S e Da die Puntte A, B, €y D :e goain Dot
Oberfladye der Kugel liegen, fo find die Ge:
raden AO, BO, CO, DO, . . . al8 Halbmef-
fer der Kugel gleich. Falt man nun von O
auf die Cbene ABCD die Sentrehte OP, fo
find bie rechtwintligen Dreiecte APO, BPO,
CPO, DPO, . .. fongtuent, baber AP =
EP —CP =P '=— .. i ¢8 liegen 4110 oié
Puntte A, B, C, D, ... in bem Umfange eines
Kreifes, deffen Mittelpunft in der aud dem Ientrum bder Kugel auf die
Durdpfdynittdebene gefdllten Senfrechten liegt,
Aus dem rechtwinfligen Dreiecke APO folgt AP = \/A0% — OP2,
Da nun A0 al8 Halbmeffer der Kugel cine beftandige Grofe ift, fo wird
der Halbmeffer AP und fomit audy der Kreid ABCD befto grofer fein, je
Eleiner OP ift.  Se ndber am Mittelpuntte der Kugel alfo der Sdnitt ge=
fiibrt wird, defto grofer wird dDev Kreid; om groften wird er, wenn die
fdhneidende Ebene durch ben Mittelpuntt felbft geht; ein folcher Kreid, deffen
Mittelpuntt im Sentrum der Kugel liegt, deffen Halbmeffer alfo fo grof
ift al8 der Halbmeffer der Kugel, beifit ein grofter Kreid der Ku-
gel. Wenn dagegen OP junimmt, fo wird AP und fomit auch der Kreid
ABCD immer fleiner. LBenn endlid) der Abftand OP dem Halbmefjer bex
Kugel gleidh witd, fo verfdhwindet jener Kreis; die Chene hat in Ddiefem
Solle mit der Kugeloberflade nur einen Punfe gemeinfdhaftlich, fie wird
eine Bevlbrunggebene ber Kugel.
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§. 160.

LWenn fid) drei gropte Kugelfreife ABD, ACD und BCE (Fig. 226)
durchichneiden , fo peifit der von drei Bogen AB, AC und BC jener grof-
ten Kreife begrengte Theil ABC
der Kugeloberflache ein fpbhd-
tifdhes Dreied. Die Kreis-
bogen AB, AC und BC werden
bie Seiten ded fpharifdhen
Drefectes, und die Neigungss
winfel der Chenen von fe jwet
@eiten die Wintel deffelben
genannt, Soift 5. B. der fphds
vifdhe LWinfel A der Neigungs-
winfel der Ebenen ABD u, ACD,
und fomit identifch mitdemWins
Fel TATY, welchen die Tangenten
der BVigen AB und AC in A
bilden.

Bieht man die Halbmeffer AO,
BO, CO, fo {ind die Seiten AB,
AC und BC al8 Bogen von grof=
ten Kugelfreifen die Mafe dev
enifprechenden Mittelpuntiswintel AOB, AOC und BOC, deven Cbenen am
Mittelpuntie O einen dreifeitigen Forperlichen LWinfel OABC bilben. Aus
pen Cigenfdpaften dber Korperivinfel ergeben fich daber filie ein fpbdvifches
Drejed, deffen Seiten eingeln nicht grofer al8 180° find, folgende gwei
Date :

1. gebc Seite ift leiner alg dieSumme der beiden ans

ern.

2. Die Summe aller dbrei Seifen ift fleiner als 3609,

oder fleinev al8 ein grofter Qugelfreis.

3. Lebriage und Anfgaben jur Selbfiiibung im Beweifen und
Anflifen.

A Cebrfase.

§. 161.

1. Jeder Diagonalfchnitt eined Prisma ijt ein Pavalelogtamm,

2, Wenn man ein dreifeitiges Pridma durdh eine Chene {hneidet, weldye
mit einer Seitenflache pavallel ift, fo ift die Durcdfdhnitisfigur ein
Parallelogramm.

3. Wern in einem Ddreifeitigen Pridma jwei Seitenflichen einanbder
gleich find, und man legt durch ibre gemein{dyaftliche Kante eine
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Gbene, welde auf det dritten Seitenflache fentrecht ftehet, fo wird
paburch fowohl der mezgungsmmfer jener ywei @eitenfladyen, als
audy die dritte Seitenfldche halbirt.

. Wenn man durch die Seitenfanten eined dreifeitigen Prisma Ehe:

nen legt, welde auf den gegendbet[tegenben Seitenflacden fenfredht
fteben, fo fchneiden {ich diefelben in einer und derfelben Gerabden,
weldye gu ben Seitenfanten pavalel ift.

. Die vier Diagonalen eined Pavallelepipeds fdhneiden fich in einem

Puntte.

. Wenn man in einem Parallelepiped die Halbivungdpuntte von je

pivel gegeniiberlicgenden Kanten durch Gerade verbindet, fo fhneiden
fich bie fech8 Paare Verbindbungslinien in einem ‘punffo

SWenn die Ekpunfie der (B'cunbﬁadyc einer Pyramive in der Perife-
tie eined Kreifed liegen, und es faﬂt die Hobe in den Sﬁtttelpunﬁ
diefes Kreifes, fo ift bie Pyramide eine gerade.

. Wenn man durch die Seiten cines veguldren Polygonsd Chenen legt,

welde gegen die Chene desfelben gleich geneigt find, fo bilben diefe
mit dem gegebenen Polypgone eine regelmafige Pyramide.

S jedem Polyeder ift die Dumme aus der Angadhl der Fldchen und

jener der Gcfen um 2 grdfer al8 die Angabl der Kanten, (Culer-
fcher @ap von den Polyedern,)

Sedes reguldre Polpeder bat einen Punft, der von allen Seiten-
flaichen und eben fo von allen Ekpunteen gleichweit abjtehet.

Alle von einem Punkte nach der Kugeloberflache gejogenen Tangens
fen find einander gleid.

B. Aufgaben.

§. 162.

. Den Mittelpunti eined reguldven Korpers ju finden,
. Durd) vier gegebene Punfte, weldye weder in einer Geraden nodh in

einer Cbene liegen, eine Kugel ju legen.

. An eine Kugel eine Tangente ju giehen, welde

a) mif einer gegebenen Geraden pavallel ift,
b) eine gegebene Cbene unter einem gegebenen Winkel fchneidet.

. An eine Kugel eine VWerlihrungsebene su legen, weldhe

a) einer Geraben pavalel iff,
b) eine Chene unter einem gegebenen LWinfel {chneidet.

. Durdy eine Gerade aufierbalb der ﬁuge!obetﬂad)e eine Ghene gu les

gen, weldye diefe Oberflache in einem Kreife von gegebenem Halbs
meffer fhneidef,
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I, ©berflidye der Kirper,

. Pridma.
§. 163,
Fig. 227,
H Die Oberfladde eines Pridma

- finbet man, wenn man zuerft die Seiten=
¥ / \G flachen al8 Parallelogramme beredynet, durch
=L, i peren @ummirung bdie Seitenoberflidye ers
balten wird, und noch die boppelte Grunp-
flache Dagu addirt. Heift O die Oberflade,
S bdie Seitenoberfladie und B die Bafis, fo

ift 0=S-2B.

Da beim geraben Pridma die Sei-
tenflachen Nedhtecke find, deren gemeinfdhafts
liche Hohe eine Seitenfante AE (Fig. 227)
vorftellt, fo ift

€ S—AB.AE--BC.AEJ-CD.AEJ-DA, AE—
- (AB4+BC+CD-+DA). AE,
b. b. Die Seitenoberflade eines
geraben Prisma wird gefunden,
wenn man den Umfang der Bafis mif einer Seifentante
multipligivt,

=

S

/
it . SR I G

A

\
;
e

Brevt bt e 1,

Wie qrof ift bie Oberfliche eines rehtwinfligen Parallelepipeds,
beffen Ldnge 294/, bie Vreife 1°5/, und die Hohe 1°37 ift;

fange — 16/ Umfang ber Bafis = 54/ Bafis = 16x<11
Byt = L1 @eitenfante = 9/ = 176}
Hobe = 9 Seitenoberflacdhe = 486 [ ]
doppelte Bafis = 3852 ,
Oberflide = 888 [ = 23[J° 10"

2. Pyramide nud Pyramidalfing.

§. 164,

Um bie Oberflache O eciner Pyramide ju erbalten, be-
vechnet man guerft die Seitenflichen al8 Dreiecte, ihre Summe gibt die
Seitenoberflache S; dagu adbdivt man noch den Flacheninhalt B der Bafis;
alfo 0=8+B.

St die Pyramide cine vregelmahige, fo wird bie Seitenobers
flade S gefunben, wenn man nur ein Seitendreiedt bevehnet, und defe
fen Glache mit dev Angahl dev Seitenfanten multiplisivt.
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0 St OP (Fig. 228) bie Hobe ded
, Dreieces OAB, fo ift

A OAB = AB %‘1
vaber wenn die Pyramide nfeitig ifi,
S=n.AO0AB=n.AB, %",

Die Seitenoberflade ei*
Y/ B tegelmdaBigen Pypramide
' witd demnady gefunden, wenn
B~ ois ¢ O man den Umfang der Grunds
B flache n.AB mit der DHalben
Genfredyten OP, welde vom
@deitel auf eine Seite der Grundfldche gefdllt witd,
mulfipligivt.
Bei der abgeFlrgten Ppramide berehnet man guerft die
@umme S aller Seitenfldchen, weldhe Trapege find, und addivt daju die
beiden Grundflacdhen B und b; alfo 0 =S4 B--b.

e s Cntftebt der Pyramidalftus durdh
ben ©cnitt einer regelmafigen Pyramivde,
fo {ind bie Seitenflachen Fongruente Trg-
pege; man braucht daber, um S ju er=
halten, nur den Flacheninbalt eines fol:
den Tvapeses mit der Angabl derfelben
su multipligiven,

Wird eine Seitenfante AF (Fig. 229)
bes Pyramidalftupes in L Dalbict, und
durd diefen Punft eine mit der Bafis
pavallele Gbene gelegt, fo halbirt diefelbe
audy alle {ibrigen @eitenfanten, und der
@chnitt LMNPQ ijt ein vegelmdpiges Po-
Ingon, E8 fei nun die Bafis nfeitig, und
RS bie Hobe ded Irapesed ABGF, fo ift
Zrapey ABGF=LM.RS, baber S=n,

Xtapes ABGF = n . LM . RS.

Die Seitenoberflache einer abgefiivgten vegelmds
figen Pyramide iff alfo gleich n. LM, b i dem Umfange
pes mittlern Durdhfdhnittes LMNPQ multipligivt mit
der Hobe RS einer Seitenflade.

3506 0 1 o
§. 165.
1) Die Bafis einet Pyramive ift ein Quadtat, deffen jede Seite
107 befrdgt, die Hiben der Seitendreiecte find 154 14:6% 15:3% 1597
wie gvof ift die Oberflddhe diefer Pyramide? .
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10><1_5_

Dreied | ='— = 7 [
10 >< 146
v [ = el
2
10 >< 153 ‘
" [" = ——-—2——'——" = 76 5 "
i nli=—= =1—0—>-<:-2-1E3 =i b 5
Bafis = 102 L e

—_—

Oberfladhe = 404 [0
2) Die Bafis einer regelmapigen Pyramive ift ein Quadrat, worin
jebe @eite 127 betragt, die Hobe derfelben ift 7/; wie grof ift die Obers

flache ? 7
Die Hobe cines Seitegdreiectes iff = \/6® F 72 = \/85
== © £ gl gy
Umfang der Bafis = 48/
Seitenoberfliche = 22128 )
DA sE=— 1] 98 5 14 N
Oberfldde = 36528 .

3) 3n einer abgeflivsten, dreifeitigen regelmdpigen Pyramide bes
tragt die Hobe einer Seitenfldcdhe 1° 54 244, und eine Seife ded mittlern
Durdyfdhnittes 34107 ; wie grof ift die Seitenoberflache ?

Seite Ded mittlern Durchfchnittes 8/ 0L =26

umfang " " " - 138”
Hohe einer Seitenflide = 1°5/24 = 134"
Seitenoberfliche = 18492 )"

3. (G201 Ta8n [
3. MNeguldare Kiorper.

§. 166.
Um die Oberflade eines vreguldven Korpers ju exbal:
ten, beredyne man den Flacheninbhalt einer Grengebene, und multiplizire
venfelben mit der Angabl der Grengebenen,

o Tl R
1) TWie grof ift die Oberflidye eines LWiirfels, deffen jebe Seite
47 64/ Detragt ? -
Seife = 4’/ 64 = 544,
Cine Grenjflidhe = 542 = 2916 )"
Oberflide = 17496 | — 3[]° 13 [ 72 [~
2) 3n cinem Jfofasber betrdgt jede Seite 85 wie grof ift bdie
Oberflache?
Der Flacheninbalt cines gleichieitigen Dreiectes, worin eine Seite
84/ betvdgt, ift 27:72(]"; bie Oberfliche des IFofacders ift dabet
2772 < 20 = §544[ )" = 8[) 1224[]4,
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4. FBilinder,

§. 167.

Beim Jilinder berechnet man guerfi die Mantelflddye M, und adbirt
Dagu bie doppelte BVafis 2B; alfo O =M | 2B.

3n einem gerabden Jilinder [aBt fid) der Mantel in ein Rechtect
abwiceln, welches mit dem Silinder einerlei Hobe bat, und deffen Grunds
linie dbem Umfange Der BVafis bes Jilinders gleidh iff. Die Mantel:
flacdhe eines geraben Zilindets wivd daber gefunden,
wenn man den Umfang der Bafid mit der Seite multi-
pligive. Dief ergibt fich aud), wenn der gerade Bilinder ald ein ges
rabes Pridma, Ddeffen Bafis ein regelmafiges Polvgon von unendlidy
viel Seiten ift, betrachtet wird.

Jft s die Seite eined gevaden Bilinders, bdeffen BVafis r jum Halb:
meffer bat, fo iff bie Mantelflidhe = 2sr=, die Bafis r2~, daber die
gange Oberflddye

0 = 2srz 4 2r?z = 2rz(s-}1).
3Jm gleichfeitigen Bilinder ift s = 2r, daber
Q= 2L 3T = 6G1Z~7.

5 Bl rele
1) Wie grof ift die Oberfladhe ecines geraben Silinders, bdeffen
Grundfladye 3/ 4¢ sum Halbmeffer hat, und deffen Hobe 4484 ijt?
Umfang der Bafis = 80 >< 31416 = 251-328"
Mantelfladhe = 251328 >< 56 = 14074:368[ "
Bafis = 251328 >< 20 = 502656 [ ]
Doppelte Bafis = 1005312 [}
Oberflidhe — 24127-488[ ]
= 4[]° 28 79"
2) Wie grop ift die Oberflade eines gleidfeitigen Silinders, wenn
ber Halbmeffer der Grundfidche 2/ 5/ betrdgt?

Bafis = 292 >< 314159 = 2642:078[]"
Oberflade = 2642:078 >< 6 = 15852468 |
= SNl 1T
3. Segel und Kegelftus.

§. 168.

Die Oberflade cines Kegeld witd gefunden, wenn man
uerft die Mantelflache M, dbann die BVafis B bevedhnet, und beide adbirt;
fomit ifft 0 =M--B.

DBei einem gerabden Kegel wird die Mantelfldche bevechnet, wenn
man den ltmfang der Bafis mit dev halben Seite ded Kegeld multiplizivt.
Denn wenn man fich die Mantelflache des geraden Kegel abgewickelt
benft, fo erfcheint fie al8 ein Kreisausfdhnite, deffen Bogen dem Umfange
per Bafis, und deffen Halbmeffer dber Deite des Kegels gleidh ift; nun ift
ber Flacheninbalt eines Kveisfeftors gleid) der Lange ded BVogens multi=
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pligice mit dem Dbalben Halbmeffer, folglidh ift die Mantelfldade eis
nes gevaben Kegels gleich bem Umfange der Bafis mul:
tiplizgitt mit dbev halben Seite. Die Rihtigleit diefes Sahes
ergibt fidy auch, wenn man den geraden Kegel ald eine gerade Pyramide,
deren Bafis ein reguldves Polygon von unendlich viel Seiten ift, betradhtet.

Heift s die Deite eined gevaben Kegeld, und r der Halbmeffer bet

Bafis, fo ift die Mantelflade = 2rx -;- = r8x;.bie Bofis = 1?=,

Daber die gange Oberfliche
0 =rsx —l— rgn‘ — rz(s,_!_r)_
Wave die Hobe h mit dem Halbmeffer r befannt, fo ift

s = \/h* 1 r? Ddaber
O — r:z{r - h* 4+ r":}.

Fite den gleichfeitiqen Kegel iff s = 2r, daber

O =17.8r = 38r%x,

§. 169.

Beim Kegelftup berehnet man die Mantelflache M, unbd adbive
bagu die beiden Grundfldchen B und b; alfo 0 =M 4 B-}-Db.

Da ein abgeflirgter gevader Kegel alg eine abgefivyte regels
magige Pyramive von unendlich viel Seiten betvadytet werden Fann, worin
bie Seite ded Kegelftutes ald Hobe eined Trapeges erfdeint; fo folgt:

Die Mantelflade eined abgetlirgten geraden Kes
geld ift gleich dem Umfange ded mittletn Durdhfdnits
fed multipligive mif einet @eife.

Heipt s die Seite, R der Halbmeffer der untern, r ber Halbmeffer

ber obern Bafis, fo ift R:'r ver Halbmefler Ded mittlern Durdhfchnit-

ted, daber fein Umfang (R 4-1) =, und fomit die Mantelflache
(R-1)s=.
Die gange Oberflache ift gleih R*z~ 4 r?z + BR+1)s7.

8 fet AMB (Fig. 280) ein Halblreis. Man nebme in dem Uma
fange ivgend einen Punft M, ziehe durdy denfelben die Tangente CD,
madye CM =DM, und falle von Den Punkfen C, M, D auf den Durdh)=
mefet AB die @enfrechten CE, MN, DF. Denft man fidh nun die gange
Figur um den Durdhymeffer AB ferumgedreht, bis fie wieder in ibre ur=
fpringlidie Lage juricdtommt, o befdhreibt der HalbFreis AMB die Obers
flache einer Kugel, und die Xangente CD die Mantelfliche eines abge-
Fiirgten geraden Kegeld, deffen Grundfldchen bie Senfredhten CE und DF
gu Halbmeffern haben, und deffen Mitteldurcdhichnitt, sugleidy ein Durch=
fchnitt der Kugel, der mit dem Halbmeffer MN bejdyriebene Kreis ift. Cin
folcher Kegelftups Deifpt der Kugel umfdrieben.

Bur Beredhnung der Mantelflache M cined foldhen abgeflivsten RKe-
gel8 bat man al8 Umfang des mittlern Durdhfdhnittes 2 . MN . = und
al8 @eite die Tangente CD; dahet ift M = 2~ . MN . CD. Diefe Grofe
[apt fich nun nody auf eine anbere Ave darftellen, Iieht man CG | DF,
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fo find bie Dreiecte MNO und CGD dpnlich, weil ibre Seiten auf einans
der wedhfelfeitig fenfrecht fteben, daber iff MN : CG = MO : CD, ober

MN . CD = MO . CG. Subftituivt man dicfen Werth in dem friiher
filt M erbaltenen Ausdructe, fo hat man M =2~ . MO . CG. Da nun
2 7. MO die Periferie cines grofiten Kreifes der Kugel, und CG die Hibe
Ded Kegelftuges vorftellt, fo gilt der Sap:

Die Mantelflade cined der Kugel umfdriebenen
Kegelftugesd ift gleich dev Pevifevie ded grohten Kreifes
per Kugel multipligivt mit dev Hobe bed Kegelfiuges.

B i Pt

§.1170.
1) MWie grof ift die Oberflade eined geraden Kegeld, deffen Seite 2/ 51
ift, und deffen Grundfidche 1/8 sum Halbmeffer Hat ?

Umfang det BVafis = 40 >< 31416 = 125664

Mantelfliche = 125664 >< -223 = 1822128 [}

Bafis = 125664 >< 10 = 125664 []"
Oberfliche — 8078-768[ ]
= 21[E) 64-768 [i]*
2) Man fude die Mantelflade eined RKegeld, deffen Hibe 8/ 9 ift,
und deffen Grundflache 84 gum Halbmeffer hat,
Umfang der Bafis = 16 >< 81416 = 50°2656"
@vite des RKegels = \/45% | 8% = 45-706"
Mantelfldhe = 11487 = 7[] 140-7[]".
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3) Bie grofi ift die Oberflache eined gleichfeitigen Kegeld, deffen Seite
14 841 betrdgt?

Bafis = 10%3:1416 = 314-16 )"
Oberflidhe = 814:16><3 == 942:48[ "
— 6[ ) 7848 ).

4) SBie grof ift die Mantelfldche eined abaekitrzten geraden Kegels, def-
fen @ecite 5 ift, und deffen Grundfldchen 6/ und 4/ ju Halbmeffern
Daben ?

Halbmeffer ded mittlern Durdfdhnitted = Ghdils g

2
Umfang & " " = 10 >< 31416 = 31°416/
Mantelfldde = 31'416 >< b = 15708 /s

6. Sngelzone nud Kugel.

§. 171.

Die frumme Oberflddhe ciner Kugelzone ift gleid
dbem Umfange eined grofifen Kveifed multiplizive mif
ber Hobe

Fig. 231.

Beweisd. Ibeilt man (Fig.
231) ben Kreidbogen MN in mehz
veve Kheile MC, CD, DE, . . .,
siebf dann auf den Durdhymeffer
bie @enfrechten MP, CF, DG, . . .,
und drebt den HalbEreis AMNB
um den Durchmeffer AB, fo be:
fdhreibt der BVogen MN bie Man-
telflache einer Kugelzone, deren
Grundflachen die Halbmeffer NQ
und MP Daben, und deven Hobe
PQ ift. Diefe Mantelfldche ift of-
fenbar die @©umme aus pen Man-=
telfldchen, welde von den BVogen
MC, CD, DE, . . . widbrend des
Herumbdrehens befchrieben werben,
e Fleiner nun diefe Bogen find, um fo mehr ndbern fich die von ihnen be-
fhriebenen Flachen bden Mantelfldchen von abgeFlivsten der Kugel ums-
{chricbenen Kegeln, und fallen mit ibnen jufammen, wenn jene Bogen un=
endlidy flein find, d. i. wenn der Bogen MN in unendlich viele Theile ges
theilt wird, Die Mantelfldche eines folchen Kegelftuges aber ift gleich dem
Umfange eines groften Kreifed der Kugel multiplizive mit der HObe des
Kegelftuges; e8 ift daber, wenn die Pevifevie eined groften Kreifes der
Kugel durdy p ausgedriict wird,

die von MC befdhriebene Flide = p.PF,
¥ e o O " =
" " DE " " —3 pGH,

(P V8
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Abbirt man alle diefe Fladyen, fo befommt man die frumme Ober-
flache Der von dem Bogen MN bejdyriebenen Kugelzone; diefe ift alfo gleid
p(PF 4+ FG +GH -} ...) = p.PQ,

w. 3 b, w. ;

Denft man fidh eben {o denHalbfreis AMB, dburch deffen Uimbdrehung
bie Oberflidhe o der gangen Kugel befdhrieben witd, in unendlich wiele
Kbeile getbeilt, fo gelangt man burch diefelben Schliiffe su dem Refultate

0 = p.AB,
0. b Die Oberflache einer Kugel ift gleidh dem Umfange
eined grofiten Kreifeds multipligivt mit dem Durd-
meffer.

Heifit r der Halbmeffer der Kugel, fo ift p=2r= und AB=2r, da=
bet 0 =4r?x; aber r?z bedeutet den Flacheninhalt eined groften Kreifes,
baber Tann man aud) fagen:

DieOberflache einer Kugel ift gleidh dem vievfaden
Snbalte eined groften Kreifes.

Aus8 o= dr*~ folgt r = i/ 21(;’ mittelft welder Formel man

aus der Oberflidhe einer Kugel ihren Halbmeffer beftimmen Fann.
Heifien O und o die Oberflacdhen zweier Kugeln, deven Halbmeffer
R und r find, fo bat man :
0 — ARZz: UMD 0 = dr*=z)
pabet.. 0.:.0 — R*: 1%
b, . dbie Oberfladen sweier Kugeln verbalten fid fo
wie bie Quadvate ibrer Halbmeffer

Seebtof 19, (e

8 112;

1) Wie grof ift bie Oberflache einer Kugel, deren Halbmeffer 1464 ift?
0 = 4.182.3°1416 = 4071°5[]" = 28] 39-5 ]

2) Wie grof ift die Oberflache der Erde, wenn man biefelbe als eine
Kugel betrachtet, deren Halbmeffer 859:0909 geographifche Mei-
Ten betrdgt ?

0 = 4,859:09092% 8141593 = 9274537 DWBCE[&I’L

3) Eine Kuppel, welche die Form einer Halblugel hat, foll mit Kupfer-
blech gedectt werden ; wie viel Blech it dagu exforderlich, wenn der
Durchmeffer der Kugel 4°37ift? — 1145:12[ ) Kupferblech.

4) Die Obetflddhe einer Kugel betragt 20[]'; wie grof ift bev Halbs
meffer 2

Az — 12:566; 4%- = 1:591;
r = /1591 = 1261/ = 1 3:132".

5) Gin ilindbrifcher Dampfeeffel mit swei halbFugelfdrmigen Endftiicten
ift 8¢ weit und 21/ lang, fo daf die Ldnge ded Silinders 18 bes
tragt; wie grop ift die Oberflache?
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Mantelflache ded Filinders
Oberflache ver Endjiucte (Kugel)
Gange Oberflache

169646 [V
- 28274
197-92 [

(I

7. Uebungsanjgaben.
A. Lebrfdpe

B B3,

1. 3iebt man in einem teguldven Wielecte von gerader Seitengabl durd
swei gegentiberjtehende Ekpuntie cine Gerave, und drehet um Ddiefe
pas balbe-Wielect herum, fo iff die dadurd) eryeugte Umbdrebungs-
flache gleich dem Produfte aus der Perifevie des eingefchriebenen
Kreifed in die Umbrehungsare.

2. LWenn in einen gleichfeitigen Silinder eine Kugel befdhrieben wird,
fo verbalten fich die Oberflachen diefer swei Korper wie §: 2.

3. Gine Kugelmiige ijt einem Kreife gleich, welche bie Sebne des halz
ben crzeugenden Kreisabihnitted jum Halbmefjer bat,

4. Der Flacheninbalt eines fphavijdhen Dreietes ift gleich dem Halb-
meffer der Kugel multiptizive mit dev Lange eines groften Kreigbos
gens, der fo viel Grade hat, als der Ueberfhufp der Grade aller drei
fpharifden LWinkel fiber 180° betragt.

B. Aufgaben.

§. 174

1. 3n einer breifeitigen vegelmapigen Pyramide ift a eine Seite der
Grundfldche und s eine Seitentante; man beftimme die Oberflache.

2. DieDberflache eines hoblen fenfrechten Jilinders su berechnen, wenn
ber Halbmeffer R des gangen Silinders, der Halbmeffer r bed auss
gefchnittenen Silinders und die Hohe h gegeben find.

3. Den Halbmeffer eined Kreifes ju finden, der fo gvof ift, ald

a) die Mantelflache eines gegebenen geraven Silinders,
b) die Mantelflache eines gegebenen geraben Kegels.

4. Die Hobe des geraden Kegels ju bejtimmen, deffen Mantelfldde dem
Mantel des umfchriebenen gevaden Jilinders gleid) ijt.,

5. Die Hidbe des abgefiiviten geraden Kegeld ju befiimmen, deffen Man-
telflache dem Mantel Ded umfshriebenen geraden Jilinders gleidy ift.

6. then Halbmeffer einev Kugel zu finden, deren Oberfladye fo grof
ift, als I

a) die Oberflache eines gegebenen gevaden Jilinders,
b) bie Oberflache eines gegebenen geraben Kegels.

7, Wie muf cin geqebener gerader RKegel abgeftupt werden, damit die
Oberfldche des Stupes gleich werde der Oberflache einer gegebenen
Kugel ?

Mocénik .@eometvie. 2. Aud, . : 10
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I, BRuabikinhalt der Hdrper.
B. Gleidhheit der Kirper.

Eebhridpe
Se 175,
1. Bwei Parallelepipede find gleich, wenn fie diefelbe
Grundflade und gleidhe Hobe haben.

Wenn zwei Parallelepipede auf derfelben Grundfiache aufiteben
und gleidye Hobe baben, fo miffen die obern Grundfladen nothwendig in
einer und derfelben Ehene liegen. Im Veweife felbft find dann zwei Falle
su unterfcheiden ;

a) Wenn die obern Grundfldden gwifden denfelben
Pavallelen EM und FL liegen (Fig. 282).

Fig. 232.

RO s AT |

X

/"
-

S

Der Korper AEIBFK ift ein dreifeitiges Pridma, weil feine Grund=
flachen AEJ und BFK pavallel liegen , und auch die @eitenfanten AB, EF
und JK pavallel find. Cben fo ift der Korper DHMCGL ein dreifeitiges
Prisma. Diefe beiden Prismen find nun Fongruent, da die Korperwintel
bei F und G von drei in derfelben Ordnung fongruenten Ehenen einge-
fbloffen werden.  Nimme man von beiden Prismen den Korper NHIPGK
binweg, fo miffen aucy die Refte, ndmlich dir Koérper AEHNBFGP und
DNJMCPKL gleich fein; und abdirt man ju bdiefen beiden den Korper
ADNBCP, fo miiffen aud) die ©Summen, ndmlid) die Pavallelepipede AG

“und AL gleich fein.

b) Wenn die obern Grundfladen nicht jwifdhen den-
folben Pavallelen ficgen, wie in den Pavalelepipeden AG
und AL (Fig. 235).




Werldngert man die Seiten EF und HG, und eben fo die Seiten MJ
und LK, fo miiffen fich diefelben, da fie in einerlei Ehene liegen, in den
Puntten N, P, Q, R {dhneiden. Die Figur NPOR ift nun, wie fid) leidht
seigen [aBE, ein Parallelogramm, und mit ABCD fongruent; legt man
paber durd je e gleichliegende Deiten der beiden Parallelogramme Ebez
nen, fo erbalt man dag Parallelepiped AQ. Das Parallelepiped AG ift
nun dem Parallelepiped AQ gleich. weil beide diefelbe Bafis AC paben,
und ibre obern Brundflachen EG und NQ swifchen denfelben Pavallelen
EP und HQ liegon; aus gleichem Grunde ift auch das Pavallelepiped AL
=—AQ; daber find die Paralelepipede AG und AL auch unter einander gleich.

Aus dem bier bemwiefenen @ape folgt audy:

a) 3wei Parallelepipede, welche Fongruente Grund-
flacdhen und gleiche Hobe baben, find einander

leid.

b) gjeb?ﬁ fdiefe Pavallelepiped ift gleich einem ge»
taden, das mif ibm bdicfelbe Bafis und gleide
Hobhe hat.

§. 176.

Fig. 234, 2 Bebes Sderade. nidt
; tedhtwintlige Parvals
Exlé'*' g __J!.{V Telepiped ift gleidh eis

Ny A3 L3 \(* nemvedtwintligen, wel
'WF e o des mit
k

ibm gleidye
a Grundflade und Hobhe
bat,

€8 fei BH (Fig. 284) ein getas

be8 Parvallelepived , bdeffen Bafid

i M ABCD ein f{dhiefwinfliges Pavallelo=

i gramm ift. Man lege durd) die Kan=

LTSS '~'.s‘(y ten BF und CG Gbenen, welde auf

n © ber Gbene ADHE fenfrecht fteben, fo
" 10%*
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ift BN ein techtwinfliges Parallelepiped, weldhes mit dem gegebenen ges
taden Patallelepiped BH gleiche HODe und aud) gleiche Grundiddie Hat,
ba Dad NRechiect MB dem {chiefwintligen Parallelogramme BD gleich iff. Be-
fractfet man nun in den beiden Pavallelepipeden BH und BN das Rechtect
BCGF als dic gemeinjchaftliche Grundflache, fo erfbeinen die obern Grunps
flachen ADHE und KMNL jwifchen denfelben Pavallelen AM und EN, founf
find bie beiden Parallelepipede einander gleid.

Daraus folgt auch: :

Jebes {chiefe Parallelepiped ift einem redszinf[&
gen gleidy, bdad8 mit ibm gleihe Grundfladhe und
Hohe bat ;

8. Jebes Parallelepiped wivd durd bden Diagonals

fhnite balbive, ' .

a) s fei vad Pavallelepiped AG (Fig. 235) ein gevabes.
Fig. 235 Durd) den Diagonaldurchichnitt
BDHE werden bie Paralielogramme
H AC und EG in fongruente Dreiecte
y e getheilf. Die beiden Dreifeitigen
i G Prismen ABDEFH und BCDFGH
| baben nun jwei Korperwinfel A
! und C, weldye von dref in derfelben
i Ordbnung fongruenten Chenen ABD,
]
1
1
(]

AF, AH und BCD, CH, CF einge-
idloffen werden; bdie gwei Prismen
D find demnach fongtuent, und daber

g vas Pavallelepiped AG duvd) den
2L e N Diagonalbmc[)fd)mtt balbirt.

by €s jei pas Parallelepiped AG
(Fig. 236) cin {dhiefes,

&ig. 236. Zeat man durdy die Punfte A
, und E jwei Gbenen, weldhe auf

: {!___4\__ ¥ Den Kanten des Parallelepipeds

E. /,1 AG fenfrecht fiehen, fo ift der
£ ] S gy Kbrper AKLMENOP ein gerades

Y/ R Parallelepiped, welches durch
ven Diagonaldurdfdhnitt AEOL
in gwei gleiche Prismen ALMEOP
und AKLENO getbeilt wirb.

8 "Das DH— MP — AE St &0
muf auch DH— DP = MP — DP
ober PH=MD fein; eben fo folat
0G=1LC. Denft man fich nun
den Korper EOPHG fo auf den
Korper ALMDC gelegt, daf die
fongruenten Dreiecte EOP und
ALM jufommenfallen, fo muf
audy PH in ber Ridytung MD,
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und wegen PH =MD ber DPuntt H auf D fallen; eben fo folgt, bak ber
Punft G auf C zu liegen Fommen miiffe; e8 ift bdaber bder Kdrper
EOPHG =< ALMDC. ©efit man gu beiden den Korper ACDEOP dazu, fo
miiffen auch die Summen gleidy fein, namlidh dag Prisma ACDEGH =
ALMEOP. GCben fo fann man beweifen, daf dag Pridma ABCEFG =
AKLENO fein miffe.

Da nun die Pridmen ALMEOP und AKLENO gleich find, fo miiffen
audy die Priémen ACDEGH und ABCEFG gleidd fein; fomit wird das
fchiefe Parallelepiped AG durd) den Diagonalburdfdnitt AEGC balbirt.

Aud bem Dier bewiefenen Sage folgt:

a) Jebed breifeitige Prisma ift die Halfte eined Pa:
vrallelepipeds, das mif ibm gleiche Hobe und cine
Doppelt fo grofe Bafis bhat,

b) 8wei dreifeitige Prismen, welde gleide Grund-
flachen und gleicdhe Hobe haben, findeinander gleid.

4

// §;" 177,

4. 3wet dreifeitige qﬁpramiben, weldye aleiche Grunbs
fladhe und gleiche Hobe baben, find einander
gleid

Fig. 237

I”

!6-7

€8 feien (Fig. 237) die Grundfidchen BCD und FGH der beiden
Pyramiden ABCD und EFGH gleich und in einerlei Gbene gelegen; ab fei
bie gemeinfdhaftliche HODe dex Pyramiden.

Theilt man ab in mebreve gleiche Theile, und legt burdy die Theis
lungspunfte ¢, d, e mit ben Grundfldchen pavallele Chenen, fo fdneidet
jede folche Gbene die beiben Pyramiden in gwei gleichen Dreiecken. S0 ift
3 B. das A JKL ==MNO; benn
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‘JKL: BCD = be?:ab? und MNO:FGH = be?:ab?,
daber aud) JKL:BCD = MNO:FGH.
Nunift A BCD=FGH, folglidh audy A JKL = MNO.

Audy fiebt man, daf durd) jene Durchfchnittdebenen dic pwei Py-
ramiden in mebreve Pyramidalfilicfe gerlegt werden Wird iwifchen den
beiden Grundfldchen eines folchen Pyramidalfiictes BCDIKL ein Prisma
BCDJPQ fonftruirt, welcdhes die untere Grundfladye BCD jur Bafis pat, fo
beifit diefes Prisma dem Pyramidalftdce umfdhrieben. BWe-
fdhretbt man aber gwifchen den beiden Srundfladhen uﬁer der fleinern JKL
ein Prisma BRSJKL, fo hat man ¢in jenem PyramidalfticEe ein-
gefdhriebenes Prisma,

Konftruirt man auf diefe Weife ju allen Pyramidalftitcten die um-
fchriebenen und eingejchriebenen Prismen, fo 1Gft fich in Hinficht derfels
ben Folgendes behaupten:

a) Dad untcrfie umfdriebene Pridma ift in beiden Pyramiden gleid)
arof, weil wei dreifeitige Pridmen von gleidyer Grundfldche und Hobe
venfelben Korperraum einfdhliefen, Aus demfelben Grunde ift jeded
nadftfolgende Paar von umfdriebenen Prismen gleich, €8 wird da=
ber aud) die Summe aller umfchriebenen Prismen in beiden Pyraz
miden gleich fein; diefe Summe heifie U,

b) Dasfelbe gilt in Bejug auf die eingefdhriebenen Pridmen; die Summe
perfelben, die dburch E ausgedriickt werden foll, muf in beiden Py-
ramiden gleicdh grof ausfallen.

©) Heipt P, die Pyramide ABCD, und P, die Pyramide EFGH, fo ift,
in wie viele gleiche Zheile aud) die Ji)ol)e ab eingetheilf werden mag,
ftets:

U =P E, undy Thimb =K

@ubtrabirt man die Ausdride P, < U und P, > E, fo erhdlt

man P, —P, < U—E

d) Da jeded umfdyriebene Prisma dem nddft untern eingefchriebenen
Prisma gleich ift, fo ift die Diffeveny U—E gleich dem unterften
umfdyriebenen Prisma BCDIPQ, welched der Kiivge balber p Deifien
mag; daber ift

P,i— B << p.

Sn fe mehreve Theile die Hobe ab getheilt wird, defto Fleiner ift p;
pa fih nun die HOohe in, beliebig viefe Xheile theilen [dRt, fo fann dasd
Prisma p Eleiner gemacht werden, al8 jede nody fo Eleine denfbare Grofe.
Aber fo Flein aud) p werden mag, fo ift die unveranderliche Diffevens
P, —P, ftetd noch Eleiner; was nur Statt finden fann, wenn P, —P,
=0 0Des B =P I

§. 178

5. Jebesd dureifeitige Pridma Ffann in drei gleide Puy:
vamiden yerlegt werden.
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fegt man (Fig. 288) bdurd bie
Puntte A, E und Cbdes dreifeitigen Prisma
ABCDEF e¢ine Gbene, fo zevfallt dadurd
vas Prisma in zwei Ppramiden, eine
breifeitige  EABC und eine vierfeitige
EACFD. 8ird ferner in diefer vievfeifi-
gen Pyramive durch die Puntte C, E und
D cine Gbene g-legt, Jo fdneidet fie jene
Pyramide in die ywei dreifeitigen Pyra-
miden EACD und ECDF.

Die betden Pyramiden EACD und
ECDE f{ind nun einanber gleich, weil fie
einen gemeinichaftlichen ©cheitel E und bas
ber gleiche Hobe baben, und aud) die Srund=
flachen ACD und CDF als Halften des Pavallelogramms ACFD gleid) find.

Betvacht.t man in der Pyramide ECDF den Puntt C al8 Sdeitels
und DEF al$ Grundflache, und vergleicht vann diefelbe mit der Pyramide
EABC, deren ©deitel E und die Srundfld e ABC ift, fo fiebt man, daf
bede fpt)ram:ben gleiche Grundflache und gleiche Hobe baben, daf fie fo-
mif Jelbft gleich find.

Die drei Pyramiden EABC, EACD und ECDF, in weldhe dbas drei-
feifige Prisma ABCDEF jerlegt witd , find alfo unter einanber gleid.

Da EABC eine Pyramide vorftelt, weldhe mit bem Prisma ABCDER
gleiche Bafig und gleiche Hobe hat, und da EABC = % ABCDEF ift, fo
fann man fagen: Jebe dbreifeitige Ppramide ift der dritte
KXpeil eined breifeitigen Pridma von gleicher Grund-
flache und gleicher Hobe.

§. 179,

6. €in abgeFlivgted dreifeitiges Prisma iff gleich drei
Pyramidben, bderen gemeinfdhaftliche GSrundfldche
bie Bafis ded Prisma ift, und deven Scheitel die
Wintelpunfte ded fdhrefen Durdfcbnittes find.

Fig. 239.

Es fei ABCDEF (Fig. 289) ein ab-
geflivptes J)nsma Leqt man durd) die
Puntte A, E, C eine Ebene, ferner durdy

v |G, E,; D eine 5mc1te(€bene fo gerfallt das:
< fetbe in drei Pyramiden EABC, EACD
und ECDF; ¢8 ift aljo ABCDEF == EABC
4+ EACD 4 ECOF
L Die Pyramide EABC bat ABC jux
Grundflache, und ibren Scheitel in E.

Biebt man die Gevadbe BD, f{o ents
ftebt die Pyramide BACD, weldye mit EACD
gleich ift, da beide Pyramiden auf derfels
ben Bafis ACD auffteben, und ibre Sdhei-
tel B und E in der jur Bafis pavallefen
Bevaden BE liegen, fomit beiden diefelbe
Hobe jutommi. EACD §t alfo gleidh der
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Pyramidbe BACD, in welder man audy BAC al8 Grunbdflade und D al8
@dheitel befradyten Fann,

Bieht man ferner AF und BF, fo folat auf gleiche ¥eife, bdaf die
Pyramide ECDF aleich ift der Pyramide BACF, in welcher man BAC al8
Bafig und F al8 Scheitel anfeben fann.

&8 ijt fomit

ABCDEF = EABC 4~ DABC -~ FABC.

2. Berechnung ded Hdrperinbhaltes.
§. 180.

Um den Kubifinbalt eines Korpers ju finden, nimmf man irgend
einen befannten Kovper ald Maf an, und unterfucht, wie oft diefer als
Cinbeit angenommene Korper in demr gegebenen enthalten ift.

A Einbeit ded Korpermafes wird ein Kubus an:
aenommen, welder Kubifzoll (Kub/y, Kubiffuf (Kub.n, .. Kux
bifmeile beifit, je nachdem eine Seite besfeiben einen Joll, Fuh, . .
eine JMeile betragt.

Dein Begriffe ded Meffens su Folge follte mar, um den Inbalt
eined Korpers ju beftimmen, davin eine Kubiftlafter, einen Kubitfup, ..
fo oft neben und fiber einander legen, als e moglidy ift. Diefes weitlduz
fige und in den feltenften Fallen ausfibrbare Werfahren wird (brigens in
der WirtlichFeit {o wenig angewendet, al8 man den Flacheninbatt durch
wirfliches Auftragen der Flachenmafe fucht; es laffen fich ndmlich Sdpe
ableiten, nad) denen bder fubififie Inbalt aus dem TMafie der Linien obder
Gladhen, von denen die Grofie des Kirpers abhingt, durd) Redhnung

gefunben werden Fann.
4

a) Kubifinbalt eined vedtwinfligen Pavallelepipeds
und eined Wi fels.
§. 181.
E3 {oll (Fia. 240) der Qubifinhalt eined vedhtrointligen Pavallelepis
pedsd, worin die Lange AB =5, die Breite AD =3/, und die Hohe AE
=4/ ift, Dbeftimmt werden.

Fig. 240.
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Teil bie Grundflacdhe ABCD 5><3 =15 enthdlt, fo laft fich
barauf ein Kubitfup 15mal auftragen; dasg Parallelepiped entbalt alfo
big ju einer HObe von 1 eine Scbichte von 15 R[ubiffuf; ju der Hobe
KL gebdrt eine neue @dhichte von 15 Kubiffuf, eben fo ju der Hihe LM,
MH; das gange Pavalelepiped Dat daber 15 >< 4 = 5 >< 3 >< 4 =
60 Kubiffuf.

Allgemein laffen fih auf der Grundfldche jededmal fo vicle Wiivfel
aufitellen, al8 diefelbe Quadrate, oder ald das Produff aus der Lange
und Breite Einbeiten enthalt; und ed erfdheinen fo viele folder Scbichten
pon Wirfeln itber einander, al$ die Hibe Cinbeiten entbalt. Man muf
daber, um den Kovpevinhalt eines rechtwintligen Parallelepipeds ju ers
balten, bie Lange, Breite und Hobe mit einander, oder wasg gleidyviel ift,
die Grundflache mit der HObe multipliziven. Darvaus folgt:

Der Kubifinbalt eines redbtminfligen Parvallelepis
pedd ift gleich bem Produfte aus der Ldnge, Breite und
Hohe, oder dem Produtte ausd det Grundflade und

obhe.
- Die Benennung ded Fubifdhen Inbhaltes banat von ber BVenennung
der Seiten ab; find biefe in Klafter ausgedriickt, fo bedeutet die Rabl,
welche den Korperinhalt angeigt , Kubittlafter; u, . w.

S 82

Ein Wihrfel fann ald ein redhfwintliaes Parvallelepiped , mworin
fdnge, Breite und Hobe cinander gleich find, betvachtet werden; daber ift

ber Rubifinbalt eines LWihrfels gleidh einer Seite,
breimal al8 Faffor gefeft, ober gur dritfen Potenyg er-
hoben.

Heifit K der Kubifinbalt eined TWitcfels, beflen Seite S ift, fo Dat
man K =83

Aus diefem folat:

1 Kub.© = 62 = 216 Kub.’,
1 Kub./ ==l )88 1728 Kubwy
1 Kub.v ==ICRP% = 1728 Kubduy

1 Kub Meile = 4000® = 64000000000 Kub.?

Wenn man umgefebrt aud dem Fubifchen Inhalte eines Wiivfels die
2dnge einer eite finden will, fo darf man nur jene [abl fuchen, welde
breimal alg Faftor gefest den Kubifinbalt gibt, d. h. man braudyt nur
aus bem gegebenen Kubifinhaite die Kubifwurgel ausdjugiehen.

§. 183.

e I T B
1) TBie grofi ift der Kovperinbalt eines rvechtwinfligen Pavallelepipeds,
in welcdhem bdie 2ange = 4/ 6/, bdie Breite = 3¢5 und die Hobhe
= 2/ 8" ift?

finge = 4/ 67 = 51U 54 >< 41 >< 82 = %0848 Kub.#
Bieiter= 345 == Y == A1 Kub
Hobe = 284 = 32
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2) ie grof ift dev Kubikinbalt eines Getveidefaftens, bei welchem die
dnge 1°, bie Breite 4/ 3 unbd die Hobe 44 6% betrdgt; und wie
viel Getreide fann er aufnehmen, wenn ein Megen 38365 Kub.”

enthalt?
nge = 1° = 7324 72 >< 51 >< 54 = 198288 Kub./
DBreife — 4/8" = 514 198288 : 8865 = 589, alfo nabe
Hihe = 4/64 = 540 59 Mepen,

3) Bie viel betrdgt ber Kovpevinbalt eined Witrfeld, deffen jede Seite
=~ PO IO
Seife — 1°8/87 = 11145 111% — 1367681 Kub./
= 3 Kub.® 143 Kub./ 783 Kub.»
4) Wie lang ift die Seite eines Wiirfels, bdeffen Kubifinbalt 12 Kub.’
1216 Kub.” betrdgt ?
12 Kub.” 1216 Kub.# = 21952 Kub.

3
V21952 = 28 = 2/ 4/ Seite,

b) Qubifinbalt ivgend eines Prisdma.

§. 184,

1. Da jedes gerade oder fdhiefe Pavallelepiped einem rechtwinkligen,
das mit ipm gleiche Bafis und Hobe bat, gleicdh ift, fo folgt:

Der Korperinbalt eines jeden Pavallelepipeds ift
gleidh dDer Grundfldche multipligivet mit der Hobe

2. Jedes bdreifeitige Prisma ift die Halfte eines Parallelepipeds
voht boppelt fo grofer BVafis und gleicher Hobe; dabr ift der Kor-
perinbalt eined bdreifeitigen Pridma gleich der bhalben
Grundfladye ded parallelepipeds, d. i. feiner eigenen Grundflade,
multipligivt mit dev Hobe

Fig. 241, 3) Jebed mehrfeitige a€Pridma
K o ABCDEFGHJK (&ig.241) laft fid) durch
Noriie tl ot Diagonaldurchfchnitte in lauter dreifeiz
8% 1 \H tige Pridmen zerlegen
y V& \\ v Heift nun h die Hohe bed mehr=
\i\-‘:“"// feitigen Prisma, fo ift
| G Prisma ABEFGK = A ABE.h,
! , ~BDEGJK = A BDE.h,.
ki ; BCDGH) = A BCD.h;
D ER e daber durdy Addizion ’
ABEFGK —+ BDEGJK - BCDGHJ
= (ABE + BDE —+ BCD) . h
. Y # 4 ober
i3 T ABCDEFGHJK = ABCDE. h;;

B b. b der Kubifinhalt irgend
. eined Prisma ift gleidh der
Grundflade, multiplizivt mit der Hobe
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Beifpiele
1) Die Bafis eines Prism ift 3] 65 ), die Hibe 1/ 87; wie
grof ift ber Kovperinbalt?
Bafis = 3[ ] 65[ ] = 497"
Hiohe = 1/ 8" = 204
Kubifinalt = 497 >< 20 = 9940 Kub.#
= 5 Kub./ 1300 Kub./

2) ie grof ift der Kbrperinhalt eines geraden Prisma, deffen Hibe
89 betrdgt, und deffen Bafis ein regelmdpiges Sechsect ift , worin
eine Seite 8/ Lange hat?

Der Fladyeninbalf ein s vegelmdfigen Sechdectes, deffen jede Seite
84 Betrdgt, ift 166-32[]"; baber
Kubifinhalt des Pridma = 16632 >< 216 = 35922 Kub.«/
= 20 Kub./ 1362 Kub."

c) Kubifinbalt einer Pyramide und eines Pyrami
balftupes.

§. 185.

1. Da eine breifeitige Pyramide der dritte Theil eines dreifeitigen
Prisma von gleicher Grundfdche und Hobe ift, fo folgt:

Der Kovrperinhalt einer dreifeitigen Pypramide ift
gleid) der Grundflddhe, multiplizivt mit dem dritten
Iheile dber Hobe.

2. Jede mebrieitige Pyramide OABCDE (Fig. 242) 1aft fich, wenn
man durd) den Sdheitel und die Diagonalen der Grundilache Ebenen legt,
tn lauter breifeitige Pyramiden zevfallen,

Fig. 242. Heifit nun h die Hohe det mebrfeitigen
Poramidbe, fo ift

h
Pyramidbe OABE = ABE . 5

YA h
;"» " OBDE = BDE . 31

h

daber durdy Addizion

OABE -+ OBDE -+ OBCD =

(ABE —+ BDE - BCD) . g

‘.‘_ ST E 67

obet  OABCDE — ABCDE . g
g b. b. ber Kubifinbalt ivgend einer
Ppramide iff gleich der Grundfldche, multiplizivt mit
dem dritten Theil ber Hobe.
§. 186.
8. Um den Kubifinbalt cinev abgefiiviten Pyramide u finden, be:
ftimme man bdie Kovperinpalte dev beiden Pyvamiden, deven Unter|chied
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der Pyramidalftu ift, und ziebe den Inbalt der FHeinern Pyramide von
jenem der grofiern ab,

@ind (Fia. 248) die beidben Grundflachen ABCD =B und EFGH
=b, und bdie Hobe h des Pyramidalftuses aegeben, fo [aft fich der Kus
bifinhalf K desfelben auf folgende Avt befiimmen :

Man erweitere die Seitenfldchen |
ve8 Pyramidalftuties, bis fie im Punfte
O jufammentreffen, und ed ift

K = Pyr. 0ABCD — Pyr. OEFGH.
Riebt man von O auf ABCD die Senf-
recbte OP, weldhe auch auf EFGH fenf- |
redf fein mup, fo hHat man PQ = h,
und wenn 0Q =x gefept witd, OP =nh
+x. G8 ift nun

Pyr. 0ABCD = B(hjx) und

|

Pyr. OEFGH — ‘_3’5 baper
__B(h+x) bx - Bh 2
K_"‘a ”?—?—l—s(B b):
Sur Veftimmung von x Hat man die Proporyion:
B:b = (h-4 x)? :x® ober /B.:\/b=(h+x):x
Daraus folgt (/B —/b):/b=h:x, und fomit x = bl B

VB e/ 1
-Durd) Subftitugion diefes LWerthes erhalt man fofort 2
Bh h b Bh h \/b
K S ST s S e
ol ey I( e, + (\/B+\/h)
=Ryt 2a <B+\/Bh+l)

Det Ausdruct K =B, g + /Bb . + e gm ben Saf:

Gine abgeflivgte Pyramide ift gleld) b1e1 Pyramiden,
Die mit der abgeftivsten gleiche Hobe haben, und deven
Grundfladen die beiden Grundfldchen der abgefivriten
Pyramide und die jwifdhen ihnen miftlere geometrifde
Proporzionale find,

§. 187.
D] o T

1) TWie grof ift der Korperinbalt einer Pyvamide, deren BVafis 3
723, und deven Hobe 5'3¢ ift ?

Bajis: — s} VaElUE="b04[]
Hobe = 5/ 8 = 63"
Kdrperinhalt = 504 >< 21 = 10584 Kub.”’

6 Kub.’ 216 Kub #
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2) Sn einer regelmdfiqen vierfeitigen Pyramide ift jebe Seite der Bafis
3/ 44, und jede Seitenfante 74345 wie grof iff der Kubifinhalt?
.‘Baf"v = 40* = 1600L )& © -
Diagonale der Bafis = \/40% -+ 40> = 56:57
Hope der Pyramide = \ /377 — 28-285% = 8227374
Kovperindali = 1600 >< 27-4246 = 43879°36 Kub./
= 25 Kub.’ 679 Kub.”

3) In einem Pyramidalftug ijf die Hobe 5¢, die Grundfldchen find
gleichfeitige Dreiecte, deven Seiten 14 6% unbd 1/ 27 befragen; wie
groft ijt der Kubifinbalt ?

Untere Bafis = 14022 ]
Obere e S=—N GYsR 43 )
Mittlere Proporgionale = 10507 »
384-13[ ]
Korperinhalt = 33413 »< 20 = 66826 Kub./
= 8 Kub.’ 1599 Kub.”

d) Kubifinhalt eined Jilinders.

§. 188.

Gin Jilinder fann al8 ein Prisma, deffen Grundflddye ein Kreis
ift, betrachtet werden; daber gilt der Sap:

Der Kubifinbalt eines Si[inberﬁ ift gleid ber
Grundfldde, multiplizivt mit dev Hobe.

Heift h die Hobe und r der Halbmeffer dev Vafis, fo ift der Kbr=
perinbalt k =r*h~

St den gIeid)feitigen Silinder, wo h=2r ift, hat man k = 2réz.

5 eNibf DN el e

1) Wie grof ift dev Kovperinpalt eined Jilinders, deffen Grundfldche
24 40 gum Halbmeffer bat und deffen Hobe 14 2-¢ift?
Bafis — 28%3:1416 = 2463 o144 )"
Kubifinbalt = 2463:0144 >< 14 = 34482 Kub.#
= 19 Kub.’ 1650 Kub''g
9) Der Durchmeffer eined gleichfeitigert Silinders ift 1 44; wle grof
ijt Der Kovperinbalt? :
Grundflade = 8231416 = 201:0624 |
Kbérperinhalt = 201-0624 >< 16 = 3216-9984 Kub.”
= 1 &ub.’ 1488 Kub./
3) Gine jilindrifhe Robre ift 3/ lang, bie Weite tm Lchten 14, die
Dicke 1 #; wie viel betragt der Kubifinhalty
e den grofien Silinder ift
die Bafi$ = 72314 = 153-86 ]
der Kubitinbalt = 153+86 >< 36 = 5539 Kub.”
&ltr den Fleinen Bilinder hat man
Bafis = 6% 314 = 11304 ¥
Subifinhalt = 11304 >< 86 = 4069 Kub.”
baber Kubifinbalt der ilindrifchen Ropre = 1470 Kub.”
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e) Kubifinbalt eines Kegeld und eined Kegeljtupes.

§. 189.

1) Der Kegel fann al8 eine Pyramide, deren BVafis ein Kreid ift, ans
gefeben werden. 4
Der Kovperinbalt eined Kegeld wird daher gefunbden,

wenn man die Grundflidde mit dem Ddritten Theile det
Hobe multipligivt. .
Heift h die Hobe und r der Halbmeffer der Bafis, fo ift der Kbtz

perinbalt k = - L |
3ft ber Kegel ein gerader und beifit s eine Seite deffelben, fo ift
h = \/s>—r%, baber k — ?;\/sz——r%
Fliv den gleichfeitigen Kegel ii} s = 2r, folglid h = r,/3, und
k = "3“\/3.
2) Den abgefiliviten Kegel Fann man aI8 eine abgekiigte Pyramide, des
ren Grundflachen Kreife find, betradten. Davaus folgt:

Det Kbrperinhalteined abgeflivytenKegelsift gleid
ben JInbalten dreier Kegel, die mit dem abgeflivzten
gleiche Hobe huben, und deven Grundfldden die beiden
Grundfldchen des Kegelftuses und ibre mittlere Pros
porgionale finbd.

Heifien B und b die Grundflachen des RKegelftuges, und h feine
$Hobe, fo ift ber Korperinbalt

K:B.g—i-b.g-l—\/Bb.gm(B—]-b-j—\/Bb).;.

@ind nun R und r die Halbmeffer der Srunbdfidchen B und b, fo ift
Bi—= Rizmy b =r*x, »/Bb= Rrz;

Daber K = (R? + r? 4+ Rp) . h3_".

L Te fuf it ele

1) Die Vafis eines Kegeld bat 1/84 jum Halbmefler, die Hihe ift 1/94; -
wie grof ift ber Kubifinbalt ?
Bafis = 15%. 31416

70686 ]
Kubifinbalt = 706:86 >< 7

494802 Kub.u
t = 2 Kub.* 1492 Kub.#
2) Wie grof ift der Kdrperinhalt cines geraden Kegeld, bdeffen Seite
1? betragt, und deffen BVafis 4/ jum Durdymeffer hat?
Bafisg = 22.3'1416 = 12'5664D‘
Hipe = /62— 2?2 5:6569"
Kubifinbalt = 12:5664 >< 1:8856 236951 Kub./
= 23 Kub.” 1201 Kub. ¢
3) €8 fei 2/ 8 die Seite eined gleidfeitigen Kegeld; man beftimme
den RKubifinbalt,

00

Ll
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Bafis = 16231416 = 804-2496 |
Hhe = 16,/3 = 27-7128"
Kubifinhalt = 8042496 >< 9:2376 = 7429-33 Kub."

4 Kub,’ 517 Kub."

4) G8 ift der Kubifinhalt eines 3/ 61/ hohen Kegelftuhes su berechnen,
deffen unteve Bafid 2/ 1, und bdie obere Bafis 1/ 8 zum Halb-

mefler bat.

R? — 625 (R*4r?4Rr)~ = 479092475 [} g

r? — 400 Kubifinhalt = 4790-92475 >< 14

Rr = 500 = 670729465 Kub./ — 38 K+ 1409 K.
1525

f) Kubifinbalf einer Kugel

S0

€8 fei AB (Fig. 244) ein Durchmeffer und O der Mittelpunft der
Kugel. Denft man fidh nun durd) AB febr viele Ehenen gelegt, weldye

Fig. 2044,

die Kugeloberfliche in grdfiten Kreifen {dhneiden, und ferner fenfrecdht auf
AB mebreve Cbenen gefibrt, welde die Oberfldche in parallel laufenden
Kreifen durchfdhneiden, fo gerfalt dadurdy die gange Oberflache in lauter
Drei- und BVievede, welche man al8 eben und geradlinig anfehen fann,
menn die Angahl jener Schnitte unendlich groff angenommen wird. Bieht
wan nun ju allen Durchjchnittspuntien der Oberflade Halbmeffer, und
dentt fich durch diefelben Ebenen geleat, fo erfdheint die Kugel aus laufer
Pyramiden jufammengefest, weldye alle ihre Bafis an der Kugeloberflache,
und ibren @cheitel im Mittelpunkte haben, fo daf ber Halbmeffer der
Kugel ibre gemeinfchaftliche Hobe vorfiellt; eine folche Pyramide ift 3 B.
Oabed. Dev Kubifinbalf einer Ppramide aber wird gefunden, wenn man
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bie Grundfldcie mit dem dritten Theile dev HODe multiplizivt; daber ift

per Korpevinbalt aller jener Poramiden jufsmmengenommen, b, i der
Snbalt der ganzen Kugel, gleich der ©Summe aller Grundflachen, . i
ber Kugeloberflache, multiplizive mit dem britten Theile ber gemeinichafts
lichen Hobe, 0. i. des Halbmeffers.

Detr Kubifinhalt einer Kugel ift alfo gleich der Obers
flade, multipligive mit dem Ddritten Xheile bes Halb-
meffers.

Heifpt v der Halbmeffer der Kugel, fo ift die Oberflidhe 0 = dr2x
baber der Korperinhalt

k — -11'2 I‘_ e 4—:
3 3
A G e = fo[at r = !/} , mittelft welder Fovmel man

aus bem qeqebenen 5'{01.;‘81111[‘(1[& Der ﬁlmel ben Halbmeffer berechnen fann.
Heipen K und k die Inhalte jweier Kugeln, deven Halbmeffer B und
r find, jo bat man

4R%x LIRS
= -L und k = l. s
5 3
daber Kisglua=2Ral v op®,

d. . die Kbrpevinbalte zweier Kugeln vevhalten {ich fo
wie die dritten Potengen ihrer Halbmeffer.

Beifpiele

1) LWie grof ift bew Kubifinbalt einer Kugel, deren Halbmeffer 3 6/ it ?

0 — 4.42%3:14159 = 2216705904 J¥

k = 22167:05004 ><"14 =— 810839 Kub.

= 179 Kub./ 1027 Kub."
2) Man beftimme den Inbalt einer Kugel, deven Durdymeffer 3¢ 84/
petragt.
0 4 20281416

— 6082-1376 )"
k = 6082:1376 . 7}

44602 Kub,”

25 Kub.’ 1402 Kub.

3) TWie grof ift der Halbmeffer einer Kugel, deven Kubitinhalt 48 Kub.¢
betrdgt?

l] I

3k
4n
3

Pri==a il LA LB 8 = 2:264L
4) Gin Dampfleffel ijt 8/ weit, der Jilinder ift 186/ lang und hat zu
beiden Seiten jwei halbfugelformige Cudjticke; wan fudhe den Kor-

perinhalf.
Kubifinbalt des Bilinders
Snbalt der Enditticte (Kugel)

Kubifinbalt des Kefjels

= 11459153,

225969 fub.
24429 1
250398 Kub. "
144 Kub.’ 1566 Kub.

[
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e ——

3. Uebungdaufgaben.
A. Rebrfdpe.

§. 191.

. Der Kdrperinbalt eined veguldren Polpeders ift gleih der Ober-
fldche desfelben multiplizivt mit bem Ddritten Xheile des Abftandes
einer @eitenfladye vom IMittelpunite.

. SWenn man in ecinem reguldven Polygone von gerader Seitenanzabl
gwei gegentiberfiehende Cckpuntte dburdh eine Gerade verbindef, und
um diefe legtere das Dalbe Polygon berumbrebet, fo ift der Inbalt
ped dadurch befdhriebenen Korpers gleich der Dboppelten Slddhe des
eingefchriebenen Kreifes multiplizive mit dem dritten Kpeile der Um-
drebunagsdare,

. Der Kovperinhalt eined Kugetfebtors ijt fo grof al8 der Kbrpevinhalt
cined Kegels, welder die Oberfldche der Kugelmilge jur Srundfldche
und den Halbmeffer yur Hobe hat.

- DEL ﬁorpermpa[t eines .?uge[]cgments ift aleich dem Snbalte eines
Bilinbers, bder die Hihe der Kugelmiige gum Halbmeffer und den
Halbmeffer der Kugel jur Hobe hat, weniger dem Inbalfe eined
Regels, beffenn Hobe und Halbmeffer der Bafis die Hobe der Ku-
gelmiige ift.

. Wenn man einem gleichieitigen Bilinder eine Kugel und einen Ke-
ael einfdhreibt, fo verbalten fich die Inbalte diefer drei Kovper wie
3 el

B. Aufgaben.

§. 192.

. Den Kubifinhalt eined Tetvaiderd, deffen Seite a ift, ju finben. .

. Die Oberfladye einer Kugel ift aleich der Oberflche eined LWiirfels;
welcher Kovper hat einen grifern Fubifdhen Inhalt?

. Den Halbmefler einer Kugel ju finden, derven Kubifinbalt {o grop
ift al8

a) Det Inbalt eined gegebenen 3ilinbders,

b) ber Jnbalt cined gegebenen Kegels.
. Gin geraber Silinber vom Halbmeffer r ift durch eine Chene fdief
burdﬁd)mtten, bie Lange der Eleinften Seife ift a, die der gegen-
liberlicgenden grofiten b, Wie grof ift der Kbrperinhalt?
. @8 foll in der Seitenfante einer geraben Pyramide ein Punft von
folcher Befhaffenbeit gefudht werden, daf wenn man durdy denfelben
etne Gbene parallel mit dev Vafis legt, die abgefiivste Pyramibe

.n_ von Der gangen Pyramide betrage.
Mocnik, @eomstrie, 2. Wufl. " 11
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6. Man {oll in Der Seife cined gevaben Kegeld den Punkff beftimmen,
durd) weldyen eine mit der Bafis parallele Chene gelegt werben muf,

damit der abgefdhnitiene S*tegel[lut;i':[':3 bed gangen Kegeld betrage.

7. Wie mufp ein gegebener gevadber Kegel abgeftusit werden, damit fein
Rauminhalt fo grof werde, ald der Inbalt einer gegebenen Kugel?

8. Bon einem Metall, deflen fpezififhes Gewidt s ift, foll eine hobhle
Kugel vom Halbmeffer r verfertigt werden, weldhe unter bem LWaf:
fer fdwimme; wie grof wird der Halbmeffer der Hblung fein miif-
fen, wenn man diefe als luftleer annimmt?

—oih——



Dritter Theil.
Die Trigonometrie.

§. 193.

Sedes ebene oder {pharifde Dreiect enthdlt fechs Stilcke, drei Seis
ten und drei Winfel. Diefe ftehen in einem fo innigen Sufammenbange,
paf man im AMgemeinen aus drei gegebenen Stlicten, worunter jedoch
bei ebenen Dreiecten wenigfiend cine Seite fein muf, durd einfade Kon=
ftrufsionen aud bie tibrigen drei Stlicke beftimmen, und {o dasd Dreiect vers
geichnen Fann. Allein die geometrifhe Konfirufzion bat den Uebelftand,
bap fie wegen der Unvolfommenheit der dabei benothigten Jnftrumente
ftet8 nur angendherte und ungureichende Aufidfungen liefern fann; man
fab fidh daber vevanlaBt, dad grapbifche BVerfahren mit dber Redhnung zu
perbinden, weldhe leptere jeden Grad von Genduigfeit suldft. Aber da
fchien eine anbeve ©dhwierigheit in ben Weg su freten; man Fann wobl
Qinien mit andern Linien, Winkel mit Winfeln, aber nidht Linien mit
Winfeln unmittelbar vergleichen, weil beiden wefentlich verfdhiedene Maf-
einbeiten ju Grunde liegen. Gliicklicher LWeife fand man, daf ed gewiffe
gevade Linien gibf, welde mif den LWinfeln in einer foldhen Ledhfelbegie-
bung fteben, daf ficdh die Grofie eines jeben TBinfeld durch die Ldnge jener
Qinien und umgefehrt dbavftellen (aft. Diefe Linien, weldye die Grofe der
Winfel auf eine ungweideutige Art beftimmen, Dheifen trigonometri-
fche Cinien oder Funlfzionen, und fener Theil der Seometrie, wels
der ibre gegenfeitigen Relagionen unterfucht und diefelben anwenden lehrt,
bie Trigonometrie

Se nackbem fidh) die Frigonometrie mit der Berechnung der ebenen
ober fpbdvifhen Figuven befdhaftiget, wird fie die ebene oder {phdri-
{de Trigonomefrie genannt.

—— N

11%



Griter Abfdhnitt,
Die ebene Trigonometrie.
I. @rigonometrifdhe Sunhzionen und ihe Sufammenbang.
1. Sinud und Cofinus.

§. 194

Wenn man von dem einen Sdhenfel cines Winfels ein Stlid ab-
fchneidet, welched der Einbeit bes Langenmafes gleich ift, und vom End-
punfte eine @enfrechte auf ben andern Schenkel fallt, fo heiBt die Linge
Diefer @enfrehten der Sinus jenes Winkels, das Stitd des pweiten
@dyentels aber, dad jwifdhen der Senfrechten und dem Scheifel liegf, dev
Cosinus.

! Big. *4s. Nimmt man (Fig. 245) BO=1 an und
§iebt BC_I AO, fo ift BC=sin.a und CO=
€08, a.

$enn fich der Winkel « andert, fo werden

fidy offenbar auch die inien BC und CO, nam:
lich sine und cosa andern. Um den Jufam:
¢ menbang swifchen demy Linfel und deffen Sinus
und Cosinus fir jebe Grofe des Winfels Flar
u erfeben, nebme man (Fig. 246) den Shen-

D!’V _D’m ]j)ﬂ'
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fel AO bed Winfeld « al8 unbemeghd), den Schenfel BO bagegent al8 bes
weglich an, fo daf er nach und nach in die Lagen B:0, B=0, B0, B+ 0,
DO, D0, ... zu ftehen fommet. Man fieht, daf zur %Befhmmung be6
Smus bie @cnﬁcd)te auf AO obet auf die Nserlangetunq pavon bald von
oben berab, bald von unten hinauf gejogen werden miffe; wird nun der
Sinus oberhalb von AO al8 pofitiv-angenommen, fo muf der unter AO
liegende Sinus al8 negativ angenommen werden. Eben fo wird der Cosinus
bald von O gegen A bin, bald von O gegen D hin gerechnet ; nimmt man
ben Cosinus im etften Falle al8 pofitiv an, fo muf er im jweiten Falle,
o ev in der gevabe entgegengefetiten Richtung liegt, als negativ betrachtet
werden.  Aus der blofen Anfchauung der Figur evgeben fich folgende
Steragionen :

1) Je fleiner der Winfel «, Ddefto Fleiner ift aud) ber Sinus, waphrend
fcl) ber Cosinus ohne @ube per Cinbeit nabevt; fliv u—-O ift baber
gina = 0, e0sa =

2) 2aft man « von 0 bis 90“ wadhfen, fo nimmit sin « Bu, wahrend
cos a abnimmt, beide find pofitiv. Flir a=90° ift sina = 4 1,
CoSa — 0.

8) LWadhft « von 90° bid 1809 fo ift der Sinus pofitiv und nimme ab,
ber Cosinus bagegen ift negativ und wdicdft. 2Wird a = 1809 fo hat
man sina = 0, cosa = — 1,

4) Wabrend « von 180° big 270° junimmt, ift sina negativ und jus
nebmend, cosa auch negativ aber abnehmend, Flr o= 270° wird
Sinag = — 1, cosa = 0,

5) MWith « >270° aber <<360°, fo ift der Sinus negativ und abnehs
mend, der Cosinus pofitiy und wadhfend, Fiir a=2360° ift endlich
sina = 0, eosa = -} 1.

2. Jangente und Sefante.

§. 195.

LWenn man von dem einen Shenkel eines Wintels ein StilcE gleich 1
abfchneidet, im Endpuntte davauf eine Gentredte ervidhtet, und den andern
ig. 247. @chentel verldngert, big er biefe Senfrechte
purdyfchneidet, fo beift das baburd) abges
fdnittene Sthick bder Genfrecdhten bie Tan-
gente, und der verldngerte Schenkel, vom
@dheitel aus genommen, die Sefanfe jes
nes IWinkels.
Macht man (Fia. 247) AO=1 und AC
O LAO, fo it AC=langa und OC=seca.
Die Abhangigleit der Tangente und Sez
Fante ecines TWinfeld von der Gudfe bdedfelben erfieht man aus bet
Figur 248, .
Die Tangenten nad)y aufiwartd werden ald pofitiv angenommen, das
bet jene nach abwarts negativ find.  Nimmt man cben jo die Sefanten,
wenn dev geite Schenfel in feiney eigentlichen Ridhtung verldngert wird,
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al$ pofitiv an, fo miffen fie al8 negativ betrachtet werden, wenn die
Berlangerung in der entgegengefesten Ridytung iiber den Scheitel binaus
efdhiebt.

i flcg Gt a=0 ift tanga = 0, seca = - 1.

2) SWadhft « von 0 b8 90° fo find tang « und seca Pofitiv und ju-
nehmend, With endlidh « =909 fo werden Tangente und Sefante
unendlich grof.

8) 4Bt man « iiber 90° hinaus bis 180° wachfen, fo werben Tangente
und @efante negativ und abnehmend. Flr « = 180° wird lang «
=0, geca — —'I}

4) Wenn « von 180° bis 270° wadft, nehmen Tangente und Sefante
ju, und gwar ift die Tangenfe pofitiv, die Sefante negativ. Fiiv
a=270° find Tangente und Sefante unendlidy grof.

5) Wahft « tiber 270° bid 360°, fo nehmen Tangente und Sefante
ab, bie Tangente ift negativ, die Sefante pofitiv. Wit endlidy
a=2360° foift tanga = 0, seca = -+ 1.

3. CGotangente und Gofefante.

$..1986.

PWenn man im Sdeitel cines LWinfels auf den einen Schentel
eine @enfredyte zieht, von dberfelben ein Stiid = 1 abfdneidet, im
Endpuntte eine jweite Senfreche ervidhtet, und den andern Schenfel
verldngert, big et biefe durdhfchneidet, fo beifit das dadurdh abge:
fdnittene tilcE Ddiefer Teptern Senfredyten die Cotangente, und
ber verldngerte Schenfel vom Scheitel an gevechnet die Cofefante
jenes IBinkels,

Biebt man (Fig. 249) 0C_|_ A0, {dyneidet OC=1 ab, und madt
CD 1 0C,; fo ift CD == cota und OD == cosec a.



Fig. 249,

% %
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Die Befdyaffenheit det Cofangente und
GofeFante fiir die von 0 His 360° wadfens
pen LWinfel [aft fidy auf diefelbe Art ableis
fen, wie jene der Fangente und Sefante
nadgewiefen wurde,

Die bier angefibreen Linien, ndmlidy
Sinus, Cosinus, Tangente, Sefante, Cotans
gente unb Gofefante find jene frigonom es
trifden Funfzidvnen, welde die Grofe
eined Winfeld unzweidentig beftimmen.

Die ju den ber{d;iebenen Winfeln gehorigen trigonometrijdyen
Funfyionen, ober gewohnlich deven Logarithmen, findef man in eigenen
Tafeln zufommengeftellt, deren Cinvidtung und Gebraudh man am
beften aus den ibnen vorausgefdhickten Cinleitungen erfehen Fann,

%, Relagionen wifden Den trigonometrijhen Funfzionen dedfelben

Winfels,
§. 197.

€8 fei (§ig. 250) AO=B0 =C0 =1, fernet BD_|_ A0, AE__AO,
0C | AO, und CF_| OC, fo ift

BD = sina, AE = tanga, CF = cot«,
DO = cosa, OE = seca, OF = coseca.
Fig. 250.

F\"’"\ R PR EET ‘———-—U

N
B 7
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Aus ven vechtwintligen Dreiecten BDO, EAO, FCO folgt

BD? -+ DO* = BO?,
oDet

sin*a 4 cos?a =1,
cot® «

AE? -}- AO? = OE?,

CF? 4 C0? = OF?;

. 1), tang®a ~+ 1 =sec?a
1 = cosec2 ALY,

. 2),

Wegen der Aehnlidyfeit der Dreiecte AEO und DBO ift

AE ¢ BD = AQ :

DO und EO : BO = AO : DO

obet’  langa @ 8ine == 1 : cosa und seca : 1 = 1 cosa,
sina
tan == .4 8gca = PR ) X
pep g oS % o oS @ )

Aus der chnhd;fett ver Drejecte CFO und DOB folgt eben {o

cosa

cot, « -
sin &

—

v o0 6)y

1
COBeCu = — 4w s 7)0
SN @
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RAtts den beiden Auabdriicten 4) und 6) folgt nodh fiberdief

: . 8).

lang a = §
g cot a

5. Jelagionen gwifdhen den frigonometrifden Funfzionen verjchicve-
: ner Winfel. -

§. 198.

a) Komplementdve Wintel,
Swei Winfel, weldhe fidh su 90° exgdngen, 3 B 60° und 30°,
beifen Eomplementdre. Swei folche LWinfel Fonnen aligemein durdy o
ANd 90 — & audgedriickt werben.

Fig. 251.
y 2 (/4 Da (Fig. 251)
n BD =sina, BG=sin (90— a),
R DO=cosa, GO =1c0s(90—nq),
\(-—————“—G AE =tanga, CF=tang (90— a),
l OE =seca, OF =sec(90 — ),
! CF=cot«, AE=cot(90—«),
[ o OF =cosec «, OE=cosec (90 —a)
A =0 ift, fo folgt
sin (90 —a) = cosa .. 9) c0s (90 —a) = sina .. 10)
tang (90 —a) = cota .. 11) cot (90 —a) = fanga , . 12)
gec (90— a) = c0seéca , . 18) cosec (90 —a) = seca . . 14)

§. 199.
b) Supplementare Winkel,

” Bwei Winkel, deven Summe 180° betrdgt, werden fupplemen:
tave Winfel genannt, 3 B. 126° und 54° Jwei jupplementdre
WinFel werden im ANgemeinen durch « und 180 — « begeichnet,

Fig. 252.
B
|

A ; o S fet- l 6’

: (/] /)

Da (Fig. 252)

BD = sina«, BD = sin (180 —a),
0D = — CcOS « , 0D = c0s (180 — «a)

ift, fo ergibt fich
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8in (180 — a) = §ine .. .'15) ¢08 (180 — a) == — cO8a . .. 16)
BTN (B o) S Sifl
tang (180 —a) = Sbi—1  —wiT tange .. . 17)
§. 200,

0) Megative Winfel,

erden die Winkel, weldhe entftehen, wenn der bewegliche Schentel

BC (Fig. 253) von dem unbeweglidhen AO aus nach oben gedrebt witd,

al8 pofitiv betvachtet, fo milffen die LWinfel, welde burch bie Drebung

Ded beweglidhen Schentel8 nach unten entfteben, al8 negativ angefeben

werben.

Fig. 253. St ber Winfel AOB = AOBY, fest man
AOB=a, und denft fid die LWinfel durd
die Drehung von AO aus entftanden, o muf
AOBY=-—a angenommen werben. Madt

‘ A wman nun OB=0B'=1, und zebt von B

A___O' +o 0 und B* auf A0 @enfredyte, fo miffen die da=

; ~% ourdy entftebenden Dreiecte fongruent fein,
und paber jene beiben Senfrechten in dem-
felben Punfte C jufammentreffen. Da nun
- BC=sina, B'C = —sin(—a), und 0C=
n cos @ == ¢os (-—a) ift, fo folgt
$in (—a) = — sina...18) cos(—a)=cosa ... 19)
i ! it =sin(—cc)___-—sma_ -
ang (— a) it e tang « . . . 20)
§..201.
d) Die Summe und die Diffeveny yweier Winkel,
Fig. 254. - Jft (&ig. 254) AOB=a, BOC=p, fo
/4 ift AOC=a--(3. Macht man nun OB =0C
=1, unbd gieht BD | AO, CE | BO, CF
3 : AO, fo ift
» BD =sin «, CE==sin (3, CF = sin (« 4 @),

:g, """ H DO =cosa, EO =cosf, FO =cos(a - ).
it €8 foll nun sin(a-73) und 08 (« - 3)
A %;__ruyy & 0 burcg), ben Sinus und Cpsinus von a und 3 aus-
v/ ] gedritctt werden. €8 ift, wenn man EG I AO
und BH _I_CF jiebt,
sin(a+-() = CF = HF 4+ CH = EG 4 Cl,
€08 (a3 = FO =GO — GF = GO — EH.
2Aus der Aehnlid)feit der Dreiecte EGO und BDO folgt
EG : BD-="E0": B0, GO::-DO " =sE(iz .BO
obet 5
EG : sina = cosf3 : 1 GO : cosa = -
daber EG = Sino!r. cos,é, GO =0008a co;,oe?ﬁ ol
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Da der Winkel ECH=BOD ift, indetit die Schentel beider LWintel

auf einanber fenfrecht fteben, und da fomit die Dreiecte EHC und BDO dhn- '

lidy find, fo bat man aud

CH : DO = CE : BO, EH : BD = CE : BO,
obet -

CH : cosa = sinf3 : 1, EH : sina = gin : 13
Daber

CH ==cos a sin 3, EH = sina sinf.

Subftituivt man nun die fur EG, GC, CH, EH gefunbenen LWerthe
in ben obigen Ausdriicfen fliv sin (a--3) und cos(a4-F), o erhdlt
fman die Formeln

sin (a4 3) = sina cosB -} cosasinf . .. 21)
c0s (a ) = cosa cos3 — sina sinf3 . . . 22)

Hier wurdben « und 5 ald fpigige Winfel und al8 pofitiv voraus-
aefest. Die Giltigheit der erbaltenen Ausdrice 13§t fidy fibrigens auf
gleiche Avt fiv jeden beliebigen TWerth von o« und B nadyweifen, felbft
dann, wenn a oder B negativ ware.

et man in den leften Formeln —f ftatt B, fo werben dadurd,

Da sin(—f) =—sin3 und cos (—P)=-cosf ift, nur die BVorjeichen
derjenigen Glieder gedndert, in denen sin3 vorfommt; man erbdlt alfo
sin (a— 3) = sin « cos3 — cosa sinf3 . . ., 23)

oS (a—[2) = cO05a COSB - sina sinf . . . 24)
: o Bin(z+4f)  -sinacosP o cosa sind |
D tang (a_]—"j) " Gos («+8) T cosa cos 3 — sina sin 8 ity 2
erbalt man, wenn man 3abler und Nenner ded lestern Bruches duvdh
cos « cos 3 Dividive,

sin a sin

CoS « C_
bt kD ey

cos & os 3
oder
oy __ tanga 1 tangP
tang (a - [5) b, e A 25)
Auf diefelbe Avt findet man
tang (a —B) = tange — tang . 26)

1 + tanga tang 8

§. 202.

Aud den Formeln 21), 22), 23), 24) erhalt man durdy Adbdizion
und Subirafzion
sin (a3 - sin (a—f3)
sin (a4 f) — sin (a —f5)
cos (a -+ ) -} cos (a — 9)
08 (a - 8) — cos (a — f3)

2 sin a cos 3,
2 ¢cos a sin f3,
2 cos a C€OS (3,
— 2 8in a sin 3;

o

l

I
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a4+ B =9 a — B.= 4,

a P =0
daber gl 25 B =,
sin ¢ - sin ¢ = 2sin?j—q’cos?;q’...27)
sin g — sin ¢ = 2cos?':¢siu?;¢‘ . 28)
c0sg - CosYP = 2cos?:¢cos?;‘b...29)
C0sp — COSY = — 2sm?+‘]J ?_;"IJ... 80) 1- (€3
Aus 27) und 28) folgt durdy die Dwiﬁon
@ + ¥ = )
sing 4 sing Bl e (PR = tang ¢ + ¢ A My ¥
sing — siny Osq—]—'-}asin t_qa 2 2
obet
o
: sing - sing e 2 31)
| sin ¢ — siny tang *L:_‘f
2
d) Doppelte und halbe Winkel.
| . §. 208,
| Sefit man in ben Formeln 21) und 22) S=ua, fo ethdlt man
| Sin 2« == 28indcogia —o=. 7, 414782
| €08 2a = cos*a — sin®a . .. 33).
" D nun
{ c0s®w - sin*a = 1 nadh 1)
und cos®a — sin®« = cos 2« nad) 33),

erben,

ober

fo findet man, wenn bdiefe beiden Gleichungen addirt und fubtrabitt

2¢08%a = 1 - cos 2a, 2sina = 1 — cos2q;

A 0 —
COS'H ‘/1 -]— cos ,.oc’ a3 ‘/1 cosﬂoc.

SIBIrb i 2e=g , und fomit o« = =< gefe{;t fo bat man

VI i COSC. . 34), sm— \/1 - cos? v 9 85

LOS =
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Aus diefen beiden Ausdriicten folgt endlich durdh die Divifion

tangE: \/ i Sl 36).

1 - coso

6. Formeln gur Selbjtiibung im Ableiten.

§. 204
1) sin80° = c0s60° = 1.
2) sin45? = cos45° = -‘%%
3) sin60° = ¢c0s30° = i;:
4) tang 45° = cot45° = 1.
a
2 tang—
5) sifa’ = _[;Ea_r_ = -
V1 + tanga b or lang’g
o
1 — ftang’-
1 {=]
6) cosa = = -
V1 + tang’a 1 tang’g
a
7 tanga = e 5 DR o
o ,2 1+ cos2a i sin 22
1 — tang 2
8) sin2a = __Qtam_ga:’_‘
1 + tang'a A o .
— tang’a
0 = 1 — 2gin%q — 2 — 1 = ———,
9 cos2a 1 2 sin®a 2c05%a 1 T
2tanga
BB Za = -7
PRty 1 — tang’a
1) t'mgg r i o sina lang a
2 sin a T Y cosa 1 4 V1 + tang’a
12) sin—a + cos3 = \/1 F sina. :
13) sin 5 — cos = \/1 — sina
1) tang \/1—}-sma+\/1-——smcz
T \/1+sma—\/1——sma
cos 2a 1 — tang*a
1) ———Eo ) £
B 1 + cos2a 2
€08 22 - cot*a — 1

16) t = cos% 2 3
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17 e tang (450 —a).

1 - sin2a
18) - _c_osst:—Q_a == cot (45° — ).
19) tang e + tangp = %gls'%'
20) cota + cotf "_"%
cos (e F B)

21) cota 4 tangf = T
22) sin?a — sin® (3 = c0s®[3 — cos® a = sin (a - f3) sin (a — @),

23) cos®a — sin®f3 = cos (a - 3) 08 (a —B).

24) sin (a~-f-7) — sin (a—-f—y) — sin (a—PB~+) + sin (a—B—y) =

= — 4 gina sin 5 sin y.
25) sin (B~4-y—a) 4 sin (a-y—f) = sin (a—-B—y) — sin (a-f4-y) =
= 4 8in a sin [3 sin y.
26) cos (a~-B-y) 4+ cos (Bty—a) - cos (afy—p)-F-cos(a-B—y) =

=4 ¢08 a COS (3OS 7.

IL Anwendung der cbenen Trigonometrie.
A. Anflofung der ebenen Dreiecke,

§. 205,

Cin Dreied aufidfen beifit, aus denjenigen Stiicken, weldhe
%in Dreied vollfommen beftimmen, die ftbrigen Stide durch Rechnung

nben.

Dabei fomme ¢3 vor allem darauf an, aud den geometrijdhen Gi-
genfchaften des Dreiectes Gleichungen abuleiten, in weldyen fowobl die
beftimmenden al8 bie ju fuchenden Stiicke vorfommen; durch Auflbfung
Diefer Gleidhungen findet man dann die gefudhten Grofen, @oldhe Gleis
thungen wollen wir aufldfende Gleidhungen nennen.

Da Winkel und Seiten ungleichartige Gebfen find, fo ift von felbft
einleuchtend, baf man diefelben nicht unmittelbay mit einander vergleichen
fann.  @ept man aber fiatt der Winkel die trigonometrifhen Linien oder
Suntiionen, bdurdy weldhe die Grofe bder Winfel ungweideutig Deftimme
witd, fo hat man dann Linien mit Linien zu vergleichen und aus diefer
Bergleichung laffen fich die aufldfenden Gleihungen ableiten ; biefe ent-
balten alfo die Seiten des Dreiectes und die trigonometrifdyen Funfzionen
der Toinkfel.

Bei der Beredhnung numerifdher Beifpiele ift es vortheilhafter, ftatf
der Funtzionen felbft die Logarithmen derfelben anzuwenden, IBie man
gu einem WBinfel den Logarithmus der Funfzion und umgefehrt su dem
Logavithmus det Funtsion ben sugebdrigen Winfel finden Eonne, erfieht
man au$ ber jebem Togarithmifch - trigonometvijchen Hanbbude vorges
dructten Anweifung jum Gebrauche dedfelben,
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a) Redtwintlige Dreiede,

Qehtfdbe, aus denen fidh die aufldfenden Gleidhungen
etgeben,

§. 206.
1. Der befannte Pythagordifde Lebrfas, defen Beweis be-
reitd an gwei Ovfen angefuprt wutbe, gibt die Gleichung
o= a® LA dig,
wo ¢ bie Hupothenufe, a und b bie .@aﬂ)efen bedeuten.
2, Jebe Kathete ift gleid) dber Hopothenufe multiplis
gitf mif Dem Sinus ded jener Kathete gegenliberlies

. genden, oder mif Dem
S Cosinus »e8 ibr an- |
D liegenden Winfels.
P €8 feien (Fig. 255) die
- e @ Katheten BC=a, AC=Dh, und |

i vie Hypothenufe AB=c; bie
‘ \ S ben Kathefen a und b gegentiber=
0 o A liegenden Winfel follen « und

v b B Deifien.

Madht man AD =1, unbd sieht DE_|_AC, fo ift DE =sina, AE =
cosaj; und da a3 =90 auch DE—-cos,u AE —sin 3.

Aus der Aehnlicdhteit der Dreiecte ABC und ADE folgt nun

BC: DE = AB : AD und AC: AE = AB : AD

ober
& seBilla == Cd gl . UMDy b2 8iniB == sz dly,
ALSC0B [ == C. L.k e Dot CoSia e=i0ntTL
daber
a csine und b = csinp

aR

¢ cosf3 = CCOS&a.

3. Sede Kathete ift gleich Der andern Kathete multis
pligivt mit der Tangente Ded der evftern Kathete
gegentiberliegenden, oder mit der Cotangente des
ibr anliegenben %lnfels.

Fig. 256. Man madhe im redyfs

B winfligenDreiece ACB (Fig.
Va2, ' 256) bag Stiid AD = 1
i und giehe DE | AC, fo ift

oD DE = tang « = cot (3.

|
a I e Aus der Aehnlichteit
" \ ?er Dreiecte ABC und AED
; olgt
D Ty “=>4  TBC:DE=AC:AD
\ obet
tang'a’'='Db :-1,
asicotg =" sty
baber a = blanga

b cot 3.
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Aufidfungsfalle

§. 207.

1) €8 feien die beidben .ft‘atf)gfen aund b gegebens man
fude die LWinfel « und B, und die Hypothenufe ¢,

Aus a = blanga = b cotp@ folgt
a
tanga = colf = 3

woraus fich die beiden fpigigen LWinkel « und B beredhnen Taffen.
Bur BVeftimmung der Hopothenufe wendet man die Gleidyung ¢ =
a® |- b* ober a==csina an, woraus beyiehungdweife

¢ = \/a®F b® ober ¢ =_"_

sin ¢

€3 fei 5. B. a=1325/, b=418"
Aus lang a =% folgt logtang « = loga — logh. Man Hat alfo

loga = 2'511 8834
logh = 2:621 1763
logtanga = 9-890 7071 — 10 = loglang 37°51'56"
R T
baber B = 52° 8¢ 4/, v

. a
Weil nun ¢ = —, fo hat man
sin &

loga = 2511 8834
logsina = 9'788 0334 — 10
loge = 2-723 8489 = log 52948
¢ = 52948/,
weldyer Werth fich auch aus der Fovmel c=\/a®-} b? ergibt.
2) Die Hypothenufe ¢ und ecine Kathete a find geges
bens man fuche die MWinfel « und B, und die sweite Kathete b.
5 Bur Beftimmung der Winfel folgt aus a = c sina = ¢ cos/3 die
ormel

G sina == cosff = it
c
Die Kathete b ergibf fidh aus ciner der Formeln

b=\ foP a2 " logbet - b o= >

: tanga'
€8 fei 4. B. ¢ = 1284/ und a = 765 Man hat
Sinae =— -?. h = 5
¢ tang &
loga = 2:883 6614 loga = 2883 6614
logc = 8:091 3152 logtang « — 9-897 6685 — 10 -
logsina = 9792 3462 — 10 logh = 2-985 9929
a = 38°18/414, b = 96826 =
daber B = 51°41/19~,
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8 Gegeben find eine Kathete a und ein Winkel, 5 B.
a; #u fuden find ber anbere Winfel 3, die Hypothenufe ¢, und
vie jweite Kathete b,

But Beredhnuug dienen die Formeln
=y G OSER 2l 2 e
"3 uild $d 55 sine l.'mgrz'
3ft 5. B. a=714'3' und “=582‘43130”' o bat man
B=381%16'30

oty a a
T sina T tanga
loga = 2:853 8807 loga = 2853 8807
log sina = 9981 8063 — 10 logtang a = 0216 5165
loge = 2922 0744 logh = 2637 8642
¢ = 93575 . b = 43386/,

4) Gegeben find die Hypothenufe ¢ und ein Winkel,
§ B. a, zu judhen der andere LWinfel und bie beiden Katbeten.
Auflofende Sleichungen:
B=90°—a, a=csina, b=ccosa.
@8 fei . B c=197 und «=27°13/57",  Man erhilt

13=620 46! 3
a = csina b = ccosa
loge = 2-204 4662 loge = 2:294 4662
log sina = 9'660 4879 — 10 logcosa = 9848 8785 — 10
loga = 1954 9541 logh = 2:243 4447
8 = 90115 b =*1756:16/

h) Sdiefwintlige Dreiede.
Lebrfdge, auf denen dbie Aufldfung berubt,
§. 208.

1) Sn jedem Dreiede verbalten {ich die Seiten fo su
einander wie die Sinus.der diefen Seiten gegens
fibetliegenden Winfel,

Fig. 257. Biebt man AD | BC (Fig. 857),
A fo ift in Den rechtwintligen Dreiecten

ADB und ADC

AD = AB.sinB und AD = ACsinC,

babher AB.sinB = ACsinC

obet AB:AC=sinC:sinB.

2) In jebem Dreiede ver-
bale fid bvie Summe
gweier Seifen su ihrem

: Unter{diebe wiedie T an-

Bi_m P gente der halben Summe

W/ b der bdiefen Seiten ge-
genuberliegenden WinFel ju der Tangente des bal-
ben Untevfchiedes devfelben TWinfel.




177

. Oept man (Fig. 258) bier und in
pem Folgenden BC=a, AC=0D, AB
=c, und driict die diefen Seiten gegen-
tiberliegenden LWinfel durdy o, 3, y aus,

fo i 1
¢ b =siniyisin
pabet auch
_ (cb) : (¢ —b) = (sin y - sin 3) :
B b /4 (sin y — sin ﬁ).

Nun ift nad; Formel 31)
(siny--sinf) : (siny —sin3) = tang ——
baper

H—fi : tang 2 ﬂ

—i—ﬁ ﬁ

(c-}+D) : (c —b) =tang —

3) Yn jedem Dreiecde ift Das Quabratbet einen Seite
gleicdh Der Summe der Quadrate et beidenandern
Geiten weniger dem Doppelten Produfte bdiefer
beiven @eiten multipligivt mit dbem Cosinus des
pon ibnen eingef{dhloffenen Winfels,

(Carnotfder Lebrfap.)

lang

Fig. 2569.
A
e\
& b
BX ? g
Biebt man AD | BC (%19 259), fo ift
. cosf3, unp

CD = b . €08y, dabet

BD - CD = ¢ . cos34b . cosy,
oder
a=Db . cosy +c.cosp
Cben fo erpdlt man
b=a.cosy 4+ c. cosa,
c=a.cosf-+4 b . cosa.

Multipligive man die erfte diefer drei Gleihungen mit a, die pweite
mit b, und die dritfe mit ¢, fo findet man

a* == ab . cosy -+ ac . cosf,
b? = ab . cosy 4 be . cosa,
¢* = ac . cosf - be . cosa.
Mocnik, ®eometie. 2. YMufage. . t 1
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Gubtrahivt man nun von der erften Gleidhung die Summe der beir
ben lesfern, foerDaItman
—b%—¢? == — 2bc . cosa,
ober
8% = b*-|. ¢?==~gbc ., cosa
Gben fo etgtbf fd)
= a2 -+ e*—2ac , cosf5,
(:2 = a* -+ b*— 2ah . cosy
Wie man leicdt fiebt, ift der Pythagordifche ﬁel)rfafs nur ein befonderer
FalldesCarnot|dyen; denn fektman y = 90° wo fodann ¢ die Iét)pofl;»e
nufe, a und b dle Kathefen cines Lec{)tmmthen Dreiecked bebeuten, o hat
man wegen cos 90°=o0 die Gleichung

o= .n* -l b*%
Auflofungsfalle
3. 209.

1) Wenn eine Seitea und die beiden anliegenden Win-
fel B und y gegeben find.
Man bat erfilidh « = 180° — (3 4~ ).
Ferner folgen aud bia = sinf3 : sina und ¢ : a = siny : sin«
7 Ddie Formeln

R .sin,?a o L :ﬂ;iny.
S1n & Sin &
E3'jei g B a = 788, f = 550484184, P = G2 12185
Man exhale
— D R
b:a sin c:asiny
Sin & Sin «
loga=2'896 5262 loga=—2'896 5262
logsin3==9-917 1437— 10 fogsiny =9-978 7197--10
2:813 6699 2875 2459
log sina=9:896 9380 —10 logsina=—9'896 9380 —10
logh=2-916 7389 loge=2-978 3079
bh=825-54/ C=051:28"

Ware aufer der Seite a ein anliegender LWinkel 5, und der gegen-
tiberliegende a gegeben, fo wiirde man uerft o berednen, und bann wie
vorhin- verfabren,

§. 210.
2) Wenn gwei Seiten b und ¢, und devr von ibnen ein:
gefdloffene Wintel « gegeben find.
3n diefem Falle wendet man zur BVeftimmung dev Winfel 5 und
bie Proporgion ;
b+ ¢)i (b — ¢ = tang Py : langﬁ =

2 2
an, aud weldher
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‘ g (b — ¢ !fmr*‘s f"'
| lang 3 = b + 2
[ folgt Da 3 4 3 = 180° — a, und ° _L—-T EeSogax ;— i
. fo ift tang ‘—il befannt, und e (aft fidh mittelji der lebten Gleidhing

aud)' - be]iuumcn Kennt man aber ' ‘“'.“._7 und e ’, jo find da-

durd aud) B und y gegeben; denn ed :Ft

+7 4+ 3—? — mlb‘ +lﬁ"?—7i=
Die buttc Seife a ﬁnbet man bann ius der Gleichung
RHLE i
sin 2

Aus b, ¢ und « Fann man unmittelbar aucdh den Fiddeninhalt
des Dreiected beflimmen. It ndmlich CD | AB (Fia. 260), fo bat man

f C (‘D-
2

Fig. 260.

A Aber CD = D sina, daber
])’é f-:%csinn,
$i k‘,} D.h ber Fladbeninhaltcines Drei-
7 eded ift gleid) dem balben Pro-

[ pulte gweier Seiten, mulfiplic

e = 7t givt mit Dem Sinus ped von IleNl

= he
eingefdloffenen Winfels.
C3feis. B. b= 748/, ¢ = 875/, « = 65°85/ 30/,
Man hat folgende Rechnung:

cF (h—e¢) tangs 7
By = 116°24/ 30" tang "~ 7 = 2
2 ho-- ¢
5"2"{ — 580120150 log (h— ¢)=2571 7088
bitec — 1128 log tang * ¥ — 0 2076604
b—e¢ = 878/ %
2779 3692

log (h-]-(') = 3050 3798

10glang 2'7:9-128 9894 — 10
P — Y989 10/ 540/
2
e e —58° 12/ 154
fprg{id) 5 =2R867923" 9u
y=30° 1’214
1%°%
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b sine
sin o f be

a S _—_—2-sina
logh = 2873 9016 logh = 2873 9016
logsina = 9-952 1369 — 10 logc == 2:574 0313

2:826 0385 logsina = 9:952 1369 — 10
Jogsin3 = 9:999 1854 — 10 5400 0698
loga = 2826 9031 log2 = 0-301 0300
a = 67128/ logf = 5099 0398
i e R
§. 211.

8) €8 feien jwei Geiten b und ¢, wo b>c, und ber
der grofiern Seite gegenfiberlicgende Winkel B ge-
geben,

Aud b :c = sinf : siny erhalt man
¢ sin P
¥
Diefe Formel gibt den Sinus von 3. Da aber ju jedem Sinus jwei

Winkel gehoren, ein fpibiger und ein flumpfer, fo wirde der Werth von

y unbeftimmt fein, wenn nidhyé befannt ware, daf [ der grofern Seite

gegeniiber liegt. Diefe Unbeftimmibeit verfchwindet, fobald man weif,

vaf b>c, alfo audy B>y ift, weil bann y fpigig fein muf, welchen

PWerth auch 5 haben mag.

Da nun 3 und y befannt find, erhalt man
a = 180° — @B+ ).
Die Beite a findet man aus der Gleidyung

b sine

Siﬂ‘}’ —

sind
Renn 3 B. b = 1238/, c = 519/, # = 78° 17! 20" ift, fo
ergibt fich folgende Auflofung:

gin S ¢ sind B e b sin «
o i = Tsmg
loge = 2:715 1674 logh = 3082 7206
log sinfs = 9990 8640 — 10 log sin « = 9990 5394 — 10
2:706 0314 3092 2600
logh = 3092 7206 logsinf3 = 9'980 8640 — 10
logsiny = 9613 3308 — 10 loga = 3091 1960
y = 24°14/10% a = 123423/
o= 88017420
102°81/30"
baher a = 77°28/30" ok
§. 212.

4) Wenn alle dbrei Seiten a, b und ¢ befannt find.
Rur Beftimmung der drei Winfel Fonnte unmittelbar der Ca v no t'fche
Lebrfag angetwendet werden ; aus der Gleichung
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s a? = b? - ¢* — 2bc . cosa
folgt namlich
s e
€0S a4 = E%h?_._“,

woraus fidy der Winfel « finden Taft, E8 Fann hier fein Sweifel obwals
fen, ob « ein {pigiger ober ein frumpfer LWinfel ift; denn
filr b* 4 ¢® > a® ift cosa pofitiv, daber « fpitig;
" h2+czza2 y COSa = O " a == 903
v b% 4 ¢* << a* , cosa negativ, , o« ftumpf.
Auf diefelbe Art fonnten auch die WinFel B und o beftimms werbden.
Diefes Werfabren, die Winkel gu bevedhnen, ift tibrigens unbequem,
weil die Formeln juv logarithmifchen Vevedhnung niche geeignet find. €8
follen daber bier Formeln entwidelt werden, welche fich logavithmifch bes
banbeln laffen,
Adbivt und fubtrabivt man die beiden Gleichungen
Thh— i
e A
2be
fo exbdalt man
2be + b* 4 ¢? — a? b4 p)? — a*

1 0sa = :
+ cosa 2he : 2bhe 3
v __2___! 2 _—— iy
1—cosu=2h° b ol fym L 4 (b c)
2he 2be
odet
l+60$a={b+r+a)(b+cwa)’
2be
l—-005(t=(a+h—c)(a_h+c),
: 2be
fomit
1 4 cosa (h ke =Evaiih, 3= o g
‘/ ) —V Abe :
‘/l—cosu__”' (a +b—c¢c)a—Db—+ ¢
2 e . dbe 4

ober, weil nady 34) und 35)
1 S G — . .
VL s umy VL0000  gin? i,

cosg___ Vote+ab+o—a

4he
o & (@a+b—c¢c)(a—b>b 4+ ¢
el d 1 o iie—
2 \/ 4be :

Dritckt man nun der Kiirge halber die halbe Summe der drei Seiten
a, b, ¢ burdh s aus, fo dap
a—+ b4 c = 2s
gefest wird, fo erhalt man, wenn von diefer Gleidhung nady der Ord-
nung 2a, 2b, 2c abgegogen wird,
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—~ a4 b4 ¢c=2@E—a),
a—Db+c¢c=2(6—10b),
a4+ b —c¢c= 2(s— ¢).

Durd) Subjtitugion diefer LWevthe in obige Fovmeln hat man endlidh
COS; = V_s('-.]_—a)
N (s — I)) (s — (')
SIS e
o Y PET

SQenn man diefelben Qw'wdmlmgen in BVegug auf 3 und y durchs
fl'if)it , fo findet man

w"_ T ‘/\ ('s — ]}) uno cusg — \/“_L”,

ab
ean“ - \/(s - a) Ly sig 2 & Ry —cabitei-nib),
2 ab
Aus diefen ¢5-0r1uc1u er, ibt fich negen plbhor s tang ¢ aud
cos ¢
" Wi C—wG—0
!'di]!ri =S V( ! A 32 i : D i HEE
T s (s — a) % l“g,! ‘/ s (s — ]I)
et s e g i O LT,
lang2 ‘/ s (s — ¢)

=

el

Su BVegug auf die Bedeutung dev iBmfcI len feine Un-

bejtimmtbeit einfreten, da fie ald halbe Dreieds mmfc[ norbmenb(g {pibig
fein mufjen.

Ausd den gegebenen drei Seiten eines Drciectes fafit fidy unmittelbar
audh der Fladheninbalt bevedhnen.

E8ift [ = %h . siny = ;ﬁ 2sin_—; cosg, woraus

f=\/s(s—a) (s —Db) (s —c)

folgt, ® b der Flddeninhalt eined Dreiedesd ift gleid
Der Quadvatwurzel aud dem Produfte von vier Fafto-
ren, deven einer die halbe Summe der Seiten iff, die
dbrei andevn aber die Unterfdhiede gwifden diefer halben
©umme und jeder eingelnen Seite find.

Man nehme 3. B. a = 3285/, b = 412:3', ¢ = 8714‘ an.
: Wenn man gur Beftimmung der TWinfel die Formeln flir den Sinus
der Dalben Winfel anwendet, o hat man

4 — v 828R sin 2 _/(S_bl)(q“(]
e
b = 4123 log (s-mb') = 2157 7589
¢ = 3714 log (s —¢) = 2266 4669
a+bc = 11122 4424 2258

8= 86 Y logb = 2615 2133)
S — a = 2276 log ¢ = 2569 8419/
s — b= 1438 19239 170°6 — 20
8 — ¢~ — 184'7
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log sin 9619 5853 — 10

wla wla

24° 36/ 4333/

49° 13 26+6¢

gty vl L )
i3 -

a =

sin

E i ‘//’(s—-a) (s—c)

sin =
ac 2 b
log (s — a) = 2857 1728 log (s—a) = 2:357 1723
log (s — ¢) = 2:266 4669 log (s—b) = 2157 7589
1623 6392 4.514 9312
loga = 2516 5854\ log a = 2516 5354\
log c — 2560 84195 log b= 2615 21331
19537 2619 — 20 19383 1825 — 20
log sin ? = 9768 6309 — 10 log sin o' X 9:691 5912 — 10
2 2
?. = 35° 56/ 374" T — 290 26/ 39:34
2
{3 R 71" 53’ 14'8” Y = 580 53! 18‘6”

.um”ficé von bev Ridhtigleit der Auflofung gu iiberzeugen, darf man
nuv die fir «, 5, y gefundenen Werthe abdbiven; ihre Summe befrdgt
genau 180°,

Bur Beftimmung ded Flacheninbaltes hat man

) (s—h) (s—¢)

log s = 2-745 1529

Iog (s—a) = 2357 1723

log (s—Db) = 2157 7589

log (s—c¢) = 2:265 4669

9:526 5510

log f = 4768 2755
I'="87980 " B

B. Beredhnung regelmagiger BViclece.

§..218,

1. Aus ber Seite cinesd regelmafigen Wieledes dben
Gladeninbalt beffelben, und umgefehrt aus bem
Flacheninbalte die Seite yu beftimmen,

Big. 261.
0
/N

FE o
A
Vi

N
\

i

©8 fei (Fig. 261) AB =s die Seiie eines nfeitigen
vegelmdBigen Polygons, veffen Mittelpuntt fich in0
befindet und OP_I_AB. Offenbar ift dann der Winkel

, baher AOP =

180°

n n
3Im vechtwinfligen Dreiee APO ift nun

8

0P=AP.cotAOP=§

180°

cotaE=y
n
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fomit ber Flacdheninhalt ded Drejectes
ABO— B g o e e

¢ g 4 n 4 n

$Heift nun fder Flacheninbalt des gangen Polpgons, fo hat man

¢ ns* 180°

St cot -3

wovaus fofort

it Hilfe der evften Formel fann man aus der befannten Seite
bes reguldren Wielecke8 bdeffen Flacheninbalt, mittelft der pweiten aus
bem FlacheninDalte die Seite berechnen.

Be i s @ el

1) €8 fei die Seite eined regelmdfigen Sehneces 15¢, wie grop ijt
ver Flacheninhalt?

o 180°
Hier ifi n = 10, = 18%, s = 153 daber hat man
logs = 1176 0913
logse. —. 2859 1856/
log n = 1:000 0000 I
180° {
log cot — = 0488 2240 |
J
3:840 4066
log4 = 0602 0600

log f = 3-238 3466
f = 17312
2) Der Flacheninhalt eines vegelmapigen Jwolfected fei 140 ] ; man
juche die Lange einer Seite.

e 180° :
Hier ift n = 12, = 1589, f = 140; man bat fomit
n
log4 = 0602 0600
Iog f = 2'146 1280
180°

log tang —— 9:428 0525 — 10
n

2:176 2405

log 0 = 110795 1812
1:097 0593
log s = 0548 5296
8 =— B8:6864.
§. 214,

2. Aus bem Halbmeffer eined Kreifesd die Seite und
ben Fladeninbalt ded dem Kreife eingefdriebe-
nen oder umfdriebenen regelmafigen BVieleded ju
beftimmen.
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Fig. 262.

8 fei O (Fig. 262) ber Miitelpuntt eines
Kreifes und AB=s biec Seite ded cingefdhries
benen regelmafigen nCes. Bieht man 0Q I
AB, durch Q die Tangente CD und verlangert
bie Halbmeffer OA und OB, bi8 fie jene Tan-
gente in C und D fchneiden, {o ift CD =S8 bdie
Seite Des umfDrichenen regelmapigen nfeitigen
Polygons.

Aus den rediwintligen Dreieden APO und
CQO erhalf man

AP=—AO0.sin AOP und CQ=0QO0 . tang COQ,

daber AB =-2A0.sin AOP und CD = 2Q0 . tang COQ,

oder, wenn AQ = QO =r gefetit wird,

tegelmapigen n@cfed hat man fofort

oder

/\ AOB =2r sin i

obet

v 11504 : 180°
§ = 2r gin'—  und S = 2r tang ~£34
n )|

Fliv die Umfange u und U ded eingefchriebenen und umfidyriebenen

0

¢ 180
u = 2nr sin 2 b U = omr lang ——.
n

Sut Beftimmung der Flacheninhalte £ und F findet man gundchf
D OQ

AAOB = AB. % wpd A COD = CD . >,

¢ ¢ 180°
o8 1—81?— und A COD = 2r tang

I
2

=
R -A e

arn®
‘}ﬁ{{_ A COD = 1r? tang ——.

1 n

A AOB = L sin

und davaus folgt

e . 180°
= TT sin und F = m?* tang —.
n

n

E8 fei 5. B. der Halbmeffer eines Kreifes 4/; man beftimme bdie

@eite, den Umfang und den Flacheninhalt des eingefchricbenen und ded
umfchriebenen Achiectes.

Man bat folgende Rechnung:

i o 3 L]
yred Agon e 200 a0 0ig0E, LMY
n I
0 T
SE=—S0r Sin iid S ==n2r tang@—
n n
log2 = 0301 0300 log 2 = 0300
log r = 0602 0600 log r = 0:600
I 1R 180° .
log sin —- = 9582 8397 —10 logtang ——= 9617 2243—10
i s o n L R
logs = 0'485 9297 logS = 0-520 3134
g §0°615¢ o =881 87"
baber u = 24492 " U = 265096’
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2 (] e
£ =5 " sin 53.?9_ F = nr? tang 1805
2 n n
logr = 0602 0600 logr = 0°602 0600
log r* = 1:204 1200 i logr? = 1-204 1200 2
logn = 0:903 0900 | logn = 0903 0900 |
. 360° ’ 180° ¢
log sin = = 9-849 4850—10! log tang ——= 9617 2243—10 |
4 jaruy sedezads tuckd) oo sy) = 0 D G 0.4
1:956 6950 logF = 1724 4343
log2 = 0301 0300 F = 53019 ]
log f = 1:655 6650
f = 45255 D‘
§. 215.

3. Aus der Seite odbev dem Fladeninbalte eines re:
gelmagigen Polpgons den Halbmeffer desd einge:
fchriebenenunddesumfdriebenenfreifeszufinden

8 fei s die Seite und fder Flacheninbalt eines veguldren nfeiti-
gen Wieleckes; r heife dev Halbmeffer des eingefchriebenen und R jener des
wnfdbricbenen Kreifes.

Das gegebene Wielect ift dem cingefchriebenen Kreife umfdhricben,
paber

o 8')0

18( : 1
§ = 2r tang —, [ = nr? tang 3

Dem umfchriebenen Kreife dagegen erfcheint das gegebene Polygon
eingefdhrieben ; folglich ifi

ary480° nR* & 360°
§ == 2R dmhietyy — T e
n 2 n

Aus diefen vier Gleichungen evgeben fich die Formeln

80° f 180°
et AR e
5 " n n
R = = ,s, . H = ; of s f%f...._ -
i 180 360°
s o n sin d

mitelft weldyer man im Stanbde ijt, aud der Seite oder dem Flachenin-
balte eines .regelm&};igen Bieleckes den Halbmeffer des cingefdhriebenen
ober umfdyrichenen Kreifes zu bevedhnen.

Bigt fpie b
1) @8 fei die Deite eines reguldven Fiinfeckes 204; man fude r
und R.
L& . 0! 1802 <0
ey ifis = 20, n = 5, —— = 36°; dabet hat man

n

|
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r = cot 1_8‘_”‘ e ___._’,L__o
L 92 sin LSOA
logs = 3-101 0300 % =
o0 05180 dsoas logs = 1:301 0300
£ ot TR e il 10§2 = 0°301 0300 i
1439 7690 . 180° 3
sin e ligl 2187~
log 2 — 0301 0300 log sin > 9769 lO}l
log r = 1138 7390 log R == 1:230 7813
r = 13764" R = 17-013¢

2) Der Fladeninhalt cines vegelmapigen Swolfedtd fei 10[]°; man
berechne r und R.
Man bat folgende NAedynung:

0° 360°
fe="10,"n"="13, 18%nin 350 R SR i T
1 n
e
T b SahY T apn®
e ‘,/—[ A R= \/n o
11 n n
logf = 1000 0000 log2 = 0:301 0300
o col 180° o571 9476 log f = 1000 0000
n 1301 0300
1571 9475 logn == 1079 1812 . }
logn = 1079 (81250050 800 isig-698 CromoRRERY) (
0.492 7663 i n }
log r = 0236 3831 0522 8788
Y= 7635 log R = 0:261 4894
R = 18257%

€. tiebungsanfgaben.
a. Formeln und Lebriage.

§. 216.
Wenn v, 7, » bdie Winfel cines Dreiectes begeichnen, fo ift

: W9l ol Yot gy
1) sin sin 5-}-sm y = 208 — COS = COS =.
) sin a--sin 3 --sin y 4L$2L05200b2
; TR e e il ern
2) sina—-sin 3 —smy = 4 sin 5 sin 31608 3
: g e R
3) cosad-cos-cosy = 1 —4 sin Sl '5 sin -}
4) cosa—cosp — oSy = ~— S 0 1) )
) - cos| 83 14 cos 5 cos H sin >
d) [ang « + lang (3 -i- tang y == lang « lang i3 tang y.

6)  sin%u = sin %3 <-sin 2y — 2sin 3 siny cos a.
7)  Die Summe der Quadbrate dev drei Seiten eines Dretectes ift gleid
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det Summe der doppelten Produfte von je jwei Beiten, jedes muls
tipligivt mit dem Cosinus des jwifhen bden pwei Seiten liegenden
Winfels; namlid
a® 4 b? 4 ¢? = 2ab cos y - 2ac cos 3 - 2bc cos a,

Wenn man durd) den Eckpuntt eines Dreiectes ju der gegentiberlie-
genden Seite eine beliebige Gerade jieht, {o wird diefelbe in pwei
Abjchnitte getheilt, welche fich fo su einanver verhalten, wie die Pro-
bufte aus ben ithnen anliegenden Seiten in die Sinus dev ihnen ges
gentiberliegenden LWinfel.

b. Aufgaben,
§. 217

. 3n einem vechtwintligen Dreiecte, in weldhem ¢ die Hypotbenufe, a

und b die Katheten, « und 3 die diefen gegeniiberliegenden Wintel
vorftellen, ift

a) a= 178/, b=23875/; man fude «, 3, ¢;

b) ¢=2387% b=25'8% man fude a, j, a3

c). b=9471, «—38°33/334; man fude 5, a, c;

d) ¢=413'8% 3=48°15; man fucdhe «, a, b.

. Die Hobe h eined Gegenftandes aus der Linge 1 feines Schatiens

und aus der Hohe o der Sonne ju finben.

. Die Lange des Scdhattensd cined Gegenftandes ju finden, wenn feine

Hobe und die Hobe der Sonne gegeben find.

. Aus der Hobe eined Gegenftandes und der Lange feined Scattens

die Hohe der Sonne zu beftimmen.

. Der Mittelpuntt einer Kugel iff vom Auge 2187 entfernt, und die-

felbe erfcheint unter einem Winfel von 4° 17/ 324; wie grop ift
ibr Durdhymefjer ?

. Unter weldyem LWinkel ¢ fieht ein Mann, deffen Auge 55/ liber den

Boden erbaben ift, einen ThHurm von 184/ Hohe in der Entfernung
bon 125/2

. Den Winfel ju beftimmen, den die Diagonalen eines Redhtecdes ein:

fdhliegen , wenn bie Diagonale und cine Seite gegeben find.

. Cin redhiwinfliged Dreiect aufzuldfen, wenn gegeben find

a) der Fladeninhalt und ein {pisiger Winfel,

b) der Umfang und ein {pisiger LWinkel,

c) die ©umme aus der Hypothenufe und einer Kathete und ein
fpitiger LWinfel,

d) der Unterichied zwifchen der Hypothenufe und einer Kathete
und ein fpigiger Winfel.

Cin gleichfchentliges Dreiect aufsuldfen, wenn gegeben find

a) Die Grunbdlinie und ein Schentel,

b) die@rundlinie und der gegeniiberliegende, ober ein anliegender
TBinkel,

¢) ein @denfel und der Winfel am Scheitel, ober Der Wintel an
per Grunbdlinie,
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1 1

12.

189

d) die Grundlinie und die Hobe,

c) ein ©dyenfel und die Hobe.

Cin fchiefwinfliges Dreiect, deflen Seiten a, b, ¢, und bie diefen ges
genfiberliegenden MWinkel a, 3, y beifien, aufzuldfen, wenn gegeben find

a) ¢ = 8157, a = 58°12/88" B = 63%215/15%;
b) a = 9745°% « = 48° 8/484, B = 45°45/45!;
¢ a = 897% b = 1042, y = 53° 5/56;
d) a = 2874, b = 1798, a = 72°17/23'/;
¢) a = 419/, ¢ = 828/ y = 48°51/ 74;
f) a = 2184 b = 8124, c = 1432"

SRenn in einem Wierecke die beiden Diagonalen und ihre Neigungs:
winfel gegeben find, den Flacheninhalt des Wiereed ju bevedhnen.
Den Fladbeninhalt eines Wierecked zu beftimmen , in weldem vier
Seiten und ein Winfel gegeben find.

-+33Q00cee—



Sweiter Ubjchnitt:
Glemente Der fphdvifhen Trigonvmetrie,

L Reluyionen jwifdyen den Seiten und Winkeln cines [phérifdyen
Drcieches,

§. 218.

Bu jedem fpbdrifchen Dreiecke gehdrt nod ein jweited, weldhed mit
ibm die gange Kugeloberfladhe bildet; wenn fibrigens nieht ausdriidlich
Das Gegentbeil bemerft wird, fo iff immer dasjenige fpbdrifhe Dreiect ju
verfteben, weldes Fleinev ift al8 die halbe Kugeloberflache.

Leberdief gehort ju jedem foldhen fphavifchen Dreiecke ein yweites, wel-
dhed das gegebene sut der palben Kugeloberflache evgdngt, und weldes man
darum das Crgdnzungs8dreied ded erftern ju nennen pilegt.

Aus den Seiten und Winfeln eined fpbdrifhen Dreiectes ergeben fich
tibrigens fogleich auch die @eiten und Winkel feines Crgdngungsoreiectes ;
daber wir bei unfern folgenden Unterfudhungen fetd nur folde fpbavifche
Dreiecte vorausdfesen wollen, die fleiner find als der vievie Theil ber Ku-
geloberflache, in denen alfo fowobl die Seiten ald die LWinfel eingeln Fleiner
find als 180°.

€8 fei O (Fig. 263) der Mittelpuntt einer Kugel, deren Halbmeffer
det Cinbeit ded Langenmafies gleidh ift, und AB, AC, BC feien Bbgen von

Fig. 263.

——————
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brei gubfiten Kreifen diejer Kugel; fo ift ABC ecin fphavifches Dreied.
Sepen wir den Winfel BOC odet den Bogen BC=a, den Winfel AOC
ober Bogen AC=D, und den Wintel AOB oder den Bogen AB=c; fer-
ner begeichnen wiv die Neigung der Chenen AOB und AOC durch A, die
Neigung der Ehenen AOB und BOC durdy B, und bdie Neigung bder
Ghenenn AQC und BOC durdh C, fo ftellen offenbar A, B, C die Winfel vor,
welche im fpharijhen Drciecte ABC den @eiten a, b, c gegeniiberliegen.

Um nun die Relazionen abjuleiten, welde jwifdhen den Seiten und
den TWinfeln des fpbarifhen Dreiectes Statt finden, fallen wir von C auf
bie Ghene AOB bie @enfredhte CD, ziehen DE 1 AO und perbinden C mif
E burd) die Gerade CE.

Beil DE die Projefion der Gevaben CE in der Ebhene AOB ifE, fo
febt die AO, weldhe auf der Projefsion DE fenfrecht iff, auch auf der
®eraden CE fenfredht und man bat, wegen 0C = 1,

CE = sinb, OE = cosh
und in dbem bei D redhtwintiigen A CDE, worin <<CED = A ift,
CD = CE . sinA . und DE =—cBE . cosA
odet CD = sinb . sinA und DE = sinb . cosA

Fame man ferner von D die @enfrecdhte DF auf OB, und ziebt CF,
fo ift DF bie Profefzion der Geraden CF in der Ebene AOB, und 8 muf
bie OB, welde auf der Projefzion DF fenfrechi fiebt, auch auf der Gera-
den CF fenfrecht fein. Man Hat fomit

CF.= sin 3, OF = e¢os.a; .
und in dem bei D rechtwintligen Dreiecte CDF, worin << CFD =B ift,
CD = CF . sin B obet CD = sin a . sin B.

Rieht man endlich EG | OB und DH | EG, und bedenff, bap der
Winfel DEG=AO0B = cift, {o hat man in dem bei H rechtwinfligen
Dreiecte DHE:

DH = DE . sin¢ oder DH = sin b sin ¢ cos A,
und in dem bei G rechtwintligen A EGO

OG = OE . cosc™ ober 0G == cosbcosc

Nun ift OF = 0G - DH, daber aud
cos a = cos b cos ¢ -} sin b sin ¢ cos A.}

Auf diefelbe Art erhalt man |> I
cos b = cos a cos ¢ |- sin a 8in ¢ cos B,{ ~
c0s ¢ == ¢cos a cos b -~ sin a sin b cos C.!

9Biv fanden friber CD = sin a sin B, und aud CD = sin b sin A,
baber ift

sin a sin B = sin A sin b}

Gben fo finbet man l I
sin a sin C = sin A sin Acl

sin b sin C = sin B sin ¢}

Wenn man in der evfien Gleidhung in D) den Werth vou cos ¢ and
der britten fubftituivt, fo erhalt man -

cos a=cosa cos *h --sina sinb cos b cos C—| sinb sin ¢ cos A.
Bringt man cos a cos *h auf die evfie Seite, und bedenft, daf
cosa — cosa cos®h==cos a (1 — cos ?b) == cosa sin?h
ift, foerbdlt man
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cosa sin?b — sina sinb cosb cosC+4sinb sinc cosA,
und wenn man durch sina sinb dividirf,
N- C

: sit
cota sinh = cosb cos C 4~ 0 cos A

Aus der pweiten Gleichung in I ergibt fich aber S:‘: Z :2 (A;,
babher

cota sinh = cosb cosC - sinC cotA.)
Bertanfdht man hier die Budhftaben, fo folgt aud |
]

r

cota sinc = cosc cosB -+ sinB cot A,
coth sina = cosa cosC -+ sinC cotB, } 1)
coth sinc = cosc cos A -+ sinA cot B,
cote sina = cosa cosB - sinB cot G,
cot ¢ sinh = cosh cosA | sinA cotC.;

Durd) Eliminagion von cos ¢ ausd der erften und dritten Gleihung
in D erbielten wit
cosa sin*b =sina sinb cosbh cosC-sinb sinc cos A.
Durd) die Divifion mif sina sinb ergibt fi) davaus
sin c

sin b
cosa . — = coshcosC--cosA.—
sin a

Au et erfien und pweiten Gleichung in 1N foIgt femer

sin b sin B yes sin ¢ sin €
sina  sin A sina  sinA’

TWerden diefe %ertbe in det fribern Gleidhung fubftituitt, fo hat man
nB smC
cosa .m =cos b cos C - cos A.
1

sinA’
oder, wenh man mit sin A multiplizive
cosa sinB=cosb sin A cos C - cos AsinC.
Bertaufcht man in Ddiefer Tepten Gleichung a und A mit b und B,
und umgefehre, und multiplizive die daraus bervorgebende Gleidhung
cos b sinA = cosa sinB cos\C -~ cosB sin C
mit cosC, {o finbet man
cosh sinA cosC = cosa sinB cob € ~- cosB sin C cos C,
und wenn man diefen Ausdruct in dem obigen Werthe von cos A sin B
fubﬁitutrt,
cosa sin B = cosa sinB cos?C - cos B sinC cos C - cos A sinC,
woraus
cos A sinC = — cosB sin C cosC -}~ cosa sinB (1 -=- cos?C).
Beachtet man nun, dap 1 —cos*C = sin *C ift, und dividirt bie
Gleidhung durch sin C, fo beFommt man

cos A = — cosB cosC - sinB sinC cosa.}

Auf diefelbe Art erhalt man aud | v
c0s B = — cosA cos C 4 sin A sinCcosb, fitd 1
€280 =— cosA cosB |- sin A sinB cosc.

Die Ausdritcke in D, 1), M und IV) eutf)alten nun bie wichtigften
Relagionen pwifchen den Seiten und Winfeln eined fpr;anfd)en Dreiedes,
unbd dienen dazu, um aud denjenigen Stlicken, weldhe ein fpharifdyes Dreiect
vollfommen beftimmen, die noch fehlenden gu bevechnen.
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Bepor wir Jedod) sur Amwendung diefer Stelaswnen auf die Aufio-
fmtg per fpbarifdien Dreiecke fchreiten, wird e8 noihig fein, den Gleichunz
gen in den @yftemen ), 1) und IV) eine ju logarithmifhen Bevedhnuns
gen geeignete Form gu geben.

§. 219;
Um qus der exften Gleidung in 1)
cosa = cosb cos ¢ - sinb sinc cos A
fiit cosa einen Ausdruct ju evhalten, welcher fich fogarithmifch bebandeln
[afit, dividive man dic Gleihung durch cosb; man hat
cos a

—— =—"Co8IC tang b sinc cos A,
cosb + g

Flibre man nun einen Hilfdwinkel ¢ ¢in, indent man tangb cos A
= tang ¢ feft, fo exhalt man

cos a 2 : sin o
- = CO§C sinc tang ¢ = cOSC - BINC . “—
ot + ge t sine . 222
cosgfcos o -} sinc sing _ cos (c—g¢)
cos 9 ng cos 9

daber
105 1 — 1
cosa — WERFETT— ) E
Elen fo findet man !
cosc cos(@a—4) » la)

COS 9
T

cosh = ———MmM8M8——,
cos b

cosa ¢os (h—e)

COSC = —

COoS w
enn fang ¢ cosB = tang ¢ und tanga cos C = fang e gefeft witd.
1 aber aus ber Gleidhung
cosa = cosh cosc | sinb sinc cos A
flix den MWinfel A cine Togaviehmifch brauchbave Forniel abg,urenten, hat

man sunad)f’t
cosa — cosb cosc

o8 A= - -
sin b sine I

daber
I 4reonk sinb sine — cosh cosc |- cosa cosa — cos (b - ¢)

sinb sin e == sinb sine N

sinb sine 4- cosb cos¢ — cosa cos(b-—c) — cosa

1 — cosA = — - S L

s b sin ¢ sin l] smce

Beventt man nun, daf
A . aA
1.+ cosA = 2c032§, 1 — cosA = 2sm’:—2-

und allgemein
ﬁ ﬁ —a

CoOSa — COS;J == 2.&]!1 sin

ift, fo geben die legteren Gleichungen ubet in
S 1 By 2l b
A Slll.‘ + 2) R s A -
C08%— = —
‘ 9 sinb sin e /
Mocnik, ®eometrie 2, Aufl ; 13




b —
™ ° si

sinb sin ¢
odet

a—b-ec \

-

5 el

£:b ¢ — a
% ]/sina+z+csm +2
COSE E= sinb sine [

2

2 - — b c
sma+b Cs.iu"1 g
siné == 2

2 -] - .

sinb sine

Eben fo erbalt man auch

. b v Tl c
sin2 T iy sin——- L
co8 81 5 2 2
R sina sin ¢ . ! Ih

[
b+ c—a . .atb—c
sl ———— SIn
b 9 2
sin— = S
2 sina sin e

2 b 8 —
gt T e e Flie
0059 == 2 2

2 sina sinb A

v B (it e ¢
e sin & 5 sin © Q’jf__
Sl e— s s
2 sin a sin b
§. 220.

Mit Hilfe diefer Tegten Formeln wird ed nun leidht fein, auch die
Gleidhungen ded Syftems HI) durch logavithmifch brauchbare ju erfesen.

€8 ift namlid

.a+h+c /‘.ll-i-C*a P TN
81 sin
COSACOSB— ]/ ¢
2 . sin ¢ sina sinb
.a+4+b+ec
R = St
2 Al
Eqran SeM AU 1 -aiiee
sinc 2

— &, a—Db C
sin i

.a~+b—e . b+ ¢
sin —8M8 — sin
e, it 1 2 2
sm-sm- == -
2 2

s ¢
.at+b—ec

sin ——— 5

& U

+ 8If-=

9!

sin ¢

baper

sina sinb



cosé cosE —_ sinﬁ sinB = = « : : sing
2 2 2 sin ¢ 2*
| Nun ift
| coséc{)sg—‘'.sini3 sin]z cos;ﬂ-l-B
P) 2 hdA G P A
fetner

i 2s'nccosc
sin ¢ = 2 sin = R
a1l

und allgenein

sina — sin 3 = +§ 25;
folglich
a+b c
AEB 2cosTsm§ 2
JUite ot e e
2 sin - COS —
obet
A+B LY
cos + o8 o == cosa+ sin ~ .
2 2 2
Eben fo fann man finden
A—B . ¢ BT il R
oS sin - = sin — — sin =,
2 2 2
oin AT e S % aae
Baie o 2!
G ST A T e
o5 AN % 2’

Dividirt man von bdiefen @re:d)ungeu bie dritfe durch bie etﬂe, und
bie vievte durd) die jweite, fo erhalt man

dopath
A+B G
% lang Sy a_[‘b.cot‘,:),
o8
7 G 1 > 1l a)
Iang—A—:I—; i E Ny cot(-]-
sin i 5 2
2 )

Wird bagegen bdie yweite Gleichung durch die erfte, und die vierte
durch die dritte dividivt, fo befomme man

18"



tang

agpb— -

A—B
2

2

a—Db

A+B

)

b

2

¢
. lang é,

1l b)

c
= —T-T_.‘*__B » lang-g—.
Sin

Die lepten vier Gleichungen find unter dem Namender Nepeviden
Analogien befannt.
e b
$Wir haben nun vocdh die Formeln des Spftems IV) Togaratbm:fd)
eingurichten. Wir wollen aus der Gleichung
cosA = — cosB cosC - sinB sinC cosa
sundchit einen logarithmifd) brauchbaven LWerth fur A fudben. E8 folgt
daraus
008 A
cos B

©egen wir nun langB cosa = colx, und beftimmen x fo,
diefer Gleichung Gentige gc!etﬁet wird, fo baben wir

= — ¢0s C -}- sinC lang B cosa.
vaf

cos A . sl '“I‘ Gl dote = — ¢osC w”.{ -+ sin G cos x
cos B sinx
sin (C—x)
- 8in X
baber
Sin(C 2 x). 9
cosA = cosB . —'—-‘-:E.__}‘_J I
Sin X
Eben fo findet man !
o i
cos B = COSC.M, IVa)
siny i
cosC=—cosA.§.’“_(E:_z). I
sin X 7

wenn tang C cosb = coly und tang A cosc = colz gefest wird,
Um endlich ausd der Gleichung

cos A = — cosB cosC - sinB sinC cosa
fitr a eine Togarithmifh brauchbare Fovmel abjuleiten, bat man
cosB cosC 4 cosA

cosa = ————
sin B sin C b

daber

sinB sinC + cosB cosCG 4 cosA cos (B—C) + cosA
1 cosa = == 7

2> sin B sin C sin B sin G X

sinB sin C — cosB cosC — cosA —¢os (B+C) —cos A

prbuigadq davsi SR} (B+0C)

sin B sinC

sin B sin C
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Nun ift
a .
1 + cosa = 200525, 1 — cosa _—=2sm2%,
unbd allgemein

cosa 4 cosf3 = 2 cos

il cos&—_f.
2 2

Die letern zwei Gleichungen geben fomit in die folgenden iber:
A+B-C A—B+C
cos .

co8
cosza i 2 2
2%y sin B sin G /
A —A
— €08 _}—B_iﬂccothzﬂC
sin?2 = <
2 sinB sin G E
dabet
cOs A+BMCGOSA“B+C
€08 2 = 2 2
2 sin B sinC ]
3 A B C B —_
5 l/“‘ ons = 0s Lo
8in - == B b £
) sin B sin C
Gben fo finbet man
B C— A Co
]/ + AT E— &
Al b
*2 sin A sin C ' L IVDh)
A P
l/ cos +B+b coes----——A s
ab 2
2 smA sin G ¥
B C— A A'"B
+ Gl + C
cos‘i = g
sl sin A sinB E
A ar B + G e A+B—C
sin L 2
2 smA sin B : }
§. 222,
Ausd den oben entivicelten Forneln
il i dain 40 o ke gipp VBT g
Oyt n 2
und
A+ B b C
co8 + (30.5E = GOSa+ §in —

2 OO o% 2 2
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faffen fich filr Tpbarijdhe Dreiecke, die Fleiner find ald der vierte Theil der
.ﬁugeraberﬂad}e fe{;t wichtige Sorgerungen ableiten.

Da 5 und : € fleiner a8 90° fein miffen, fo find ibre Sinus und
Cosinus ftets pofitiv, und e folgt daber aus dev erften Formel, daf
e - und sma_;_b fiets gleichbegeichnet fein miffen.

il TR 0, daber muf aud sin 2

sin

" T % —B
Jiur a="> ift sin =0, und

e y . ~—B :
weil A_2§ ftets Fleiner al8 180° ift, el 0, alfo A=B fein. Glei:

dhen @Geiten liegen alfo auch gleiche Winfel gegentiber.

llmgefebrt TaBt fidy folgern: wenn A=B ift, fo mup aud) a=>b
fein, . b gleidhen LWinfeln fieben gleiche Seiten gegens
fiber.

3ft a>b, fo ift sin:—hpof'tib baber mup aud sin & po;
fitiv, und fomit A > B fein. ZDer grofiern @eite liegt aIfo aud
ein grofever Winfel gegenitber.

Umgekebrt [aBt fich jeigen: wenn A>B ift, fo muf aud a>b
fein, d. b bem grofern Winfel ftebt cine grofere Seite

gegentiber.
Aud der gweifen Dev beiden obigen Fovmeln folgt, bdaf audy

cos"—i—13 und cosa—iE fets gleidhbegeichnet fein miffen. Jft daher a-b

SRy
% 180°, alfo cos *2' < 0, jo muf audh cos i; =0, fomit A}-B

2!80“ fein.. Wenn aIfo bie Qumme gweier Seiten grofier,

gleicdh ober Fleiner ift al8 180°%, {o ift aud die Summe
ber gegentiberliegenden TWinkel begiehungsweife gro-
fer, gleich ober Fleiner als 180°

Gben fo fann man folgern: wenn A - B % 180° ift, fo muf

> )
aud a-+ b = 180° fein.

IL Auflsfung der redytwinkligen fpharifden Dreiccke.

§.' 223.

Gin fpharifches Dreiect fann einen, zwei ober audy drei redhte Win-
fel enthalten. ind alle drei Winkel eines fphdrifdhen Dreiectes vechte, fo
find die drei Seiten Quabdbranten; Fommen gmel rechte Winfel vor, fo
ftehen denfelben ebenfalld Quabdranten gegeniliber, und bdie dritte Seite
muf eben fo viele Grabe enthalten, wie bder britte Winfel. Diefe beiden
Falle geben alfo gu Feiner Aufgabe Anlaf, und e brauchen hier nur joldye
fpbartfg)e Dreiede betvachtet ju werden, welde blof einen vedten Win.

“thalten,
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Die au f[ b} fenden @}Ieid) ungen fﬂr foId)a Direiecde erggben
fich aus den vier oben abgeleiteten ©yfiemen, wenn man darin einen Winz
fel, 3 B. A=90° fet; und jwar veichen in allen Falen jene Formeln
bin, welde den Winfel A enthalten, und fomit durcdh die Subftitution
A =90° ¢ine cinfachere Geflalt annehmen. Man beFommt

aug I) cosa = cosb cosc 1) oud II) sina sinB = sinb 2)
sina sinC = sinc  3)
aus Il cota langh = cosC 4) aus IV) cotB cotC = cosa 8)
cola tange = cosB 5) cosB = sin'C cosh —9) _
coth sine = cotB 6) c0s C = sinB cosc 10)
cotesinb = cotC 7)

Mit Hilfe diefer Gleichungen fann man, wenn aufer dem rechten
Winfel nody jwei Stiicke gegeben find, die nody fehlenden Stiicke des {phd-

tifchen Dreiected beftimmen.
Aus der Gleichung cos B = cin C cosh folgt, dap cos B und cosb

ftetd gleichbeseichnet fein miiffen. LWenn alfo b%go", daber cosb <o
=

: — ot .
o mu B=0, fomit B= 90° !
ifty f B audh cos =90 f <90 fein

o >
(G Tgt: B=90°i = 90° fein.
ben fo folgt: Ienn =90 ift, fo muf audh b = 90° fein

Auflofungsfalle.

S 224
1) €8 Jeien die beiden Katheten b und ¢ gegeben; man
fude diec Hoppothenufe a und die Winkel B und C.
Hier geben die Gleichungen 1), 6) und 7), ndmlid
cosa = cosb cosc, cotB = cotbsinc, cotC = cotcsinh
bie verlangfen drei Stiicte.
8 fei 3 B. b=27°28/864 und c¢=451°12/84. Man hat
log cosh = 9:948 0210 — 10 logcoth = 0283 9553
logcosc = 9:796 9721 — 10 logsinc = 9-891 7393 — 10

log cosa = 9-744 9931 — 10 logcotB = 0:175 6946
Al il G Bi=1#38%42051"
logcolc = 9:905 2537 — 10
logsinb = 9:664 0657 — 10
logcotC = 9569 3194 — 10
C = 69988514,

S. 225,

3n den folgenden Fallen wollen wir, ohne die obnehin einfache Redy=
nung an befondern Beifpielen durdhuflihren, uns mit der blofen Anfiihs
tung der aufldfenden Gleihungen und mit der Unterfudung, ob das
Dreied in dem jededmaligen Falle vollfommen beftimme ift, begniigen.
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2) Dic Hypothenufe a und eine Kathete b feien gege-
ben; Die andere Kathete ¢ und die Winfel Bund C
ju finben,

_ Hiet find die Formeln 1), 2) und 4) anzuwenden, aus denen
€Os a sinb
€08 ¢ ==1LEE Figin Br'—
cosb sin a
folgt. Obwobl su sin B im Algemeinen ywei Winfel gehoven, cin pisiger
und ein ftumpfer, fo fale dod biev jede Unbeflimmtheit hinweg, da
B.= 90° angenommen werden muf, je nachdem b = 90° gegeben ift.

3) Gegeben find eine Kathete b und i[)r gegentiberlie:
gendev Wintel B; man {oll a, e und C findem
Aus den Formeln 2), 6> und 9) erhalt man

; cosC = cota tangb

sin b £ col B ¥ cosB
sma_-—- BING ="——, Yen(Or =N 1
nb' coth cosh’
oder au$ 1) und 4)
cosa
cosc == o0 ¢osC = cola lang b.
cosh

Wenn a gefunden wurde, fo fonnen daraus mittelft der Gleidhungen fiir
cosc und cosC bie %cltI)e fiir ¢ und C unzweideutig beftimmt werbden;
allein gur Beftimmung von a fennt man nut den Sinus von a, davum ifi
viefe Aufgabe eine unbeftimmie. Jedodh) Fann auch bier m befondern
Sallen bad Dreiect vollfommen beftimmt fein, wad wir fofort unterfu-
chen wollen. :
3t B=90°% jo ift A +B=180% daber auch a-}b=180°% und
weil b=290°ift, aud) a=90° fomit das Dreiect beftimmt.
iBenn B<<90Y, aI}o Al Brt 180" ift, fomuf audh a b << 1807,
daher wegen b<290°% a =90 feiny das Dreiect ift fomit unbeftimmt,
ausgenonumen , wenn fur vie Anunabme, dap a flumpfift, a-b 180°
ausfallen wiitdbe, in weldem Falle man a nur fpigig annehmen fann
St endlich B=>90° alfe A -+ B=180° fo muf auch a--b>>180°
fein, wegen b>>90° fann dann a = 90° auufa(ren und dad Dreiect ift
unbeflinmt, ausgenomiuen , wenn beL fpigige Tinkel a fo flein iff, dap
a-+bZ180° ausfamu wiirde, wo dann a nothwendig ftumpf angenoms=
nen werden: mifite.
4) Gegeben find eineKathete b und ihy anliegender
Winkel C; man fude a, ¢ und B.
Die Formeln 4),:7) und 9) geben
ki ; cote = C,O—m, cosB = sinC cosh.
tang b sin b
5 Die Hypothenufe a und ein anliegender Winfel B
feten gegeben; man foll b, c und B finden,
Aud den Formeln 2), 53 und 8) folgt
osB cos a

+ H o C
o = -— =l T .
sinb == sinasinB, langc el col C oib

calai—
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Hier ift b durdh sinb vollfomnten beftimmt, dba man b= 90° ane
nehwen mufi, je nacdydem B = 90° ift.

6) Die beiden {chiefen Winkel B und C feien gegeben;
man finbe bie Seitena, b, ¢

Mittelft der NMelagionen 8), 9) und 10) erhdlf man

cos B cos G
cosa = cotB cote, cosh =~——, cosCc=-—.
¢in G sin B

HE  Aoflsfong der [dhicfwinkligen [phdvifden Preiedke.

§. 226.
1. Fall, €8 fei cine Seite c mif den ihbt anliegenden
Winfeln A und B gegeben; man foll a, b und C findben.

Die jwei Seifen a und b evgeben fidh aud den Sleichungen des Sy«
ftems I Db)

c08 ———
d I 5
tang1::: s \iutang;
. A—B
a— b Ly 2 ¢
) e S it ol tang ~.
2 LIS B 2
sin _i_

3uy Veftimmung des Winteld C erbdlt man aus dem Syfteme II)

3 sin A sin¢
e s s Bt

oder aus dem Spfteme Ila)
sin = R

COb = ===yt lnA
) ,.a-r--i;'ag
gin LI

2

1R

E8fei 4. B, A=15814/164, B==21°17/22" ¢c=73915'20%,
$Man hat '

A4 B=179°31"38" A — B = 136°56" 54 % = 36°87/ 404

BB ggoas gon 20— 680281274

log cos %‘__g:___ =, 9564 . 5721 logsini\——;——g = 09968 6007
loglang = 9871 2381 loglang 5 = 9:871 2331

9:435 8052 9:839Y 8338
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A4 B
log cos _: = 7615 5005 Iogsinﬂl i 9:999 9963
ek it I Anw G 13 S BRI ST
log tang 5 = 1'820 3047 log tang —— = 9-839 8375
— b

- 42" b ggog icasstu 8 < L 1)f
si—b =iy, logsinA = 9560 0876
el L ingsinc = 9981 1838
a = 123948/ 9:550 2714
b ==iil54%28" logsina = 9919 5929
logsinC = 9630 6785
C = 25°17/344.

§. 227,

2, Fall. Cine Seifea, ein anliegender Winkel B und
betbgegeuﬁberliegeube A feien gegeben; man fudeb, c
und C.

Fitv Die Seite b findet man aus dem Syfteme 11)

T s sin B sina
T sina

Hier fann b im Algemeinen fpipig oder frumpf fein und bie Auf-
gabe ift unbeftimmt; nur unter befondern Wovausfepungen fann bdas
Dreie ein vollfommen beftimmtes fein.

€8 fei erfilich a=90° §Flivr A-J-B=180°ift aud) a4 b=180°,
alfo b=90, und dag Dreiect beftimme, Fliv ALB<180° ift auch a-b
< 180° Dbaber b <<90° und dbas Dreiect chenfalls beftimmt, Fiv A-B
= 1809 endlidh, wo auch a --b > 1802, und fomit b>>90° fein muf, it
die Aufgabe gleidhfalls beftimmt.

€8 feiferner a << 90°. Fiir A 4B 180° muf audh a--b = 180°,
fomit b> 90° fein, fo daf dbieAufgabe nur eine Aufldfung juldpt. Fite
A+ B<180° aber, und fomit a |- b << 180°, fann b =90° fem, und
bas Dreied ift unbeftimme, wenn nicht der fumpfe LWinkel b fo grof ift,
DaB a—-b <" 180° wdre, wad immer cinfritt, wenn B < A ift; in diefem
Salle darf alfo b nur fpigig genommen werbden. ™

3t endlich a > 90° fo pat man fir A+ B Z180° aud) a-}-h =
180°, unbd fomit b << 90°; das Dreiect ift alfo beftimme. TLWenn dagegen
A+ B>>180° und daber audy a++b>180° ift, fo Ffann b = 90° fein,
unbd bas Dreiecd ift unbeflimmt, ausgenommen, wenn dev fpisige Winfel
b fo flein ift, daf a4 b= 180° wdre, was flix BS A gefdhiet, in wel-
hem Falle dann b nur ftumpf fein Fann.

Dad Dreiect ift alfo in diefem Auflofungsfalle unbefiimme, wenn

a<<90% A-4B<180° und A<B,
oder a>>90°, A-4B>1800 und A>B ift.

3ft einmal b beftimme, fo erbalt man fiix die BVerechnung von c
und C aus den Syftemen HIb) und 1la) die Ausdricte
L o

(v i g a —Db
tangi S riangn: tang 7t

sin —




== ng
a b g

-~

G8 fei 5. B. A=57°38", B=31%12", a=104°25/80'"
MMan bat guerft
logsinB = 9-714 35214
logsina = 9986 0883
9700 4407
9:926 6714
9778 7698
='36°226/28/. ;
Da bier a>90° A-+B<180° fomit audy a-fb< 180° if},
fo muf b < 90° fein.
Ferner bat man

log sin A
log sinb
b

A |+ B = 88°50’ LQM o= 44° 28/
A — B = 26°26! "\:B=13°13'
a - b= 140°51/580 > "2'—h = 70°25' 565/
a — b = 679597 « > b — 33059/33:5"
A4 B :
log sin _;t—— = 9845 0181 logsin® '; b — 9974 1647
n =¥ b 0 "~ - IA Tl B .
log lang g == 9828 17625 loglang—T— = 9370 7994 |
9673 7806 9314 9641
aadas B 5 4 b
Iogsm«—?—- = 9:359 1409 lOgsng—b = 9747 4789
logtang = = 0:314 6397 log ot = 9507 4852
S = 61087469 %‘ — 68°24/21-3/
c = 128°17/33:8// C = 136°48/42:6

§. 228.

3. Gall. Bwei Seitena, bund det von ihnen einge-
fdhroffene Wintel C find gegeben; man foll ¢, A, B
finben. .

Die Winkel A und B ergeben fidh aus den Gleidhungen des Sy-
ftems 1L a)

Ak B 2
. i TGRS
3 cosat

C
t ol
ang LOT,2 ;




sin
Fliv die Seite c erhdlt man dann aus dem Syfteme ) die Gleis
dung

: sin G sina
sine = —————
: . sin A
oder aud dem Gpfteme IIb) bie Gleichung
. A+ B
Sl
tantrE = tan L Wil
=0 PR P R e )
Sin

©ei 3. B. a=97°30'20, b=55°12/10", C=389°58,
G
el WSS TRGAT RS S T i s, 02 TB TR eSO 501
a 4 a—b ‘

b
T2 re0 a1 15 ET 2 g0 g 5
2 2
a—b . a—Db
log cos 5— = 9969 7095 log sin = 9557 3068
d .
Iogcot§ = 0439 3273 ’ logcot;- =0t430 8978
0409 0368 9996 6341
. b
log cos= "; b o372 7639 logsin> > — 9087 5647
s St ol -
log tang “'2’ B — 1036 2629 log tang 2 —— = 0:009 0694
5 42' B — 84040391 : _';_B — 45°35(58:6/
4 ; B 45°35/ 536!
A — 130°20/82°7"
B = 39° 8/45:5¢

logsinC = 9:807 7662
logsina = 9'990 2630

9:804 0292
logsinA = 9882 0628
logsine = 9:921 9664
¢ = 56° 40’ 19,

§. 229.

4, Fall. Swei Seiten a, b und ¢in gegenliberliegen-
pey Winfel A feien gegeben; man foll ¢, Bund C finden,
Fliv ben Winfel B gibt das Dyftem II) den Ausdruc
g sin A sin B
sinB = ———
sina
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Die Werthe von ¢ und C geben dann die Gleidhungen der Shfieme
I b) und 1l a)

5 A
T
sl 8w E
B id ik 0B 1 2 !

sin

1)

sina_l—b
tang & == Z taE
g2'_ I g 9

sin

~ Diefe Aufgabe bietet, da B aus sinB gu beftimmen ift, nut in be-
foudern Fdllen eine beftimmee Aufldfung.

Filr A=90° und a-b % 180° ift aud A—[—B% 1809, und fomit

> =
B = 90 alfo das Dreiect beftimmt.

It A < 90° und a 4-b 3 180° fo ift oudh A 4 B < 180%
und baber B > 90°; ber Werth von B ift alfo unzweideutig beftimms.
Ware aber a4 Db <180°, alfo aud) A-}B<<180°, fo tonnteB {pipig oder
ftumpf fein; aufer wenn dev ftumpfe Wintel B fo grof ift, daf A+BX
180° wdre, was filv hZZa eintritt; in dicfem Falle Fann nuy B<90° fein.

LWenn endlich A > 90° ift, fo hat man fir a--b = 180° auch
A+ BZ180°% baber B<-90°; bdie Auflofung ift alfo in diefem Falle be-
ftimmt. §lir a - bh=>180° dagegen hat man auch A - B> 180° alfo
B=90°; bad Dreiectift fomit unbeftimmt, ausgenommen, wenn dex fpifige
Winkel B fo Flein wdve, daf A+ BZZ180° ausfiele, welches immer ein=
fritt, wenn b aift; in diefem Falle Fann fir B nur der ftumpfe Win-
Fel angenommen wetden,

3n diefem Aufiofungsfalle ift demnad) das fphivifdhe Dreiect unbe:
flimme, wenn

3 A<C90°% a--bh<<180% undb a<<h
ober
A>90° a-}bh=>180° und a=>b iff.
Nimmt man 3 B. a =45 h==25° A=92°1"9-8/ an, {o fin:
bet man durch dpnliche Rechnungen, wie im gweiten Falle,
B = 86° 40868, ¢ =—87%47/ 1914, G =160

§. 280.
5. Fal. €8 feien alle drei Seitena, b, ¢ gegeben;
man fude die Winfel A, B, C.
MPan wird fich biersu der Formeln ded Spfiems 1b) bedienen,
3 5B a=50"54/32/, b =2387"47/184, ¢ =74°51'50%;
fo bat man

a -+ b - ¢ = 136°838/40/, -5 I;ii—__c = 81°46/50,
— a4 b4 ec= 61°44'36", R Booitai 15
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a —b 4 ¢ = 875947, a__—|1;+c i
g B o= o= 1300504 ‘_‘i.’;___f_

Bur Verechnung von A hHat man nun die Formeln

43° 5973241,

62 551

a+b+c inﬂaﬁwh-{-c
cos- B 2

sinb sinc
. a— b=
V a b + e i, 8 + - c
sm -
sinb sinc
ca+ b + —
log sin—— ® = 9995 5157 . logsin—ot® — 9841 7118
b— b—
Tog sin — 'l; ¢ = 9710 2163 logsina+2 © = 9080 7189
9:705 7320 9922 4307
logsinb = 9787 2806 logsinh = 9787 2806
logsinc = 9:984 6660 logsine = 9:984 6660
9:933 7854 9'150 4831
log cosg — 9'966 8927 logsin‘% = 9575 2415
; PR U g S DY il
A = 44°10'40°8" A = 44°10740'8"
Den Winfel B findet man aus den Gleihungen
A b — b
B l/sma—]-zhl_csm‘i 2+c
cos - == —
9 sina sin ¢

. —a+b+4+ec . a+4+b
sin

]/;n 2 2
sina sinc

A
Sl —- =
2
. at+b+te 24 b

Iogs:nm-’-:—j— = 9995 5157 Iogsin_ai;fi; = 9710 2163
log sin =282 o _ g.841 7118 log sin®+ ]; —° = 9080 7189
9:837 2275 8:790 9352
logsina = 9-889 9425 logsina == 9:889 9425
logsine = 9984 6660 logsine = 9984 6660
9:962 6190 8'016 38267
log cosg = 9'981 38095 logsing = 9458 1633
;i= 16°41'2]1-3" 'E‘ = 16°41/22+4¥
B = 33°22/42:6" B = 38°22/44-8¢
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i B ;
Da der Winfel 3 < 45° ift, fo Fann man den aus dem Sinus ber,

vorgebenden MWerth von B al8 den genaueren anfeben.
Bur Veftimmung von C bat man

or i} : —

]/1+ Tt

COS— - 5 !
sina sin b

—a+b+c ina_b+c

sm— —— 2 g
sina sinb

at+b e
log sin* |_2+c = 99955157 lt1051|1—]~+—0-b~,_~£ == 7 1052168
by Y ‘
]OUSlniz = 9080 7189 logsin> T ° — g.841 7118
9:076 2346 9-551 9281
logsina = 9889 9425 logsina = 9-889 9425
log sinb = 9787 2806 logsinb = 9787 2806
9:399 0115 9:874 7050
G . G
log cos i 9699 5057 logsmE = 9:937 3525
%‘ S 590 571 331: g_ — 59057133‘6”
C = NT9° 554N 61/ C = 119%%5‘ 7.2/

Hier ift Z > 45°, daber ber aus dem Cosinus Dervorgehende LWerth
bon C der genauere,

§. 231

6. Fall. €8 feien die drvei Winfel A, B, C gegeben,
und bie Seiten a, b, ¢ ju fuden.
Die gefuchten Sfitcte ergeben fid) aus den Formeln bed Spfiemes
IVh), unbd ywar durd) abhnliche Recdhnung, wie im nmbergebeuben Salle.
Nimme man 3. B, A = 107°48/, B = 52°30/, C = 38°58/80"
, fo finbet man
G W (DD U b = 51%42"287 ¢ = 38°28/48'8",

IV, Uebnngsanfgaben.

§. 232.

1. Gin rehtwintliges fpharifdhes Dreiect, worin A Den vedten Winkel
vorftelt, aufyuldfen, wenn gegeben find
f) D ==l 53 32" = e G40 5 AR
b) a = 154° 815/, ¢ = 81°18'2%";
¢) ¢ = 74°28" 8/, C == 105°17/357;
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d) b = 51950/ 24, B == 78°41/194;
€) "0 = 83902688: Bi—_650 6565500
f) a = 950 /424, C = 70°49'254;
g) B — 88°13' 94, C = 58°59/224,

2. Cin {diefwinfliges fpharifches Dreiect aufzulofen, wenn gegeben

a) a = "85°13'58", B = 64°85/32%, 'C = 71°17'534;
b) b= 57°85'30%, A = 88°13/234, B = 15101171245
c) a= 48°23/574, A = 59017444, B = 75°15/32¢;
d) b= 83°48/404, ¢ = 7213137, A = 108° 5'28%;
e) a= 102°13/24%, ¢ = 75°51/214/ B = 65°81/544;
f) b = 126° 8194, ¢ = 83°88" 74, B = 96°52'414;
g) a = 187°28/3874, b = 55°57/ 84, ¢ = 88%17'85¢;
h) A= 70°18/154, B = 48°17/104, C = 94°40274.

3. Wenn die Hobe b, vas Azimuth w eines Geftirns und die Polhohe
¢ de8 Weobadytungsortes gegeben find, daraus die Deflinazion & und
den Stundenwinfel s des Geftivng ju finden.

4. Gegeben find 5, s und ¢; man fude h und w.

5. Gegeben find h, & und ¢; man fude s und w.

6. Die geogmpbtfd)e Lage dreier Ovte der Crde ift gegeben; man fushe
bie ©eiten, die Winfel und ben Flacheninhalt ded durd) jene Orte geleg-
fen fpbﬁrl[d)en Dreiectes

7. Aus ben drei yufammenitopenden Kanten a, b, ¢ eines fhiefroinfli-
gen Parallelepipeds und den Winfeln «, 3, y, welhe jene Seiten mit
einander bilben, den JInbalt des Pavallelepiveds ju beftimmen.

Man findet

P = 2abe. ‘/sm +5+T sin 5+r % sin G-H_-‘a sin a_.|_|a_ L

8. Gin 1egula1e6 %)oft)ebcl witd von p memqen ‘porpjmuu von
denen je m in einer G jufammenfiofien, unbd deven Seite aift, eingefdylof-
fen; man fude

a) den Winfel ¢ jwifchen zivei Geraden, weldhe vom Mittelpuntic des
Polpeders zum Ccpunfee und jur Mitte einer Seife geogen
wetben;

b) den Winfel ¥ gwifchen zwei Gervaden, welde jur Mitte einer Sei-
fenfante und gum Mittelpuntte der dagu gehorvigen Seifenfladye
gezogen werden;

c) den LWinfel w wifdhen den jrwei Geraden, welde vomSJ?tttc[punfh
Deg Polyeders sum Mittelpuntee einer Seitenflache und ju einem
Edpuntte gejogen werben ;

d) den Neigungsmwinfel N jweier in einer Kanfe jufammenfiofender
Seitenfldchen ;

e) den Halbmeffer r dev dem Polyeder eingefdrichenen Kugel, O, i,
bie Cntfernung des Mittelpunttes beéi Polyeders yon einer Sei-
tenfldche;

f) den Halbmeffer R der dem Polpeder umfchrichenen Kugel, d. i. die
Entfernung de8 Mittelpunties ded Polyeders von einer Ecke;
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g) die Oberflache O;
h) ben Korpevinalt K ded Polyeders.

Man finbet
180°
€08 ——
n
o
sim
m
180°
cos—l—n—
b) COSI){J = w,
o[ e
n
180° 150°
€) CO0Sw == COS¢ COSYp = cot—nr cot_;l.—,
180°
N " §ET
d) smE == COSY = w1
sin
a 180° N
= () fang —
%) 2 n g 2 f
a 9 N
=1 —ilane tang —
e - tang — lang =,
npa* 180°
= fo =t
¢ 0 1 cot ——;
: 180° 180° N
sl s ehl cot tang — .
) 24 m n & 2
—— i ———

Moénik, ®eometrie. 2. Aufl. i 14



Vievter Theil.

Anwendung der Slgebra auf die
Geometrie,

§. 233.

Dutdh das Meflen bet Raumardfien wird das BVerbalfnif derfelben
gu den gleichartigen Mafeinbeiten gefunden. Darausd folgt, dap fid) die
Linien, Flachen und Korper durch Jahlen ausdrlicken laffen, weldhe
allgemein dburd) Budpftaben bavgejtellt werden. o ift 3. B. \/2 die
Hopotbenufe eined vedhtwinfligen Dreiected, deffen jede RKathete 1 ift;
8.4 =12 bie Fldde cined Nechtectes, deffen Seiten 8 und 4 find;
8.4.5 = 60 der Inbalt eined rechtwinfligen Parallelepipeds, deffen
sufammeniiopende Seiten 8, 4, 5 find. Enthalt die@eite cines Wirrfels
a Cdngeneinbeiten, fo ift a® eine Seifenfliche und a® der Inbalt des
Wirfels. Sind a, b, ¢ die Jahlen, welde angeigen, wie oft die Langen=
einpeit in ben zufammenftofenden Seifen eined redhtwintligen Pavallel-
epipeds entbalten ift, fo find ab, ac, be die Seitenflachen und abe der
Snbalt eines jolchen Kovpers.

Laffen fid) aber die Raumgrdfen algebraifdy datftellen, fo ifi ¢8 von
felbft Flar, bak man geometrifde Grofen in algebraifdhe Rednung ziehen
und dadurch auch bei geometrifchen Unterfuchungen die Algebra anwenden
Fann. Die Trigonometrie felbjt fann {don ald eine foldye Anwendung der
Algebra betrachtet werden.

Wir werden unsg in dem Nadifolgenden mit der Anwendung
ber Algebra auf dieLdfung geometrifdher Aufgaben, und
was von befonderer Widhtigteit ift, auf die BVeflimmung der Lage dev
Raumgrofen befdaftigen. Diefe leptere AUnwendung bilbet den Ges
genftand der analptifdhen Geometrie, von welder wiv jedod) in
diefer Abbandlung nuv jenen heil vornehmen werden, welcher fich mit der
Beftimmung der Punfie und Linien in der ECbhene befafif,

B i 1o L



Griter Abychnitt.

Anwendung der WUlgebra auf die Lo{ung geomte:
trifchber nufgaben.

§. 234.

Die Anwendung der Algebra auf die Lofung geometrijher Aufga.
ben ift oft fo leicht, Daf e8 Bierju gar nidht befonderer Regeln bedarf, wie
wir diefes fogleich an folgendem Beifpiele fehen wollen,

@8 foll einc gegebene Gevade AB (Fig264) im duBern
und mittlern Werhaltniffe getheilt werden.

Fig. 264.
Um diefe Aufgabe algebraifch aufs

4 < suldfen, muf puerft die Linie AB durch
B cine Sabl audgedritcft werden. € fei
/st a bdie Rabl, welche angeigt, wie viele
! s Langeneinfeiten die Gevade AB enthalt ;
i TR
o B

. Dev grofere Abfchnitt enthalte x Ldins
—=R geneinbeiten, fo werben ibrer auf den
fleinern Abfchnitt a — x Fommen. Det
Bedingung der Aufgabe su Folge muf nun
g X =X:ia —X
odet x? — a? — ax

fein, woraus
a a?
X = — 5 :I: Vaﬁ _I__ E

folgt. Da nun der gefuchte grdfere Abjdhnitt offenbar nur eine pofitive
Grofie fein Fann, o ift von bden beiden LWerthen von x ber gweife nicdht
brauchbar, und die Aufgabe fithrt auf die eingige Auflofung
S A SR T

Slibrt man nun die in diefem Ausdrude angejeigten Recdhnungen
aus, und fragt die fliv x gefundene Rahl Lingeneinbeiten von B bis B
auf, fo ift E der Puntt, in weldjem AB im mittlern und dufern Berhdlt.
niffe getbeilt wird.

©8 ift ubrigens gar nicht nodthig, jene Redhnungen wirflidy ausdzu-
flibren, was fich oft nur ndberungsweife thun 1dpt; man darf nur bdie

geometrifdhe Bedbeutung des fiir x erhaltenen Ausddrudes ins
i
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Auge faffen, um fofort den Punft E durch eine gang einfadye geometri-
fhe Konjivufzion gu evbalten.

Die Grofie ‘/a2 G 14_ bedeutet beFanntlich die Hypotbenufe ei-
ned recdhtwinfligen Dreiectes, deffen Katbeten a und % find.  Erridhtet man

daber in A eine ©enfrechte, tragt davauf AC -:% auf und et CB,
fo it 0B = \/ABT F a0t = Var 4 L

Won diefer Grofe ift, um den Werth von x zu erbalten, nod ;
abgugichen. BVefdhreibt man alfo aug C mit dem Halbmefler CA = ‘% ben

Bogen AD, fo ift €D —_m‘é, babet

BD:e2 OB, < OB e aﬂ-\-‘%m;:x.

Man darf nun blo nod) auf der Geraden AB dbag @ttt BE=BD
abjchneiden, fo ift E der gefuchte Punti. Man fiebt, daf die algebraifche
Aufiofung diefer Aufgabe auf diefelbe Konftrutzion fubre, welde wiv in
ver Planimeivie aus den Cigenfhaften des Kreifes abgeleitet haben,

§. 285.

$Bie man aus dem vorbevgebenden BVeifpiele fieht, Fomme bei der
Anwendung der Algebra auf die Geometrie ein dreifaches Sefchaft vor:
1) miiffen die Bedingungen der Aufgabe in die algebraifde Seichenfprache
{iberfet, oder dburd) eine Gleidhung ausgedridt werden;
2) witd diefe Gleidbung aufgeldfet; und 3) muf die geometri-
{dhe Bebeutung der gefunbenen Formel Hergeftedt, oder der fiiv die
Unbefannte erhaltene Ausdruc geometrijch Fonftruirt werden.

Fliv die Ueberfepung einer geometrifchen Aufgabe in die algebraifche
Reichenfpradye gibt e§ Feine allgemeinen Regeln; fie ift dag Lerf dev Ur-
theil8Evaft, und erfordert oft febr viel ©charffinn. A8 einigermafen leiz
tende Worfchrift Fann folgende von Newton aufgeftellte Reael dienen:

Man betradhte die gegebene Aufgabe vorldufig als
aufgeldft, und vergleidhe alle darin vorfommenden
Gropen mit einanber, obne Rickf{icht dpavauf, ob fie be-
fannt oder unbefannt find; hievauf unterfuche man,
wie fie von einander abbhdngen, um bdiejenigen gu ers
fennen, weldhe als gegeben gur Beftimmung anderer
bienen fonnen, und ffelle ausd diefer evfannten Abbdn-
gigleit die Bleidung her.

Hat man ausd den gegebenen Vedingungen eciner Aufgabe diefelbe
al8 Gleichung dargeftellt, fo wird diefe nad) den Regeln der Algebra auf
geldft, und dann der erbaltene Ausdruct geometrifch Fonftruirt,
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Ehe wir jedody tiber die qeomemfd)e Konftrutzion der algebraifchen
Ausdriicke handeln, wird e8 ndthig fein, Einiges fber die Gleichartigleit
derfelben voraus zu {dhicken.

I. Gleidhartigheit der Ausdrfiche.

§. 288,

Wir baben oben bemerft, daf die Grofen a, b, ¢ die Lange einer
inie, ab, ac, be, a? eine Fldde, abe, a® einen Korpevinhalt beveuten. Fafit
man bei bdiefen Grofien bdie Potengerponenten der Buchitaben ind Auge,
fo fiebt man fogleich, daf die Summe der Erponenten in einem folden
Ausdrircke bei der Rinie 1, bei der Fldche 2, bei bem Korper 3 ifi.

DieSumme der Exponenten eines einfaden algebraifchen Ausdructes
wird deffen Dimenfion genannt; dabei werben aber die Erponen-
ten der darin efwa vorfommenden befondern Sablen nidht beriickfichtiget.
Bei einem Brucdhe beftimmt man die Dimenfion, wenn man die Di-
menfion ded 3ablers durch jene ded Nenners dividivt. Die Dimenfion einer
Potenggrdfe wird gefunben, wenn man die Dimenfion der LWurgel
mit dem Potengerponenten mulfiplizivt; und die Dimenfion einer LWu -
gelgrdfe, wenn man die Dimenfion der Grofe unter dem Wurgelseis
chen durd) den LWurgelerponenten dividirt.

Diefen Crflarungen gu Fol ge f)aben die Grofien

a' e
A b, — e
. : aisism s st @ i be' ‘4be
¢ine Dimenfion; die Grofen
b b
ab, 8bc, =a% 533—9 5 (a) ‘“ y

jwei Dimenfionen; endlich die Xuﬁbmcfe

2 8.8
abc, ac? ad Ei, ¢’ “) ‘/a i
e 3by
drei Dimenfionen.
Mebr al8 drei Dimenfionen Fonnen geometrifche (Sjrijﬁen nicht ba-
ben; wobl aber fann Ddiefe8 bei rein algebraifchen Ausdriicten der Fall
fein. ©o ift 5. B. die Grife 3a®bx? ein Ausdruc von 6 Dimenfionen.

§. 287.

Gine Gleichung oder ein Ausdruct heift in Veziehung auf gemwiffe
Budyftaben gleichartig oder homogen, wenn alle Glieder in Bejug
aur biefe Buchjtaben gleich viele Dimenfionen haben. So ift die Gleichung

— 2ax + ay/be = b—a- — cx in Begiehung auf die Budhftaben a, b,

¢, x aleichartig, weil jedes Glied zwei Dimenfionen hat.

PWenn man die Linien durd) Buchiftaben a, b, ¢ darftellt, und es
wird feine befonbere Linie al8 Einbeit angenommen, fo ift die Gleidhung,
auf weldhe man durch die Anwendung der Algebra auf die Geometrie ge-
fitbrt wird, immer in Begiebung auf diefe Bud)jtaben gleichartig.
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Diefe Gleichartigheit der Gleichung findet nicht mebr Statt, fobald
eine gegebene Cinie ald Cinbeit angenommen wird, denn dann verfhwins
den bie Faftoven und Theiler, welche diefer Linie gleidy find. o 3. B.
erhdlt man ftaif der gleidhartigen Gleichungen x = jn—b,g, — l%—, weni
m al8 Cinfeit angenommen wird, bdie ungleichartigen Gleihungen x =

2
abe, x = % @3 ift fibrigens immer leicht, bdie Gleichartigheit Derjus
fiellen; man barf nur die Lingeneinbeit durd) einen Budftaben « auss
bricten, und diefen in der ndthigen Potens in den ungleichartigen Aus-
oruc al8 Faftor ober Theiler einfithren.

Um 3 DB. den Ausdruct x — ab gleidhartig su madhen, Ddividive
man ab durch den Budpjtaben «, weldher als Linieneinbeit ju Grunde ges

legt wird; man exhélt x =2 Die Budyfiaben x, a, b haben jedboch nicht
(24

mehr die friihere Bedbeutung ; denn friiber nabm mana=—1 an, fo dap
X, a, b bie Mafe der Yinien bedeuteten, wabrend jest die Cinbeit « gang

H . . [l ] b
unbeflimme bleibt, fo baf man fich ftatt x, a, b die Grbfen :—i, =10 &

o 49
denfen mufl, wodurch der friifere ungleidhartige Ausdbruck x = ab in jenen

il o g oder x = l;l ubergebet, weldher gleidhartig ift.

o o
3
Ware der Ausdruct x — = gleichartig su machen, fo bebenfe
cm
man, daff x eine Linie porftellf, fomit eine Dimenfion at; damit nun
i : :
der Brud) acm auch eine Dimenfion erbalte, muf man, da der Nen=

ner gwei Dimenfionen Hat, dem Bdbler drei Dimenfionen geben, indem
man a mit «? und b mit « multiplizivt, wo « die nod) unbeflimmee Lin«
geneinbeit vorftellt; dadurdh evhdlt man

az’" bz

X
cm

Cigentlich baben wir bei diefer Umformung nidyt8 anderes getban,
als ftatt x, a, b, ¢, m die Grofen

eingefiibrt ; benn dburdy diefe Subftitution gebt der Ausdruct

.<:|c'
%

aa® — b
oDer X = ———,
cm

—b?

{iberin £ =
4

R|B
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IL, Bonftenksion der Bleidnngen des evfen und jweiten Grades.

§. 238,

Cine Gleidhung geometrifch Fonfiruiven, Deift den
fliv die Unbefannte erbaltenen algebroifchen Ausdrucd mit Hilfe des Jirs
fel8 und Lineals duvdy eine Linie darfiellen. LWiv wollen unsd bier auf die
beftimmien Gleihungen des erften und gweiten Grades befdhranfen, und
liberdief nur gleichartige Gleichungen in Betradhtung giehen, weil fich die
andbern auf foldhe suricfibren laffen.

5. Gleidhungen ded erjten Gradesd.

§. 239.
Bei diefen wird der MWerth der Unbefannten durch lauter Durchs
fdhniffe von gevaben Cinien gefunden.
Sede gleichartige Gleichung ded evften Grades APt fich auf eine dev
folgenben Grundformen juricfiihren:
x=—4a-+b, x=a—b»b, x=%,
bie wiv der NReibe nady Fonftruiven wollen.
&ig. 265. 1. Um bie Gleidhung x=a
elfy do - b 3u fonjtruiven, nebme man
auf einer unbeftimmten Geras
T ben AX (§ig.265) das Stilct
AB=a4a, BC=b; fo ift AC=
g AB+BC=a-4b=x.

Fig. 266. 2. Um die Gleihung x=a—b
ot = su Fonftruiven, nehme man in
' " der Geraden AX (Fig. 266)
s ety einen beliebigen Punft A an,

fchneidbe AB=a ab, und trage
von B gegen A juriicE BC=b

1 : = - X auf, fo ift AC=AB —BC=
A 67 B a——’b =X
§ig. 267. bS. ©oll bie Gleichung x =
b X = fc-— Fonitruitt werden, fo darf
pA ; w g
e ! man, ba aus biefer Gleichung
e L o E/ bie Proporzion c:h —a:x

folgt, nur ju den Linien ¢, b,
a die bierte Proporgionivte
A , X fudyen.
B D Sft daber (Fig, 267) AB
=c¢, AC=b, AD=a, und DE || BC, {o hat man
AB : AC = AD : AE obet ¢ b = a : AE,
fomit AE = ile_b

—— o 3
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Beifpiele

1) €8 foll die Gleidhung x =a 4 b—c - d— e Fonftruirt werden,
Man bat x=a+b-+4d—(c-4e). Konfiruirt man daber zuerfi
a+b4d=A, ferner c + e = B, und endlih A —B=x, fo ift
die Aufgabe geldfet. ‘

2) @8 foll bie Gleichung x = .": Fonftruirt werben,

Aus diefer Gleichung folgt b a=a:x Man darf daber nur zu b,
a, u die vierte Proporgionallinie, oder was dasdfelbe ift, ju b, a die butte
ftetige Proporzionale beftimmen

Fig 268. &lit b>a fann audy die fol-
@ - gendbe RKonfirufzion febr vor:
4 theilbaft angewenbdet mwerden,

.~ Man mache (Fig. 268) AB=h,
" befreibe fiber AB al8 Durdy

mefjer einen Halbfreis, frage
aug A die Yinie AC=a auf, und
falle von C auf AB bie Sent-
techte CD, fo ift, wenn auch BC
gegogen wird , in dem rechtwing:
\ ligen Dreiede ACB AB: AC =

B AC : AD, obert b:a = a: AD,

woraus A== E = x folgt.

3) Man Fonfirwire die Gleidhung x = abe

di
G8 ift x = %’ ) -F Man fonftruive daber juerft F:_:)=m, fo ift dann

X = ‘?;E’ welcher Auspruct fich nun Fonfivuiven [apt.

4) @8 foll x = — fonftruwt werben.

b (i O b
Man hat x = % iy Konftruivt man daber juerft % = i1
¢
me

pe enb[tcb -, fo ift diefe lefitere Rinie x felbft; venn

¢ AN T abe?
——.__u_.-t! - T e X,

f c R dof
5) Man foll x = 2 eonfvuiven,
e

ne me

Es8 it x = i 4+ X e + n.  Man fonftruire daber jueryi
e e
fep_m dann —-ﬂ— n, und endlich m + n = x.

6) Um den ?(uébrucf i F% gu fonftruiven, fuche man juerft

: ab
¢ — d = m uud Fonfiruive dann x = =4
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z_ba .
‘ 7) Dei die Gleihung x = ac = su fonftruirven.
| Man hat x = 9"‘%—_}‘2. €8 witd alfo juerft a--b=m
(¢}

m ¥ .
bann a—b=n, ferner ¢c-d=p, und daraus x = —I—)" Fonftruitt.
a®—be? =
8) Hat man x = zu fonftruiren, fo fefe man
de + fg

de 4 fg = d(e +2),

Sl i . ~be?
Fonftruive f8 — m, dann e<-m=n, und endlich x — -

=]
d ¥ _9a%h L3 8
e ; a®— 2a* ab* — ¢
9) Man Fonftruire die Sleichung x = ey A

a a3

2 ¢l
a(2a—|—-b—-%— 2a+b—‘§‘
8 2

(v}
o fevner

d

Gs ift x=az(a_zb'{'g—:‘:_g):a(a—-zb_ﬁ’f_i

; byt ,
Man Fonfiruive nun die Linien 2o —m, °
a

az
aq

a—2b4-m—n=q, 2a+b—p=r, und endlih x=-—.

I
2. Gleibungen des jweiten Grades.

§. 240.

a. Die veinen quadratifchen Gleidungen laffen fih immer
auf eine der folgfnben Formen bringen:
x =\/ab, x =\a?Fb?% x=\/a®—D>

1. 3n der Gleidhung x =\ /ab bedeutet x die mittlere geometrifife
Proporzionallinie swifchen a und b, und Fann al8 foldhe Fonfiruivt werden.
: 2. Der Ausdrud x = \/a% - b ift dbie Hypothenufe eines recht
winkligen Dreiected, deffen Katheten a und b find.

3. Der bdritte Ausdrud x = \/a? — b? flellf die Katbete eines
tedtwinfligen Dreieded vor, dad a jur Hypothenufe und b zur andern
RKathete hat. Man fann audh \/a*—b% in \Sra+b)(a—Db) jerle-
gen, und x fomit al8 bie mittlere Proporsionale gwifhen a b und
a—Db fonftruiven.

Beifpiele
1) Man Fonftruire die Sleidung x = \/ﬂ
i C

8 ift x = \/a_p b= \/nﬁ, wenn i = m gefept wird.
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3 ———
Man Ponftruire alfo zuerft eine €inie m =ﬂ—c und bann x =1/mb.

2) @ei x = \/a% I be ju fonfiruiren.

SMan Fonfiruire vorfdufig m = \/be, fo ift be = m?, und x =

Va% -+ m?, welder Ausdrud nun leidht ju Fonftruiven ift.
3) Man Fonftruive x = \/a% 4 b® — ¢ — d* - e2,

@ept man a® 4 b* =m?, m?* — ¢* =n? n* — d% = p?, und
fouftruivt m = \/a* - b% n = \ /2 —c? p = \/n*— d?, fo braudyt
man gulegt nur nod) x = \/p? - e® ju Fonjtruiren.

4) @8 foll die Gleidhung x = \/ab - cd — ef Fonfiruirt werben.

Man fonftruive vorldufig m =\/ab, n=1/cd, p=1\/ef; fo ift
bann x = \/m® 4 n* — p?, wovon die Konfirufzion befannt ift.

5) Um die Gleihung x — V/ 5.1_1;{_;*_(1 su fonfiruiven, fuche man

juerft die Linie ‘/% = m, bann \/fiﬁ'_ =n, und fonfiruire
e =8
daraus x = \/m* - n%.

§. 241,

b) Jebe vollftandige Gleichung ded gweiten Grades ldht
fich unter die Form
XL ax=7Tp
brmgen Flbrt man, um diefe Gleidhung bomogen gu machen, ftatt p die
Grope pa=>b2 ein, fo bat man folgende vier Formen:

22 — ax == b33 etisl)
x? } ax = Jif e )
xz—ax=—b2...3)
x*fax = —b%... 1)

Die allgemeine Form, unter welcher die betben Wurgeln jeder diefer
viert Gleichungen enthalten find, ift

'i‘/ﬂ:ihzr

aus weldhem Ausdructe evfidtlich iff, daf fich die Wurgeln einer vermifdh«
ten quadratijdhen Gleihung fdyon nach den vorhergehenden Angaben Fons
fivuiven laffen; man braudyt nue

‘/—+b2=m ober \/—-—b”-——-

gu fonfiruiren, und dann

X= 4 -+ m ober x ==

i £

Wie

§u fudyen.

|
|

|

(
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Biel einfacher Taffen fic) jedoch die beiden Wurzeln jeber der vier
obigen Gleidhungen durch eine einzige Konfivufzion erhalten.

1) Aus der Gleichung x* — ax = b? folgt

X (x—a) = b&
Man fieht nun, daf x und x —a gwei Lnien find, deren Differens
aift, und deren RNechtedt Dem Quadrate b? gleich fomme. Befchreibt man
ig. 269. baber (Fig. 269) fiber dem Durdymefs
fer AB=a cinen Krei8, jieht die Tans
D ¢ gente BC=h, und von C aus dburd
ven Mittelpuntt O die Sefante CDE;
[, fo find CE und — CD bie beiden Ler-
A 0 B the von x. Denn wenn jeder derfelben
in die Gleichung x (x —a)=D? an-
flatt x gefesit wird, fo wird der Gleiz
dung Gentige geleiftet, weil man in

y Deiden Fallen gu bder Gleidhung CD .

= CE = BC? geflibrt wird, deren Richtig~
feit in ber Qehre vom Kreife bewiefen wurde,

2) Die Gleidhung x* +-ax=Db? gebt aus der frlibern x* —ax=>b?
Dervor, wenn man in diefer — x ftatt x fept; fie bat alfo die LWurgeln
der frilbern Gleidhung mit entgegengefeften BWorgeichen genommen; Ddie
LWerthe von x find alfo

x =CD, x = — CE.
3) Die Gleihung x* —ax=—>b? wenn fie auf die Form
x(@—x) = b?

aebracht wird, zeigt, baf x und a— x jwei Linien find, Ddeven Summe
gleich einer gegebenen 2dnge a, und deven Rechtect einem gegebenen Quas
drate gleich ift.

Fig. 270. Befdyreibt man daber (Fig. 270) liber
dem Durdymeffer AB=a einen Kreid;
ervichtet auf AB die enfrechte AC=b,
3iebt CD || AB. und DF | AB; fo find
die Abfhnitte AF und BF die Lerthe
von x. Denn fowobhl AF al8 BF, in die
Gleicbung x (a—x)=Dh? ftatt x fub-
ftituirt, leiftet diefer Geniige, indem man
in beiden Fallen auf dad NRefultat AF .
BF = DF? gefiibri wird, beffen -
tigfeit in ber Lefre vom Kreife bewies

fen wurde.
4) Die Gleichung x? 4 ax = — h? Dat die Wurgeln der fritbern x* —
ax = — b2 mit entgegengefesten BWorzeichen genommen; fomit ift

X = — AF ober x = — BF.



220

HI. Algebraifde Aufléfung von geometrifthen Anfgaben.

§. 242.

1. Eine Gerabde AB (Fig.271) im PuntteE fo in 5me13!)ctlc
gu theilen, Dak BE die mitflete golopmsluuale FW iz
fhen AB und AE ift.

Fig. 27

\\l/\ E'

4

Diefe Aufgabe falt offenbar mit der bereits oben aufgeldften jufam-
men: eine Gevabe AB im Punfie E im dufern und mittlern BVerbdltnih
gu theilen, Wir wollen fie ibrigens bier nodh einmal vornehmen, um naz
mentlich die BVedbeutung der negativen LWerthe der Unbefannten nachiu-
weifen. Madt man AB—=a, BE=x, {o ifft AE=a—x, und man Dhat
gur Lojung der Aufgabe die Gleichung

x? = a(a—x),

X::—;-i \/aj—]—%, folgt,

Der erfte Werth von x ift pofitiv und fleiner al8 a; er beflimmt
alfo wicflich einen wifchen A und B liegenden Punft E, wie e bdie Auf-
gabe verlangt, Cr wird, wie {chon oben gezeigt wurde, éerhalten, wenn

man in A cine Senfrechte auf AB ervichtet, davon AC =% abfdyneibdet,
die BC ziebt, ferner aus C mit dem Halbmefler CA cinen Kreis befchreibt,
welcher bie BC in D fchneidet und BE =BD madt; denn es ift
BE, — BD == B6 — (D, = V/ o +—
Der jweite Werth
FLL BV T
iji negativ, und gibt daper fur die vorgelegte Aufgabe Feine Aufldfung.
Wiirbe man die Aufgabe fo geftellt paben: €8 foll in der Wer:

[dngerung der ABliber Bhinaus ein Punft B fo beftimmt
werden, daff BE bie mittlere Proporgionale gwifdhen

woraus

N}li‘-’
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AE/ und der gegebenen inie AB fei; fo bdtte man, wenn BE/
=x, baber AE'=a - x gefeft wird, die Gleidung

: x2=a(a-+}x),
woraus

x =32 24 Va2 -|-1!: folgt.

Der gweite diefer LWerthe ijt negativ und cignet fich daber nidyt fiir
biefe Aufgabe. Der erfie Werth

x=§—-]—\/a2+§

dagegen ift pofitiv und fiellt die Linie BE/= BD/ bar, weldhe leftere man
erhalt, wenn die in ber fritbern Aufgabe Fonftvuivte Linie BD bid jum jweiz
fen Durd)fchnitte mit bem Umfange des aud C mit bem Halbmeffer CA =

g befdyriebenen Kreifed verldngert wird; denn es ift

BE*=BD‘=CD'+BC:%+‘/32_|_%:_

Man fiebt, dafs die beiden bier betradpteten Aufgaben durdh eine und
diefelbe geometrifdye Konftrufzion geldfet werden; ferner fiebt man, dag
fich) ber TWerth von x in der pweiten Aufgabe unmittelbar aus dem nega-
tiven Wertbe von x in devevfien Aufgabe, fiiv deven Lofung er nidht braudh-
bar war, Derleiten [aBt, wenn man nur dag Borzeichen andert. €S ent=
balt fomit die algebraifche Aufldjung der erfien Aufgabe aud fhon jene
der goeiten in fich , fobald man den negativen LWerth von x auf der AB
von B aus rechts auffrdgf, wabrend der pofitive auf AB von B aus [infs
aufaetragen wird; fie liefert alfo alle Aufléfungen der in folgender LWeife
allgemein geftellten Aufgabe:

Auf einer unbegrengten Gevaden, welde Durd jivei
gegebene punfte A und B gebt, foll ein Punfi beftimmte
wetden, deffen Abjtand von Bdiemitilere Proporzionale
gwifden feinem Abftande von A und der gegebenen Eni=
fernung AB fei

9Bird tiberhaupt die Algebra sur Auflofung einer geometrifchen Auf-
gabe angewendet, unbd man nimmt al8 Unbefannte auf einer gegebenen
Linie eine Entfernung, die von einem feften Punfte nach einer beftimms
ten Ricdhtung ausdgeht, fo miffen die negativen Lerthe der UnbeFannten
nady einer der frithern entgegengefeften Ridhtung genommen werden.

Sugleich fievt man, bdaf die negativen Werthe zur Aufbebung der
Befdhrantung, die in eine Aufgabe gelegt wurde, fomit jur volftdndigen
¢ojung diefer Aufgabe bdienen.

§. 243.

2. €8 foll in einem Kreife cine Sehne AB (Fig. 272) von
beftimmter €ange gezogen werben, die mit einev dev
ginge nad) gegebenen Geraden PQ pavallel [duft.
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Man giehe den Durdhymeffer CD
pavallel mit PQ, und fdlle von O auf
P PQ die Denfrechte OF, fo muf diefe

auch auf der gefudhyten Sehne AB
fenfrecht fteben, und e8 hanbelt fich
v vollfommenen Beftimmung der
Lage von AB nuv dbarum, den Ab-
ftand OG ausjumitteln. Sest man
Q 0G=x, den Halbmeffer OA =a, fo
bat man, wenn AB bie 8inge p, alfo

AG bdie Rdnge % haben {oll, wegen
0G? = 0A% — AG?

e s LG E
x==2xVa (2) ]
Sdneidet man daher von dem Halbmeffer OC ein Stiict OH =E

ab, giebt durdy den Punft H die Sehne AA/ I CO, und durd) die Punite
A und A’ die @ebnen AB und A‘B- parallel mit der PQ, fo find OG und
OG’ die beiden Werthe von x, und es leifien beibe Sehnen AB und A‘B’
der porgeiegten Aufgabe Genlige.

§. 244.

8. Inein gegebenes Dreied ABC (Fig.278) {oll ¢inQuas
brat eingefchrieben werden,

Fig. 273.
A
// \\\\
D P E\\
I \\
BYH G ¢ o e

Man benke fich die Aufgabe geldfi, und 8 fei DEFG das verfangte
Quabdrat. 3ft AH=a die Hobe des Dreiectes, fo bandelt e8 fih offenbar
nur darum, den Puntt P ju beftimmen, durdy weldyen die mit BC parals
lele Gerade DE gejogen werden muf, damit DE — DF werde. Man fepe
alfo PH=DE =x, daher AP=a—x, unbd die Seite BC=Dh. Dafid in
dpnlichen Dreiecten die Grunbdlinien wie die Hiben verbalten, fo hat man
bie Proporsion BC:DE = AH: AP oder b:x=a:a— x, woraus

; ab
a4+ b

I Y ol )



ST, B T = 2= 5 I o |

223

folat s x ift bemnach bie vierte Proporzionale ju a--b, a und b, Um die

Sonftrufsion in der Figur felbft vorsunehmen, verldngere man BC iber C
binaus, mache HJ = b, JK = a, daber HK = a -+ b, siehe AK, und
burch den Punti J die JP || AK, fo ift P der gefuchte Punft; benn man
pat HK : AH=HJ: PH, obet a b : a = b : PH, daber

ab
PH = =

§. 245.

4 Gine Gerabe AB (Fig. 274) unbd ein Kreid MNPQ f{ind
et ®rofe und der Lage nach gegeben; manfudein
pem Umfange Ded Kreifed einen Punft M von fols
der Befdaffenpheit, bap, wenn man ibnmit den Cnd-
punfien det Geradben AB verbindef, und die Sehne
PQ sieht, biefe mit der AB pavallel laufe

Fig. 274 Nimmt man wieber die

Aufgabe al8 geldft, und

M al8 den gefuchten Punkf

an, ziebt an den Kreid bie

Fangente AN, und durd

P bie Kangente PR; fo

fommt e8 offenbar nue

darauf an, den Punft R

gu Deftimmen, durd) welde

bie ZTangente RP ju jiehen
ift, um den Punft P zu
erbalten ; wir fefen daber

A==
Weil PQ mit AB pas

vallel fein foll, fo ift der

9Gintel ARP =RPQ; abet

RPQ=PMQ; daber audy ARP =PMQ. Sn den Dreiecten ARP und AMB

fommt nun der TWinfel A gemeinfchaftlich vor, ferner ift ARP = AMB;

paber A ARP ~ AMB, und fomit AP : AB = AR : AM, worau$

AB . AR = AP . AM = AN?, und bdaher AR = % folgt, odet,
wenn AB = a und AN = b gefesi wirb,
bi

= X.
b

X = —,

a
~ _Man braudpt, um x ju Fonfiruiven, nur ju a und b die dritte ftes
tige Proporsionale ju fudhen; su diefem Enbde giehe man BN, made BS
= AN, und giehe durch S die Gerade TS || AN; fo ift ST = x, denn

AB : BS — AN : ST ober a:b=Db: ST, affo ST = >.

a
Macht man daher AR =ST =x, und sieht von R an den Kreid die
Fangente RP, fo beftimmt die durd) den Punft A und P gejogene Sefante
ben Punft M.



224

Da ‘aber von R aud noch eine jweite Tangente RP/ an den Kreid

gesogen werden fann, fo gibi e8 aufer M noch einen pweiten Punti M/,
welder der Aufgabe Genlige leiftet, und weldyer durd) die Sefante AP/
beftimme wird.

10.

IV. AUebungsanfgaben.
§. 246.

. Cin rechtwinfliges Dreiect su Fonftruiven, von weldem bdie Hypo-

thenufe und die Summe bder beiden Katheten gegeben find.

. Cin redytwinkfliges Dreie ju Fonftruiren, von weldem die Sumime

beider Katbeten und die vom Sdcheitel ded vechten Winfeld auf die
Hypothenufe gefdllte Sentrechte gegeben find.

Cin gleichfchentliges Dreiect aus feinen beiden Hobhen zu Fonfiruiren.
Cin Redptet zu Fonftruiven, wenn die Flade und die Diagonale
gegeben find,

. Cin Redytet ju Fonfiruiven, deffen Diagonale doppelt fo lang ift,

alg die Diagonale eined gegebenen Rechtectes.

Cine Gerade von unbefimmeer 8dinge und wei Punfie auferhalb
detfelben find gegeben; man foll Denjenigen Puntt der Geraden fin-
den, Der von den beiden Punkten gleiche Entfernung hat.

. An bem einen Cndbe bed Durdhymeffers enes Kreifes ift eine Tan:

gente gegogen; man foll von dbem andern Ende ded Durdymeffers
eine Gerabe {o zieben, bdafi dasd jwifchen dem Kreife und der Tan-
gente liegende @tiicE derfelben eine gegebene Ldnge hat.

. €8 find jwei Fongentrifche Kreife gegeben: man foll durch einen ge-

gebenen Punft des aufern Kreifed eine Gerade fo giehen, daf bie
©chnen ein gegebenes Werhaltnif haben.

. 3n einem gegebenen Kreife durdy einen Puntt, bdeffen Abftand be-

fannt iff, ywei auf einanber fenfrechte @ebnen ju ziehen, Hon denen
Die eine Das mfache der anbern ift.

Die SGeitentanten einer dreifeitigen Pyramide find a, b, ¢; auf den
Kanten a und b werden pom Scheitel aus die Langen a und g ab-
gefchnitten, und durch die Enbpunfte der leftern eine Ehene gelegt ;
man foll den Punfi in bder dritten Seitenfante beftimmen , durdh
weldhen jene Cbene durchgehen muf, damif fie den mien Theil der
Pyramide abfchneide.

———— )



Sweiter Abfchnitt,

Elemente Der analptifchen Geometrie in dDer
GEbene.

\ §. 247.

} Die Lage der Punkte und Linien in der Chene auf eine ungweideus
tige Art dburd) Sablen ausdriicen, beifit diefelben analptifd) bes
ftimmen.
Da eine Linie polfommen beftimme ift, wenn man die Lage jebes
eingelnen ibrer Puntte fennt, fo handelt ed fich junachit davum, die Lage
eined Punffed in der Ebene analptifd) darguftellen.

I. Analylifdhe Beftimmung des Ponkics.
) Redbtwinflige Koorbinaten.

§. 248.

Um bie Lage eined Puntted M (Fig. 275) in einer Cbene ju beftim
men, giebt man in derfelben jwei auf einander fenfrechte Gerade XX/ und

w 7 ﬂ,’
|
‘ Y Z b
i
g M

Moéhik, @eometvie 2 Nufl * 15
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YY), welde fih in O fdhneiden, und fallt auf diefelben von M die Senfs |
vedhten MP und MQ; Fennt man nun die Abftdnde OP und 0Q, fo ift das
burch die Rage bed Punftes M vollfommen beftimmt. Denn find die Ab- |
ftandbe OP und OQ befannt, fo find audy die Punkte P und Q gegeben;
paburdh aber ift ber Punfi M beftimmt, da man nur inP eine Senkrechte
auf XX/ und in Q eine Senfrechre auf YY/ evvichten darf, um durdh deren
Durchfdnitt den Puntt M ju erbalten.

Die inge der Gevaden OP Deifit die Ab{ciffe, die Linge der Ges
raden O0Q =MP die Ordinate ded Punfted M; beide sufammen heifen
Koordinaten und swar vechtwinflige, weil fich die Geraden XX/
und YY/ unfer efnem rechten LWinfel fdhneiden. Die Abfeiffe dpriict man
allgemein durch ben Budhftaben x, die Ordinate durch y aud; fiiv den
Puntt M ift alfo x=0P, y=MP. Die Gerade XX’ wird die Ab{cifs
fenare, bie Gerade YY' die Ordinatenare und ibr Durdh{dnittss

punft O ber Urfprung oder Anfangdpunfi der Kootdinaten
genannt.

Diefen Begriffen gemdp braudt man, um die Koordinaten einesd
Puntted M ju erbalten, von biefem Puntfe fue eine @entredhte auf die
Abfciffenare ju fallen ; bie Ldnge diefer Senfredhten MP ftellt bdie Ordis
nate, und dvas Stict OP der Abferflenare, weldhes gwifchen dem Anfangs:
punfte und der Senfreciten liegt, bie Abfciffe jenes Punkted vor.

Die beiden Koordinatenaren theilen die Cbene in vier Abtheilungen
obet Quabdranten. Um nun anjuzeigen, in weldem Quadranten der
su beftimmende Puntt liegt, werden die Koordinaten auf den entgegens
gefeten @eiten jeder Ave durd) die 3eidhen 4 und — unterfchieven.
Nimmt man § B. die Abfciffen rehtd von der Ordinafenare ald pofitiv
an, fo finb die Abfciffen auf der linfen Seite negativ; nimmt man eben
fo die Orbinaten oberbalb der Abfciffenare fiiv pofitiv an, fo find die un-
terbalb fallenben Ordinaten negativ. Man hat daber unter diefer BVoraus-
fepung, wenn OP= OP/=a, und 0Q =0Q'="Db gefept wird,

file den Punkt M ... x = a, y = b;
" " " M san = a,yz_._b;
e ¥ " I} (IR, N = b
” " " | CLCESE s, S5 EY 4y = — b.

§iiv bie Puntte, welche fich in der Abfeiffenare befinden, ift die Ots
binate Null; daber

fiie ben Punft P . . . x a, ¥ = 0;
v on e BlSsiiie s — gy Y ==,

iegt ein Punftin der Ovdinatenare, fo ift feine Abfeiffe aleich Null;
man pat fomit
fiir ben Puntt @ . . 0, y b;
"o " Q' 0, b =l

&liv ben Anfangspunft O eanu.‘.,y, welder fowopl in der Otdinatens
al8 in der Abfciffenare liegt, ift x =0 und y==0.

I

II Il
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‘ §. 249,

PWenn man die Koordinaten gweier Punfte fennt, fo (@Ht fih aus
benfelben unmittelbar auch die Entfevnung der beiden Punfre be:
i ftimmen.

Y

Fig. 276.

Begeichnen wir die Koorbina-
ten des Punttes M/ (Fig. 276) durch

M’
‘ x4y, und jene desPunkres M« durch
} X!, yi, fo lﬁ X! == OP’, Yl_—:MJ[’J;
p i x/"=0P#, y"'=M"P". Sieht man
1

e nun MQ | MoP, {o ift in bem
! redhtwinfligen Dreiecte MQM/
1 i MM = MQ? -} M«(?;

01**'7;1"‘”]'351“_""“‘X aber e8 ijt

MiQ — PUPE—SOREE——CORE —xil oy

M“Q = MUP/ — QP = M'Pi - M/Pt = yu o Yf;
daber, wenn ber Abftand MM = d gefest wird,

4 — (xu - xf)i} _;_ (y! — YJ)Z

und d = \/(x" — x)?* 4 " — )%

Sind 3 B. die Koordinaten des Punites M’ x/1=2, y/=3, und
jene des Punfted M/ x/ =35, yo/=17; fo ijt dbie Cntfernung der Leiden
Puntte

d =\ — 2%+ (7 — 8® = /3% | 1% = /25 = 5.

by Polavioordinaten.
§. 250.

Auper dem vechtwintligen Koovdinatenipjteme ift nodh ein jweites,
bad Polav-Koordbinatenjyftem, vorliglih im Gebraude. BVei
biefem nimmt man cine Gevade OZ (Fig. 277) an, weldhe die Polar.
are genannt witd, und in derfelben cinen feften Punft O, welcher der
Pol beipt.

Fig. 277, Die Lage eined Punfies M
M it nun volfommen beftimmt,
B 5 wenn dev Abjtand diefes Punf-
s te8 vom Pole, namlidhy MO,
£~ und ber Winfel MOZ, bden bdiefe
~ ®erade mit dev Polavare bildet,
oi P tn Vo el VA befannt find, Die Geradbe MO
Deift perQeitftrabl oderRa:
piusveftor, und witd algemein purd) den Vudhftaben r bejeichnet;
den Polarwintel MOZ wellen wiv durd) v ausdricen. Die Grdfen r

und y beifen nun die Polarfoordinaten ded Punfted M.
Elir die Punfte, weldhe in der Polavare liegen, ift v=0; fiir den

Pol felbft ift fowobl v=0 al8 r=0. ;
15
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c) Kransdformazion der Koovdinaten,

5. 251,

Oft ift e8, um eine einfachere Rechnung gu ergielen, vortheilhaft,
bie Koorbinaten eined Puntted in dem einen Syfieme in die Koordinaz
fen eines anbern ©yftemesd ju verwanbdeln. Damif diefe Transformazion
moglich fei, mup die Lage ded neuen Syftems gegen dDasd alfe gegeben fein.

1. Wermwandlung eined redtwinfligen Kootbinaten-
foftemsd in ein andeved vedhtwinfliges.

Fig. 278.

Y/Y M

CeeaR
S

)/’ R @

T])P X

E8 feien (Fig. 278) OX und OY die alten, 0X’ und 0'Y’ die neuen
Aren, x, y die alten, und x/, vy’ die neuen ﬁoorbinafen‘eé Punttes M

/]

alfo x=0P, y=MP, x'=0'P4, y'=MNP.. Die beirgl Kootrdinaten-
fofteme feien fo gegen einanbder gelegen, daf die Koorbintfen des neuen
Anfang8punttes O/ in Bejug anf das alte Syftem a und b find, ndmlich
OD=a, 0'D =0, und der TWinkel, den die beiben Abfciffenaren bilden,
aleich a tff (G banbelt rd) nun bcnum bie alten Koorbinafen x und y
ourc) die newen x/ und y/ und durd bie Grofen a, b, a auszudriicten.

Biebt man von P/ auf OX und MP bdie Senfredyten P/Q und PR,
und von 0 auf P/Q die Senfrechte 0/Q’, fo bat man

x = OP = 0D ++ DQ — PQ = a 4 0Q' — RP;,

y = MP = PR/ + RR‘'+ MR = b 4 P/ 4~ MR.
- DNun ift 0/Qi= 0P cosa = x' cosa,
RPAEEESMPL sin « = ¥ sin a,
P/Q)¢ = O/P/ sin « = x! sin «a,

MR = MP’ cosa = ¥y’ cosa.
Man exhdlt daber nach vervidteter Subftitugion die Gleidhungen .

x = a - x' cosa — ¥ sinaq,
y=b+xfsina+y’com,} )
wodurch unfere Aufgabe geldft ift.
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Haben beibe rechtwinfligen Spfieme dbenfelben Anfangdpuntt O
(Fig. 279). fo ift a==b=o0; daber hat man unfer diefer Woraudfepung
die einfacheren Transformaziondgleidhungen

X = X/ c0sa — y/ sina Y9y
y = x‘ sina + y/ cosa f
Fig. 279.
v i ¢
: | M
| \E‘-.‘
g A
L el fht iy 53 e
N B Bet gt X
ol —
| g il 2]
il i AR i L
o P

Bleiben die neuen Aren den alfen patallel und wird nur der An=
fangspunft gedndert, wie in Fig. 280, fo iff «=o0, daber sina=o,
cosa==1, und man hat jur Transformagion die nod) einfadheren Gleis

dungen n
X =a Xk
y=b4yis%
Fig. 280
YI
oo
| M
| |
| |
0, !l)f 73 N
O iy Peor.

Die Gleichungen 2) und 3) laffen fich aus den darunter fiehenbden
Figuren aud fliv ficdh befonders ableifen.,

§. 252.

2) Werwanbdlung eined rechtwinfligen Spftems in dad
Polarfoftem und umgefehrt.
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Fig 281, €8 feien (Fig. 281) 0X und {

Y OY die Aren des rvechiwintligen
M 7 Koordinatenfyftems, fir weldyes ‘
Ar pin ber Punft M bdie Kootdinaten |

_lr’ x und y bat, alfo x= OP, y=

MP; ferner fei O/ der Pol und
| 0'Z die Are des Polarfpfiems, ‘

R in weldem der NRabiusveffor
, r=0'M de8 Punfted M mit

74 EsURg Nt —xder Are den Winfel v=M0'Z
0D Vi bildet ; endlidy feien die Koors

dinaten ded Polesd 0’ in Bejug auf das redhtwinfliche @yjtem OD =a,
0D = b, und ber Winkel ywifden der Polarare und der Abfciffenare '
gleid) a.

Rieht man von O/ auf MP die Senfrechie OR, o bat man

X = 0P = 0D 4 DP = a -+ OR, l
y=MP=RP 4 MR=10 4 MR
Nun ift OR = OM cosMO'R = r cos(a - v),
MR = O‘M sin MOR = r sin (« 4+ v); ,
daber X=a-r c(_)s(a -+ v), 0 |
y=0Db 4 rsing 4 v).f '
Nimmt man an, dah der Pol Kommet dagu nodh die AUn-

0 (Fig. 282) im Anfangdpunffe  nahme, daf die Polavare mit der
bes rechtwinfligen Ovftems liegt,  Abfeiffenare OX (Fig. 283) jufam:
fo it a=Db= 0, und man menfallt, fo bat man audy « = 0,

bat und fomit
X =T cos(a 4 V) } X =— TGOSy, s
y = r sin(a 4 V). f e y=rsinv. [ 6) |
Fig. 282. Fig. 283.
Y

e
/Ik o’

/z / :
0 //m/-rl; X 0 (4 Il) —X |

Die Gleichungen 5) und 6) laffen fich aud den darunter ftehenden |
Figuren auch fiir fich befonderd febr leicht ableiten. |

5 258,

Um umgetebrt von den PolarFoordinaten auf die rechtwintligen iber-
gugeben , mup man aus den obigen Gleichungen r und v durch x und y
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ausdriicfen. Betrahten wiv blof die Gleidungen 6) als die einfadften
fo folgt davaus

!

x2 = r? cos® v

Qi Y=y 2isin Gy
baber T e —+ ¥® = r® (cos®*v - sin®*v) = r*
und ¢ el e T
Ferner ift
sinv=.i\)1,;;=%;—_\/__¥,]
2 + 2 H
QP 1 & o d ML
COs ¥ = = . = —
OM r \/x: + ya ]
I Analytifche Parftellung der geraden Linie.
§. 254,

Wenn man dad Gefess fennt, weldhem bdie Lage aller Punfte einer
Cinie, aber auch nur die Lage diefer Punfte unterliegt, fo ift dadurdy bdie
Cinie vollfommen befiimmt. Da nun die Lage eined Punktes in der Chene
burch deffen Koordinaten ausdgedriictt wird, {o ift eine Linie ald vollfoms
men Favafterifivt zu betvachten, wenn bdie NRelazion befannt ift, welde
gwifdhen ben Koorbinaten aller Punfe diefer Linie, aber aud) nur dex
Punfte diefer CLinie Statt findet. Diefe Relagion beifft bdann bdie
Gleicdhung detr Linie, und Ddiefe Linie der geometrifdhe Ori der
Sleidung.

Durd) die Gleihung einer Linie werden alle Punfte derfelben volls
Fommen beftimme; fie ift der analptifche Reprafencant der Linie, derges
ftalt, Daf jeber Linie nur eine Gleichung von beftimmter Form, und jeder
Gleichung eben fo nuw eine beftimmee Linie entfprechen fann.

a) Cine eingige Gerade

$. 255,

1. Gleidhung einert Gerabden, weldhedurd den Anfangss
punft ber Koordinaten gebt,
Fig. 284.

xl
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E8 fei AB (Fig. 284) eine belicbige Gerabe, weldye dburd) den An:
fangspunft O geht, und mit der Abfciffenare OX bden fpigigen LWinfel
BOX = a bilbet.
Nimmt man in die'er Gevaden willfirlid) die ‘I)ur;ge M, M/, M4, ...
an, su denen folgeweife die Ordinaten MP, M'Pf M

f,...unbbiei

Abjciffen OP, OP/, OP/, . geboren, fo ift in den rehtwintligen Drei» |
g |

ecten MPO, M‘P’O i“P“O .
MP = OP tang o, M/P! = OP tang a) M'P" = OP* tanga, . .

&3 ift bat)er die Orbinate cined jeden Punkies gleich et sugebéngen
Abfeiffe, multiplizivt mit tang «.  Heifen daber x und y die Koordinaten
irgend eined Punttes der Geraden AB, fo ift

y = X . lang o,
ober, wenn tanga — a gefeht wird,
yi=ax

die Gleidyung der Geraden AB. Diefe Gerade wird durd) die Gleichung
y=ax fo beftimmi ausgedbriicft, daf, wenn man darin fiir x beliebige
PWerthe OP, OP/, OP4, | feit, daraus die entfprechenden Lerthe von
hi bered)net, und diefe auf ben inP, P, P/ . . . errichteten Sentredhten
folgeweife bis M, M/, M, . . . auftrdgf, alle diefe Punfte in der Gera:
ven AB liegen. Die unendlich vielen jufammengehdrigen Koorbinatenwers
the, welche diefe Gleihung befriedigen, entfprechen eben fo vielen verfchie-
Benen Puntten der Geraden AB; die Gleihung y = ax ift demnady der
vollfommene analptifdhe Sieprmenfant per Geraben AB,

Aus det Gleihung y=ax folgt, dak man jur volfomienen Be-
ftimmung einet durch den Anfangspunft gehenben Sevaden nur die Grofiea,
fomit den MWinfel ju Fennen braudyt, welchen die Gervade mit der Abfeif-
fenare bildet. Diefer Winfel wird immer von der pofitiven Abfciffentich=
tung angefangen gegen die pofitive Ordinatenvidytung bin gerechnet,

Betradhten wir nun audh eine Gevabe A B (Fig. 285), welde mit
et Abfeiffenare einen frumpfen Winfel BOX ==a bildet.

Fig. 285.
JY
B\ M J
_ \I’\lM\M\ |
X, 'r j) "07 X

Sind M, M/, M/, . . . beliebige Punfte in btefer Geraden’, MP,
MPY MBUy s . 1bre Drbmaten und OP, OP/, OP#, . . . ibre Mﬁfctﬂ'en,
fo erbalt man aus den red;tmmfhgen Drmcfen MPO, M‘P/‘0, M“P0,.
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MP = OP . tang (180 —a), M'P’ = OP’ . tang (180 — a),
M#P4 = OP! . fang (180 —a), . . .

Gs ift alfo fede Orbinate gleich der entfpredjenden Abfciffe multis
plizivt mit tang (180 — a), wo jeboch nicht su tberfeben ift, daf die Otz
dinafen und die Abjciffen entgegengefetite Jeichen haben. Drudt man bdie
allgemeine Ovbinate dbuvd) y, die Abfciffe durdy — x qus, und bedbenft, vaf
lang (180 —a) = — tang « ift, {0 bat man

Y= — x.— tanga, obert y = X tanga
al8 die allgemeine Relagion ywifhen den Koordinaten der Geraden AB,
folglich al8 ibre Gleidhung. {

Man fieht, baf die Gleidhung y = x tang a jede Gerabe farakteris
firt, welche durd) den Anfang8punft geht und mit der Abfeiffenare ben
Winkel « bildet, mag diefer WinFel ein fpisiger oder ein ftumpfer fein.

Begeichnet man im legtern Falle, wo der LWinkfel a fumpf ift, und
baber eine negative Tangente bat, diefe durch — a, fo exhdlt die Gleis
dung der Geraden die Form

Yy = — ax.

Die allgemeine Gleichung jeder Gevaben, weldpe burdy den Anfangs-
punktt gebt, ift demnad) y = ax, wo a die trigonometrifdie Tangente des
LWinfels « bedeutet, ben die Gerade mit der Abfciffenare bedeutet, und
pofitiv ober negativ ift, je nachdem a fpiig oder fumpf ift.

Beifpiele ‘
2) C8 fei cine Gerade, welche durch den Anfangdpuntt gebt, unbd
mit der Abfciffenare den FWink.[ 65° bildet, fo it bie Gleidyung derfelben
Y = x . lang65° oder y = 2-144507 x.

2) Die Gleicdhnng einer durdy den Anfangdpuntt gehenden Gerabden,
weldye mit der Abfeiffenare den TWinfel 45° bildet, ift

Y= x dang45° , oder « yi=-¥.
3) Die Gleichung einer Geraden, weldhe durdh den Anfangdpunte

gebt, und mit dev Abfeiffenare den Linkel 13290 257 bilbet, ift

y = x lang 132° 25/ oder y = — 10945x.

LWenn umgekehrt eine Gleichung von der Form y=ax gegeben iff,
fo ift e8 febr leicht, die dagu gehorige Gevade ju Fonfiruiven. Bedenft
man, baf die Lage einer Geraden vollfommen beftimme iff, wenn zwei
Puntte gegeben find, durd) weldhe die Gerade durchgebet, und daf bier
einer det gwei Puntte, namlich der Anfangspuntt der Koordinaten bereitd
befannt iff; fo banbdelt 8 fidh nur darum, nod) einen jweiten in der Ses
raden liegenben Punkt su beflimmen, Am beften wird fidy dagu der Punft
eignen, deffen Abfciffe x = 1, und bdie Ordinate fonad) y=a ift. Man
batf alfo nur die Abfciffe x = 1 nehmen, durd) den Endpunft eine Sent=
vechte giehen, darauf die Orbinate y = a auftragen, und dert auf bdiefe
Art beftimmten Punft mit dem Anfangspunfte durcdy ecine Gerade vers
binden; fo ftellt diefe die durch die Gleihung x = ax qusgedriice
Gerade vor.
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Fig. 286. Um 3. B. die Gleidyung
y = 2x ju Fonfiruiven, hat

x D man fitt x=1, y=2;
M man fdhneidet alfo (¥.286)

OP=1 ab, macht bie@ents

¥ redyte PM =2, und jieht

xn 0 x durd) O und Mbie Gerade

P AB, welche fomit der Gleis

dung y= 2bx eg%fpricbt.

Will man ibre Neigung

et A"y’ aegen die Abfciffenare wif:
en, fo hat man

langa = 2, bdaber a = 63°26/6/,
Eben fo geben bdie Gleidyungen

Yy =4x, Y= = 8x
folgenbe gevadbe Cinien (§ig. 287, 288).
Fig. 287. Fig. 288.
B
ot \ o
M P
0 /. . o
X+ ; 2 X 0\\jl
A y’ -
Yor
§. 256.

2. Gletidhung einerGerabden, weldenidt durd den Ans
fang8punft der Koordinaten gebht.

@8 fei AB (§ig. 289) eine gerade Cinie, weldhe mit der Abjciffenare
Fig. 289.
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den LWinfel o bildet, und die Ordinatenare im Puntte D {dhneibet, fo daf
DO =D ift.

&ind M, M/, M/, . . . beliebige Punfie in der Geraden AB; MP,
MP«, MP#, . . . ibre Orbinaten, OP, OP/, OP¥, . . . ibre Abfciffen,
und zieht man durd) D bdie mit OX pavalle Gerade DE, fo ift in ben
techtwinfligen Dreiecten MpD, MpD, M/ptD, .. .

Mp=Dp . tanga, M/p/=Dp‘ . tanga, M#pit=Dp" . tanga, . ..
odet
MP —b=0P .tang «, MP/—b=0P’ . tang «, M"P#—ph=0P" . lang a, . ..

@8 ift alfo die um b verminderte Ordinate eined jeden Punktes der
Geraden gleich der gugehdrigen Abfeiffe multiplizivt mit tang a. Begeich-
net man daber die Koordinaten irgend eined Punfted der Geraden AB
durd x und y, und fest tang a =a, fo ijt

Yy—b=ax obet y=ax-}b
die Gleichung ver Geraben AB.

Auf gleiche LWeife fann man aud) die Gleihungen fiir folde Gerabe
ableiten, welde mit der Avfciffenare einen ftumpfen LWinkel bilden, oder
welde die Ordinatenare unterhalb des Anfangspunftes durchfdhneiden.
Die Gleichungen werden mit dev friihern diefelbe Form hHaben und fid
von ibr nur nuv durch die Vorzeichen von a und b unterfdheiden. E8 wird
namlich a pofitiv, wenn der LWinfel « fpigig, und negativ, wenn a ein
ftumpfer LWintel ift.  Cben fo ift b pofitiv ober negativ, je nacdhdem die
Ordinatenare von der Geraden oberbalb ober unterhalb der Abfciffenaxe
gefdhnitten wird. Man hat demnach, wenn (Fig. 290) D‘O=DO ift, wenn
ferner dbie Geraden AB und A/B/ mit der Abfciffenare den fpisigen Winz
el «, A“B“ und Av/B/ bagegen den ftumpfen Wintel 180 — « bilden.

Fig. 290.
B Y Vi
Pt 1) | X o
e ‘ P 8

/ e
: A . 4

¥

“fiir AB ~ die ®leidung y =  ax -+ b,
v AB! " " e, ax — b,
" Ay ” " Y=—ax + hf
- A, P Y = = 84X ~ b.
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Gine fliv die Konfivulzion febr geeignete Form erbalt bie Gleihung

1)
y=ax-+b, wennman darin - = c fest, wo dann ¢ = 1L e 04
a tang a

ift; die Gleihung verwandelt fids dadurd) wegen a = ]-2 in bie folgende

VE=— 1—? - b, ober, wenn man durdh b dividirt, und dag mit x vers
bundene Glied auf die erfie Seite ibertragt,

X ¥
— SRRl |
—c+h

Die Nenner von x und y bedeuten offenbar die Stiice, welche die Gerabde
AB an der Abfciffens und an der Ordinatenare vom Urfprunge angefan-
gen abidneidet.

Beed iy | galae

1) Cine Gerade fchneide von der Orbinatenare das Stiict h=2 ab,
und bilde mit dev Abfciffenare cinen Winfel von 45°; fo ift die Gleidhung
biefer Gerabden

y.= X fang 469 L 2, odert y = x -} 2.

2) Wenn eine Gerade die Ordinatenare unterhald bdes Urfprunges
im Abftande — 3 jdhneidet und mit der Abfeiffenare den LWinfel 128°
28/28% bildet; fo ift ibre Gleichung

y = xtang 128°28/28" — 3, ober y =— — 1425832x — 3.

3) Die Gleidhung einer Gevadben, weldye die Abfciffens und die Ova

binatenare in ben Abftdnden 4 und 2 durchfhneidet, ift

X Yy X
£+§:1’ ober y=—§-|—2.

4) Die Gleichung einer Geraden, welde die Abfeiffens und die Ots
dinatenare in den Entfernungen — 3 und - 6 fdneidet, ift

— 3 = obery = ax 4 6.

Wenn man umgekehrt zu einer gegebenen Gleihung y =ax b
die gugehdrige Gevade fonfiruiren will, fo ift e am beften, die Gleichung
suerft auf die Form l; -+ 1% = 1 ober, wenn _Z = ¢ gefeft witd,

a
auf die Form __i—c £ % = 1 #u bringen. @dneidet man dann von det

Areder x ein Stlicf = — ¢, von der Aredery ein Stlid = b ab, und verbins
et die beiden Endpuntte durdy eine Gerade, fo ift diefe die gefuchte Serade,

Um 3. B. die Gleihung g == ‘5' — 1 ju Fonfiruiren, madyt man
(Big. 291) 0C =3, OD = —2, und ieht durd) C und D die Ge-

tabe AB.
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Fig. 291,

X/ 0 e - AT

Zél :'VI
Gben fo ftellen die beiden Gleichungen
y=—38x-44 und y= 8x -} 2
ober, was gleid)bie[ iﬁ, die Gleidyungen
L= 2K i AL
+ 1 und + 7 = 1

l

die folgenben @emben (&ig. 292, 293) vor

ig. 292. Fig. 293.
B\Y Y B
\D
L\ |
i) ¥/
J90 1o oo \g |
3
Y A Ay
§. 257.
8, Allgemeine Betradtungen ber die Gleidung der
Gerabden.

Der Ausdrud y = ax-}-b ift die allgemeine Gleihung einer gera-
den Linie, ba man davausd durd) Spezialifivung der ILWerihe von a und b
alle mogliyen Gevaden Fonfiruiven fann.

2iBt man a und b von Null verfdhieden, aber bald pofitiv, bald ne-
gativ fein, fo ftellt y=ax—b jede belicbige Gerade vor, welde
nidgt durcdh den Anfang8puntt der Koordinaten gehef,
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Nimme man b=0 an, fo lbergehet jene algemeine Gleichung in
die folgende y=ax, weldhefede duvch denAnfangspunfe gehende
Gerabde vorftellen Fann.

@oll diec Gerade, welde duvdh den AnfangSpuntt geht und deren
Gleidhung y=ax ift, mit der Abfciffenare sufammenfallen, fo mup man
den Winfel « und fomit auch a gleich Null fefen, wodurdy jene Gleichung
in y=0 #ibergett; man erpdlt aljo y=0 al8 die Gleichung fiir
pie Abfciffenare, wad fich aud)y fonft von felbft ergibt, wenn man
bedentt, daft fiir alle Punfee der Abfciffenare y=0 ijt, daf alfo y=0 bie
Relagion ift, weldpe allen, aber audh nur den Punften der Abfciffenare
gufommt.

Soll jene Gerade mit der Orbinatenare sufammenfallen, fo muf
a==90°, daher tang a ==a= o gefeft werden; aud y=ax crgibt fid

dann x = Z = :—o odet x=0 al8 Gleichung der Orbinatens

are, wad ehenfalls gany flav ift, da fir alle Punfte der Ordinatenare
X==0 fein muf.

Soll die Gerade mit der Are der x, und gwar in dem 2Abftande b
parallel Taufen, fo muf man in der allgemeinen Gleihung y=axI-b
den Winfel «, alfo aud) a gleich Null fegen, wodurd) man y=>»b als
SGleiddungeiner mit devAbfciffenare pavallelen, oderwasd
einerlei ift, einer auf die Ordinafenare fenfredhten Gevaden erhalt,

Gebt die Gevade mit der Ordinatenare, und jwar in dem Abftande ¢
parallel, fo it in der Gleihung y=nax b, wic oben gegeigt wurbde,

¢ =_§, fomit b==ac, ferner der Winfel a==90°, fomit tang a=a=0c0;
bie ®leidung y =ax 4 b =ax +ac ober x =% -+ ¢ gebt, alfo in die

folgende x = 3’5-{-3 ober x=c tiber, weldhed fomit die Gleidhung

einermit berOvdinatenare pavallelen, ober auf dev Abfeif-
fenare fenfrechten Geraben it

Man fiebt, dap die Gleidhung y==ax b witFlidy der allgemeine
Reprafentant aller moglichen Gervaden ift. Fiv eine beftimmee Gerabde ba-
ben audh a und b gany beftimmie LWerihe, wabhrend x und y flr jeden an-
dern Punft diefer Geraden andere Werthe annebmen, Die Grdfien x und
y find demnad) vaviabel, die Grofien a und b dagegen Defidndig oder
fonftant.

Da bdie allgemeine Gleihung einer geraden Linie jwei Konjtanten
a und b hat, fo folgt, daf sur vollfommenen BVeftimmung der Lage eine
Seraden pwei BVedingungen, an weldhe diefelbe gebunbden ift, evforberlich
find. Wenn die Gleihung y =ax nur eine eingige Konftante enthdlt , fo
muf man bedenfen, dap bei der Gevaden, weldhe zu jener Gleichung ge-
bort, eine Bedingung fdon dadurd) angegeben ift, daf diefe Gerade durdy
ven Anfangspuntt geben muf. Aus gleichen Griinben enthalten die Glei-
dungen x=>h und y = ¢ nur eine, und die Gleidhungen x=0 und y=0
gar feine Konftante,
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§. 258.

4. Gleidung einerGeraden, welde dbuvd sweigegebene
Punftegeht.
&8 feien bie Roorbmateu pweier Puntte M und MY (Fig. 294) ges
geben, und gwar fei
fie M7 OP="x", M/ P=1y!;
o M4, , OP/ = xri MyPil — Y“
: Gs foll nun die Gleidung
e ciner Geraben entwicelt wer-
den, weldye durcd) die beiden

ff unfte M/ und M/ gebt, die
b A

' man der Kiivge halber audh die

M Punfte x/ y! und x yi ju
nennen pflegt.

Die verlangte Gleidung

with jedenfall8 die Form
13’ P X y=ax-+b...1
paben, und e8 Fommt nur
vatauf an, die nodh unbes
fannten Grofen a und b ben
Bedingungen der Aufgabe gemah su beftimmen,

Damit die Gevade durch den Punit x/y’ gehe, mup ihrer Gleichung
Geniige gefdyeben, wenn man davin x/ und y’ anftatt x und y fept; ed
muf dbemnach die Bedingungsdgleidung

Y 53 # drybiegs D
erfullt werden. Soll die Gerade audy durd ben Puntt xvy gehen, fo
mup ibrev Gleidung auch Gentige geleiftet werdben, wenn wman x'* und
v/ ftatt x und y febt, oder e8 muf die %ebmgungsreid)ung

¥ ==kt~ bigudn. 8)

Statt finden.
Aus diefen beiden BVedingungsgleihungen laffen fich nun durdy Elis
minagion die noch unbefannten Groen a und b beftimmen; man erhalt

st =% Fafyp 2% o
1 G 4 x“ — x'
@eft man nun diefe filv a und b gefundenen Werthe in die Gleidung 1)
fo finbet man

y-—-y———y;.x—}—y’——y et 4 T e b

— _.x'

al8 die gefudhte Gleidhung einer durch die Punfte x/y/ und x/ y« gepens
ben Geraden.
Diefe Gleichung wird Flirzer gewdhnlidy auf folgende Art abgeleifes.
@ubtrabivt man die Gleidhung 2) von 1), und dann von 3), fo ere
bart man

4

b o e

8 (X — X)) . - b))
8 (x—~— x4 ... 6)

il
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Aus der Gleidhung 6) folgt nun

13 Y“ e },4
o= i X',
weldyer Werth in 5) fubftituirs,
—— = Y“ = }H FEH 4 LR )
SN L T S - ) (0

alg die perlangte Gleichung gibt.

Diefe leptere Form, weldhe fich febr leicht auf jene 4) suvicfipren
1apt, ift in ber Anwendung bequemer, und 4Bt fich auch leichter dem Ges
padiniffe einprigen.

Beifpiele

1) Man fude die Gleidhung einer Gevaden, welhe durd) den Punft
X/ = 2, y'= 3 und durd) ben Punff x“ = 3 und y/ = 4 geht.
Gsift y' —y'=1, x" —x'=1, bdaber
Yy —3=x—2 oder y=x-1
bie gefuchte Gleichung.
2) Die Gerade, weldhe durd die Punfte x' = — 2, y/=1 und x/'=0,
¥/ =5 gebt, hat die Gleichung
y—1=%x+2) obet y= 2x + 5.

§.0259.

5. Polavgleidung furdieGerade.

Um die Gleihung der Geraden AB (Fig. 295) fiiv die Polarfoordis
naten ju erbalfen, nebmen wir der Ginfachbeit halber den Pol im An:
fangspuntte ber rechtwinfligen Koordinaten, und die Abfciffenare OX als
die Polarare an; fir den Punft M ift dann r = OM, v = MOX, und
man barf nur in der fiiv redhtwinflige Koordinaten entwickelten Gleichung
y=ax--b die @ubftitusionen y=r sinv und x =r cosv volfithren.
Man befommt

Flg 295.
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r.siny = arcosy -1 b,
r(siny — acosv) = Db,
r (sinv — tang acosv) = b,

sinv €08 2 — €08 v sina b

cos 2 TE b

. cos a

r.sin(v—a) = b cosa und = — =
sin (v—a
et man CO=c, fo ift b=clang a ober b cos a = csina; daber

s Lo
: "~ sin(v—a)
bie Polargleidung der Seraben AB.
Diefe Gleidhung fann man Flirger finden, wenn man von O auf AB

bie Senfrechte ON fallt; es ift bann
ON — (C sin « = ¢sina und OM = —Q'N— ober r = ; .
sin NMO Sin (v —a)

Gebt die Gerade durdh den Pol, fo it v = a die Nelagion, welde
allen Punffen der Geraben zufommt, alfo die Polargleichung der Gera-
ben. Die allgemeine Polargleichung r = —i]c(i'"" S aebt wegen ¢ = o und

SI -a

¢ sin «

sin (v—a) =sino=0inr= g liber, welder unbefiimmte Ausdruc
andeutet, dap r alle moglichen LWeribe annebhmen Fonne.

b) 3wei Gevade
S. 260.
1. Dutdfdniftdpuntt jweier Geraden,

E8 feien
Y=ax-b ...
Yy = ax-L bl.. . 2)
die Gleichungen der beiden Geraden AB und AB/ (Fig. 296); man fuche
pie Koordinaten ibres Durch{chnittspunttes.

Fig. 296.
Y BB
M

Moénik, ®eometrie 2. Jnfl. 16
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Flir alle Punfte der Geraden AB ift y=ax-}b, fiir alle Punfte
pet Geraben A/BY ift y == a/x - I; fur ven Punti, dev in den beiben Gera-
ben liegi, nambich for den Durchidhnittdpuntt M, muf daber y=ax-4-b
und zugleid) audy y=a/x b/ fein. Dem Puntte M werden alfo jene
Koordinaten x und y zufommen, durcd) weldhe beiden Gleichungen ju-
gleich Genfige geleiftet wird; bdiefe LWerthe erhdlt man offenbar durdh Auf-
16fung jener swei Gleichungen, man befommt namlich

a b— b a'b—alb’
A B = Y =_‘—_..
a—a a'—a

Kennt man dbaber die Gleihungen pweier Geraben, fo Fann man aus die-
fen, auch obne alle Konftrutzion der Linien, die Koordinaten ibred Durd:
fhnittspunites finden.

Seien 3. B.
Yy = 2% —+—18;
y = 3x + 4
die gegebenen Gleidhungen, jo ift
al— 3§ h'— — 8 alb= — 9
a2 hi=—= 4 i 8
al — a = 1 b — b= — 7 alh — abl = — 17
baler find die Koorbinaten ded Durdhjdynittdpunttes dev ywei Gevaden
e R

Mhre in den gwei gegebenen Gleichungen al = a, fo witben bdie
PWerthe fiir x und y unendlich grof werden, d. h. der Durchfdhnittspunkt
per Geraden wiirde in unendliche Enifernung hinausfallen, ober, bie bei-
den Geraden wiirben fich gar nicht fdhneiden. Diefes ift gang natiielidh;
denn wenn a’=a ift, fo bilden die beiden Geraben mit der Abfciffenare
gleiche Winfel, find fomit pavallel, und Fonnen fich nicht fhneiden.

i §. 261.
a, Finfel gweier Gevaben.

Es feien die Gleichungen der Gevaben AB und A’B/, weld)e mif der

Abfeiffenare die Winkel « und « bilden,

Yo A% Sl e caall)

¥ =ax b, .. ),
wo alfo a = langa, a' = tanga’ ift; man foll den LWinfel beftimmen,
den diefe beiden Geraden cinjdlicfen. Begeichnet man diefen Winkel AMA
purd) v, o bat man

lang v = lm]g (a— il e—

tang 2 — tang a' et (ot v i 7(_-1__—__;1'.
1 4 lang a tang ' 53 e antd
burdh weldye Formel unfeve Aujgabe geloft ift, da durd) die Tangente bes
@infel8 diefev felbft beftimmi iff.
Man fuche . B. den Winkel, weldhen die den Gleidhungen
Yy = 2x — 3§,
¥ = —#8x -I- 2
entfprechenden Gevaden bilden. €8 i

— e
A= 2, sas== 3,




daber

jomit
\— — lﬁ'ﬂ
Die Gleichung tangv = injl_—ﬁ aibf ein febr cinfached Kennzei-
chen an die Hand, nach weldhem man unmittelbar aus den Gleihungen
sweier Geraben beurtheilen Fann, ob diefe mit einander pavallel oder auf
einander fenfredht find. ©ollen die beiden Gevaden AB und A/B/ mit ecin-
ander pavallel fein, fo muf der WinFel v = o, Ddaber qudy tangv
= 0, folglich
gl =4
fein.
@ollen bagegen die Gevaben AB und A'B’ auf einanber fenfredt
fteben, fo muf der Winfel v = 90°, daber tangv = oo, und fomit
1 4 aa’ = o, ober

] =

al — — — fein.

§. 262.

3. ®leidhung einer Gevadben, welde dburd einen gege-
benen Punft gebt, und mit einer andern gegebenen
Geraden parallel ift.

@8 feien x/, y' die Koordinaten des gegebenen Punfies, und

¥ = ax TS
bie Gleichung der gegebenen Gevaden; die Gleichung der gefuchten mif ibr
patallelen Linie witd der Form nach fein
y=ax - ht. . .9
wo al und b’ den Vebingungen der Aufgabe gemaf 3u beﬁimmen find.
Damit die gefudhte Gerade durd) den Puntt x'y’ qef)c, muf ibre
Gleichung 2) Geniige gefheben, wenn man barin x/ und y’ anftatf x und
y fett, fo daf man
Y o= ki b, L8
erbalt. Aud den Gleichungen 2) und 3) lajt fich bereitd ecine der beiden
Unbefannten a/ und b’ eliminiven; denn durdy die Subirafzion derfelben
fale b/ weg, unb man erhdlt

YRR R S 4)
Dief ift die Gleihung einer Geraden, meIcI)c burdy den Punft x/ y*

gaeht; aber al ift noch unbeftimme, weil man duvch einen Punft unendlich
viel Gerabe giepen fann.

Damit nun die Gerade mit der gegebenen parallel fei, muf die Ve-
bingungsgleidhung a = a Statt jinden; daber ift die gefuchte Gleichung
Yo Y = A (X XD e g )

3.9, Flr cine Guvadbe, welde durch ‘-cn ﬂgﬁunft xXl=19, y/ =—2 gebts
16 -
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und mit dev Gevaden, deren Gleidung y = 6x — 4 ift, pavallel (quft,
Dai man die Gleidyung

y+ 2 =06 & — 2)odet y = 6x — 14,

§. 263.

4. Gleicbung einer Gevaben, welde durd) einen gege:
penenPunft gebt, undaufeinergegebenenGeraden
fenfredt ift
Es feien x/, y/ bie Koovbinaten ded gegebenen Punttes,

Vi=lax b, Sae el
bie Gleichung dev gegebenen , und
Y — Az tEhiE o S0
bie Gleichung der gejuchten auf ihr fenfrechten Geraben.
Da die gefuchte Gerade durdy den Punft xiy’ gehen foll, jo wird
ibre Gleichung
y—y =ax—xN...38)
fein, wo a’/ nod) unbeftimmi tﬁ
Da ferner diefe Gevade auf bcr gegebenen fenfvedht fein foll, fo mup

bie Bebingungsgleihung a’ = — =~ ! &tatt finben,
Die gefudhte Gleichung ift fonut
Y—Y=—~(X—X’) 4.
3. B. Bu ciner Geraden, welde bmd) den ‘punft xdE== 1 v S5 waelif,
und auf der Geraden, deven Gleichung y = — = LG 1]?, fenfredht ftebt,

gebovt die Gleichung
Yy — 2 =2 (x=1)'oder y=

§. 264.
5. Lange der @enfredhten von einemgegebenenPunkee
auf eine gegebene Gerave.
@inb x/, y! dic Koordinaten ded gegebenen Punffes, und

V.= .axi=-EshER =)
bie Gleichung der gegebenen Sevaden, fo ift
oy =l D

die Gleichung einer auf diefer qu‘vcn fenhed\fcn, und durdh den Punft
x4yt gebenden gevade Linie.

Um bdie ¢ange diefer Senfreden ju finden, muf der Abftand 3wi-
fden dem Punkte x y und dem Puntte, n weldem die Senfrechie die
aegebene Gerade blll’[)}d}lltlbuf, gefucht werden. Bur BVeftimmung diefes
Durdyfchnittspunttes darf man nuv dbie Gleicdhungen 1) unbd 2) als jufam-
mengebbrig betvacdhten, und daraus x und y beflimmen; man evhal

x—{—n'v_—r;nh Y__':(\ +w)+l)

= 7

+ a*
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welche Koordinaten wir der Unterfdieidung balber dburch x4, y# beseichnen
wollen., Kennt man aber die ﬂoorbmntgn X4,y unb x4, y4 gweier
Puntte, fo hat man fiir die Bevechnung ihres Abftandes, ben wir hier d
nennen wollen, den Ausdruc

d =V —x)* + " —¥*

Nun ift
p Sy e ax = 1)
X X' = 'l + az !
Nl v Cfae v . T Dt
y ¢ 14 a’ 2

Daber
P R S L
A
Das doppelte Jeidhen, weldes hier wegen der Wurgelgrofe fiehen
fann, Deutet auf die pweifadhe Lage der Senfredhien, je nadydem der ge-
gebene Punft auf dev einen obev der anbern Seite der gegebenen Geraden

fich befinbet.

Fig. 297.

Y’
St der Puntt M (Fig. 297) oberhalb der Gevaden AB, fo ift y’ = MP,
ferner wegen der Gleidhung y = ax 4~ b fiit den Puuft Q, PQ = a .
OP - b, alfo weil OP = x/ ift, ax’ 4 b = PQ; man hat demnach

y! — ax/ — b = MP — PQ = MQ;

ber Rdbler in dem Werthe von d, welder leptere nothwendig pofitiv fein
muf, A0t alfo pofitiv aus; daber mup man audh die im Nenner erfdpei-
nende Wurgelgrofe pofitiv annchmen. Liegt hingegen der gegebene Puntt
M/ unferhalb ber Geraden AB, fo ift y/ = M/P/, ferner fitr den PunteQ’,
ver in Der Geraden AB liegf, P/1Q' = a . 0P/ 4D, ober weil OP/=x!
ijft, ax/--b =P/ Q!; man bat paper y/ —ax/ — b = M'P’ — PQ/ =
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— MQ¢; der abler tn d wird alfo bei diefer Lage ded Punftes M¢ nes
gativ, und man muR, damit d pofitiv werbe, aud) bei ver Wurselgrofie
ved Jlenners dad S[eichen — nehHmen,
3 M bder Anfangspunft der Koovdinaten, fo bat man wegen
i yf o
— b
Vita
8. B, die Senfrechte, die vom Puntre x'=3, y' =1 auf die Ge:
tade, deven Gleihung y=x--3 ift, gefallt witd, bat die Ldnge
i i el = B W 0
Vol o V2
wo \/2 negativ ju nehmen ift.
Fir die @enfrechte, welche vom AnfangSpuntte der Koordinaten auf
die Gerade, deven Gleichung y = 3x — 1 iff, gejogen wird, findet man
die Cange

==

|
v 10’
wo vie Turzelgrofe pofitiv genommen werden wmup.
§elg !

| ==

¢. Dreigerave Linien.
D205,

Drei gevade Linten, weldye fidh wedhfelfeitig fhneiden , {ehliefen ein
geradliniges Dreted etr, und diefed it e8, weldes wir hier anaz
Lptfdh darjtellen wollen.

Cage und ange dev Deiten, und Flade des Dreiectes.

Fig. 298.

4
‘Y AN

I

I

| |

4 A ¢

Begiehen wiv das Dreied ABC (Fig. 008) auf bas rediwinflige
Koordinatenfpflem XOY, und ¢8 feien die Koordinaten
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bed Punftes A .. . x!, vy,
" " B $ gt w X”, Y“'
" " C&J & RV,

Hinfichtlich ver Cage der Seiten ift bann

y — yt = H (x —x') bie Gleidhung der Seite AB,

A6l gl 4
y—y = Zm __i- X—=x » " v AG
o [l it %.T__Ti.. (x—x") » " o ¥ o BG

Drict man die Langen der Seiten BC, AC, AB folgewetfe
durch s/, s/, st/ aus, fo ift
BRI Ao s, R SRR, gi0%)
&8 VT s Gl el 1 9
st = /3 — 2P + (' — y)%
Heipt endlid) f die Fladye ded Dreiectes ABC, fo ift offenbar
f = AAC/C -+ CCBB — AA'BB;

nun ift
AA‘C‘C i (}"‘l‘y“') (X‘““X')
2 ’
coBB = ¥ & X
2 !
AA:B;B g (yr_!_yu) (xﬂ_x[).
] I ) P
und daber
; f dus xa(yu_yur} . (yl = yru) + X‘“(y‘-' },fl) ;
2
§. 266.

2. Gentredhte, weldhe von den Sdeitelpuntien auf
die gegentiberftehenden Seiten gefallt werven.

Fig. 299.
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Die Gerade AM (Fig. 299), welche durd) den Punft A [x y/] gebt und

auf BC [y — y» = i‘;J_ (x — x4)] fenfredbt iff, bat die
sk
®leichung
le ——— XI'JJ
Oy £ ey oD < IO, S |
¥ ¥ e x ) )

Cben fo find die Gleihungen der Geraden BN und CP, weldhe durdh
die Punfte B und C auf die Seiten AC und AB fenfrecht gegogen werden,

{i

yo =L ey
s o 'mzx“ 2’ x —xty...8)
Y=} e ——

@udyt man nun bdie Koordinaten bed Durchfchnittspunkted D jwifchen
pen @enfredyten AM und BN, fo erhalt man dafir, wenn man die Glei-
dyungen 1) und 2) al8 Foertftivend betrachtet, und daraud x und y durd
Climagion fudt,
(et U=y ) F =¥V B e D oy )2 T (- )
(AR (vl SRS R ) Gy — ¥
b e i e Xy S R SISy ey (e Rl
S " — ¥y & —x) — (y — y) & — x) ’
Allein diefeiben Koordinaten erbalt man audy fliv den Durdhfchnitts-
puntt gwifden den Senfredyten AM und CP, fo wie jwifdren BN und CP;
woraus hervorgebt, daf fiqy die@enfrediten, weldhe von den
@ ceitelpunften eined Dreiedes auf die gegeniiberfie-
benbdben Seiten gefallt werden, in einem und demfelben
Punfie fhneiden.

XS

§.:267.

8. Werbindungslinien jwifden den Sdeitelpuntien
und ben Halbivungdpunkiten ber Seiten,

Big. 300.

) 4
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@ind M, N, P (Fig. 300) die Halbirungdpuntte der Seiten BC,
AC, AB, {o hat man fiiv diefelben folgende Koordinaten :

flir den punkt M .. i M R

T et

2
x4 yf + ,S,u; ;

! ) 3

x*

f RN

o S 10 N
. ’ 2 .
Die Gleidhung der AM, al8 einer duvcd) die Punfte (x1, yH und

("" ';' BE Y "; ¥ ) gebenden Geraden, ift

(7 r

za+w+h’>

‘_ﬁr-)-"yf__yu_yfu
}"—Y _21

X X

Gben fo find die Gleihungen der Geraden BN und CP

it

2 oD s Sel |

(X X0 oo L)

i i
i &

T N st =3a ] 0

8 v L e e e o i
Oy — yt —

—_— = — - (X — X'y, .. 3

ot T Tk ) 3)

@ucht man nun die Durdhfchnitispuntie von fe ywei dicjer Geraden,
fo erhalt man fir alle drei Puntte die ndmlichen Koordinaten, namlid
> WS i et i i
3
g e kol it

!

o
3

Daraud folgt, daf fid die Geraden, welde die Halbi-
trungépunfte der Seiten mit den gegendiberjiehenden
S cdeitelpunften verbinden, in einem und demfelben
Punkte fdhneiven. Diefer merfwlrdige Punft witd der Shwer-

punft ded Dreiectes genannt.

§. 268.

4. ©entredyte, welche in den Halbirungdpunifen dev
Seiten auf diefe exvichtet werden.
Fig 301. s :

Um in dieju entricteln=

¥ ook ben Formeln mehr Cinfachbeit
A gu bringen, wollen wir (Fig.

/| 301) bie Seite AB=c jut

| Abfeiffenare, und dben Sehei-
1 ; tel A gum Anfongspunke dev
1 N {7y I)>\I<I Koordinaten annehmen, und
‘ S : bie Koordinaten des Punktes
% C butrd) a und (3 ausdriicten.
\ Unter Ddiefer Worauss:

AM__ f ]l) if X fepung find
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X' = o0, y' = o Ddie Koordinaten des Punties A,
x:: =¢, Y' = 0 " " " " B,
by a, I:;_= jé " " " " U'
a-¢ :
fernet %y = »  Dalbirungspunttes M,
a B
5; 5 " ” /] /] N;
(
5, 0= ” " " P;
fobann y =9 die Gleidhung der Seite AB,
y = EX " " n ” AC/
g
o Tien = (x—c) " " » BG,
und
x-:%’ bie Gleidyung der in P auf AB Senfrechten,
8 c—a a+c¢
Y= 5 == (x T ) " " It I N nw AC "
ls al
,_‘1: p(x = ) 7] " (1 M n BC ”

@ud)t man nun die Koordinaten fiv die Duld)fd)mttapunfte Fibi=
fchen fe gtoei diefer Denfrechten, fo findet man fliv alle drei Punkte die-
felben Grofen, ndmlich
C
0

° + a(a—c)

> =y

woraus folgt, dDaf diein den &jaIblrungépunfteuberQre:eLE
jeiten ervichteten Genfredpten fich in etnem und dbemfels
ben Puntte {hneiden.

d. Webung8aufgaben.

§. 269.
1. Man Fonftruire die Gleichungen
) =5 by oy —
o)Ly = %, ey — 2%
€ S BELsrT, Hh vy =x—3,
g) y = — 2x -} 3, hy 3y = — x -} 6.
2. Man fuche die Gleidyung einer Gevaden, weldhe durch die Punkte
G === f o= — 1, X = — 2, yi = 2
) X i=omd, Y ==8, x0=28, yi= 03
6) X' =g = T2, Xl = =gt yi=—3

aebet,




3. ©8 ift die BVedingungsgleihung angugeben, welche gwifchen ben
Koordinaten dreier Puntie Dtatt finden mup, damit diefe in einer
und derfelben Geraden liegen.

4. Man fuche die Koordinaten ded Durdhfchnitidpuntted, fo wie den
Wintel der beiden Geraben

a) y=—38x-4 5, y=2x — 4;

b)y:g—;—}—3, 4Y=—2X-!—3.

5. G3 find gegeben
a) Det Punft x/=1, y/'= - 1 und die Gerade y=>5x-}1;
by w  Xl=—38, yi=0 4, =& " y=v—3x—|—4;

X
) n ey U % ” ‘=§—3~

Man fuche
a) bie Gleichung ber Sevaden, weldye burd) den gegebenen Punkt
aebt und mif der jugehovigen Geraden pavallel ifi;
[5) die Gleichung der Gevaben, weldye durch jeben diefer Punkie
gebt und auf die jugehdvige Gevade fenfredht ift;
v die Cntfernung cines jeden diefer Puntte von dev entfprechen=
ven Gevaden,

6. TWenn man in einem geradlinigen Dreiecte von den Scheitelpunften
auf die gegeniberfiehenden Seiten Sentrechte fallt, die Halbirungs-
puntte der Seiten mit den gegeniiberjiehenden Scheitelpuntten ver-
bindet und in den Halbivungspuniien der Seiten auf diefe Sent-
vedhte evvichtet, fo liegen die drei Punkte, in denen fidh je drei je-
nev Yinten durchidhneiden, in einer gevaden Linie.

I Analptifdye Darftellung der Linien der jweiten Ordnung.

§. 270.

Bei der analptifdyen Darftelung der Frummen Linien werden wir
ungd auf jene Kurven befdhrdanfen, deven Cigenfdhaften wir fhon in der
Planimetrie auf fonthetifhem Wege unterfudyt haben, namlich auf bdie
Kreiglinie, die Cllipfe, Hyperbel und Pavabel.

Da diefe Linien durd) den Sdnitt eined Kegels mit einer Chene ent:
jteben, fo nennt man fie und indbefondeve die leften drei, Kegel fhnitts-
linien. Audh werden fie Linien dev gweiten Ordbnung genannt,
weil ihre Gleidungen, wie wiv fpater fehen werden, fdmmilich des pweis
ten Grabes find.

a) Die Kreislinie

§u 7L
Um die Gleichung ves Kreifed su evbalten, darf man nur die Haupt-
eigenfchaft desfelben, dap namlich alle feine Punfte vom Mittelpuntte
gleich weit abjtehen, in die analytijhe Seichenfprache ibevtvagen,
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1. Gleidung eines Kreifesd, deffen Mittelpunit imAn:
fang8punffe der Koovdinafen liegt

Fig. 302.
e €8 fei O (Fig. 302) bdet
M Mittelpunfeeines Kreifes, def-
> A fen Halbmeffer OM =a ift, und
o ‘ gugleich der Anfangdpuntt dev

Fewy Koorbinaten, OX fei die Ab-
ol el fciffenare, fodah flir einen be-

P / Tichigen Punft M ber Kreis:

, linie x—OP, y=MP ift. Da

/ nun in bem rehtwinfligen
DreiecteMPO, OP*-MP*=0M*
Bt ift, fo bat man x* -} y2=a2

k B S Der Punft M ift aber ein willz
Elirlidyer Punfe pet Kreislinie, baber gilt bie fiir x und y des Punktes M
abgeleitete Relagion flir die Koordinaten aller Punfte der Kreislinie; die
HRelagion x* - y?=a2ijt fomit die gefuchte Gleichung des Kreifes.

Diefe Gleichung Favafterifive den Kreid dergeftalt, daf man fie nuv
unter perfhiedenen Gefichtspuntten su betrachten und bdie jedegmaligen

Ergebniffe in die gewdhnliche Wortfprade su iberfefen braucht, um die
Gejtalt und alle andern Cigenfchaften diefer Frummen Linie hevauszulefen ;
fie enthalt das volfommene Bild devfelben.

Die rdumliche Deutung einer Gleichung pflegt man ihre Distuf:
fion zu nennen.

§. 272,

2. Disgfuffion det Gleidhung x? 4 y*=a%
1. @udht man aus bdiefer Gleichung den Werth von y, fo hHat man
y = & V& — =

Aus bem Doppelten Seichen der Wurgelgrdpe erfieht man, dap jedem
Werihe von x, fiir weldhen iiberhaupt y moglich ift, jwei gleiche aber ent-
gegengefepte TWerth von y entfprechen; worausd folgt, daf fih die Kreis-
Tinie oberhalb und unterbalb der Abfciffenaxe gleidhfdrmig auddebhnt.

2. ft man die Gleichung des Kreifes nad) x auf, fo erhdit man

o RS G

©s gehoren alfo auch ju jedem TBerthe von y, flir den tberhaupt x mog:
lich ift, swei gleiche entgegengefetite Werthe von x; die Kreidlinie evftrectt
fidh bemnady audh ju beiden Seiten der Ordinatenar: in jpwei fymmetris
fdhen Aeften, weldye fo fiber einander gelegt werden Fonnen, dap fie ficdh
pollfommen decfen.

Der Kreis wird daber durd) die beiden Koordinatenaren in vier fons
gruente Theile getbeilt

3. @eft man in der Gleichung y = & /2% —x' die Ubfeiffex =o,
fo exhdtt man bas y filv die Duvdhjhnitespuntre ded Kreifed mit der Ov-
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binatenale, e8 Wwird y=-a; die Kreidlinie fdneidet alfo die Ordinatens
arein gwei Punften, weldhe von dem Anfandpuntte aufentgegengefegten
Sciten pen Abftand a baben. Aus x = +\/a® — y2 folgt fiir y = o
eben fox = + a, D b. bie Kreidlinie fdneidet audy die Abiciffenare in
jwei Puntten, welde ebenfalld auf entgegengefepten Seiten vom An=
fangspuntte um die Grofie a entfernt {ind.

4. Fiiv x>a witd yimagindr, und fliry>a itd ximagindr; der
grofite Werth, den man flv x oder y fegen fann, ift alfo der Halbmeffer
a. Grrichtet man daber durch die wier Durdyfchnittdpunfte der Kreislinie
mit den beiden Aren ein Quadraf, deflen Seiten mit diefen Aren paralel
laufen, fo fdhliept dicfed den Kreig vollfommen ein. Der Kreis ift fomif
eine gefchloffene Frumme €inie.

S

3. leidung eines Kreifesd, deffen Periferie durd
pen Anfangspuntt der Koordinaten gebt, und def:
fen Mittelpuntt in der Abfciffenare liegt.

Fig. 305,

8 fei C (Fig. 308) der Mittelpuntt eines Kreifed , deffen NRadius
CO=a ift; O fei der Anfangdpunft der Koorbinaten, und OX die Abfeifs
fenare. 3ft nun M ein willtielid) angenommener Puntt dev Kreislinie, fo
ift fitv benfelben x = OP, y = MP, und man bat in bem rechtwintligen
Dreiecte MCP bie @lctd)ung MP? - CP? — CM?, ober y? 4 (x—a)®=a%
woraus y* - x*-— 2ax = o al8 die ywifdyen den Koorbinaten jedes be:
liebigen fpuuftes ber Kveislinie vorbervfhende Relagion, fomif ald die
Gleichung diefer Kreiglinic hervorgebhet.

Aud y* 4 x*— 2ax = 0 folat y?=x (2a — x), obet auf die Figur
begogen, MP* = OP.PA, d. b. jede auf dem Durcymeffer fenfrechte Ordi-
nate ift bie mittlere geometrifche Proporionale zwifchen den beiden 2Ib
fdhnitfen desfelben,

§. 274,

4. Allgemeine Gleidung des Kreifes.

€8 feien (Fig. 308) OD =p, CD=q die Koordinaten des Mitfels
punftes € in Bezua auf das vehtwinflige Syftem XO0Y, M irgend cin bes



254

liebiger Puntt dev Kreiglinie, feine Koordinaten x = OP, y = MP und
CM=a dev Halbmeffer; fo bat man fiiv den Abftand der Punfie M und
C die Gleichung
=¥y = Pt=a*L..1)
Fig. 304.
= Da M ein willtivlicher Punft der
(b e \\M Kreislinie ift, fo gilt die file x und y
| Des Punfies M aufgeftelte NRelagion
fliv die Koorbinaten aller Punfte der
L | \ Perifevie; fieift fomitdic allgemeine
(r,’ \ Gleidhung qcﬁ Kreifes.
¥ . Die Gleidhung 1) enthdlt drei
| /' fonftante Grofen, was angeigt, daf

sur vollfommenen Beftimmung der Lage

und Grofe ecined Kreifes bdrei Vebin-

‘L P gungen erforderlich find.
0 | % Ian Fann diefe drei Konftanten

7 r X p, g a Deliebig anbern, fo bebeutet dic
: Gleichung immer wieder cinen Kreis,
wenn audh) deffen Lage und Grofic eine andere wird; die Natur der Frum-
1}!61;1 inie wird durch die Aenderung der Konftanten durchaus nidht ge-
anoetf,
Die gwei frither entwicelten Gleichungen des Kreifes find in der
Gleidhung 1) al8 befonbdere Falle enthalten.
PNimmt man namlich den Durcdymeffer jur Abfeiffenare und den An-
fangspunte ber Koordinaten in der Periferic des Kreifed an, fo iff
Pi= =t
und die Gleichung 1) gebt ftber in (x — a)* 4 y* = a% oder
x*-y*—2ax =0...2)
RNimmt mon den Mittelpuntt felbft jum Anfangspunite der Koor-
dinaten, fo iff p = 0, ¢ = o, und man erhalt aus 1) die Gleichung
xhidsigtiama® i WS
Die Gleidhungen 2) und 3) enthalfen nur ecine eingige Konftante,
Wwas gang natitlich ift, da von bden drei im Algemeinen nodthigen Bedins
gungen wei beveitd durdh dic Worausfesungen, unter welchen jene Glei-
dungen Siatf finden, ausdgefproden find.

5 se L Riitee. e,
1) E8 feien p=1, q=2 dic Koordinaten dbes Mittelpunited und
a == 3 der Halbmefjer ded Kreifed, fo ift

N e R sl R
ober x2 4} y* —2x — 4y = 4
die Gleidhung desfelben.
2) Bu einem Kreife, filr welden p =0, q=-—1 und a=3 if,

gebdre die Gleihung
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R ROy SR

=i
oder x* + y?> 4 2y = 8.
3. Gin Kreis, fir weldhen p=-—2, q=1, a= 2 ift, bat die Glei-
dung (er=l )RR ) ==
ober 9x? + 9y® - 36x.— 18y 4 41 = o.

Wenn man umgefehrt den Kreid, zu dem eine Gleichung gehori,
fonftruiven will, fo bringe man diefe suerft auf die Form
G —n*+ g — 9= a%
wo fobann mitfelft der gefundenen Werthe p, q, a der Kreid leidht ju
vergeichnen ift.

B ceidifubaite e
1) Um den Kreid, deffen Gleichung
x* + 4x 4 y* — 6y = 8
ift, su Fonftruiven, abbire man ju x?-}-4x dag Quadrat des patben Koeffiz
sienten von x, namlich 4, und ju y*— 6y das Quadrat des halben Koeffi-
sienfen von y, ndmlich 93 fese aber die 3ahlen 4 und 9, damit die Gleich-
beit nidht geftdrt werde, audh) auf dev jweiten Seite dagu; man erhalt

x5 xSl o ¥ Gy =8 4 =Y
16.

obet x4 2)* 4 (y — 8)* =
@s ift fomit p=—2 q=38, a=1\/16 = 4
Um nun den Kreid su Fonftruiven, fudie man juerft einen Puntt €
Fig. 305.
- 4
/ j\
|
L@ |
M 1 |
N 7o Bl
s & |
X Tmnn G
Y}‘

(Fig. 305), deffen Koorbinaten — 2 und 3 find, und befdhreife aud die:
fem Punite ald Jentrum einen Kreid, deffen Radiug CM = 4 ift.

2) Um die Gleichung

36x% J- 36y® — 86x -} 144y | 89 =0
Su fonfiruiren, exbdlt man
R bt Yl AY = — 8
obet x?=—xF Lty tayts=—H4+114
- e



256

€8 ift daber die Mittelpunts-Abfcife p = §,
g ¥ Orbinateq= — 2,
ver Radiug a = \/lgﬂ = A,
aus weldhen Daten fich fofort dev Kreid Fonfivuiven [aft,

§. 275.

5) Gleichung cinesd Krcifes, welder durd drei geges
bene Punfte geht
Fig. 306. @8 feien M, M#, M
R Y (&. 306) bie drei Puntie,
deven Kootdinaten x/, v/,
xf" Yl'l" x”l' YUI gege_
ben {ind, und man fuche
die Gleihung des durdy
biefe brei Punfte gelegz
fen Kreifes. |
Die gefudhte Glei-
chung wird offenbar die
r Form

(x-p)*4(y-q)°=a>..1)
baben, wo p, q, a nod)

unbefanni find,

Da wir bdie Lage der rvedhfwinfligen Koordinaten beliebig wablen
fonnen, fo wollen wiv, um die Aufldofung unfever Aufgabe ju vereinfachen,
den Punft M’ felbft al8 Anfangspunte, und die duvch M/ und M# gejo.
gene Gervade M/X al8 Abfciffenare annehmen ; e8 {ind dann

die Koordinaten ded Punfied M . . . x' = 0, ¥ = 03
" " " MAS oS ax Y" = 0;

s 7 Mau - g xu} yll

Damlf bet Kreid durch den Punft M’ gebe, mitffen die Koordinaten

biefes fplmf‘fv:? ftatt x, v in die ®leidhung 1) fubftifuirt derfelben Gentige

letften, e8 mug alfo
pz—l—({zzae.. " 2)

fein, und vermdge diefer NRelazion nimmt die Gleichung 1) die einfacheve
Form an

"

24+ vy —2px—2qy=0...38)
Damit ferner der Kreis durch die Puntte M, M- gebe, milffen aud
bie BVedingungdaleichungen
X2 XY =0 ..« 4)
xf;r9+yr412_ 2px" —2qy"'=0...3)

erfille werben, aus denen fidh

p = — . . o 6)
k] g 4 g tif
i 1 R e ot 7
2y
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ergibt und durch Subfiituzion in 3)
xz"i—Yz—x#x—x R bR

= I R
al8 die Gleichung ded gefuchten Kreifes.

Da man die Terthe fliv p und q, daber vermdge 2) audh a =\ /p* =+ ¢*
fennt, fo 4t fich mit Hilfe diefer Grofen der Kreid, weldher durch bie
Dunkte M/, M, M gebt, auch wirflich fonfiruiven. Diefe Konftrufzion
wiirde fich ibrigens febr zufammengefest heraudfellen, daber e zwedmd-
filger fein witd, zur BVefdreibung des fraglicdhen Kreifes einen andern
einfachern Weg eingufdlagen. Offenbar fommt e8 nur davauf an, daf
man den Mittelpuntt C des gu befhreibenden Lreifes finde; diefer aber
wirh durch die Koordinaten p und q, weldhe fidh aus den Gleihungen 7)
und 8), ober audh aus den Gleidhungen 7) und 6) cvgeben, beflimmt.
Die Gleihungen 7) und 6) gehdren nun, wenn man darin p und q ald
die veranderlidhen Koordinaten anfiebt, ywei geraden Linien an, und pwar
Dat iby Durdyfchnitispunte bie aus der Werbindung beider Gleichungen
bervorgehenden LWerthe von p und q, alfo gerade die Werthe in 7) und 6)
$u Koordinaten, ev ift fomit eben der gefudhte Mittelpunkt ded Kreifes.
&8 pandelt fich alfo nur darum, die ju ben Gleidhungen 7) und 6) gebd-
tigen Geraden ju Fonfiruivens iby Duvchfchnitt ift dann dev gefucdhte Mit-
telpunft.

7]

Die erfiere Gleihung p = "E, wo p die Abfeiffe vorfielt, gehbrt
einer Geraden an, weldhe auf der Abfciffenare MY in dem Abffande
g7 o3 EREM!
=Y AT T
fenfrecht ftebt; fie ift alfo die ®leichung der Gevaden NN/, wenn N ber
Halbivungspunft dev MM, und NN’ | MM/ ift. Die andere Gleichung 6),
welde fidh auch fo darfrellen fapt:

" yn’fl‘ .x“n' xfll
(1—3‘"—“—?("— 2):

briictf eine Gerabe aud, welche durch den Punff ’2— aebt und auf dex

5t
2

’

y
G

Gevaben, deven Gleihung v = 2=x iff, fenfrecht fieht; Her Punf ‘T'

pii

Yéﬁ ift nun dev Halbivungspuntt P devr Geraden MM/, und bie Gerade,

fiiv welde die- Gleihung y = Z— x ©fatt findet, ift M/ M4/ die Gleis
dung 6) Fommt daher et Seraden P/P/ zu, wenn PP/ | MM“ gejoaen
witd. Det Durdyjdhnitt © dev beiden Goraden NN/ und PPr ift der Mit-
felpuntt des gu Defchreibenden Kreifes,

Um daber den Mittelpunti ded Kveifes su finden, der durch drei ges
gebene Punfte geht, darf man nuv pwifchen diefen Punteen jwei Gerade
© giehen, diefelben Dalbiven umd in den Halbivungspuntfen Senkrechte

exvichten ; der Durchfchnitt diefer Senfrecheen ift der gefuchte Mittelpuntt,
3 17

Mocénik ®eometrie. 2. Muf
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©8 ijt offenbar dasfelbe BVerfabren, das wir {dhon in der Planimetrie auf
einem andern LWege begriindet Haben,

§. 276.

6. Polavgleidhung dbesd Kreifes.

1) Sft der Mittelpuntt des Kreifes gugleidh der Pol bdeg Polavs
Koordinatenfpftems, fo iff r==a die Polargleidhung ded Kreifes, wo a
den Halbmeffer ded Kreifes und r den in feiner Richtung verdnderlichen
Radiugveffor bedeutet.

Fig 307

2. Riegt ber Pol- O (Fig. 807)

nicht im Mittelpuntte C Ded Kreifes,

M fo fei OC=) ber Leitftrahl des Mittel-

punttes, und COZ ==« der LWinfel, den

diefer Qeitfirabl mit der Polarare OZ

bitbet. Sft nun M ivgend ein Punft dev

Kreislinie, alfo r=O0M fein Ceitfivahl

und v = MOZ ber TWinfel desdfelben

wit der Polavare, fo exhalt man, wenn

e ber Halbmeffer CM == a gefefst witd,
/= Z ~ous dem Dreiecte CMO

CM? = OM? - 0C* — 20M . OC . cos COM,
ober = + p® — 2rp cos(a— V)
woraus I = pCoS(a—¥) & \/a% — p? sin® (a — v)
als allgemeine Polargleichung des Kreifes folgt.

§. 277.

7. Bedingungen flir den Durdhfdhnitt und die Berih-
tung gweier Kreife.

Fig. 308.

\ W
=

E8 feien O und Q (Fig. 308) die Mittelpuntte gweier Kreife, 0Q=d
ipre Cntfernung und R und r die Halbmeffer vev Kreife. Man fann unbe:
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fhadet der Allgemeinheit dev Aufgabe O ald Anfangspuntt det Koordi
naten, und die durd) O und Q gehende Gerade OX al8 Abfciffenare an-
nehmen; dann find die Gleidhungen dev beiden Kreif:

x* 4+ y2 = R* und (x—d? | y> =13

Die Koordinaten cines jeden, den beiden Kreidlinien gemeinfdhaftliz
den Punftes miflen diefen beiden Gleihungen Gentige leiften, und ums
gefehrt gebbren ywei Koordinaten, welde diefen Gleichungen gentigen, ju
einem Durdfdhnitt8puntic dev beiden Kreidlinien. S[ur BVeftimmung der
Koordinafen der Durdyfchnitispuntfe wird man alfo die beiden Sleidhun:
gen mif einander verbinden und daraud x und y beftimmen, Sieht man
su diefem Ende bie gweite Gleichung von der evfien ab, fo erhalt man

P-4y = R*—'r® over 2dx — d° = R* +— 1%
4+ R —
y 2d
folgt. Subftituirt man diefen Lerth in bdie erfie Gleichung, jo findet man

gl i S \VAPRE (" RE — £hF,

Die Gleichungen ber beiven Kreife Yaffen alfo nur gwei Xuﬂofun,
gen gu, woraus folgt, daff swei Kreidlinien, wofern fie nidyt in eine gu-
fammenfaﬁeu nicht mebr al8 zwei Puntte gememfd)afthdy baben fonnen.

Da die beiven Durchichnittdpuntte M und N eine gemeinfchaftliche
Abfciffe OP, aber gwei gleide einander enfgegengefefte Ordinaten MP
und NP Daben, fo evgibt fih davaus der @ag: Wenn {idh jwei
Kreiglinien fdneiden, o fiebt die Werbindungslinie
per Mittelpuntte fenfredht auf dev Mitte der @el}ne
weldye die Dntd;fci)mtfﬁpunfte verbinbet.

1) Damit witflich ein Durchichnittspuntt Stati finde, mup
y veel, folglich die ®rdfe unter dem Wurgelgeichen pofitiv fein.  Um gu
erfennen, wann bdiefe BVedingung einfritt, wollen wir den Ausdruc fir
y auf eine anbere Form bringen. Da umuhd) die Grofie unter dem LWur=
selzeichen bie Differeny sweicr Quadrate ift, fo fann man aud) fehreiben

Y= & 55 \V@IR &+ R — 15 @R — &F — R 1)
ober

woraus

y = + —\/[<d TR —r]. [ — @ — B ;

unbd da hier jeder Fabtor felbft wicder eine Differens yweier Quabrate ift,
{o hat man auch

g ;—d\/(d—|—l{+r_)(d—{—li—r)(r—|—d—_R)(r—d—|—R).

E8 ift und immer geftatfet, den Anfangdpunit der Koordinaten in
den Mittelpunkt ded groferen Kreifed su verfefen, wo dann d pofitiv
und R>1 wird. Unter diefer BVorausfepung find die Fabfoven d R}
und d--R—r immer pofitiv, und dbamit y veel fei, muﬁ? die beiben

17
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anbern Faftoren entweder beide pofitiv, oder beide negativ fein; man muﬁ
alfo enfweder
r+d>R und r }+ R > d,
obet T +d<<R und r -+ R << d
baben. Lefiteres ift nicht moglich, da fonft d<<R und jugleiy d>R
fein mifte, wasd einen Qﬁmexﬂprud) entbalt. Die Bedingungen flir den
Durd)fdhnitt gweier Kreife find alfo
r+d>R ud r J R > d,
und da tmmer audy d-F-R>r iff, fo folgt, bap fd) Fwel Kreife nu
dann {hneiden, wenn von den b1e1@rof,en d; Ry r je gwei gufommen grdger
find al8 bie dritfe, alfo nuy bann, wenn ﬁcb aus den drei Linien d, R, r
ein Dreied Fonflruiven [ajt.

2) Sollen fid} bie beiden Kreife beviuhren, fo miffen die gwei
Puntte M und N in einen eingigen zufammenfallen, fomit volfommen
gleicbe Koordinaten haben, wad aber nuv bann moéglich ift, wenn y=0
ift, d. i. wenn die Grofe unter dem Wurselzeichen verfhmwindet, Diefed
Fann nun, da wir die elﬁen gwei Fafforen nad) den fritheren BVemerfungen
ftets al8 portab anfeben divfen , nur dann der Fall fein, wenn

enfweder r 4 d—-R=0 odber r+R—d=0
ift, wenn alfo eine dev ywei Bedingungdgleichungen
d=R-—r, d=R-r
erfullt wird,

Bwei Kreife Fonnen fich alfo nur dann berdhren, wenn die Entfer-
nung ibrer Mittelpuntee gleich ift dem Unterichiede oder der Summe ihrev
Halbmeffer,

b) Die Cllipfe

8., 278
Bei der Ableitung der Gleichung flir die Cllipfe wird man ibre Haupt-
cigenfdhaft, dafi ndmlich die Summe ber Cntfernungen jedes ihrer Puntte
von Den beidben Brennpunften gleich ift einev gegebenen Geraden, zu
Grunbe Tegen.

1. Gleichung einer Ellipfe, deven Mittelpunfe im U=
fprunge und deven grofe Are in der Abfciffenare
liegt.

ig. 309.
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8 feien A und B (Fig. 309) die Brennpuntie der Clipfe. Halbirt
man AB im Punfte O, nimmt O ald Unfangdpuntt der Kootbinaten und
OX al8 Abfciffenare an, fo ift fiiv ivgend einen Punkt M

S Oy e —— T
Sft nun M ein Punkt ey Ellipfe, fo find AM und BM feine Leitfivab-
len, und gwar ift
AM = \/AP® - DIP?,  BM = \/BP* | MP?,
ober wenn OA = 0B ==e¢ gefept with,
AM = \/x+o? + v, BM=\Gx—e%+ .
Da nun M ein Punti dev Clipfe fein foll, fo mub die Summe bder

beiden Leitftvablen gleid) fein ciner gegebenen Gevaden, deren Linge 2a
beifien mag ; man Hat daber

VEF P £y 4+ VEa—e)® + y* = 29
und wenn diefe Sleichung vagional gemadht wird,
(a®—e*)x? J- a®y? = a*(a®* —e?).

Jm Dreiecte ABM ift nun AM -}- BM > AB, alfo 2a > 2e, odet
a > e, daber auch a® > e%, und fomit der Unterfchied a® —e? pofitiv.
DrficEt man nun a* — e burch die gewifp pofitive Grdfe b? aus, indem
man a® —e? =02 {ebt, fo hat man

b2x? | a?y? = a%h?

als die NRelagion, weldhe swifchen den Koordinaten ded in der Cllipfe
willkirlich angenommenen Punfted M Statt findet, folglidh ol8 bdie
Gleichung der Ellipfe felbft.

Diefe Gleidhung [Gpt fich auch fo davftelen:

X Vi
?'l‘ﬁ:l-

8. 5279,
2. Digfuffion ver Gleidhung p*x* 4 a®y? = a®hb%
1) 2oft man diefe Gleihung nady y auf, fo evhalt man

y= & P,;\/a_2 Aty
wotaus hervorgeht, dap ju jebem LWerthe von x, fiiv weldyen y reel aus:
fdlt, gwei gleiche und entgegengefepte LWerthe von y gebdren, daf fid)

alfo bie Gllipfe yu beiden Seiten dev Abfeiffenare gleichformig ausdebnt.
2) Beftimmt man aus der Gleichung der Elipfe den Werth von x,

fo evgibt fidh x = + E\/h""- v, wovaus folgt, dap su jeder Ovs
pinate y swei gleiche und entgegengefefte Werthe ber?ﬁbfciﬂ'e X ge'bﬁrnen,
pap fich alfo die Ellipje audh gu beiden Seiten der Ordinatenare gleichfor
mig ausdehnt,

Die Ellipfe wird aljo dburch die beiden Koovdinatenaren in viev fons
gruente Aefte getheilt.

3) Au$ x = + %\/132':}'2 folgt fli y = 0, x = £ a; und
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aus 'y = & i’ \/a% — X2 filt x=0, y=+b. Die Ellipfe fhneidet

alfo die Abfciffenaxre in den AbfFdnden J-a und —a, unbd die Ordinatens
are in den Abftanden b und — b vom Anfangspuntte.

4) Der qrofte Werth, den x annehmen Fann, ift a, und der gropte
Werth vony ift bs flr x>a witd y, fitr y=>b witd x imagindr. Jiebt
man daber mit der Ordinatenare in den Abfidnden J-a und —a, mit
der Abfciffenare aber in den Abftanden b und —b parallele Gerabde,
welde ein Rechtet bilden, fo witd die gange Clipfe innerbalb diefes
Rechteces enthalten fein. Davausd folgt, daf die Cllipfe eine gefchloffene
frumme Linie ift.

5) 3t y=a'x die Gleichung irgend einer durcd) den Anfangspuntt
0 gesogenen Geraben MM/ fo erbalt man fliv die Durcdhfdhnittspuntte
perfelben mit dev Clipfe, bderen Gleihung h*x® J- a?y? = a?bh? ifi,
bie Koordinaten
ab aa‘b

B et

— \/a’a"+h_” ¥ = \/a’a"-]—h“'

wobei bie obern Seidhen dem Punfte M, die unfern jenem M/ entfprechen.
Die Abfciffen der Punfte M und M, eben fo die Ordinaten derfelben, Has
ben alfo gleiche numerifche Werthe, e8 ift namlid)y OP = OP/, MP = M/P/;
paber find in ben vedhtwinfligen Drefecten MPO und M/P/O aud) die brit:
ten @eiten OM und OM‘ gleich, ober ¢8 wird die Sebhne MM/ in O hal-
bivt. Da MM/ eine willtiivliche durch O gegogene ©ebne bedeutet, fo folgt,
vaf alle durd) den Urfprung O gegogenen ©ehnen in diefem Puntte bale
birt werden. Der Punft O Heifit daber der Mittelpunft, undjede durch
ibn gehende Sebhne ein Durchmeffer der Ellipfe.

6) Driickt man den Halben ju dem Punfte M gehorigen Durchmeffer,
ndmli)y OM ober OM/ durdh d aus, fo ift d = \/x® - y? ober wegen

b
<2 2 2
v = Dbig=— a_’K s

auch d = ‘/h2 god ;b BB

Da nun diefer Ausbruct flir x =0 bden fleinften LWerth annimmt,
fo ift ber Fleinfte balbe Durdhmeffer d = /b* = + b = OE = OF.
Dagegen nimmt fener Ausdruct den grofifen LWerth an, wenn x den grof-
ten Werth, deffen 8 fabig ift, cvreicht bat, alfo filr x == + a; bdaflr
erhdlt man fomit den grofiten Halben Durdmeffer d = /2> = + a =
OD = 0C. G8 iff dbaber unter allen Durchmeflern der Clipfe jener CD
pev grofite und EF ber fleinfte.  Den Durdymeffer CD = 2a nennt man
darum die grofe oder erfte, jenen EF = 2b die Fleine oder zweife
Are der Clipfe; die Puntte C und 1 beifien die Sdheifel.

7) Sur Beftimmung der Lage dev Brennpunfte A und B gegen den
sMmittelpunft O folgt aud a® — e = b?,

OA = 0B = ¢ =\/'(12—|)2,u
weldye Grofe die Exgentrigitdt dev Elipfe iff.
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I ber Aftronomie verftebt man unter der Crpentrizirdt gewsdbnlidy
ba8 Werhaliniff ywifden e und der balben grofen Are a, alfo §, und
driicEt diefed burdy e qus, fo dap
e A
R W

8) e Fleinet die Ergenfrizitat ift, defto weniger ift a von b unter:
fchieden, und defto mebr nabert ficdh die Elipfe dem Kreife; fliiv e = 0
with a=5h und die Gleidhung der ElMinfe b®x* |- a® y? == a2 h? gebt liber
in bie Gleidhung des Kreifes x* |- y*==a® Dev Kreid fann daber als
eine Cllipfe betrachtet werden, deven Ergenfrizitat Null ift, deven beide
Aren daber gleidh find.

9) Begeichuet man die Leitfirabhlen ded Punfted M, AM und BM
ourd) r und r/, fo hat man

=AM = VEF Y =V aor + 5o x)

& —

en:'
=‘/a2—]—2ex—[—%,

P B = VEZ Ty = V e 4 B @)

;l—’
G
= Vﬂ‘z — 2ex -+
a
ex
oder r=a-4 —,
a
ex
Tl igantlt Sl
a

10) Um bie burch die Brennpunfte gebenden Orbdinaten ju erhals
ten, fest man fn

Y“—“ig\/m X = € = \/a% — b?
wobutdy man
y=+ L =BR=BS
erhdlt. Die dburdy einen BVrennpunft fenfrecht auf die grofe Are geyogene
@ebne RS beift der Parameter der Elipfe, u:ﬁ) witd durd) 2p be:

geichnet. €8 ift baber ber halbe Parameter p = P;, woraud a: b=h:p
a
folgt, d. b dber halbe Parameter ift diedritteftetige P ve-

porgionalezuberbalben grofien und der hbalben Fleinen
AL e g

§. 280.

11) Aus der Gleichung der Elipfe in Werbindung mit jener desd
Kreifes ergibt fich folgenber Sap:
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LWenn man tiber dber grofen Are einer Cllipfe al8
Dutdhmeffer einen Kreis befdreibt, fo verbalten fid
b}e 'berfelben Abfciffe entipredenden Ordinaten desd
Sreifesund bev Cllipfe, wie die halbe grofesur harben
fleinen Are, i

Fig. 310. @etit man (Fig. 310)
_Iﬂ QP:X, I“'P=Y unb
R Wy
£ s < Y,2=az_xz’

s -;E_‘lﬂ[ ; b?
R Qt‘"% yzma—: (a2 —x%);
¥ paber
\“I },117 LY ﬂ.:l

y ' y
¢ 0O PPr V)D unb

/ Y" Ty = a.: b.
// 12) it Hilfe Ddiefes
/ Sapes [3ft fich nun audh
berFladpeninhaltder
/ Eflipfe beftimmen,
O Sind MP und M'P/ die
! Orbinaten der Ellipfe, NP
und NP die Ovdinaten des fiber CD befhriebenen Kreifes, weldhe gu
den Abfeiffen OP und OP* gehbren, und zieht man MQ und NR pavallel
mit der Are CD, fo haben die Redptete MPPQ und N'P'PR biefelbe Grund-
linie und verbalten fich daber fo wie ihre Hdhen ; fomit iff MPPQ: NP PR
=MP/: NP =h:a Denft man fich nun die Ordinaten NP und N'P unz
endlich nabe an einanber, fo Ednnen die Dreiecte MM/Q und NNR als
unendlidy flein vernachldfiget, und folalich die NRechtecte MPPQ und
N/P‘PR al$ Glemente der Ellipfe unbd des Kreifes betrachtet werden. Sfellt
man fich die Elipfe und den Kreis ausd lauter foldyen Elementen befte hend
vor, fo verhdlt fich jedes Glement der Cllipfe ju dem entfprechenden Cle-
mente ded Kreifes, und fomit audy die Summe aller Elemente ber Ellipfe
jur Summe aller Kreidclemente, wie b : a. Aber leptere Summe ift bie
Kreisflade, folglidh = a%z, erflere ©umme die Fldcye der EUipfe; heift
diefe f, fo bat man alfo £: a%z==h : a, wovaus f= ab=z folat.
Der Fladheninhalt ciner Cllipfe ift demnach gleid
bem Produfte der beiden Halbaren mulfipligivt mut
per Budolfifden Zapl.

§. 281.
3. ®leichung derErlipfe, wenn der Urfprung in cinem
Scheitel liegt, und die Abfciffen an dev grofen Are
gesabltwerden, :
Nimmé man den Seheitel € al8 Anfangspuukt der Koordinaten, and
bie gtofie Are CD als Abfeiffenare an, fo werden flv diefed neue Koordi
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natenfofiem die Orbinaten diefelben bleiben, wie in dem friber su Srunde
gelegtenr @ypfteme, die neuen Abfeiffen dagegen werden {dmmilih um die
balbe grofie Are a grofer ausfallen al8 die fribern. Man darf daher in
oer oben enfwickelten Gleidyung y = + l—’ \/5?" — x?® blofp x—a f{taft

X fehen und y ungedndert laffen, um ble Gleichung der Elipfe fir das
feue Syftem 3u erf)aIten Diefe mmmt Daber folgende Geftalt an

5 i \//2ax — x?
ober Y= 'f__ (2ax — x3),
a

2

und wenn Ea_ = p gefest wird,

y? = P (2ax—x?)
a ’

2 gpy L B2
Yy = 2px e

ober
§1282
4. Polavgleichung ber Ellipfe.
@8 fei A (Fig. 311) der Pol und AC die Polavare; fo ift fite den

Punft M der Rabiusveftor r =AM, und der Polavwinfel v= MAC.
Aud dem Dreiecte ABM folgt nun

Fig. 311.

BM? = AM? - AB* — 2AM . AB.cosBAM,
ober
BM? = r® -} 4e? -} der cosv.
Wegen AM - BM = 2a ift aud
BW? = (2a—1)% = 4a? — d4ar -+ 12,
~ baber r? - 4e* -} der cosv — 4a?

— dar - r?,
nworaus
a3 o2
I = — e 1)
L - e cos v

al8 die Polavgleidhung fir die Clipfe folat.
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3n ber Anwendung auf Aftronomie, wo f: = ¢ alfo e =ac gefept
wird, nimmt die Gleidhung die Ferm an

al — ad g
T \— ————————
a -+ ae cosv
a (1 — ¢
B3 s radin, 411(09)
1 4 e cosv

Wollte man in diefer Gleihung ffatt a den Halben Parameter

2
p = = einfltbren, fo exhalt man aud e2=a% — b2 =a%¢ a% (1l — ¢2)

a

Ht

= b? obera (1—¢*) = - = p. Die Gleichung 2) gebef alfo in die

a

ober

folgende fiber
roedia B8 S = TR
1 4 ¢ cosvy
&l die verfchiedenen Werthe von v=~0 bid v=360° erhalt man
alle mdglichen Werthe fllv r =AM, und babdurd) alle moglichen Puntte
ver Ellipfe.

¢) Die Hyperbel

§. 283.

Die Hyperbel bat bie Cigenfdhaft, dah ber ltnterj‘d)iebl ver Abftande
eined jeden ihrer Punfte von den beiden Brennpuntien einer gegebenen
Geraden gleich ift. Diefe Cigenfdhaft indie analptifche Jeichenfprache tiber-
fest, gibt uns die Gleichung flir die Hyperbel, :

1. Gleidhung der Hyperbel, wenn der Mittelpuntt
im Urfprunge und bdie erfie Are in der Abfciffenare
liegt.

Fig. 312.
L
e o
E]\\ i e 7-'//./—1 |
Bt A 0" T DBP X
| 7 X
B I

G8 fefen A und B (Fig. 812) die Vrennpunfte der Hyperbel. Hal
bivt man ben Abftand AB in O, und nimmt diefen Punft ald Anfangss

|

4

!
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punft der Koordinaten und OX al8 die Abfciffenaxe an, fo ift fiir ben Punkt
M x=0P, y=MP. Damit der Punft M in der Hyperbel liege, muf
AM —BM gleich fein einer Geraden von gegebenere Lange, die durdy 2a
ausgedriictt werden foll. Man hat nun, wenn OA=0B=e gefept wird,

AM = /(x + ¢% 4 v, BM = /(x — )* + y%;

daber muf

VX + ) + y2 — Vx — e)F 4 y* = 2a
fein, ober wenn die Gleidhung ragional gemadyt wird,
(a2 — %) x* J-a%y> =a® (a* —e?).

Sm Drefecte ABM ijt AM — BM << AB; e3 muf daber 2a<<2e, ober
a<<e, folglich audh a®<<e?, und fomit a®*—e® negativ fein. Sept man
a®—e? ber gewiff negativen Grofe — b® gleich, o erhdlt man

—b2x2 -} a®y? = —aZ?h?
ober b%x?— a?y?*=a?h?
?!6 die gefuchte Gleichung der Hoperbel, welche fidh auch fo darfte Uen
aft:

x* y?
ST 1
§. 284.

2. Disfuffion dber Sleichungh?x*—a%y2=a2h2
1) Diefe Gleichung, nady y aufgelofet, gibt y = + I_J\/x"'-— e
i

@0 lange x<<a ift, fallt y imagindr aud; fir folde Abfciffen gibt es
alfo Feinen Puntt der Hyperbel. LWird x = a angenommen, fo erbdlt man
firr y gwei gleiche aber enfgegengefepte Werthe; die Abfciffenare halbirt
daber alle auf iby fenfrechten Sebnen dev Hyperbel,

2. Roft man bie Gleihung der Hyperbel nachy x auf, fo ergibt fich

X = + 3 Vy* b

worqus folgt, daf su jedem LWerthe von y swei gleiche und entgegengefesite
Abfciffen gebovens die Hyperbel erfivedt fidy alfo in Fongruenten Aeften
i beiden Seiten der Ordinatenare.

3) Flr y=0 witd x= 4 a; bie Hyperbel {dhneidet alfo die Ab-
feiffenare in gwei Punften D und C, deren Abftand 2a betrdgt. Die Ge-
tade CD==2a ift Dicevfte oder Hauptare der Hyperbel; C und D
nennt man die © cheitel

4) Da x und y jeden nodh fo grofen LWerth annehmen Fonnen, fo
folgt, dap die Hyperbel nidht fo, wie der Kreid ober die Elipfe, in fidh
felbft suriicttehrt, fondern daf fich ibre Aefte iné Unendliche ausdehnen.

5) Um bdie Bebeutung von b auszumitteln, befdhreibe man aus dem
@dheitel D mit OB=e al8 Halbmeffer cinen Kreidbogen, weldher die Ot
dinatenare in den Puntten E und F {dneidet und ziehe DE. €8 ift nun

E0*=F0?=DE?* —-D0* = ¢ —a%=D}?,
paber EO=FO=Db, und EF =2b, 9Man nennt nun, analog mit det
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Cllipfe, bie Geradbe EF =2b audy eine Are und gwar die yweit e ober
fonjugivte Are.

6. Werbindet man mit der Gleichung der Hoyperbel aud die Gleichung
y=a'x einer durd) O (Fig. 313) gesogenen Gevaden MM fo erbalt man
fitr die Durcdhfchnittspuntte dev beiven Linien:

Fig. 313.
‘ \\T,\q;-i/
0
o ’
F L
‘K'.\\
S
ab
X = =+ Vi — e
aa’b
Y= i —aa

wobei Das obere Seichen demt Punfte M, das untere jenem M entfpricht.
@8 ift fomit OP = OP’, MP=MP’, und daber in den vechtwinkligen
Dreiecfen MPO und MO aud) OM =O0M’, b. b, die Sebhne MM’ wird
im Punfte O halbivt. Da daffelbe auch von jeder andern Sehne gilt, fo
wird diefer Punft O der Mittelpunft, und jede durd) O gejogene
Sehne ein Duvchmeffer dev Hyperbel genannt.

Aud den obigen Werthen von x und y folgt, daf ein Durdp{chnitt
mit ber Hyperbel nur flv foldhe Gerade moglich iff, bei denen b2 > a?a’?
oder a’ <'£ ift; witd a’ > i—:, fo fallen die Werthe von x und y ima-
ginar aus.

7) Vefonbers merbwiirdig find jene Gevaben, flr welde

aite=TEl b

a
alfo b2=a%a'2 iff; fur diefe werden die Werthe von x und y unendlich
atof, was anzeigt, dap bie bLeidben Gevaden mit bev Hyperbel ju beiden
Geiten erft in unendlicher Cntfernung sufammentyeffen.

lm diefe pwvei gevaden Linien gu fonfiruiven, evvichte man im Sdei-
tel D eine Sentrechte, trage davauf DG=DG’ =b auf, und siehe durd
pen Mittelpuntt O und die Punfte G und G/ die Geraden GOH’ und
G'OH; man bat fliv diefe in der Tbhat
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tang GOD = 3 und - tang HOD = — b
a a

Betradhtet man nun eine diefer Geraden, 3. B. GH!, fo ift, wenn
OP=x, MP=y, NP=y' gefefit witd, y' = % X und y'? —= ‘i, x?;
i a

: b?

ferner da M ein Punft dev Hyperbel iff, y2= if (x* — a%; baher y?
—y?=b% oder (y'+V) (¥ —y)=Db% woraus

/ e bz

? = ¥

folgt. Da b fitv diejelbe Hyperbel cine unverinderliche Srofe ift, y’ und
y dagegen, fomit audh ihre @:tmme y' vy ing Unendlidhe fort gunehmen
Fann; fo wird dev Brudh) — s -, mithin aud) der Unterfdhied yr — vy,
welcher die Linie MN vovftellt, defto Fleiner werben, je grofier die Abfeiffe
0" ijt, obne jedody jemals yollfommen in Null ju iibergehen. Die Gerade
GII wird daber der Hyperbel, je weiter man beide verlangert, immer nd-
ber fommen, fie jedoch nie vollfommen errveichen. Dasfelbe gilt von der
Geraden G Die gwei Geraden GH und GH werben wegen dicfer Eis

genfehaft A ffymptoten der Hyperbel genannt, ‘
8) Sur Veftimmung der Lage der Brennpunfte A und B gegen den

Mittelpunft O hat man :
O:\mOB=e=\/a2—|—b2—.
; a: + ba

d

Die Grofie e ober audh % = & = witd die Crien-

trigitat dev Hyperbel genannt. .
9) Fuv die Leitfivablen r und r’ des Punftes M hat man
i 2

P A= VEFOE T = Vb 40 e

= ‘/ezx’
- T 2ex 4 43

=Bl =VG—o" £ ¥ = V a0t + 2 2_ay
a

&' xs R

= B e L

| odet r = I <L a,
| e E: — a,

10) Audh in der Hoperbel wird die durdh) den Brennpu

. nft fenfrecht

J auf die erfte Are gesogene Sehne der Parameter genalfnt un‘; bu:{c)l)

E 2p begeichnet, Da der balbe Pavameter p der im Vrennpunfre errichs
teten Ovdinafe gleidh ift, fo braucht man sur Beflimmung desfelben nuyin
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y= + p-\/xz—a”‘,z;?:e”—_-az-{-«b’
S &
§u feden ; man exbdalt dadurdy y = + hm E8 ift fomit p =l_’a_ ober
a:b=>b:p b b derhalbe Pavameterift die dritte fte-

tige Propovgionale swifden dev balben evfien und der
balben gweiten Are

11) Fhr a=Dhb witd die Hyperbel eine gleichjeitige genannt;
ibre Gleidung ift y = + \/x? — a%,

§. 285.

3. Gleicdung der Hyperhel, wenn der Ynfangspunts
dbet Koordinaten in einem ©dyeitel liegt,

Nimme man den Scheitel D ald Urfprung und DX al8 bie Abfeif
fenare an, fo bleiben bie Ordinaten gegen das friubere Syftem ungedn-
dert, die fritheren Abfciffen aber find fammtlich uma grofer al8 die neuen;
um daber die neue Gleichung zu erbalfen, darf manin der frithern Gleihung

I z
§ T T
nut x --a flaft x fefen; man befomme daduvd
b ———
¥ = ;{;;\/xz—]—zax,

ober yi= 2, (2ax + x*%)

und mwenn man b? = p fegt,
e P | 2
YATR (2ax + x%),

ober y? = 2px + %,_

§. 286.
4. Polargleichung ber Hyperbel
St B (Fig. 314) der Pol und BD die Polarare, fo Hat man fur
den SPunft M r = BM, v == MBD.
Aud dem Dreiecte ABM folgi nun

AM?* = BM? - AB® — 2BM . AB.cosABM
obet

AM? = r? | 4e® — der cosv.
Wegen AM — BM = 2a ijt aber auch

AM? = (2a + 1)* = 4a® 4 dar 4 1%

P~



271

Fig. 314,

4
\‘\
/C’ IPQ

~ ©eft man nun diefe beiden Werthe von AM* einander gleich, fo et
halt man

2 2
S ==
I‘m——-———-————-.,.l)
a -+ e cosv

al8 bie aefuchte Polargleidhung.
Wiirde man ° = « fepen, fo erbielte man
a

= O a (e — 1) 2)
8 e L
: 1 b? > . " .
ober, wenn die Grofe p = .31_ = a (¢ — 1) eingeflbrt wird,

P
r—i-—{—acosv"'s)
Set man flr v alle moglichen LWerthe von 0 bis 360°, fo erhdlt
man fiie den Radiusveffor r = BM bdie entfprechenden LWerthe, wodurd
alle Puntte der Hoperbel beftimmet werden,

d) Die Parabel

§. 287.

Die farafferiftifhe Cigenfdaft ber Parabel befteht davin, dap jeder
Punft derfelben von dem Brennpunkte eben fo weit abftebt al8 von bev
NRichtungslinie,

1. Gleidhungdber Parvabel, wenn dber Ur{prung im Sdei-
tel [iegtundbbie A bfciffen aufder Axrederfelben ges
5abltwerden,

E8 fei AB (Fig. 315) bie Richtungslinie und C der Brennpunfi det
Parabel. 3iebt man CD |_AB, balbivt die CD im Punffe 0, und nimmt
0 al8 Anfangspuntt der Koordinaten und OX al8 die Abjciffenare an, fo
ift flix den Punft M x =0P, y=MP,
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= Fig. 315.
Q M/
E
D 0\}0 P X
F
\\\\
B

Bieht man MQ 1 AB, fo mufs, wenn M in der Vavabel liegen foll,
CM = MQ fein. Nun ift, wenn OC=5 gefest wird,

o =V (x—1)+y, MQ=DP —x+]
daber
‘/(x*g)2_l_yz_-:x+|§)'

woraus y? = 2px
alg bie gefuchte Gleidhung der Pavabel folgt.

§. 288.
2. Disdtuffion dber Sleidhung y2=2px.

1) Aus diefer Gleichung ergibt fidh y= 4 \/2px. Su jedem pofitiz
ven TWerthe von x gehoren gwei gleiche, aber entgegengefeste Orbinaten ;
bie Parabel dehnt fich alfo vom Anfangspunfte an ju beiden Seiten der
Abfeiffenare in pwei Fongruenten Aeften qus, und zwar, da x unbd y jebde
beliebige Grofe evveihen Fonnen, ins Unendlide fort. Die Gerade 0X
beiff barum die A re der Pavabel.

2) Fir x =0 wird aud) y=0; der Anfangdpuntt der Koordina:
fen ijt alfo ein Punft der Pavabel, er heifit der Scheitel

3) ile ein negatived x wird y imagindr; negativen Abjciffen ent-
fprechen daber Feine Puntte der Parabel.

4) et man x = g =0C, fo witdb y=CE =CF= + p; bdaber

it EF=2p. Die Grofe 2p ftellt alfo die durdh den BVrennpunft fent-
recht auf die Are gegogene Sebne EF vor, und ift der Parameter
der Parabel,
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5) @ind x/ und x# die Abfeiffen, y’' und y# die jugehorigen Ordis

naten peier Punfte einer Parabel, deven Pavameter 2p if, fo hat man
yiEs gpxit funb il gt ==t epxil

daber 2y i =Sy loand
d. b. in Der Pavabel verhalten fidh die Quadvate dev
Orpinaten, fo wie die sugehdrigen Abfciffen.

6) Mit Hilfe der Gleichung der Pavabel iff man nun aud) im
Stande, die Flade cined von pwei jufammengehbdrigen Koordinaten abs _
gefchnittenen Pavabelftiickes ju beftimmen.

Fig. 316.
P4
] 2k Bt
&——r
e |
‘4 I)I I) X

G8 fei AM (Fig. 316) ein pavabolifcher BVogen und AX die Are ber
Parabel; ¢8 foll die Flache ded Parabelftiictes AMP gefunden werden.

Man ziehe AY [ AX, und fdalle von den Puntten M, M/ auf AX
die Senfrechten MP, MP/ und auf AY die Lothe MQ, M/Q“  Heifen nun
x, y die Koordinaten des Punttes M, und x’, y’ jene des Punttes M, fo
ift, wennaman die Sehne MM/ sieht,

Trape MMPP = (y-+y) 2= v+, vors ity S e

4p By i & SR

‘IrapesMM‘Q'O:(x—}—x').'v; =y
daber
Srap. MMIPIE ST S Ny R
Teap. MMQ'Q ~ 2p(x+x9)°
Qagt man nun die Punfte M und M/ unendlidy nabe an einander
Tegen, unfer weldher Annabme y--y* in 2y und x 4 x/ in 2x fbergedf,
fo fann man das Tvapes MMP'P al8 ein Clement des gefuchten Parabel-
ftlictes AMP, unbd das Tvapey MM/Q'Q al8 ein Element der auferhalb dev
Parabel liegenden Fladhe AMQ befradhten, und e8 ift
MMPBe o 470 Loy
e A N
alfo MM®P?P = 2MMQ‘Q.
Stellt man fidh nun die Flachen AMP und AMQ aus lauter folchen
18

Moénik, ®eometvie. 2. Aufl.
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Clementen beftebend wvor, fo iff febes Clement der Flache AMP doppelt
fo grop al8 bdas entfprechende Element dev Flache AMP, und fomit audy
die gange Flache AMP doppelt fo grofi al8 AMQ, alfo

2AMQ = AMP,

und BAMQ = AMP 4+ AMQ = APMQ = xy;
daber AMQ — %xy,
und AMP = 52, XY

b. b. ber Fladeninhalt ded gwifden jwei gufammenge:
hborigen Koordinaten eingefdhloffenen Parabelftices iff

gleicbg e Produfied aus diefen Koordinaten,

§. 289.
8. Polargleidhung der Parvabel.

Fig. 317.
A iy
1/
P X
B o rat

€s fei C (Fig. 317) dber Pol und CD die Polavare, fo iff fir den
Puntt M r==CM, v=MCD. Soll M cin Punfi der Parabel fein, fo
muf die Gleihung CM =MQ Statt finden. Nun ift

CM-—-I‘, MQ.:DP:DG—}—C?:;] == 1 COS¥,
vaber r=p—TCOSV
gedils G
~ 14cosv
al8 die Polaraleihung der Parabel.
Fir v =0, 90°% 180" 2700

wird r—_-g, e e

oder r

wie e8 der Natur dev Pavabel gemdf fein muf,
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c. Wedfelfeitige Begichungen der Kurven gweifer
OQrdnung.

§. 290.
1. Gleidungen fliv redbtwintlige Koordinaten.

Fig. 318.
M

C| X

-V
Sft C (Fig. 318) der Anfangspunft der Koordinaten, CX die Ab-
fciffenare, und denft man fid) C al8 Endpunft enes f{‘rmﬁburd}meffer@,
ober al8 Sdyeitel ciner Cllipfe, Hoperbel ober Pavabel, fo 1i‘t
die Gleichung des metfcp R R =gyt N

2

" " Deta@inte o .. 3% = 2pXe-— B ;
a
" " v Hoperbel. . . yz = 2px - 11,
s Pavabel . = 2px,

wo a in Q&ng auf Den Kreid ben Jja[bmeﬂ'er, fiiv bie Cllipfe und Hyper-
bel abet Dalbe evfte Are und p den halben Parameter vorftellt.

Wergleicht man zuerft die wleidhung des Kreifes und jene dev Elipfe,
fo fiebt man, daf die leptere in die erfiere (ibergeht, wenn p=a gefesit
witd, In der Fhat ift der Kreid eine Clipfe, deren Vrennpuntte in
den Mittelpuntt fallen; der Parameter wird unicr diefer BVorausjepung
su einem Durchmeffer und daber wirklich p=

Die Gleidyung der Ellipfe fann aud) in Jene per Parabel fbergeben.
24t man namlid) in ber Gleichung

e — . 2Dx — P:—
die Grofe a ohne Ende junehmen, wabhrend p ungeanbert bleibf, was bei
gebbriger Annabhme von b vermdge bder @Ictd)ung — =] immer mog=
lidhy ift; fo wird endlidy fiiv a = oo der Ouogient p_ =0, und die

Gleidyung det Ellipfe vevwandelt fidy in fene der fpumbei Yo —=2px s iz

Parabel Fann demnach a8 eine @[Ilpfe angefehen werden, deven erfte Are
unendlid) grof ift.

18*
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Sammtlidhe Linien der jweiten Ordnung laffen fich daber durd) bdie
eingige Gleichung

y? = Px -} 0Ox*
darftellen, worin P den Pavameter und fliv den Kreid den Durdhmeffer

Bebeutef, und wobei fliv den Kreis Q=—1, fiir die Cltipfe
A S e I
Q T a :'l= {
alfo auch negativ aber <= 1, fiiv die Hyperbel
AR
05 9 = at

pofitiv, und fiir die Pavakel Q== o ift.

§. 291.
2. Polavgleidungen,
Fig. 319.
’}/S!
/f @teIIt_ A (Big. 819) ben
f,/./ st 3 Pol, AZ die Polarare vor, fo
0822 Ai1ES bat man, wenn p beim S‘;gifc
0 ALy ben Halbmeffer, bei den ubrigen
J}f-(\,uy/,{" I ™ Kurven den Dalben Parameter
f}‘w}f;‘// | 9 bedeutet, folgende Polargleis
iy e dungen :
f ',‘ /, \,_\ . 7 3
Z | L i BN e B
BT 4
flie den Greis ... r =p
: £ P
p oEEhie T U r = Al s
i el Qavabel 01 s 20 PRt
f (p‘ { 1 4 cos v {
Shlidhey S SR 398 SLTAcH 3
Boid” i ) 1 -+ ¢ecosvy !
e - PR g
wobei fitv die Clipfe e = \/._"___a_’_., alfo e << 1, fur die Hyperbel daz
gegen & = \/n-j_ﬁll, alfo e > 1 ift.

Man fann demnad) alle vier Kurven durd) folgende aligemeine Po-
largleichung

P
B S AT AL 2
datftellen, worin
filr den Kreis e =0
. bte 1 @lipfe ! & <o
v Parabel o= 1
y o Dbperbel’e >"1 ift.
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Denft man {idh aus demfelben Brennpuntte A den Kreid, die Ellipfe,
die Parabel und die Hyperbel mit demfelben Pavameter AG = p befdhrie-
ben, fo folyt aus der alfgemeinien Gleidhung 1), dak ju demfelben Po-
farwinfel v, fo lange v << 90° iff, im Kreife ein grofever Leitftrabhl gez
bort, alg in ber Ellipfe, in diefer ein groferer alg in der Pavabel, in dies
fer wieder ein grofever al8 in der Hyperbel; d. h. ber Kreid weidht von
A am ftdvEten ab, weniger die Cllipfe, noch weniger die Parabel, am we-
nigjten die Hoperbel, Fiiv v=090° ijt der Leitftrabl bei allen vier Kur-
ven gleich p; o8 fbneiden fich alfo diefefben in einem Punfte fenfrecht
tiber bem Brennpuntie, Lird v => 90°, fo ift dann cos v negativ, daber
r Defto grofer, je grofer & wird; nach dem eben ermibufen Durdbfchnitts-
punfie wird alfo der Kreid von dem Punfte A am wenigjten divergiren,
mehr die Ellipfe, nody ftavfer die Pavabel, und am meiffen die Hpperbel.
Die vorliegende Figur, in weldher QMQ¢ die Kreidlinie, RMR/ die Elipfe,
SM S/ die Parvabel, und TM T/ bic Hyperbel vorfiellt, madf dicfes Vet
balten dev vier Fruntmen Linien anjdaulich.

f. Bevlibrungs: und Novmallinien der Kurven zweifer
Qrdnung.

§. 292,
$Hier erfcheint e8 vor Aldem nothwendig, flir dic Berihrungslinie
eine allgemeine, auf ale frummen Linten paffende Crflavung, auf welde
fich die Redhnung bequem anwenden (aft, aufzujtellen.

Sig. 320. €8 fei AR (Fig.

v 320) irgend eine

V& / Frumme Cinie, und M,
¥ _ & per Puntt, in wels
Agn " hem fie von der ges

\ g P . . :
M= R vaben TT‘ bervubrt
werben {oll.  9Man

3 R denfe {ich nun durd

Vgt g e biefen Berlthrungs:

75 ‘ : punfé M/ und durd
e .._A_‘,,_./“,ﬁ\f_,f- _—_— einen  benachbarten
4 AR Vi) Puntt Ma querft eine

@efante SS gejogen, und diefe daun um den Punft M’ fo gedreht, daf
der Punft M« jenem M/ immer ndper vickt; fo wird fich audh die Sefante
SS¢ ber Berliprungslinie TT¢ tmmer mebr nabern, und endlich mit ihr ju=
fammenfallen, wenn der Puntt Mo {iber don Berlihrungspuntt M/ ju
liegen fommt,

Man fann daber die Tangente alg cine Sefante
I*cfrq:;i)rcn, Die gucrfi durd jwei Punkte der Kurve'geht,
und fich dann um einen diefer Punkie, benVerlihrungs-
puntt, fo lange drebet, bid dev andeve Punft mit dies
fem sufammen farrt.

Cine im Berfhrungspunfte M’ auf der Tangente fenfredite Gerabde
NN’ beipt eine Novmallinie oder, Novmale der Kurve.
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Bei der Verthrung einer Frummen Linie mit einer Gevaden find
nadyftebenbde viev Srofen, bdie von bder Lage ded Beviibrungspunfees M
abhdngen, und fiber den Lauf bder Kurve befondern Auffdlup gewdpren,
von grofev Widytigleit:

1) Die Tangente MT, b. i das Stud der Beviihrungslinie vom

LBertihrungspuntie bis yum DurdhfdhnittSpuntte mit dev Abfeiffenare;

2) bie @ubtangente TP/, d. 1. Dad StiicE dev Abfeiffenare ywifdyen
der Tangente und der Ordinate;
3) bie Mormale MN, d. i. dad St der Novmallinie ywifchen dem

Bertihrungspunfie und der Abfciffenare; und

4) die @Qubnormale NP/, b, i. bag Stlct der Abfeiffenare jwifden
bet Jtormale und der Ordinate.

Bon diefen vier Verlibrungdarofen find bie Tangente und die Not-
male wefentlih pofitiv; die Subtangente und die Subnormale Fonnen
pofitiv oder negativ fein, je nacdhdem erftere von T aus, leptere von P/
aus, nad) der pofitiven oder negativen Abfciffenvichtung hin, fadt.

1. Verlihrung am Kreife.

§. 298.

a) Gleidungen der Vevtibrungsd-und der Normallinie
E8 feien x/, y’ die Koordinaten desd Berlibrungspuntted M’ (Fig. 321),
und x4, y4 jene eines benachbarfen Puntted Mo der Kreidlinie.

Fig. 321,

Man hat nun fir die Sefante SS7, welde dburch die Punkie x/y’
unb x4 y#4 gebt , die Gleidhung
o Pl ih = D R i a1 1)
i ¥ S s 1)
Da M/ und M« Puntee des Kreifes find, fo mifjen, wenn dev Halbmeffer
durd) a audgedriictt wird, die Bedingungsgleihungen

x12 _l_ Y,|2 - a'l, X“',Z + Y{JZ - ﬂz
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@tatt finden, durd) deven Subtvafzion man
(Xufz o xﬂ) + (Yfﬂ . Ym) pus O’

(x! _l_ x) (x" — x)) + Cy L _l_ YO " — yH =0,
und daber

obet

yu el y.l ‘o x* + x! ; 2)
R yu + Y e
beformme, Wird diefer Werth in 1) fubftituive, fo erhalt man fiir die Glei:

dhung der Sefante SS/

Y_Yf=__‘__“ x=—_xH8 "% 3)

eafit man nun die Sefanfe SS/ um den Punkt M’ dreben, bis M mit
M/ sufammenfdllt, fo wird bie Sefante in die Lage dev BVeviibrungslinie
TT! fommen; und man echalt fliv diefe, wenn in 8) x/ =x/, y4i =y’
gefest wird, die Gleihung
Voiy 31 = =X o (R XDy - 00

welde fih auch fo davflellen [Tt

YYI + x! — Xl2 __I__ Y;.‘Z

ober, weil x* | y* = a® iff,
vyl 4 xxbi==tat YR iGy
3n diefer leptern Form [Aft fich die Gleihung der Tangente unmit-

telbar aus jener dbed Kreifes

VY + xx = a*
febr Teicht ableiten,

Die Grofe — i in 4) ift die trigonometrifdhe Tangente ded LWin:

fel8, den die Verlihrungslinie mit der Abfeiffenaxe bildet.
Flte die Normale NN/, al8 eine durd) den Punft x/ y/ gehende Ge:
rade, bat man erfilich die (i_u{eld\ung

y— Yy =al x—x) ... 6)
Da die Novmale auf der Tangente fenfrecht fleht, fo mup al = I_‘
fein, und vie gefudhfe Gleichung der Novmallinie ift :

i e 1’— (x—x%)
odet

i/

Y = {_‘ S 7)1
weldhe Gleichung einer durch den Urfprung, welcher hier der ‘m:tfcrpunft
pes Kreifes ift, gehenden Gevaden nngcbort was gang nativlidh i, da
beFanntlich bie Tangente auf dem jum Beviihrungdpuntee gezogenen Halb=

mefjer fenfreche fteben mup.
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§. 294.

b. Beffimmung der vier Verihrungsarofen.

1) llm die ©Subtangente TP’ zu erbalien, judhe man guerjt die AL-
feiffe CT des Dunttes T der Berubrungslinie, alfo das x, welhes aud der
Gleichung der Tangente 5) fiiv y=o0 bervovgebet; man befommt

CT = X == a’
X
2 & _UXliz S
Bun 5 TP = CT — OF — = — X'\ Cacled =0 i
e .
ber, wenn man beachtet, dap bier x’ negativ ift, die Subtangente aber
pofitiv ausfallen muf,

B

iz
ubtangente TP = — Y_. s, 11 230
X

2) Jur Bejtimmung der Tangente MT bat man aus dem redhtwink:
ligen Dreiecte MPT

MT2 — M2 TP? = y2 4 Vo e W o T 32Yf
] 2 -+ ) e T + ¥ = —,

X
daber Tangente MT = + % |
A
wo das BWorgeichen fo ju wdahlen iff, daf die Tangente pofitiv wird,
3) Fiiv bie Subnermale hat man
SitneimaleCPh—="2""%/"% . . 10}
4) Gndlid) hat man nod
Normale MC = a ., . . 11).

Sede)

.

2. Berlibrung an dber Cllipfe

§. 295.

a) Gleidhungen der Vevihrungs: und der Normal:
lttite:

Fig. 322.
_,//'rlT 8

‘.7111
215 AT e —
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8 feien x’, y* die Koordinaten ded Punffed M’ (Fig. 322) efuc.t
Elipfe, deven Gleidhung b2x? t-a?y? =a®b? ift, und es foll die Gleiz
dung der durch diefen Punft M’ an die Cllipfe gefithreen Tangente ge-
funben werden. ;

Nimmt man cinen jweiten Punkt M der Eliipfe an, deffen Koordi
naten x¢, v find, foift die Gleichung der durch M/ und M« gehenden
Sefante SS’

i

Y e MR . 1

R G i eireng =X Ea. s L),
Filiv die Punfte M’ und M ber Cllipfe finden nun die Gletchungen
hExi2 L gty 2 = afhe b2x'®  a%y 9% —=a’b®
Statt, durd) deven Subtrafzion man
b2 <x”2 - x;z) + a? (ynz s Y'?') = 0,

oder
b? (x4 - x) (x4 —Xx) 4 a> (¥ 4+ y) (y* —y) =0
und daber ;
ol M e
e R a’ly” + y)
evhilt. @ubftituivt man diefen Werth in 1), fo nimmt die Gleichung ver
@efante SS* bie Form an:
jil bl o ¥4 sletig
Y—Y S 1 (X=X " . 3)

Fali nun der Punft M mit M/ gufamuen, wox! = x! y4 =y!
wird, fo fommt die Sefante SS in die Lage ber Tangente TT/; fest man
alfo in 3) x# = x¢, y/==y/, o erhdlt man a8 die gefudhte Gleichung
ber Tangente TT

T
nls—y_-—:lzy‘ (x XUYe o 4y
wobei — ]1';3— bie frigonometrifche Tangente ded Winfeld begeichnet, Den

die SBel'ii[)rnn)g‘%Tinie mit der Abjeiffenare bilbet.
Die Gleichung 4) (apt fich auch fo darfiellen
a® 3,Yr __I_ h2xx! = ﬂ‘_’yfz "i" b2 x':
oder, weil atyt® L h2x!® — a?b? ift,
eyy e hPRR = @bk L . By
welche Gleichung der Tangente fich unmittelbar aus jener der Ellipye
a?yy 4 b ax = a®*b?
febr leicht Devleiten lafif.

Fliv die durch den Puntt M/ gegogene Novmallinie NN/, al8 eine
auf der Tangente, su welder die Gleichung 4) gehort, fenfrechte SGevade,
ergibt fich bie Gleichung

2 y,

o R

2)
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§. 296.

b) Veftimmung der vier Beruhrungsdgrofen.
1. lm bie Subtangente TP/ ju finden, fuche man juerft die Abjeiffe
CT bes Puntied T, indem man in der Gleichung der Berviibrungslinie

¥ = o fept, man exhdlt CT = x = = daber if |

2

TPt = OT — CP! =~ — i,
X
Da nun Diev die Subtangente pofitiv fein muf, die Grofe

a!&

F x[
xi
aber negativ iff, {o hat man
Subtangente TP/ = x/ — 1 AN e
2) v die Tangente M/T exhalt man
ot : (xzz = ﬂz)z y;z alyu
T | — ipre n” — yi2 —_— L 2 i
WT? = WP + TP = g2 4 == o (a2 R b‘)

babey
Tangente M'T = Bg-{; VEXZ %y |, L 8)

3) Um die Subnormale P/N su erbalten, fudhe man die Abfcifje CN
pes Punfes N, indbem man in der Gleihung der Normallinie y = o

feft; man befommt CN = x = £ ; L x’;5 fomit ift
DI Op AL QR Sbigrs o S By g DK
a at
Da aber hier die Subnormale pofitiv iff, fo folgt
Subnormale PN — — 2 o
a
4) 3ur Beftimmung der Normale MN Hat man
i P2 N2 510 2 b‘xln e b.‘xl’ + ﬂ‘Y"
MN® = M2 + PN? = y2 4 2 = H

paber

LEE AL

a |

Normale MN =

3. Berihrung an der Hyperbel,

N 297
a) Gleichungen der Tangengial- und Novmallinie.
E8 fei h2x? —— a®y® = ah® bdie Gleidhung einer Hyperbel; man
finde bie Gleichung der Tangente, weldhe durch den Punfe M Fig. 323),
Oeffen Koordinaten x/, y/ {ind, an die Hyperbel gesogen wird.
Sind x#, y# die Koordinaten eined yweiten Punttes MY der Hy-:
perbel, fo ift die Gleichungder duvd) M/ und Mo gebenden Sefante SS¢
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Fig. 323.

/ J Y o

Y*‘Y'=¥_—¥;(X—X’)---l)

& —
Ferner ift, da M/ und M4 Punite der Hyperbel {ind,
[RlEeen® yi* =42 h7 S0hEx A *r— aP yA T = g™ b’
paber .
ishenl i T TSR SRR

X — x! == ;1" ) y., + y.
und burch Subftitugion in 1)
b! (i\'“ + Xl)
RSt e em e s TN e e S N
y S LGy =) ¢ ? )
Laft man nun MY mit M/ gufammenfallen, affo x4 = x!, y/ =y/
fein, fo exhdlt man al8 die Gleidhung der Tangengiallinie TT/

b’

—_— oyl = = > o8

3 e azy,- (X X . 4)

obet auch
b2 xxl—atyyi — a’ bt == "% b)
Aus 4) folgt die Gleidyung der duvch Me gebenden Normallinie NN/

—_ vy = _al_v_f PR o b 6

Y Y T b2X' (X X) * )

§. 298.

b) Beftimmung der vier Vevihrungsgrofen.
Auf dhnliche Avt, wie bei der Cllipfe, findet man audh fliv die Hy-
perbel
Subtangente TP/ = x' — = ... D)

Tangente MT = l-%f-: VIE X - aty® ... 8)
D" Koo



Subnormale PN ="—-.. . 9)
T R T |
Normale MN = —\Ztii—?fm"_y_- Rt |

5. Berlibrung an der Parabel

§. 299.

% Gleidungen der %er1’i[)t1|ng§.- und der Novmallinie
ig. 92 Heifen x/, y' die
4 b KoordinatendesPunt.

\) :
i fe3 M’ (Fig. 324)

7). ; :
b / 2 ciner Pavabel, deven
\j&}" = e Gleidung y* = 2px
ift, fo wird man, um
, die®leichung vex durch
y/ M’ an die Pavabel ge-
,; Frm——————  jogenten Tangenfe ju
T 0 ethalten, noch einen
goeiten Punke M/ der

PDarabel nebhmen, defz
\ fen Koorbinaten x4,
y/ feien. Die Glei:
o -5l cdhung der durch M
und M/ gesogenen @efante 887 it

y—y——-y _y(‘c__‘)..‘])

;2

Flir die Punfte M/ und M4 der Pavabel ift aber
YrE = 2px/, YMQ — 2pxd,
woraus
# ok 2
y ___y‘ =t vils —lxy

xlc‘ P x yll + yt
folgt. Subjiituivt man diefen Werth in 1), fo hat man al8 Gleidhung
ver Sefante SS¢
2p

YA—Y -._—_.m(xw—x’)‘..i’)

Laft man nun ben Puntt M4 wmit M jufammenfallen, wodurd
y' =y’ wird, fo erhalt man aus 3) die Gleihung dev Berithrungs-
linie TT!

¥ A LG T Ty GRS
y

ober Yy'=p &FxD) . o0d)
Fitv die durd) M/ gebende Normallinie NN findet man aus 4)

e Y——-—(X“X‘) it )
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§. 300.

b) Beftimmung der viev Berihrungsgrofen.
1) @udt man ansé 5) die Abjeiffe bed Punkted T, indem man

Y = o fetit, fo exbdlt man TO = x = — x/; daher ift
TP! = TO + AP/ = x' L XF ="2x/,
alfo SGubtangente TP = 2x' ... 7)

2) Flr bie Tangente MT hat man
M/T2 = MP*? - TP? = y/* + 4x/® = 2px’ -} 4x'%,

fomit Zangenfe M'T = \/2:;' (4 2xD...8) 2

3) et man in 6) y = o, fo erhalt man fiv dMe Abfciffe bded
Puntted N ON = x = x/ - p, bdaber PN == ON — OP' ==p; alfo

@ubnormale PN =—=p ... 9).
4) Fhir die Normale MN exhdlt man
R-IINQ - 1‘].’?-2 _l___ P,‘N'.’. . Y.‘Z _‘___-[f—z 2px,l + p‘lr

alfo Normale MN = \/p (p + 2x) .. . 10)

o UWebungsaufgaben,

§. 801.

1. Die Gleichung ded Kreifes x® 4+ y2 =1 fo ju verandern, daf
der Anfangdpunft der Koordinaten
) X==2 Y
b) x=p—1py

_3;
0

I

werde.
2, Die Gleichung eined Kreifes ijt
a) x*4 y® — 6x -} 8y = 24;
b) x* 4 y* = 8x -} 6y + 75;
man beftimme die Koordinaten des Mittelpunfted und die Lange
Des Halbmejjers.
3. Die Gleidhung eined Kreifed ifi x2 4 y? = 100. Wie viel Punfte
hat die Gerabde

) Y ==6x —12;
b) 4y 4 3x = 50 ;
c) 4y = x - 40

mit diefent Kreife gemein ?

4, Bwei Punfte und cine Sevade find gegeben; man foll einen
Kreid finden, weldher dburdh jene gwei Punfte gebt und die Serade
Bertibrt.

5. Die Gleihung eines Kreifes ju finden,

a) welder durd el gegebene Puntee gebt, und einen der Groke
und Lage nach gegebenen Kreis bevlihre;

by welcyer durd) einen gegebenen Puntt gebf, und gwei gegebene
RKeeife berlihrt;

c) weldyer drei geacbene Kreife beviliprt.

An gwei gegebene Kreife cine gemeinfdhaftliche Tangente ju giehen.

7. Die Oleidung einer Clipfe ift 9x* 4~ 16y = 144, die Gleihung
¢iner Geradben

(=]



10.

114

12,

13.

14.

286

8y .=08x@¢k. 5,

e v i—" x -~ 5,

C) Y- 2x =0
man beflimme, wie viele Punkte die Clipfe mit jeder diefer Geras
den gemeinfdaftlich habe.

. Die Gleihung einer Clipfe ift x* - 25y% = 25; man fudhe die

Gleichung der Tangente fiir den %ctuf)wngépunff x'=8, y/=24

. Bon einem Puntte quperhalb der Clipfe an diefe eine %angenfc 3u

#ieben,

Wenn man durch die (Enbpunffc Der grofien oder fleinen Are zu
einem Punfte der Ellipfe swei Schnen gieht, den Winfel diefer Sebh-
nen zu beftimmen,

Die Gleihung einer Hyperbel ift 9y* — 4x* — 86; Mwie viele
Punfte hat die Gerabe

2
a) Y=‘g'+2i
by y = 2x — 8,
c)ayi=ix==8

mif der Huperbel gemeinfchaftlich?

LBon einem Punfie auferbalb dev Hyperbel an diefe eine Tangente
u zieben.

Die Gleichung einer Parabel iff y>= 3x; man fuche die Gleichung
der Tangente filv den Vevlibrungspunft x/ =3, y/ = 3.

WVon einem Punfte aufierhalb der Pavabel an bdiefe eine Tangenfe
iU gleben,

. Die Vabn eined Kometen fei eine Parvabel, und e feien jwei Cnt=

fernungen desfelben von der Sonne, d. i, jwei Leitftrablen r’ und rv,
fo mwie der Winfel o, den fie einfdliefen, gegeben; man fuche den
Ort ded Periheliums, d. i. den Pavamefer p und die Lage der Are
obet den LWintel v gwifchen der Are und dem Leitfivabl re.

— o ——
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