PREOLER

List za mlade matematlke, fizike, astronome in racunalnikarje

ISSN 0351-6652
Letnik 7 (1979/1980)
Stevilka 1

Strani 4-6

Joso Vukman:

O PERFEKTNIH STEVILIH

Klju¢ne besede: matematika.

Elektronska verzija: http://www.presek.si/7/410-Vukman.pdf

© 1979 Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
© 2010 DMFA - zalozniStvo

Vse pravice pridrzane. RazmnozZevanje ali reproduciranje celote ali
posameznih delov brez poprejSnjega dovoljenja zaloznika ni dovo-
ljeno.



MATEMATIKA

0 PERFEKTNIH STEVILIH

Obstajajo matemati&ni problemi, ki so po svoji formulaciji ze-
lo preprosti in lahko razumljivi, njihove reditve pa so tako
zahtevne, da jim pogosto najveéji matematiki niso kos. Na to-
vrstne probleme naletimo pogostec v teoriji Stevil, veji matema
tike, ki preucuje lastnosti naravnih Stevil. V tem sestavku si
bomo ogledali nekatere probleme, ki se nanaSajo na tako imeno-
vana perfektna dtevila.

Ze stari Grki so opazili, da obstajajo naravna Stevila, ki so
enaka vsoti vseh svojih deliteljev, manjsih od Stevila samega.
Stevila s to lastnostjo so imenovali perfektna. Perfektni &te-
vili sta na primer 6 in 28.

P 2% 3 =6 , 1 +2+4+7 + 14 = 28

Grki so najprej poznali le Stiri perfektna 3tevila, poleg 6 in
28 Se 496 in 8128, toda Ze Evklid (3. st. pred n. &§t.) je doka
zal tole zanimivo trditev:

Naj bo p naravno 3tevile. Ce je 2P - 1 pradtevilo, potem je
Ftevilo 2p_1(2p - 1) perfektno.

Euler (1707 - 1783) je Evklidov rezultat dopolnil s tem, da je
dokazal veljavnost trditve v nasprotni smeri:
Vsako sodo perfektno Ztevilo lahko zapidemo v obliki

ZPMI(ZP - 1) , pri demer je 2F - 1 pradtevilo.

Obe trditvi skupaj bomo Evklidu in Eulerju na cast imenovali
Evklid-Eulerjev izrek. Dokaz tega izreka je prezahteven in ga
ne bomo navajali.
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Z Evklid-Eulerjevim izrekom smo zvedeli nekaj o sodih perfekt-
nih Stevilih. Kako pa je z 1ihimi perfektnimi 3tevili? S tem
vprasanjem smo Ze pri problemu, ki ga doslej S5e nihCe ni redil.
Vsa doslej znana perfektna 3tevila so namreé soda. Ni znano,
€e 1iha perfektna Stevila sploh obstajajo, vendar je matemati-
kom uspelo dokazati naslednje: e obstaja kak3no 1iho perfekt-
no Stevilo, potem je to 5tevilo zelo veliko. Pa tudi s sodimi
perfektnimi Stevili so 5e vedno teZave. Res, da jih danes poz-
namo veé, kot so jih poznali Grki, toda %e vedno ni znano, ¢e
je sodih perfektnih Stevil neskonéno ali kon&no mnogo. Oglejmo
si problem konénosti oziroma neskonénosti Stevila sodih per-
fektnih Stevil nekoliko podrobneje.

Praitevila oblike 2P - 1 imenujemo po matematiku Mersennu
(1588 - 1648) Mersennova pradStevila. Evklid-Eulerjev izrek nam
$tudij sodih perfektnih Stevil prevede na 3tudij Mersennovih
prastevil. Ce bi torej mogli dokazati, da je Mersennovih pra-
$tevil neskonéno mnogo, bi s tem dokazali, da je tudi sodih
perfektnih Stevil neskonéno mnogo. Za Mersennova prastevila
lahko dokaZemo naslednjo trditev:

Ce je P - 1 pradtevilo, potem je tudi p pradtevilo.

Pisimo p v obliki p = mn , kjer je n pradtevilo. Trditev bo
dokazana, Ce dokaZemo, da je m =1 . Oglejmo si vsoto

1+ 2ms 22my 4 2("1m 15 56y bistvu vsota prvih n

tlenov geometrijskega zaporedja. Prvi Clen tega zaporedja je
1, kvocient zaporedja pa 2™. Po znani formuli je

142 22, . e 2Pldm o comn gy 0em _ 4y | Be upe-
Stevamo mn = p , dobimo 2P - 1 = (2™ - 1)(1 + 2™+ 22"+ ...
ceo + 2(m2Imy g4avito 2P - 1 smo torej zapisali v obliki
produkta dveh naravnih Stevil. Ker je 2P - 1 pradtevilo in
je drugi faktor veéji od 1, mora biti prvi faktor 1, to pa po-
meni, da je m =1

Dokazali smo torej, da je p prastevilo, ge je 2P - 1_praste-
vilo. Samo po sebi se vsiljuje naslednje vpraSanje: ali velja
ta trditev tudi v nasprotni smeri? Ali je 2P - 1 vedno pra-



Stevilo, e je p praStevilo? Vemo, da je vseh praStevil neskon
&no mnogo, zato bi bil trdilen odgovor na vpradanje, ki smo si
ga zastavili, hkrati tudi dokaz, da je Mersennovih prastevil
neskonéno mnogo. Toda Ze Mersenne je vedel, da 2P - 1 ni ved
no prastevilo, ¢e je p prasStevilo. Poznal je namreé primer

21! - 1 = 2047 = 23.89 1in 3e mnogo drugih.
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