MATEMATIKA

Konstrukcije z oznacenim ravnilom

N\
TADE) STARCIC

- V osnovni Soli se srecamo s klasiCcnimi konstruk-
cijskimi nalogami, pri katerih imamo na voljo Se-
stilo in neoznaceno ravnilo, le-te so popularne vse
od ¢asov Evklida’. V tem sestavku se bomo ukvar-
jali z nekoliko drugacnimi konstrukcijami. Upo-
rabljali bomo zgolj posebno ravnilo, ki ima, za raz-
liko od neoznacenega, dve oznaki na razdalji 1
enote. Recemo mu oznaceno ravnilo (slika 1). Do-

dajmo, da ga je redno uporabljal Ze Arhimed3.

SLIKA1.
Oznaceno ravnilo.

Dodatno je pri konstrukcijah z oznacenim ravni-
lom dovoljeno drsenje oziroma vrtenje roba ravnila
ob fiksni tocki, vse dokler njegovi oznaki ne prista-
neta na dveh vnaprej izbranih objektih. Prav to omo-
goca nove moznosti konstruiranja (slika 2). Grki so
te konstrukcije imenovali neusis, zapisano po grsko
kot vevo(C, kar po slovensko pomeni »mejiti« ali
»vstaviti«.

Lotimo se sedaj treh osnovnih konstrukcij.

Naloga 1

K dani premici p konstruirajte vzporednico skozi da-
no tocko T.
Dovolj je obravnavati primer, ko je to¢ka od premice

2Evklid (365 p.n.§ - okrog 275 p.n.8) je bil starogréki matema-
tik; z znamenito knjigo Elementi je postavil temelje geometrije.

3 Arhimed (okrog 287 p.n.§ - okrog 212 p.n.§) je bil starogrski
matematik, fizik in izumitelj; velja za enega najvecjih matemati-
kov vseh casov.

SLIKA 2.
Namestitev ravnila ob dani to¢ki T in z oznakama na danih
premicah p in q.

oddaljena manj od 1, saj na splosno konstrukcijo
enostavno razdelimo na vec takih podprimerov (slika
3). Idejo za konstrukcijo dobimo v Talesovem? iz-
reku o sorazmerjih, iz katerega sledi, da sta na sliki
4 premici p in g vzporedni natanko tedaj, ko sta tri-
kotnika AABC in ATBD podobna. Torej, pri dani
toc¢ki T in premici p najprej namestimo ravnilo tako,
da ena oznaka sovpade s T, druga oznaka pa je na
premici p in doloca tocko A; velja |[TA| = 1. Potem
na premici skozi A in T oznac¢imo tocko B tako, da je
|AB| = 1. Na enak nacin konstruiramo Se C in D tako,

SLIKA 3.
Konstrukcija vzporednice v primeru oddaljenosti tocke od pre-
miced > 1.

4Tales (okrog 624 p.n.§. - okrog 546 p.n.§) je bil starogrski
matematik in filozof.
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da so B, C, D kolinearne in je |[BC| = |[BD| = 1. S tem
doseZemo podobnost zgoraj omenjenih trikotnikov
in posledi¢no vzporednost p in q.

SLIKA 4,
Konstrukcija v/2.

Sedaj, ko znamo konstruirati vzporednice, bomo
zlahka priredili klasi¢no konstrukcijo delitve daljice
na skladne dele za primer z uporabo oznacenega rav-
nila.

Naloga 2

Za poljubno naravno Stevilo n razdelite dano daljico
na n skladnih delov. Posebej, konstruirajte razpolovi-
SCe daljice.

Naslednja konstrukcija je bolj zvita kot prejsnji
dve; glejte tudi Clanek [2, str. 65].

Naloga 3

Konstruirajte pravokotnico na dano premico.

Pomagali si bomo s Talesovim izrekom o obodnih
kotih in dejstvom, da se viSine trikotnika sekajo v
viSinski tocki.

|

SLIKA 5.
Konstrukcija pravokotnice.

Najprej na dani premici p konstruiramo tri tocke A,
B in C, da je |AB| = |BC| = 1, nato pa zunaj p iz-
beremo Se tocki D in E tako, da je |BD| = |BE| =1
(glejte sliko 5). Daljici AE in CD naj se sekata v tocki
V, nosilki daljic AD in CE v tocki F, preseciSCe no-
silk FV in AC pa oznac¢imo z G. Po Talesovem izreku
sta kota ZADC in ZAEC prava, zato so CD, AE in
posledi¢no FG viSine trikotnika AACF. Torej je FG
pravokotna na p.

Velja naslednji izrek; natancen dokaz najdemo v
literaturi: [1, pogl. 9] in [2, str. 66].

Z oznacenim ravnilom je mogoce izvesti vse kon-
strukcije, ki jih lahko napravimo z neoznacenim
ravnilom in Sestilom.

Oglejmo si sedaj dve konstrukciji, ki v sploSnem s
klasicnim geometrijskim orodjem nista izvedljivi,
kar je Sele v 19. stoletju dokazal Pierre Wantzel®.

Naloga 4

Konstruirajte daljico dolZine +/2. To je slavni staro-
grski problem in je bolj znan pod imenom podvojitev
kocke: Ali je pri dani kocki mogoce konstruirati tudi
kocko z dvakratnim volumnom?

Preprosto konstrukcijo v/2 z oznafenim ravnilom
(slika 6) je poznal Ze NikomedS, ki je bil sploh prvi,

SLIKA 6.
Konstrukcija v/2.

>Pierre Laurent Wantzel (1814-1848) je bil francoski mate-
matik; reSil je dva znamenita in dolgo ¢asa odprta starogrska
problema.

6Nikomed (280 p.n.§.-210 p.n.8.) je bil starogrski matematik;
znan je po iznajdbi krivulje konhoide.
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ki je uporabil to konstrukcijsko tehniko. Na sliki 6 je
v GeoGebri predstavljena njegova konstrukcija. Naj-
prej z Ze osvojenim znanjem konstruiramo enako-
kraki trikotnik AABC, da je |BC| = |AC| = 2|AB| =1,
ter tocko D na nosilki AC, da je |AD| = 1. Cilj je nato
oznaceno ravnilo namestiti tako, da bo ena oznaka
(tocka E) leZala na nosilki daljice AB, druga oznaka
(tocka F) pa bo na nosilki BD; velja Se |[EF| = 1. Dr-
senje ravnila okrog fiksne tocke C simuliramo tako,
da rob ravnila predstavimo z nosilko CE, pri ¢emer
lahko E prosto premikamo po nosilki AB. Povejmo,
da pri tem F ob VkTopu sTedi izriSe eno vejo krivu-
lje, ki se imenuje konhoida; pri koordinatnem izhodi-
Scu (0,0) v C in tocki (1,0) v G ima ta krivulja v kar-
tezi¢nih koordinatah enacbo (v +1)%(x? +?) = y2.
Naj se v tocki G sekata vzporednica daljice AB skozi
C in nosilka BD, s H pa oznac¢imo razpoloviSce
AB. Potem sta podobna para trikotnikov AADB ~
ACDG (z razmerjem stranic 1 : 2) in ACFG
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AEFB. Sledi |CG| = 2|AB| = 1 in x := |BE| =
‘ETC”FClGI = ﬁ Uporabimo $e Pitagorov’ izrek, malo

preuredimo enacbo in pokazimo x = v/2:

* (ICF| +|FE|)® = |CE? = |HE|]? + |HC|?
— (3|AB| + |BE|)*+
+ (JAC]? — (3|AB|)?)
E+1)*=G+x)’+ 8
0=2x*+x3—4x-2
= (2x +1)(x® - 2).

Naloga 5

Konstruirajte tretjino danega kota.

Tudi ta problem izvira iz Stare Grcije. Na sliki 7
je prikazana Arhimedova konstrukcija, kjer je poleg
oznacenega ravnila uporabljena Se enotska kroZnica
(tj. z radijem 1). Dani kot x = ZBAC je kar izsek
enotske kroZnice, oznaceno ravnilo pa je z robom
ob to¢ki C namesSceno tako, da ena oznaka (tocka D)
lezi na nosilki kraka kota AB, druga oznaka (toCka
E) pa na kroZnici. Opazimo, da sta trikotnika ADAE
in ACEA enakokraka. Odtod boste bralci znali sami

7pitagora (okrog 570 p.n.§-okrog 495 p.n.§) je bil starogrski
matematik, filozof in politik; ustanovil je tudi svojo Solo.

MATEMATIKA

SLIKA 7.
Tretjinjenje kota.

izpeljati y = %(x. Konstrukcijo brez kroznice najdete
v knjigi [1, str. 127].

Za konec poskusite reSiti Se nekaj krajsih nalog.
Pa veliko uspehal!
Naloga 6
Pri dani krozZnici K in tocki T konstruirajte tako tocko
P na X, da bo |TP| = 1. (Ustrezno namestite ravnilo.)

Naloga 7

V GeoGebri izdelajte orodje, ki bo med dani premici
namestilo daljico dolZine 1 tako, da bo Sla nosilka da-
ljice skozi vnaprej izbrano tocko. (Pomagajte si z na-
logo 4 oziroma s krivuljo konhoido.)

Naloga 8

Konstruirajte kvadrat in enakostranicni trikotnik.

Naloga 9

Kako bi konstrukcijo v nalogi 5 simulirali v GeoGebri?
(Ena od oznak ravnila naj potuje po nosilki kraka da-
nega kota ali po kroZnici.)
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