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Vorwort v wennten Anflage,

Die porliegende Auflage bder Avithmetif und Algebra unterfcheivet jich
joroofl besiiglich dev nordmung bes Lehritoffes als8 der Behandlung vesfelben
wefentlid)y von den fritheven Ausdgaben bdiefes Lehrbudhes.

~ Gine pburdygreifenbe Aenderung in der Glieverung des Infaltes erfdhien
jdhon buvd) bad Stveben geboten, in bdiefer umgearbeiteten Ansgabe bdie ov-
ganifhe Entwidlung des Babhlenbegriffed und bdie badburd) Dbebingte fort-
jehreitende Grieiterung der Opevationsbegriffe dem Schitler su mglichjt fHarvem
Bewnftfein au bringen. Nacdhbem naturgemdf suerft bie Grunboperationen
mit abfoluten gangen Bahlen behandelt werden, with, bdamit bdie inverfen
Opevationen, die Subtraction und die Divifion, unter alfen Umitinden aus-
gefiihrt toerben Idnnen, auf bie Nothwendigleit Hingewiefen, die algebraifdien
und bie gebrocdhenen Baflen in bie Redynung eingufiihren. Ehen o eridijnet
bei ben Nangopevationen die Radicierung, indem fie in der Reibe der ganzen
und gebrochenen algebraifchen Zahlen nicht immer ausfiihrbor erfdeint, bdie
nenen Gebiete der irvationalen und der imagindven Bahlen. Jebe neue Jahl-
form. tritt dabet al8 eine hiheve Stufe in der Crieiteving des Sahlengebietes
auf, fo zwar, daf ber auf ifr gewonnene Begriff alle vorhergehenven in
fich umfaft.

Mit der fortjdyreitenen Eniwidlung des Bahlenbegriffes mitjfen aud
bie Vegriffe der Opevationen allmdhlich evweitert werden, fo daf fie aucd) auf
vie neue Sahlform anwendbar werpen und baf ftetd in der neuen Definition
bie fritheven al8 Defonmbeve Fille enthalten find.  Bugleich muf jedesmal
nadygemwiefen werden, bap bdie Lehriige, welche fliv die fritheren Bahlen ab-
geleitet wurben, auch fiiv bie neue Zahlform giltig find, wodburd) venfelben eine
imner audgedehnteve Antwendbarfeit gefichert fvird.

Sowte im Gangen, ift aud) im Eingelnew auf eine organijche Gliederung
bed Stoffes Vedacht genommen worden. Bei jever newen Operation wurben
guerit bie BVerbinbungen der neumen Rechuungsform durc) die fritheren Opera-
tionen, amd bann die BVerbinbungen der fritheren Redhnungsformen duvd) die
nene Opevation in Unierfudiung gezogen. Die eingelnen Lehrfise wurben ba-
bei jo georduet, baf Bujommengehiriges in natiivlicher Anfeinanderfolge ju-
fammengeftellt exfcheint, und daf die Aehnlichleit vev gleichartigen Sise auf
ven verjchiedenen Nechnungsitufen Yeicht itberblictt werden famn. m viefe An- .
orbmung aud) bei den inverfen Operationen ju evmbglichen, habe idh jur Be-
gritnbung ber dort vovfommenden Lehriie ftatt dev fonjt fiblichen Probebeweife
purchgingig den Saf angewendet, baf eine Jahl unverduvert Lleibt, wenn
man fie mit berfelben Bahl durdh ztwei entgegengefeste Opevationen verbinbet.

Die Briiche evhielten, wiewoll das Rechnen mit venfelben jchon itn dem
Pedhnen mit bex Quotienten enthalten ijt, ihre eigene Stelle, nicht nur, weil
die bejondere Anffaffung der Ouotienten al8 Briiche im Leben allgentein fo ges
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[dufig geroorben ift, daf von diefer Borftelfungsmeife aud) die Wijfenichaft fitg-
lich nicht leicht Umgang nehmen fann, jondern auch darvum, weil mehreve Siite
ifber Quotienten iy in diefer Form dev Anffaffung einen befoudeven Wevth er-
halten. Gleiches gilt aud) von ben Vevhiltnifjen.

3 ber Lefhre vom Fechuen mit unvolljtindigen Decimalbriichen, weldje hiev
neut dagugefommen ijt, wurde einerfeits gejeigt, mit weldyem Grade der Buver-
(iffigteit in jedem Falle das Rechrungsrefultat bejtimmt werden Fune, anbever-
jeit8, welche Genauigleit die gegebenen Bahlen Haben miifjen, bamit dbas Refultat
big au einer beftimmten Decimaljtelle ver(dflich gefunben werde.

Die Theorie der irvationalen und ver imagindven Bahlen wurde ginglich
umgearbeitet. Auch werben bie vieljeitigen BVevbefjerungen, weldhe in den Ab-
jdhnitten iiber die Gleichungen, Reihen und Combinationen vorgenomumen wurben,
bem aufmertiamen Lefer nicht entgehen.

Die Uebungdaujgaben find, damit eine leichteve Ueberficht bed eigentlichen
Lelvbudhes ermiglichet werde, in inniger Begiehung 3u den theoretijchen Yehren
geovdnet, in einem abgefonderten Anhange jujammengeftellt worden.

Graz, im September 1866.
Der Berfaffer.

Vorwort sur eilften Auflage.

Die Abweichungen diefer uflage von den 3wei vorhergehenden beftehen mir
it eingelnen Berichtigungen.

®raz, im September 1869,

Der Berfaffer.



Einleituny

51 8 ?I[Ies, wag ausd Theilen bdevjelben Art bejteht oder aus folchen
befjtehend gebacht werden fanm, wird Gréfe genannt. Bei jeder Grife fann
bie Menge der in ihr enthaltenen gleichartigen Theile, die Quantitdt, und
bie Befdyaffenteit derfelben, die Qualitdt, in Betradht geyogen werven.

Die Wiffenjdhaft, welde fich mit der Unterjuchung der Grifen in Be-
stehung auf beren Dwantitdt befchdjtint, heift Mathematif.

§. 2. Die Menge der in einer Grdfe enthaltenen gleichartigen Theile
beftimmen, beifit bie Grdfe meffen. Um eine Grdfe zu meffen, nimmt man
eine beftimmie ®rofe verfelben Avt ald Einheit an und unterjudyt, wie oft
piefelbe in ber gegebenen Grdfe enthalten ift. Der Ausdvruc, welcher bdiefes
angibt, wird Bahl genannt.

§. 3. Man unterfcheivet ftetige und dbidcrete Grifen. Cine Grife
heifit ftetig, wenn ihr in Begiehung auf die Angahl der Theile Ffeine Grenge
gefetst twerden fanm, wad der Fall ift, wenn jeder Theil wieder die namlichen
Gigenfdyaften befifit, weldhe auch vpas Gange hat. Stetig find alfe Raumgrogen,
3. B. vie Rinien.

Gine Grofe beifft didcvet, wenn man bet der Jerleguug derfelben auf
Theile fommt, bdie einer weiteven Berlegung nicht mehr fihig find, ohne daf
ver Beqriff ber Grife felbjt aufgehoben wird; 3. B. eine Bahl Gulbenftiicte.
Jebe didcrete Grofe it aus gefonverten Einbeiten jzujommnengefest, Ddeven
Menge durch die Bahl bejtimmnt wird,

Infofern die Mathematif die Grdfen ald8 bdiscret betradytet, Deifit fie
Avithmetit, infofern fie die Grifen ald ftetig behandelt, Deifit fie Geo-
metrie. Die Arithmetit befchiftigt fich mit den Bahlen, die Seometrie mit
ben Raumgrifen.

§. 4. Jeve Bablenbilbung beginnt mit dem Sepen ber Einbeit, zu
fweldher man wiever die Ginbeit und ju jeber dadurch gebilbeten Zahl immter
wieder eine Cinfeit fepen Tann. Die bavurch entftehende Neihe von Jabhlen
heifit bie natiiv(idhe Bahlenreile.

Die Cinheit jelbft, fowie jede buvch das iiebevholte Sehen bderfelben
gebilbete Sahl wird eine gange 3abhl genannt. Um angugeben, daf feine Ein-
heit gefest fei, bebient man fich bes Auspruces Null. Da exft durd) bas
Sepen ber Ginbeit etne Zahl entjteht, o ift die Null als ver Ausgangspunct
jeber Bablenbilbung angufehen, ;

Jdn der natiivlidhen Bahlenveihe entjteht jeve Safl aus der vorhergehen-
bent durd) Hingufiigen einer Einheit, und aus der folgenden durch) Wegnehmen
einer Ginfeit. Das Hingufitgen, besiiglich Wegnehmen einer Cinfeit von einer
Babl sur andern fortfessen, heifit zahlen; vad erjtere vovwdvtdzahlen,
pad leptere vitdmwartgzahlen. Jenes fann an dev natiivlichen Bahlenveihe
ofe Gnbe fortgefelt wevden, diefes mur, big auch die erfte Cinfeit weggenom-
men ift und beren feine, alfe Null, iibrig bleibt.

§ 5. Rablen, welche eine beftimmte Neenge von Cinfeiten ausdviiden,
beifent Befoubeve Bahlen; Sablen, weldhe ivgend eine Menge von Einbeiten
vorftelfen, Heifen allgemeite Sahlen.

Moénit, Avithmetit und Algebva, 11. Anfl. 1
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Aur Darftellung der Bahlen find entfprechenve Zahlausdriicde ober
Bahlzeichen erforderlid.

Die befoudbeven Bahlen werben duvch befonbeve Bahlzeichen (Zijjern)
auégedriicft, und 3war bdie evften neun Bahlen der natifrlichen Balhlenveile,
wenn man ihren auch die Null al8 thren Audgangspunct vovanjtellt, durd
0,1,2 3, 4,5, 6,7 8 9. Mittelft diefer Jablzeichen fonnen nach beftimm-
tenr Grunbdidten, von penen fpiter (8. HY) bie Nede fein wird, alle befonderen
Bahlen ausgepriictt werden.

Buv anfdanlichen Darjtellung ber natiivlichen Sahlen dient bie nac-
ftehenbe Sablenlinie, auf welde von O aus nad)y einer beftimmiben Nidtung
aleiche Strecen aufgetragen werden:

e gL e O SHE . N  [REATS ARI

i
-

Allgenteine Sahlen werben durd) allgemeine Seichen, gewdhnlich durdy
bie fleinen Budftaben des lateinifchen Alphabeted Dbezeichnet. Um anzuzeigen,
pafy pie Werthe gewiffer Sahlen exjt beftimmt werdben jollen, briidt man bie-
felbenr purch bie letster. Buchitaben bed Alphabetes w, v, w, x, y, z aus.

Je nachvem die Avithmetit nuv befondeve oder andy allgemeine Zahlen in
DBetvadht zieht, Heift jie die bejonpere oder die allgemeine Arithmetif.

§. 6. Wird beim Bdhlen bie Art ver Cinfeit gany unbeviidfidtiat ge-
lafferr, fo Yeifen bie dabuve) gebilveten Balhlen veine ober unbenannte
Bahler; witd aber beim 3dhlen auch die Avt ber Einbeit audgedritt, fo
entftefien benannte Bahlen. Man exhilt bemnach) burcd) a maliges Sepen
per reinen Ginbeit, alfo ver Ging, dbie unbenannte Bahl a, duvd) amaliges
Getien etner benannten Ginfeit E die benaunte Zahl all, wovin K bdie Be-
nenniig heifit.

§. 7. Biwet Bahlen (iberhaupt zwei Grifen), welde denjelben Werth
haben, Geifen einanver gleidy. Um angugeigen, baf a und b gleid) find,
fchreibt man a==b; in bdiefem Falle ijt immer aud) b==a, Cin Ausdrud von
per Form a=>b Yeifpt eine Gleichung; b=a ijt die Umfehrung bder
Gleidung a = b,

Atwet Saflen (itberhoupt swei Grifen), weldpe nicht denfelben Wevth haben,
Geifien ungleich, unb gwar bheit bdiejenige, zu ber noch etwasd hingugefetst
werben mup, wm die andeve hevnovzubringen, dbie fleimeve, Ddie anbere bie
grifiere. Daf a qubfier afg b ift, driidt man dburdh a>b aus; in diefem
Falle ift aud) b feiner als a, was duvd) b<<a begeichnet wivd, Anusbriice
von ber Fovm a>>h, ober b<ca mennt man Ungleichungen.

Begeichnen a und b jwei beliebige Sahlen (ober Gvifen), fo muf ent:

veber a>>b, ober a="b, ober a<b feint; wofilr man aud) fdyreibt a%h.

§- 8. DBon gegebenen Sahlen durc) vovgefchriebene Verbindung derfelben
au ciner anbern gefuchten Bahl iibergehen und [epteve dabuve) beftimmen,
heifit vedynen. Die Bafhl, u welder man puvch das Rechuen gelangt, Heift
bag Refultat ber Redymung.

Jn einer Bafhlenverbinvung an die Stelle ber allgemeinen Jahlen (Buch-
ftaben) Defondeve Bahlenterthe fefien, und mit diefen die vorgefchriebenen
PRechmungen ausfithren, heift fubitituieven,

Dag Bdhlen ift die einfachjte Avt des Rechnens und afle anbeven Redh-
nungéopervationen fdnnen bdavaus abgeleitet werdern.
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Das Fovtidhreiten tn ber natilivlichen Sahlenveihe von einer gegebenen
Aahl aus wm eine gegebene Bahl bon CEinbeiten heift die Addbition; bie
Umfefrung bdiefer Operation die Subtraction. Die Abdition gleicher Jahlen
heift Multiplication, undb bie Umiehring derfelben Divifion. Diefe
vier Rechnungsarten nennt man die Grundoperationen.

Die Multiplication gleicher Baflen fithrt auf Sabhlen Hiheren HRanges;
bte Rechnung, durch weldye diefe gefunden werben, heift dbie Potenzievung,
aug verer Umfehrung fich die Radvicierung (vas Wurgelauszichen) und die
Logavithmievung evgeben. Die lefsteven drei IechnungSavten nennt man
Rangopervatiomen.

Die Gefetse der hier angebeuteten Opevationen 3u unterfuchen, bildef die
Hauptanfgabe der Arithmetit. Die Lehre diber die Anwendung bdiefer Gefetre
anf bie Lofung von Aufgaben, inbem man die Begiehungen zwijdpen den un-
betannten und befannten Bafhlen durch Gleichungen ausdriidt, und aud biejen
bie Werthe fiiv die unbefannten Babhlen fucht, heift Algebra.

4 $iufig werben biefe beiben Theile dev Mathematit als Ganges mit dem gemeinjdafjt=
lichen Mamen Algebra, von einigen mit bem Namen allgemeine Arvithmettf begeidynet.

8. 9. Die Mathematit ftitst ihve Lehren auf gewiffe Grunbwahrheiten,
welche an fich flav find und deshalb nicht weiter begriindet ju werden braudyen.
Solche Grundwahrheiten werven Gruundjafe (Ariome) genannut.

@iie, bie nicht am und fitr fich einleuchtend jinb, deven Richtigteit erft
aus anberen beveits al8 walhy anerfannten, Sien hergeleitet werben muf,
heifen Lefhridte; fie miifjen bewiefen werben.

Gin Sat, deffen Wahrheit fich aus ver Crflivung eined Vegrifjes over
aué einem eriiefenen Sae ummittelbar exgibt, heift ein Folgeiak.

& 10. Allgemeine mathematifde Grundjdipe:

1. Seve Grdfe ijt fich felbft gleich. .

a—a.

2. Wenn jwei Grdfen jede einer dritten gleih finb, fo find fie aud

upter einanber gleich.

Sft a=c und b=r¢, fo ift auch a=b.
v 3. Wenn mit gleichen Grdfen gleiche Verdndevungen vorgenomumen ter-
ben, o erhalt man gleiche Grofen.

4, Das Gange it .gleich allen feinen Theilen zujammengenommen.

5., Das Gange ift grofer al8 ein Theil besfelben.

6. Wenn eine ®risge einer aweifen gleich, diefe aber einer briften un-
gleich ift, fo ift auch bie erfte der britten ungleich, und jwar mit pemfelben

uug[eigﬁf)pitsaei_c‘lym.

et & = b, a— b,
hzmic; b—c
fo ift audh a=>c, Chreto

7. Wenn eine Grife grdger (opev fleiner) alg eine gweite, und biefe
micber grifer (obev fleiner) alg ene britte ift, fo ift um o mehr audy die
erfte ®risfie griper (ober Heiner) alg bie britte. ;

Wenn a=>Db, a<h,
P e i 2 Pl Sgsdni
fo ift auch a=>e, <.

1*
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Criter Abjdhnitt.
Die Grundoperationen mit abfoluten gangen Ballen.

L. Die Addition.

SR R 5 Su einer Bahl a eine Zahl b adbbieven Heift, von a
aus um fo viele Ginbeiten weiter 3dhlen, wie b amgeigt. Wan nennt die
gegebenen Bablen a und b die Summanbden (Theile), die gefundbene Sahl ¢
pie ©Summe, und fdreibt a + b = c¢. Ter eingeflammerte Ausovrud
(a 4 b) fteflt die al8 bevechnet gedbachte Summe von a und b vov.

Unt die Addbition zweier Zahlen a und b auszufiihren, jchreitet man in
per Bahlenveifie von a ausgehend um fo viele Ginbeiten vorwirts, ald ihrer b
enthilt; vie Jabl, ju der man daburd) gelangt, ijt die gejuchte Summe. 3. B.
b4+3=5+14141=8

2. Unter der Summe mehrever Jahlen verfteht man die Summe,
3 der man gelangt, indem man ju ver Summe der beiben erften 3aflen die
pritte, 3u der newen Summe die vierte Bahl w. . w. avbiert. €8 ift vemnad)

a+b+c=$a+b)—|—c,'
a+b+et+d=[a+b+c+d uif

Solgefoh. Wenn ein Summand o ift, {o it die Summe dem
anbeven Summanden gleid.

ot+a—=a a-t+o=—3s 0-+to0=no.

§ 12. GCine Summe bleibt unverdnbdert, wenu man die
Summanben unter einander vevtaujdt. ;

E8 fetem a und b bie beiven Summanden. Bilbet man eine Reihe,
weldpe a und b Ginheiten enthdlt, ndmlich

a b

1+1414...4+14+14+14141...4+1+41,
fo erhdlt man offenbar gleich viele Ginbeiten, mithin bdiefelbe Bahl, ob man
alfe Ginfeiten diefer Reihe von [infé nady vechts, ober von redts nadh linfs
3. Im erjten Falle gelangt man durch dag Bahlen junddft ur Bahl a,
und wenn man um b Einfeiten weiter 3ahlt, jur Zabhl a 4 b. IJm jweiten
Falle gelangt man juniddit jur ahl b, und wenn man um a Cinheiten weiter
3a0it, sur Babl b +a. 8 ift alfo a + b =b 4 a.

Diefer Sap behdlt feine volfe Giltigleit aud) dann, wenn mehr alg zwei
Summanben gegeben fino. Da ndmlich je zwet auf einonber folgende Sum-
manben bei ungednberter Stellung der itbrigen vertaujdht werben vitrfen, fo fann
purch wiedberfholtes Vertaujchen zweier jolcher Summanden jeber Summand an
jeve porgefdhriebene Stelle gebracht werden. o ift 3. B, fiiv dret Summanben

at+b+e=a4+c+b=ct+at+b=ct+b4a
=b+c+a:b+a+c.

€8 it demnach auch bet mehreren Summanden fiiv die Summe gleid)-
giltig, in weldher Ovdnung diefelben adbievt werden.

1. Berbindbung von Summen durd dbie Addbition.

§ 13. 1. 3u einer Summe wird eine Sahl adbbiert, indbem
man jie ju einem dev Summanden abdbievt,
§&+b)+0=(a+c)+bf ober
a+b)d+c=a+ (b4 e




Beweis.
a+b+c=at+ct+bmumbatbtec=b+ec+ a8 12).
(b4 c¢)+a (811, 2)
+

@+b)+ec=@+c)+bud(a+tb +ec
(b 0 (5.19)

a

2. Buceiner 3ah( wird eine Summe addiert, indbem man bie

Summanven eingeln dazu abdiert,
a—}—(b—l—c):(a-l—b;—l—c, ober
a+(b+c)=(@a-+4+c) +b

Folgt aus pen Gleichungen in 1.

3. 3u einer Summe wird eine Sumnte adbbievt, indbem man
nach etnanver jeden Summanbden dey yweiten Sunime ju einem beliebigen Sums-
manben bder erften abbiert.

&-}wbg—}—(c—}—d):(a—]— ¢) + (b + d), ober
a+4b)+(c+d)=(a+d) -+ (b+c).

Folgt aud 2. und 1.

Summen von gleidien Jummanden.

§. 14. Wenn in einer Swmme diefelbe allgemeine Jahl biters als Sum-
ntand vorvfommt, fo wird die Swimme abgefiivyt daburd) bejeichnet, dafy man
bie allgemeine Babhl nur einmal anfchreibt und thr die Bahl vorfeist, welde
angeigt, wie oft bie allgemeine Zahl al8 Summand vovfommt; 3. B.

at+a-+4a-+a+ta=>5sa

dn bem Ausbrucde 5 a Beifit dbann a die Hauptgrdfe und 5 dev
Coefficient.

Jeve allein ftefende Hauptgrofe fann man fid, da fie Imal gefetst ijt,
mit pem Goefficienten 1 verfehen venfen. €8 ijt alfo a = 1 a.

Ausvritde, weldye diefelbe Hauptgrife haben, heifen gleidhnamig, 3. B.
Sa ump 6a, 3x und x, Ausdritde, welde verfdhievene Hauptgrofen Haben,
heiffen ungleidynamig, 30 B. 3a und Tb, 5x und 5y.

§ 19. @letchnamige Ausdriicte werben adbbiert, inbem man ihre
Goefficientenr abdiert und bdie erhaltene Summe der gemeinfdhaftlichen Haupt-

arife vorjefst.
ma + na=(m -+ n)a.
feweis. ma 4 n a.

a+a-4a... (mmil)+ a4 a-a-... (omal)

(IR

=a+a-+a...(m -+ n)mal
= (m 4 n) a.
3. 8.3 +42=34+4)a="Ta.
5x + 6y) + (7x + y) = (6x 4+ 7x) + (6y + y) = 12x + Ty;
mwas audy fo davgejtellt wird: 5x + 6y
x4+ v
12x + Ty.
2. QBerbindbung von Gleidungen und Ungleidhungen burd) bie
Adbdition.
8 16. 1. Gleidies ju Gleidhem abbievt gibt Gleides.
Benn a = b,
0:(1;

jo ift a4 c=b + d.
Folgt unmittelbar aus §. 10, 3.
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2. Gleiches julngleichem avbdbievt gibt Ungleidyed mit bem-
jelben Ungletchheitszeichen.
Wenn a = b,
O =l
foift a +c=>Db -+ d MEM
Beweis. E8 fei w bie Sahl, welche zu b abdbiert werben muf, um a
st ethalten, alfo a=b + w, foift nadhl. a+c=>b 4+ w4 d Nun
ift b4+ w-+d=>b-+d (8 10, 5), folglih audy a ;- e=>b 4 d.
3. Ungleidhes zu Ungleichem mit bemfelben Ungleichhette-
seidyen apbiert gibt Ungleiches mit eben fo geftelltem Mugleich-
heitgzeichen. '

Wenn a > b,
¢ >d;
foiftad4+c>b4 d
Brmeis, C8jeic=d + w, fohat man nadh 2. a + e¢>b 4+ d 4 w.
Nun iftb + d 4+ w > b -+ d (§ 10, 5), folglich um jomehra 4+ e¢=b + d
(8. 10, 7). g

II. Die Subtraction.

§ 17. Bon einer Zahl a cine Jahl b fubtrahieren heifit, aus
a al8 ber Summe jiveier Zahlen und b als dem einen Summanden dert arbern
Summanbden fuchen. Die gegebene Summe a heipt dev Weinuend, bder ge-
gebee Summand b ver Subtvafend, und ber gefudhte Sunumand e bie
Differens Man johreibt a — b = c; dev eingetlammerte Ansprud (a —b)
bezeichnet bie alé beredhnet gedachte Diffeven;.

Die Anfgaben ber Subtraction find eigentlicy weierlei; ed ift 1. ju beftimmen, twie
viel g b gt abdieven ift, bafi die Summe a erfheine (Crginzung); ober 2.: wie biel von
ber Gumme a nod) bletht, wenn b weggenomuten wirh (Reft).

Solgefie. 1. Weun nman die Diffeveng jiweier Sahlen und den
Subtrabend abbiert, fo erhalt man den Minend.

(a —b) + b =a, obex
b+ (a—b) = a.

2. Wennman von der Summe 3weier Sahlen beneinen Sum-

manben jubtrabhiert, fo exhdlt man den jweiten Summanbden.
(a4 b)—Db =a, unbd
(a = b) -- a="h.
3. CGine Zahl bleibt unverdndert, wenn man diejelbe Jahl
31t thy abbievt und von ihr fubtvahiert.
a = (a 4+ b) — b, ober
A (?1, — b) + b.
Folgt aud 2, und 1.

Die Avpbition und die Subtraction find bdemnach einander entgegen-
gefelst, und zwav ift die Abdition eine bivecte, bie Subtvaction eine
tnbivecte ober inverie Operation. ;

4, Wenn der Subtrahend dem Minuend gleidy ijt, fo ift die
Diffeveng gleich Mull

a = A==10,

5. Wenn der Subtrahend o ift, jo ift die Diffeveny bem

Minuend gleid.

a—0=2=8& 0—0=0.



& 18, Um bie Subtvaction gweier Jabhlen a wid b auszufithren, jchveitet
man vowr PWinuend a oud in der Zahlenveihe um o viele Einheiten viidwivts,
wie ber Subtvahend b augeigt; vie Babhl, zu welder man dadburchy gelangt, ijt
bie gefuchte Differen. 3. B. T—3=T—-1—1—1=4

Pan fann audy vom Subivahend b i der Bahlenveibe um fo viele Einfeiten vor-
wirts fdhveiter, bid man jum Minuend a gelangt; bie Amgahl dev zuvitdgelegten Einbeiten
ift bie Differens.

Die Subtvaction famm an der nativlichen Sahlenveihe mur danun aus-
gefithut werdenr, wenn der Subtvafend nicyt grofer al8 ber MWinuend ijt, invem
man fonjt, weil obie natiivlidhe Bahlenveibe viidwdirts mit o abbricht, vom
Meinuend nicht wm o oiele Ginbeiten juviicjchreiten [dnnte, wie der Sub-
tvahend angeigt.

Bei ven folgenben Sifgen werben iwiv baber bvovldnfig vovausdjesen,
paff die Subtrahenden ver vovfommendven Diffevensen nicht grofer ald ihre
Miinuenden {ind,

1. BVerbindbung von Diffevengen dbuvd) die Avdbition.

§. 19. Bu einer Diffeveny wivd eine Zahl abbievt, indem man
fic jum Mimtend addiert, oder bom Subtrahend fubtvafhiert.
(a —b) + ¢ =(a -+ ¢c) — b, ober
(@a—b)+c=a—(b— c).
Beweis. 1. (a —b) +e=}[(a—b) +c]+ Dbl —b (§ 17, 3)
a-t+c¢)—b(§ 13, 1 wd § 17, 1).

[

2. (@—b) fo=|[a—b) +ef +(b—cl—(b—c)
' (517, 9)

= (@ —b) + e+ b —0)f —(b—0)

(§. 13, 1)

[@a—b)y4+b] — (b —¢) & 17, 1)
a— (b—e¢) (§ 17, 1).

Solgefa, Wenn man zu einer Jahl eine yweite ju adbdbieren
und bavon eine dritte ju jubtvahieven hat, fo it e fiiv vag e
jultat gleichgiltig, in welder Ovdbnung man addiert und jub-
trafiervt.

(a + ¢) - b= (a —b) 4 c.

§ 20. 3u einer Zahl wivd eine Diffevens abbiert, indem
man ben Minuend abbievt und ven Subfvahend jubtvahievt.

a4 (b—c)=(a+ b)—ec, ober
a+(b—c)=(a—c)-+b.

Die exfte Gleichung evgibt fich mit Amvendung ves §. 12 aus §. 19;
bie jweite Gleichung folgt aus der erften mit Nidficht auf §. 19, Folgef.

8§ 21. Gine Summe Hleibt unvevdnbdert, wenn man ju dem
etnen Summanden eine Sahl abbievt und von bem anbern Sum=
manben diefelbe Fahl fubtvahiert.

a+b=(a+c)+ (b—c), mbd
a-}—b:(&—c%-—}—(b-%—c).
Folgt aus & 20 und §. 13, 2; denn

(a+c)+(b—c)=[(a+c)—c]+b=a-+b, undb eben fo

(a—c)+ (b +c)=[a—c)+cl+b=a+b.
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§. 22. Bueiner Differeny wird eine Differeny abbiert, inbem
man von der Summe der Winuenden bie Summe ber Subtrahenden fubtvafiert.
@) <hilo ) (s o @)

Beweis. (a— b) -|— (e —d)
m—% @—M+w+w—w+m§173
s i g e Y a6 el
(8 + d) + c— ] — (b + d) (5. 2
(a+ ¢y — (b +d) (§ 21).

2. Berbindbung von Summen und Diffevengen dburd die
Subtraction.

§ 23. Von einer Summe wird eine Jahl fubtrahiert, in-
bem man fie von einem dber Summanden jubtvabiert.
(a+b)—ec=(a—c)+ b, ober
(a+b)—c=a+ (b—c)
Solgt aus per Umfehrung der evften Gleichung in §§. 19 und 20.
2. Bon einer Diffevens wird eine Jahl fubtrahirt, indbem
man fie von pem WMinuend fubtrabiert, ober ju bem Subtvafend adbbiert.
a—bh)—c=(a—c)—Db, ober
Ea——b)——c—a—'—(b + ¢).

[

Beweis.

1. a—b)—o=|[(a—b) — c] + b} —b (17, 3)
= (@ —c)—Db (§ 19 und §. 17, 1).

2. (a—b)—c={

;mfmr4?+w+wn—w4c)@l7&
e — b)Y (b &) — ej"—(B5e)" (5. 10)
gt Sl +9) 620
=a—(b+c¢) (§ 17, 2).

Solgefake. 1. Wenn man vou einer Bahl jwei Zahlen yu jub-
trahieven hat, fo ift es gleichgiltig, in welder Folge man fie

fubtrafiert.
a—b)—c—(a—c) — b.
2. Wenun von einer Fahl zwei Sahlen zu fubtrahieven find,
jo fann man aud) ihre Summe auf einmal fubtvahieren.
(a—b)——c—'a.—(b-{—c)
§. 24. 1. Bon einer Bahl wird eine Summe jubtrahiert, in-
bem man bavon nach einander jeven Summanden fubtvabhiert.
a— (b4 c¢)=(a—b) —c, oder
a—(b+c)=(@a—c)—bh
Bolgt aus §. 23, 2.
2. Bon einer Bahl wird eine Diffeveny fubtvahiervt, inbem
man den Winuend jubtvahiert und den Subtrafend adbiert.
a—(b—¢)=(a—Db) 4 ¢, oder
a—(b—e¢)= (a4 c)—h.
{So[gt aué §. 19.

4§ 2. Gine Diffeven; bleibt unverdndert, wenn man ju
vent Minuend und dem Subtrahend viefelbe %aI)[ abbievt, ober
von beiden biefelbe Bahl jubtrahiert.

a—b= (a4 c) — (b+ c) und

a—b=@—c¢)~ (b—c)



Folgt aud § 24, 1 undb 2; renn
(@a4+c¢)—(b+c)=[a+ec)—c]—b=a—Dhb, unb eben fo
(a—¢c)—(b—c)=[a—¢c)+¢—b=a—b

§ 26. Bon einer Diffeven; wivd eine Diffeveny fubtrahiert,
inbem man von der Diffeveny der Minuenben bdie Differeny ber Subtralen-
ben fubtrabiert, ober ju bem Winuend und dem Subtrabend der erften Diffe-
veny bejiiglich ven Subtrafend und pen Minuend dber iveiten Diffeven; abbiet
und von ber erften Summe bdie jweite fubtrahiert.

(a —b) — (¢ — d) = (a — ¢) — (b — d), ober
(a —b) — (¢ —d) = (a 4 d) — (b 4 o¢).

Beweis. 1. (a —b) — (¢ — d) :

= ;[[(a—b) —(e—d)] 4+ b—d){ — (b—d) (§ 17, 3)

= jl(a—b) + b] — [(c — ) + ]} — (b—a) (5. 22)
=(@a—¢) —(b—4d) (§ 17, 1 und 2).

2.(a—b)—(c—d
=la—b—(Cc—d)]+ b+ec)—(b+e (§ 17 3)

— lla—b) + (b4 )] — (e — )} — (b 4 ©) (5. 19)

=[a+c¢c)— (c—d)] —(b+ec) & 20

= jla+ ¢) — o] + d{ —(b+c) (§. 24, 2)

=(a+d)— (b+¢c) (§ 17, 2).

Abddition und Subtvaction mebhrglicdriger Xusdriicke.

§. 27. Wenn in einer durch die Seichen 4 und — vorgefchriebenen
Perbindbung ven Zahlen bie dbadburch angezeigten Opevationen in der Reihen-
folge, wie biefe Zablen mit ihren Reichen von [inf8 nady redhits vorfommen,
vollzogen werben jollen, fo fann man, ohne der Bejtimmtheit davuvd) Abbrudy
s thun, bie Rlammern weglaffen. Hievnady fann man

[(a+b)+c]+d=a+b+c4d,
[&—b) + ¢ —d=a—b+4c—d,
[(a—Db)—c] —d=a—b—c—d fefsen. :

Ein Ansdvud, welcher auf einanver folgenve Addbitionen und Subtrac-
tionen von Baflen enthalt, heifit ein mefhrgliedbriger Ausdbrud ober ein
Polpnom. Die ju abbievenden Babhlen find die abbitiven, die zu jubtras
bierenden Zaflen bie jubtractiven Glieder bes Ausbrudes. Cin Glied,
bag fein Reichen vov {id) hat, gilt al8 abbitiv. ‘

Gin zweigliedviger Ausdrud iird indbefondeve ein Binom, ein brei
gliebriger ein Trinom genannt. Ein usdbrud, welder nur ein Glied ent-
halt, Deift ein eingliedbriger Ausdbrud ober ein Monom.

Solgefige. 1. In einem mehrgliedrigen Ausdbrude ift vie Rei-
I)eufoé?ge ber abbitiven und fubtractiven Glieber gang will
titr (1.

Folgt aus §. 12, §. 19, Folgef. und §. 23, Folgef. 1.

2. Jeber mehrgliedrige Ausdrud [aft fidh in eine Differveny
verwanbdeln, deven Minuend bie Summe aller abdbitiven, und
beren Subtyahend die Summe aller fubtractiven Glieder ijt.
a+b—ct+d—e—=a+t+bt+d—c—e

. =(@+b+d)—(c+e) (§ 23, Folgef. 2.)

§.28. 1. Bueiner Jahlwivd einmehrgliedbriger Ausdbrud ab-
bievt, inbem man ifr die Glieder desfelben mit ungednberten Beichen hingufiigt.

a+b—c—d+e—f)=a+4+b—c~d+te—1f

==
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Beweis. a + (b —c—d 4 e —f)

3 =a 4 [(b4e) — (e~ d+4 )] (§ 27, Bolgef. 2)
=[a+ (o)) —(c+d 1) (§20)
=a+4bte—c—d-—f(§ 13, 2und § 24, 1)

, =g+ b= e¢—=d-tle— f(§ 27, Folge 1).
2. Bon einer Bahl wivd ein mehrgliedriger Ausdbrud jub
trafievt, tibem man ihr die Glieber desfelben mit entgegengefetsten Jeichen

BUBAIIGL . i ey [ CELSOEIINGE 31 ST J ) o

Der Beweis wivd ahnlid), wie bei bem vborhevgehenden Sape, gefiihut.

Solgefige. 1. Jever mit Klammern eingejchloffene Ansorut faun ofhne
Rlammern davgeftellt werden, indem man, wenn vor ber Klammer dad Seidhen
-+ fteht, die Rlammern ofue alle weitere Veviinberung wegldft, bdagegen,
wenn vor ver Klammer bad Beidhen — fteht, allen Glievern, die mmjchlofjen
waven, bie entgegengejetsten Seichen gibt.

Man nennt diefe mformung vad Auflofen ver Klammern.

2. Wmgefehut fonnen in jebem wmehrgliebvigen Audorvud mehrere Glieder
in eine Rlammer gefeist werden, inbem man, wenn die Klammer nad)y vem
Beiden - beginnt, alle Gliever mit wnverdndevten Seichen innerhalb berfel-
ben folgen [aft, bagegen, wenn bie Klamuter nad)y dem Beichen — beginnt,
jepem ber umfdyloffenen Glieber das entgegengejeste Seichen gibt.

8. 29. Gleidynomige Husbrvitde wevben fubtvahievt, inbem
want pie Coefficienten fubtvahiert und die erfaltene Diffeveny ber gemeinfdhaft-

lichen Hiauptgrofe vorfest.
ma—na = (m—n)a.

Beweig. ma-—na==a-+a-+ a4 ... (mmal)
—[a-+a+a+ ... (nmal)]
=a+a-+a+ ... (m—mn)mal
= (m —n) a.
3. 8. ba—2a=(— 2)a=3a.
(6x + 5y) — (x + by) = 6x 4 by — x — By
; = 6x — x -+ by — Hy = Bx,
weil 5y, — 5y = 0 (§. 17, 4) ift; ober
i ; 6x,- by
X + by
ox

Solgefay. Ein mehrglicdviger Ausdpruc, worin gletchnamige Sabhlen wor-
fonnmen, wird auf einen einfacheven Ausdpyud vebucievt, inbem man juerft
bie apbitiven, dann bie fubtvactiven gleichnamigen Habhlen abbievt undp die
yweite Summe von dev exften fubtrahievt. 3. B.

6a — ba -~ 3a48a — 2a= (6a 4 8a) - (ba + .3a + 28
=144 — 103 = 4a.
3, YVerbindbung von G leidhungen und Ungleihungen dbuvd) die
y @ubtraction. :
g 30. 1, Gleides von Gleidhem fubtrahiert gibt Gleiches.
, LWenn a ==h,
O iy
fo ift a =~lc'=b—1d.

Solgt wmmittelbar aus §. 10, 3.
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2. Gleidyes von Ungleidhem fubtvafhievt gibt Ungleidhed mit

pemfelben Ungleidyheit8zeichen.
07 et a > b,
i forift'a— ¢ = b—'d

Beweis. Wirve nicht a — ¢ > b — d, fo miifte a — ¢ = b — d' fein;
bannt wive begiiglich audh) (a —e¢) +oc=(b—d) +d (§ 16, 1 und 2),
paher a = b (§. 17, 1), was gegen bie Vovausfehung ift.

3. Ungleiches von Gleichem jubtrahiert gibt Ungleidyes mit
entgegengefetem Ungleichheitdzeichen.

Wemr.a =D,
R
o ift a — ¢ < b— d.

Beweis. BWive a — e = b —d, fo mitfte in beiben Fillen (a — c)
+e= (b —d) 4 d(§ 16, 2 und 3), vaher a > b (§ 17, 1) fein, was
gegen die Vovausfesung ijt.

4. Ungleiched von Ungleichem bei entgegengefetsten Un
gleichheitszeihen jubtrahievt gibt Mngleidhes mit dem Ungleidy-
heitgzeichen pes Winuends.

. Wemr a. = b,

o o q e

o1 {0t a— e > b —d. g

Beweig. Wire a — ¢ = b — d, fo miifite in Deiven Fiillen (a — ¢) 4 ¢
< (b —d) 4 d (§ 16,2 und 3), paher a << b (§. 17, 1) jein, was gegen
bie Borausdjepung ift.

I, Die Multiplication.

§. 31 1. Gine Bahl a mit einer Zahl b multiplicieven heift
a fo oft al8 Suntmand (al8 Theil) jepsen, afé b Cinheiten enthalt. Mean nennt
a pen Wultiplicand, b den Multiplicator, und beibe Factoven; bie
Babl aber, welche man durch) dag Miultiplicieren exhilt, das Prodbuet. ' Dasd
PBrodpuet ift demnady eine Sunune gleicher Summanven; bder WMultiplicand ift
einer biefer’ gleichen Summanden; dev Multiplicator jeigt an, wie viete {oldhe
Summanden gejeht werben follen, Dev' Multiplicand faun eine benanmte: Sahl
fein; ber Multiplicator ift immer eine unbenannte Bahl. Das Probuct aus
pemt Multiplicand a und dem Multiplicator b begeichet man buvd) a.b, ober
a X b (b. i a bimal), ober, wenn beive Factoven allgemeine Sahlen jind, auch
blofp duvdh a b.

Das Probuct giveier ganger Bahlen wird audy ein Vielfades pes WMul-
tiplicandg. genannt., 3. B.: 12 = 4.3; 12 ijt aljo das 3facdyé von 4, =

2. Unter dem Producte mehrever Sahlen verfteht tman dvad Pro-
buct, weldyes man erhalt, inbem man dag Product der beiden exjten Zahlen
mit der brittenr, dbas newe Prodbuct mit der vievten ahl u. §. w. multipliciert.
Hiernach ift

ash.c ='(ab).e,
8.b.c,d = E(a.b).cj.ﬁ, e e ke

Solgefie, 1. Wenn ein Factor 1 ift, fo ift vad Product dem

andern Factor gleich. ‘
s 1 ==t I LA e e
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2. Wenn ein Factor o ift, fo ift aud) bas Product o.
W0 =10, 08— |0} 100 ==:0,
§ 32. GinProduct bleibt unverdndbert, wenn man die Faee
teven unter einanber vertaufdt.
8 fei a mit b ju multiplicieven. Bilvet man b Reifen, beven jede a
Ginbeiten enthilt, nimlich

.......

(b mal
fo erhalt man offenbar gleich bic)[ Ginfeiten, alfo diefe(be Zahl, ob man bie
Einbeiten aller Dorizontalreihen, oder die Cineiten aller Bevticalveihen iHlt.
Jm exften Falle erhilt man a bmal, alfo a.b; im jweiten b amal, aljo b.a.
¢ ijt baher

aibi=tbla

Der Saty gilt audy fiir jede beliebige Bahl von Factoven. Da nimlid
in bem Probucte mehrever Factoren je zwei auf einander folgendve Factoven bei
uttgeinberter Stellung bder iibrigen vevtaujdht werben bdiivfen, fo fann durcd
wieberholtes Vertaujchen jweier foldher Factoven jeder Factor an jebe vor-
gejdyriebene Stelle gebradit werben. o ift 3. B. fiiv drei Factoven

a.blolie=lalclibl= olilih s=o.b. a = b -ca =ib% alic]

G8 ift bemmach auch bei mefreren Factoven fitv bag Product gleidygiltig,
in welder Orbnung biefelben mmltipliciert werben.

Hier wurbe vovausgefest, daf die Factoven unbenannt find. Jijt ver Mul-
tiplicand eine benannte Zahl a E, wo E bdie Benenmung begeidhnet, fo hat man
aE.b=(ab)E, = (ba) E; allein e$ ijt aud) bE.a = (ba) E, folglich
aE.b=>bE.a (§ 10, 2). Man darf alfo audy in diefem Falle die Fac-
toven verwedyfelnt, jobald babei bie Benennmung bed Multiplicands auf ven frithe-
ven Multiplicator, der mm al8 Multiplicand aufjtritt, iibertragen wird. 3. B.:
B0 Bi= 0713 8 =40l

Jolgefa. Der Coefficient fann ald Factor der Hauptgrife,
por welder er jteht, betraditet werden.

da—=a-tata=2a.3=3a

1. Berbindbung von Producten durdy bie Addition und
@ubtraction.

§. 33. 3wei Producte, weldhe einen gemeinjdhaftlichen Fac-
tor haben, merben abddiert oder fubtrabhiert, tnvem man beiiglich die
Summe ober die Differen; ver nidht gemeinfchaftlichen Factoven mit dem ge-
meinfchaftlichen Factor multipliciert.

ac+ be=1(a+Db) ¢
ac—be=(a—b).c

Beweis. 1. ac + be

=a+a+at...(cmib+b+b+b-+ ... (cmal)
=(a+b+ a+b 4+ (@4b) + ... (cml) (§ 12)
= (a b b).c
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2. Gben o erhilt man mit Anwendung des §. 19, Folge. die weite
Gleichung.

Die durd) diefen Saps ausgedriidte Opevation nennt man gewdhulid das
Hervausheben des gemeinfdaftlichen Factors

Haben die Probucte feinen gemetnjchaftiichen Factor, Jo fann die Abbition
ober bie Subtvaction berfelben blof angegeigt wevbem.

2. Verbindung von Summen, Differengen und Producten
burch pie Multiplication.

Multiplication von Summen und Bifferengen.

~ § 34 1. Gine Summe wird mit einer Zahl multipliciert,
inbem man jeben Summanben damit multipliciert und bvie jo evhaltenen Theil-

producte adbbiert.
(a+b.c=ac+ be.

2. Gine Diffeveng wird mit einer Zahl multipliciert, invem
man bdent Minuend und den Subtrahend damit multipliciert und von dem erjten
Producte dad jiweite fubtrabiert.

(a —b).c==ac—he

3. Gine Bahl wird mit einer Summe multipliciert, indem man
jie mit jedem Summanbden multipliciert und o die evhaltenen Theilprobucte addiext.

a(b4+e¢)=ab+t ac.

4. Gine Babhl wird mit einer Diffeveny multipliciert, inbem
man fie mit dem Winuend und bem Subtrahend multipliciert und von dem
evfteven Probucte bad lehteve fubtvahievt,

a(b—c)=ab— ac.

Die erfteren gwei Gleidyungen find bdie Umfehrung der Gleichungen in
8. 33@ : §§ lepteven gwei Gleichungen folgen aus den evfteven unter Unwendung
pes §. 32.

§ 35. Cine Qumme oder Differeny wird mit einer Summe
ober Diffeveny multiplicievt, indem man nad) einander jebes Glied bes
Multiplicands mit jedem Glieve ves Multiplicators multiplicirt und die fo ge-
bilbeten Prodbucte al§ additiv ober fubtvactiv zufammenitellt, je nachbem bie
begitglichen Factoven gleiche odber ver{chiedene Reichen Haben.

a4b) c+d=ac+bec+ad4 bd,

a -+ b) Ec—-d):ae-{»bc-—ad-—bd,

(a—b) (¢c+d)=ac—be+ad—hbd,

(@—b)(¢c—-d=ac—be—ad+t. bd
Beweis, Nach §. 34, 1 und 2 ijt

§a+b) (c+d)=a(c+d) + b+ d,

at+b) (c—d)=a(c—d) 4+ b (c—d),
a—b) (c 4 d)=a(c+ d)—Db(c+4d),
(a—b) (c—d)=a(c—d —b(—a.
Behanbelt man bie Ausdritfe vechts vom Gleichheitszeichen nadh §. 34,
3 und 4, und nach § 27, Folgef. 1, fo erhilt man bie in der Behauptung
aufgeftellten Gleichungen.

Multiplication von Producten,

§ 86. 1. Gin Prodbuct wivd mit einer Bahl multipliciert,
inbem man einen Factor damit multipliciert.

(ab).c = (ac).b, ober (ab).c =a.(bc).
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. Beweigs a.b e = a.c.b und a.b.e.=h.c.a (§ 32)
(ab).c =(ac).b unb (ab).c = (be).a (§ 31, 2)
: = a.(bc) (§.. 32),

2. Gine Zahl wird mit einem Prodbucte multipliciert, invem
wait fie mit dem einen Factor, uud tad evhaltene Prodbuct mit dent aubern
“Factor multiplictert, .

a.(b¢) = (ab).c, vber a.(be) = (ac).b.
Holgt ‘aus 1, :

Producte gleider Lactoren.

§. 37. Wenn in einem Producte diefelbe Sahl dfters al8 Factor vor-
fommt, ‘fo wird pag Protuct abgefitvzt badburd) begeichnet, ' dafi ‘man bdiefen
Factor mur einmal anfdyreibt und ifm vedhts oben dbie Bahl beifetst, welde
anjeigt, wie oft derfelbe vorfommt; 3. B.: ; '

: a.a.a.a.8 = a",

Gin Prodbuct gleicher Factoven wird eite Poten; 'genannt; die Anzahl
per ‘qleichen Factoven heifit der Potenzerponent, audy blof Erponent, unp
ber Factor, der jo oft vorfommt, al8 der Crponent angeigt, die Wurzel ober
Grundzahl (Bajis). 3n der Potenzgrife a™ , welde gelefen wird: ,a jur
‘mten (Potenty erhoberr) ‘oder ,a it m potenjiert”, ijt a dbie Grimbzahl, m der
‘Grponent.” Die ioeite Poteny a® nennt’ man’ insbefonvere audy bag Quadrat,
bie brifte a® pen Cubugd von a.

Seve Babhl a 'wird ‘al8 bie erfte Poten; von a angefehen; alfo a = al.

Wenn i einem mehrglicovigen Ausbrude mehrere Potenzen bderfelben
Grundzahl vorfommen, fo pflegt man twegen ber feidhteven Ueberjicht die ein-
selen Gliever nach den Potengerponenten zu ordmen, invem man entweder
mit ber' hochiten Loteny anfingt unb bann immer niedrigere Potenzen folgen
[GfRt, over inbem nan juerjt fenes Glied fekt, welches feine ober dié nicbrigjte
Poteny der gemeinjdhaftlichen Grunbzabl enthdlt, und dann zu immer Hoheren
Potenzen itbergeht. " Jm erften Falle heift ber Ausbrud fallend, im jweiten
ftefgend geordnet. So erhalt 3 B. ver Ausbruct 3

3x% 4 4 5x —6x%4x+ ’
falfend geordmet die Form:

x* — 6x*43x?+Hx 4 4
und fteigend georbnet bie Fovm: ‘

44 5x' 4 Fx2—'6'x® I x4

§. 38. Potengen derfelben Grunbzahl werben multipliciert,
inbem man bdie gemeinichaftliche Grundahl mit ver Summe der Crponenten
potengievt. '

am gt — am-|-n )
Hemels. A% TAV=1978.9. . . .(mma[).a.a.a.. « o« (nmal)
“Zaa.a. .. m-n)mal
ol AT

B.Blabiaeiis a7 g% o = a’

Aultiplication mebhrgliedriger Xusdriicke. |

§ 39. 1. Gin mehrglicdbriger Ausprudiwivd mit einer Zahl
multipliciert, inbem man. jeres ®lied. besfelben mit biefer Sahl multiplicievt

und ven eingelnen Provucten bie Seicdhen der Glieder, ves Wultiplicands gibt.
(a—b—c 4 d—e)f=af—bf—cfidf —ef



15

2. Gine Bahl wird mit einem mehrgliedrigen Ausdrude
multipliciert, inbem man fie mit jedem Gliede desfelben multipliciert unbd
bie eimzelnen Produfte additiv ober fubtvactiv ujammenitellt, je nadybem fie
aus ver Multiplication mit adbbitiven ober fubtractiven Glievern hervorgehen.

a(b—c¢c—d+e—1f)=ab—ac—ad-{ae—af

3. Gin mehrgliedriger Ausdrud wird mit einem mehrglie-
brigen Ausprude multipliciert, indem man Den gangen Multiplicand,
b. i. jebes Glied besfelben, mit jedem ®lieve des Multiplicators mmltipliciert
und bdie eingelnen Producte abbditiv ober fubtractiv jufammenitellt, je nadhbem
bie Desliglichen Factoven gleiche ober verichicdene Seichen haber. -
(a—b+4c)(d—e— f)=ad — bd 4 c¢d — ne -+ be —ce—af+ bf-—ef.

Die NRidptigheit biefer drei Lehrfipe ergibt fid aus der wiederholten An-
jendung der §§. 34 und 35,

Bufals. Bei mehrgliedvigen Ausdriiden, welde nad) ben Po-
tengen derfelben Gruudzabhl fovtidhreiten, exhilt man, wenn diefelben
ifbereinftimmend georonet find, vpurdy die Multiplication bes Multiplicands mit
pen cingelnen Gliedern ves Multiplicators Theilproducte, weldpe eben fo ge-
orpnet find. Man fdhreibt diefe Theilproducte, um fie leichter 3u. vebucieren,
fo an, baf ifve gleicdhnamigen Gilieper unteveinanver ju ftehen fommen. 3. Y.

4a% — 3a — 4 Multiplicand
3a® — Ta 4 5 Multiplicator
12a* — Ya — 1222
— 28a - 2132 - 284
+ 20a%*— 15 a 20
, 12a* — 373 4 292° 4 13a% — 20 Probuct.

Jnsbefondere erhalt man:

1. (a4+b)*=(a 4 b) (a + b) = a%4 2ab 4 b?, und.

(a — b)? = (a'— b) (a— b)i= a?— 2ab 4 b¥; ‘
b. §. bad Quabdbrat aus dver Summe oder Differen; zweier ahlen
it gleid) ber Summe der Quabdrate dbiefer Zahlen, bezitglich ver-
mehrt oder bermindbert um das dboppelte Prodbuct verfelben.

2. (a4 b) (a — b)=a*—Db? : | ‘

b. . pas Prodbuct aqus ver Summe und Diffeveny zweier Sahlen
ijt gleid) ber Diffevens threr Duabdrate. _ K By s

§. 40. Aus den Sisen der vorbevgehenden §§. laffen fich fiir die Ve-
jtimmung deé Producte§ aus ivgend et Gliepern beliebiger Ausbriie fol-
gende Fegeln yufammenfaffen: 2l ot et

1. Riictfichtlich bes Betchens ijt bas Probuct weier Glieber adbitiv
ober fubtractiv zu fehen, je nachbem biefe Glieder gleiche obev bverjchiedene
Beichen Haben. .

2. Der Coefficient ves Productes ziveier Glicder ijt bas Probuct aus
pen Goefficienten diefer Glieder; benn g i

3a.4b = 3.4.4.p'='8.4./2:b'=2"12b, 13¢

3. Die Hauptgrofe ves Productes ziveier Glieder erhalt man, wenn
man bie Factoven, welche i den Hauptgrifen diefer Glieder vovfommen, (in
alphabetifcdher Orvdmung) neben einander {tellt, undb bei Potenjen bie in beiben
Glievern enthalternen Crponenien ver gemeinjchajtlichen Grundzahl avbiert.




3. Berbindung von Gleidhungen und Ungleihungen dburd die
Multiplication,

§ 41. 1. Oleiches mit Gleichem multipliciert gibt Gleidhes.
Wenn a = b,
C="d,
fo ift ac = bd.
Folgt unmittelbar aus §. 10, 3.

2. Gleidhes mit Ungletchem multipliciert gibt Ungleidyesd mit
pemfjelben Ungleichheitdzeichen.

IR av=—1}"
e =l
fo ift ac > bd.

Beweis, €3 fei c =d 4+ w, fo ift nadh 1. ac=1b (d + w), ober
ac=bhd + bw (§ 34, 3). Nun ift bd + bw > bd (8. 10, 5), fomit
audh ac > bd.

3. Ungleidyes mit Ungleidyem bei demfelben Ungleidhheits-
seichen multipliciert gibt Ungleiches mit demfelben Ungleid-
heitdzeichen.

Wenn a > b,
ci>d
o ift ac > bd.
Der Beweis ift unter Juziehung von 2. und § 34, 3 dem-vovigen

ihnlich.
IV. Die Divijion.

§ 42, Gine Zahl a dburch eine Bah({ b dividieven heift, us a
al8 bem Producte yweier Sahlen und b ald dem einen der Factoven den andern
Factor fuchen. Man nennt das gegebene Product a den Dividend, den ge-
gebenen Factor b ben Divifor, ben gefuchten Factor ¢ den Quotienten,

b fdhreibt a:b =c ober & = c.

Die Divifion ift, wenn ber Wultiplicator al8 Divijor gegeben ift, tm
Pegriffe wefentlich verfdhieven von der Divijion, in welcher ver Multiplicand
al8 Divijor gegeben ift. Jm eriten Falle ijt dbie Divifion ein T heilen, wobei
ver Theil gejudit wird, welcher fo oft gemommren, wie der Divifor angeigt, ben
Divivend hervorbringt; der Divifor ift in diefem Falle eine unbenanute Bahl,
per Divivend famn auch eine Benennung haben, welche dann aud) der Quotient
erhilt. 3. 8. 15f.:3 = 5. Sm aweiten Falle ift die Divijion ein Ber-
gletchen over Meffen, wobei unterfudht wird, twie oft der Divifor in dem
Divivend enthalten ijt; ift hier der Dividend bemamnt, fo muf qudh dev Di-
pifor benannt unb wav mit dem Divivend gleichnamig fein; der Quotient ift
eine unbenannte Bafhl. 3. B. 15 fl.: 3 fl. =5, il

Der Bahlenwerth ves Quotienten ift jedoch bei gleichem Divivend unbd
Divifor mit Bezug auf §. 32 in beiven Fillen verfelbe, fo baf man bei ver
Cntwidlung der Divifionsgefetse diefe beiben Avten der Divifion nicht ju unter-
fcheiben Braucht.

Folgefabe, 1. Wenn man denw Quotienten 3meiel¢ Babhlen unbd
pen Divifor mit einander multipliciert, fo erhdlt man ben
Divibend,

(8 B) =" bl by,
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2. Wenn man dad Prodbuct zweier Jahlen durd) den einen
Factor dividiert, fo erhdlt man den anbern Factor.

abira—il sab b=

3. Gine Bahl bleibt unvevdndert, wenn man fie mit einer
Rahl multipliciert und durd) diefelbe Bahl dividiert,

a = {ab)y:b:"a — (a:'b).b
Folgt aug 2, und 1.

Die Multiplication und die Divifion find demnach einander entgegen-
gefett, und gwar ift oie Multiplication eine vivecte, die Divifion eine in-
pivecte oper inverfe Operation.

4, Geve 3ahlouvd) fich felbit dividievt gibt 1 jum Quotienten.

disia — o Snemele e —"n. :

5, Jeve 3abhlduvch 1dividievt gibt {ich felbjt jum Quotienten.

atialie—=rmy kil ==l

6. Nullourd eine vou Nullveridhievene Sahl dividiert gibt
Mull gum Quogtenten. 4., -0 penn 0.a = 0.

T. Null dpurd) Null pividievt fann jede beliebige Sah( jum
Ouotienten geben, '
0:0=a, wo a eine beliebige Bahl bebeutet; dbenn a .0 =0.

Der Ausdrud g ift baher ein Shmbol der Unbeftimmtheit.

8. Gine vou Null verfdytedene (endliche) Bahl dpurch Null vivi-
pievt gibt um Quotienten eine unendlid) grofe Jahl, d. i eine
Bapl, weldhe griger ift ald jebe noch jo grofe angebbave Bahl.

Gine unendlich grofe Sahl Dezeichnet man durd) oo,

Jjt a:b=¢, aljo cb=a, fo muf, wenn b ¥leiner wird, offenbar ¢
in pemfelben Dafe griger werdew, und wemt b feiner al8 jebe nodh fo fleine
angebbave Babl, b. . gleich Null wird, ¢ grifer afé jede noch jo grofe angeb-
pare 3abl, d. §. unendlid) grof werben; mithin

A== 00,

9. Ginevon Null vevidhievene (endliche) Sahl duvch etme unend:

(ich grope Zahl dividiert gibt Null yum Quotienten.
o200 =0,
Folgt aud 8. unb 2. e,

§. 43. llm bie Divifion aussufithren, fucht man entweder in ver Rahlen-
veibe diejenige 3abl auf, weldhe fo oft gefetst, wie ber Divifor angeigt, den
Divivend gibt; obev man jubtrahiert wiederholt ben Divtfor juerft vom Divi-
pend, Damt von bdemt jededmal erhaltenen MRejte fo oft al8 miglich ift; die
Rahl, welche ameigt, wie oft bie Subtvaction vevrichtet werden Fann, ift bev
Quotient. Die "TDImfmn gweier Bahlen fann an ber natiivlichen Bablenveihe
e bann ausgefithrt werben, wenn der Divivend ein BVielfaches des Divifors ijt.

Wiv wevden baher bei ben folgenven Sien vorliufig vovausiesen, daf
bie Divivenven Dev vorfommenden Quotienten BVielfache ihrer Diviforen jind

1. Berbindung von Duotienten dpurch die Addition, Sub-
traction und Multiplication.

Addition und Subtraction von Quotienten.
§ 44. 3wei Quotienten von gleidem Divifor werben ab-

biert ober jubtrahiert, tudem man beiiglich bie Summe over vie Differen
threr Divibenden burd) den gemeinfchaftlichen Divifor diviviert.

SRonit, Writhmetit unb Algebra, 11, Anfl. 2
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Triotpy
u'__l;l a—Db
Beweis. 1, %-]-]-: - (% -1—%) 1:cs. 42, 3)
= (a-+Db):c(§ 34, 1 und § 42, 1).

2. Uehulich wird die gweite Gleichung abge[eltet
Wie man Quetienten von ungleichen Divijoren adbdievt ober fubtvabiert,
witd fpiter (§. 99 und §. 101) gegeigt wevben.

Multiplication von Duotienten.

§.45. Cin Quotient wird mit eiver ahl multipliciert, inbem
man den Dividend um{tipliciert ober ben i)ibifor bividiert.

d- a

ﬁ-
-5 c:[( b] b(§ 42, 3)
=gec:b (5., 56, 1 und §. 42, 1).

2. s.e=[(;.¢).]:2 6 423

sl (cg) :%(g. 36, 1)
=[b b):s=a:r, DE AL )

I)L

H.(,
B Dber

Beweis, 1.

Solgefoh. Wenn man eine Jahl mit einer yweiten ju multi-
plicieven und dburd) eine dritte gu dividbieven hat, fo ift es fiir
bas Refultat gleidhgiltig, in welder Ordnung man multipliciert
unb bividiert.

ac =E a
s i ib
§. 46. Gine 3abhl wird mit einem Quotienten multipliciert,

inbem man fie mit bem Dividend multipliciert und durdy ven Divijor dividiert.

b ab h a
a., =, obera. =—.b
¢ [

Die erfte Gleichung ergibt ftd) mit QInmenbung ped §. 32 aus §. 45;
bie ziweite Gleichung folgt aus dev exften mit Ritdficht anf §. 45, Folgefak.

8§ 47. Gin Prodbuct bletht unverdndbert, wenn man den einen
Factor mit etner Bahl multiplicievt und denw andbern durd bie-
felbe Bahl pividiert.

ab=ac /(b'ic), vbet 'ab'= (a': ) ibé
Holgt aud §. 46 und 45; bemn
ac c) =(ac:c).b=ab, und eben fo
(a:c() be = [(a:¢).c]. b = ab.

§ 48. Gin Quotient wird mit einem Quotienten multipli-
ciert, inbem man bas Probuct der Dividenden dpurc) vas Prodbuct per Divi-
foren bivibiert.

. C

HA e ae

IR S hd
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ﬁrweis.il}.g: [(%7) ; bd]:bd (8. 42, 3):[(%. bd) -fi‘] bl

(5. 36, 1)
- (a.d ; g) :bd = ac:bd (§. 47).

2. Vevbinbung von Summen, Diffevengen, Producten und
Quotienten dpurd) vie Divifion.

BDivifion von Summen und Bifferenyen.

§ 49. 1. Gine Summe wird dburd) eine Fahl dividiert, indem
man jeben @ummanbden daburd) dividiert und vie fo erhaltenen Theilquotienten
abbiert.

a-b a b
R

2. Gine Diffeven wird durd) eine 3ah{ diviviert, indem man
ben Winuend und den Subtrahend davurd) dividiert und wvon vem evjten Ouo-
tienten ben jweiten jubtvahiert.

a—h a b

¢ i e 1
Die beiven Gleichungen find die Umbehrungen der Gleichungen in §. 44.
Bivifion von Producten und Auotienten.
§ 90. 1. Gin Product wird durch eine Zahl dividbiert, indem
man einen der Factoven dabuvc) dividiert.
ab a ab
T’I—:;.b,obm?-:a <
Bolgt aud der Umfehrung der evften Gleichung in 8. 45 und 46.
2. Gin Quotient wird dburch eine ahl dividiert, inbem man
den Divivend dadurd) dividiert, oder den Divifor bamit multipliciert.
a a:ce a

[ i be

Beweis, 1. Z:c= [(i : c) } b] b (§.42,3) = (a:c): b (§ 45).

b

2 ]:" gC— [(%:c)-.bc] bl (8.42, 3) = [(%.bc) ! c] vhic

(S. 49)
= (ac:c):be(§. 47) =a:bc (8. 42, 2).
Lolgefa. Wenn eine Bahl durdy zwei Sahlen ju dividieren
ift, fo ]t es gleichgiltig, in weldper Folge man dadurd) dividiert.
a &:c

s AT

b

a
Ubel‘s'(.,—

oy iy el 3 i
b b

§ 81 1. Gine Babhl wird dpuvch ein Product dividiert, invem
man qie buvch dem einen Factor, und den evfhaltenen Quotienten duvd) bven
anbevent Factor dividiert.

| o

S R R I
""b""”b“bc“’”c' .

=

(¢]

dolgt aus §, 50, 2. .
2. Gine Zahl wird dburd) einen Quotienten dividtert, inbem

man jie dbuvch pen Dividbend dividiert und mit dem Divifov multipliciert.

a & ac

—_— -

a
b:e hii ober hade. T

&olgt aus §. 45.
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§. 52, Potengen verjelben Grundzahl werben dividiert, indem
man ven bem Cxponenten deg Divibends den Exponenten ded Divijors fubtrabiert
und bie gemeinjdhaftliche Grunvzalhl mit der Diffeveny der Erponenten potengiert.

a]n : a;" — all)—'ll.

Beweis, Damit Hier die Divifion nad) §. 43 ausfiihrbar fei, muf
norausgefet werben, daf n nicht gbfer alé m fei. Man fepe m = n 4 w,
ober m — n = w, wo auc) w = O jein fanu; damn ijf

am :at — an-{v-w cgt — ag",av¥:a® (§- 38)
— T L e
A aatia B = 4% il == a0

Bufoh. Da nad) diefem Sage a™ : am™ = a® ift, eine Poteny mif dem
Grronenten O aber nach der in § 37 gegebenen Grflivung einer *Poteny
feinen €inn DHat, jo muf fitv diefe newe Potenzform erit vie Veventung fejt-
qeftellt werven, Aug §. 42, 4 ergibt fih am:a™ = I; folglich ijt a® gleid)-
beventend mit 1.

Die nullte Poteny einer endlichen von Null verfdiebenen
Bahl ift alio gleich 1.

8. 53. Gin Quotient bleibt unverdnbert, wenn man den Divi-
pend und den Divifor mit verfelben Zabl multipliciert, ober
beibe burd) diefelbe Sahl vivibiert

a ac

b= be

Folat aus & 51, 1 und 2; bemn
A¢ 2% h=a:b, und eben fo

a & o
unb E = bre

bo el
t == (a:c).c:b=a:h

§ 4. Gin Quotient wird duvd) einen Quotienten dividiert,
inbem man dben uotienten der Dividenden duvd) den Lduotienten ver Divijoven
bibidiert, ober ben Divibend und ven Divifor bded evjten Luotienten besiiglich
mit pem Divifor und dem Divivend bed zweiten Luotienten multipliciert und
pas erfte Probuct dpuvch) das weite dividiert.

aoc " ae bru_g___ail
R s B P e

d)‘g] :2 (8. 42, 3)

: b)(ﬁd)]«% (§. 48)=(a:n):}—;.
(2:3)- hc]:bc 8. 42, 3)

(%’ : bc) §J tbhe (§ 45)

= (ac: §):be & 47):(55.d):bc @§. 51, 2)
=ad:be (§ 42, 2).

Divifion mehrglicdriger Ausbriicke,

i 8 53. 1. Gin mehrgliedriger Ausdbrud wird dburd eine ahl
bividiert, indem man jebes Olied bdesfelben burch diefe ahl dividiert und
ven eingelnen Quotienten die Beichen ber Gliever de8 Dividends gibt.

a—b—c4d—e 2 b S d e
f s i o e

Beweis, 1.

[l
e e
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Die Ridtigleit bdiefes Sakes evgibt fich ausd der wiederholter Wmwen-
bung per beiden Lefridge in §. 49.

2. Man nehme

pent Multiplicand a + b — ¢ al8 Divifor,
pen Multiplicator m — n + p al8 Quotienterr, baher
ihr Prodbuct am + bm — cm
—an —bn+ c¢n
+ap + bp, cp ald Dividend an.

Aus pem Gefetse, nady welchem die Glieder ves Divijors und bed Quotienten
in ihrem Probucte, dem Dividende, mit einanber verbunben exicheinen (§. 39, 3),
evgibt fich filv bas Divivieven jweier mehrglievpriger Ausdriide fol-
genbes Bervfahren:

Man bdividieve, nacdhbem bdie Glieber des Divivends und ved Diviford
nach einerlei @efes geordret wurden, vas evite Glied bes Dividends burch das
exjte Glied bed Divifors; dadburd) erhilt man dag erfte Glied ded Luotienten ;
mit biefem Theilquotienten multipliciere man den gamen Divifor und jubtra-
biere bag Product vom gangen Divivend. IMit bem Fejte verfahre man damn
eben fo, wie mit dem wurfpriinglichen Divivend, um bas gweite Glied ves Qno-
tienten u evfalten, u. f. f.

3. B.: (Ba* —4ab—4b?%:(3a+2b)=a—-2b

3a% 4+ 2ab
— 6ab-—4b?
—6ab—40L®
- +
0
3ngbefonbere ift: '
1) (a®—b%:(a+b)=a—bh, 2) (a* — b®:(a — b)=a - b;
a®+ab a? —ab
_ b, ki
— ab—b® +ab— b?
—ab—b? 4+ ab — b2
+ 4+ — 4
0 0

b. h. bie Differen; der Vuabrate 3weier Jahlen dividiert durd
bie Summe ober die Differveny diefer Bahlen gibt begitglich die
Differen ober die Summe derfelben Jahlen.

§. 56. Mit Niidjicht auf die vovhergehenden Sige [affen fich jur Be-
jtimmung bded Quotienten jweicr Gliever beliebiger Ausvriice folgende Regeln
sufammenitelfen:

1. Bejiiglich ded Beidhens ift ver Quotient zweier Glieber adbditiv ober
jubtractiv zu jegen, je nachvem bdie DLeiven Glieder gleidhe ober wvevfdhiedene
Beichen haben. (Folgt aus §. 35.)

2. Dev Coefficient ves Quotienten jweier Glieder ift dev Quotient
ber Coefficienten diejer Glieber.

3. Die Hauptgrife ved Quotienten zweier Glieder erhilt man, wenn
man von ben Factoven, welche it den Hauptgrdfen bdiefer Gliever vorfommen,
biejenigen, iwelche beiven gemeinfdhaftlich find, in gleicher Anzahl weglift,
folglich bei Potengen vevjelben Gvimbzahl ven Cxponenten ves Divijors vou
lenem pe$ Divivends fubtrahiert.
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3. Berbinbung von Gleidhpungen und Ungleidungen durd bdie
Divifion,
§ 97. 1. Gleiches dpurd) Gleidyes dividiert gibt Gleides.
Wenn a = b,
(ol
fouift & =2
Folgt unmittelbar aus & 10, 3.

2. Ungleiches vurd) Gleiches pividievt gibt Ungleihesd mit
bemfelben Ungleichheitdzeichen.

Wen a > b,
c=d:
SRR S
fo ift =
. SN Wy euty il ALy S S
Beweis. Wave nicht %> 4 fo miifte %"\'E fein; bann tive beyiglich

i h

audy ~e<g.d (§. 41, 1 und 2), baher a<b (42, 1), was gegen die Bor-
andfetsung ijt.

3. ©leiches buvd) Ungleides dividievt gibt Ungletches mit
entgegengefeitem Ungleichheitdzeidhen.

BWenn a =",
o= dg

ol ==L,
¢ d

Boweis. Wire 2= —2—' fo miifite in beiven Fllen %.c>§-.d (8. 41, 2
und 3), daher a << b (§ 42, 1) fein, wad gegen bie BVorausjesung ift.

4. Ungleiches bpuvd) Ungleiches mit entgegengefeptem lUn-
gletchheitsgeichen bivibievt gibt Ungleidhes mit dem eviten Un:
gleidyheitszeichen,

Benn a > b,
=10

v A b
fo ift e
A e giGa ,, | :
Beweis, Wiive %‘(.%f fo miifite in beiben Fallen %.G<é-d (8. 41, 2
unb 3), daher a <<b (§. 42, 1) fein, was gegen die Vovausfepung ift.

V. ®ie Grundoperationen mit defadifden ganzen Bahlen. &+ f
1, Bahlenifhfteme.

Sahlenfyfteme iiberhonpt.

§. 58. Gine itberfichtliche Anovbmung affer befoudeven Zahlen, weldye
ben Swed hat, mit wenigen Sablenausoriicten jeve beliebig grofe Bahl bar-
juftelten, nennt man ein Zahlenjhftem. =

Wi ein Bablenjofem gu bilven, 3iHlt man in der natitlichen Bafhlen-
veihe mur Bi8 ju einer beftimmten, jedoch 1 iiberid)reiten’ben Bahl b hinauf,
weldhe man noch wnmittelbar anffafjen will, uno weldye die Grunbdzahl odey



Bafis ved Sablenfyjtewmes heift. Betvachtet man diefe als ene neue
Ginheit und fommt dann betm iweitexn Zdblen auf eine Bahl, welde diefe
newe Ginbeit fo vietmal enthilt, wie die Grunbzahl anjeigt, alfo auf die Jahl
b.b = b% fo fieht man diefe wieber al® eine newe Ginbeit oder als Cinpeit
per ndchit hoheven Ordbnung an. Gelangt man bei fortgefestem Zahlen
s einer 3ahl, weldhe die Hiheve Ginfeit b* fo oft enthilt, wie b angeigt,
alfo u der Bahl bZLb =b3 fo wird diefe ald Cinheit einer nody ho-
heven Ovdonung angefefen. Durch Fortfesung diefed Vovganges fann man
newe Einheiten immer Hihever Orbnungen bilber,

Die auf einander folgenven Ginheiten b, b2 b* ... exfdeinen al8 Po-
tengen pev gleichen Grundzahl b uud Heifen, ven Eyponenten derfelben gemds,
Ginfeiten dexv eviten, jweiten, driften, ... Drbnung, over oud
bes evitenm, zweiten, vvitten, ... Ranges, jum Unterfchiede von der
urfpriinglichen Cinbeit, die man, weil 1 =Db° (§ 52, Zujat) ift, auch
Ginfeit der nullten Ovdnung nennen fomn.

Jeve Babl fann fovanu al8 eine Summe von Theilen dar-
geftellt wevden, von denen jedber bdie Einheit einer beftimmten
Ovonung, verjehen mit einem Coefficienten, welder fleiner als
bie Grunvzahl tjt, enthalt.

Soweis. it be vie Hochite Ginbeit, welde in der gangen Zahl N vor-
fommt, fo fann man

N =a, b* + N,
feen, wo a, << bund N, << b* fetn muf. Ghen fo fonn man weiter fegen:
Ni = ane1 b2+ N mofaneg << byNseabr=1:
N, = an—3 b"? | Ny, 0.8 << b, Ny <<b"%;

.....................

.....................

Nos=2, b? 4+ N,_y, 100 25, << b, No s << b%;
No-1=a, b+ a,,woa, <b,a,<<b.

Subijtitutert man nach) und nad) die Werthe von N;, N, ... Nu—g, Noy

in N, fo erhilt man endlic

N=a;b" 4 ay_1 b1 4 a, s b2 4. 4 a3 b? 4 a, b 1 a,
Wwobei iibrigens von den Coefficienten a,—1, a2, ... a,, a, einige, ober auch
alle O fein fonnen.

Diefer Ausdrud ift vaher die allgemeine Form fiiv jebe beliebige
gange Bahl in bem Bahlenfyiteme, veffen Grundzahl b ift.

Wm mum in diefem Shjteme alle beliebigen gangen Sahlen ju benenmnen,
geniigt e8, Blof denjenigen Rahlen, welche fleiner alg b find, fo twie den auf
einanver folgenden Potengen vou b befondeve Namen ju geben. Um in diefem
Shijteme alle beliebigen Sahlen jehriftlich bavyujtellen, bebarf es nuv
bejonbever Beichen (Bijfern) fit vie Saflen, welche fleiner ald b find, umd
beg  eichens O filv bas Nichtvorhanbenfein einer bejtimmtien Potenz voun b,
tomit gufommen fo vieler Rifjern, wie bie Grundzafhl b angeigt.

Da man jede gange afl, die qrifer al8 1 ift, al8 Grundiahl eines
Bablenfhitems wihlen tamn, fo laffen ficy wnzdhlig viele vevichievene Sahlens
ﬂ)lteme Devjtellen. Dic wenigjten Seichen verfangt dad dhabijche Babhlen-
foitem mit per Grunvjafl 3wei, indem man davin jedbe Bahl duvc) bie we
B?itﬁen 0 utd 1 pavjtellen fomn; dagjelbe fithrt jedoch bie Unbequemlichfeit
mit jich, vap aud) fleine Bahlen jchon mit vielen Biffern gejchrieben werben
miifjen.:



Dekadifdyes Bahlenyfiem.

§. 9. Das gegenvirtig alfgemein gebraudpliche Zabhlenfpjtem ijt das
pefadifdye, beffen Grunbzalhl zehun ift.

Sn diefem dritft man bdie exften nmeun Bahlen, Einer, mit den be-
fannten Bahlwivtern eing, jwei, drei, vier, finf, jechs, fieben, acht, neun aug
unb nennt die Cinbeit ber erftem, jiveiten, britten, vievten, ... Ordnung be-
sitglich einen Befhner, ein Hunbert, ein Taufend, ein Jehutaunjeny, . ..
Berbindet man mit jenen Hahlhwrtern bdie Venennungen der auf einander
folgenben Ovonungen von Einbeiten, fo fann dadburd) jebe beliebig grofie Sahl
benannt werben.

Um bie befabifchen Zablen jchriftlich davyuftellen, geniigen die Biffern
filv bie evjten neun Baflen: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 3u denen nod) die 0
fommt.

Begeidhnet man mit a, b, ¢, ... p, q r trgend eine der Sahlen
ORI 2R 0 o it ber Aisevid

r.10" +q.10"*4p. 1024 ... +¢.10°4+b. 10+ a
pie allgemeine Fovrm einer defadifchen gamgen Hahl. Dian firgt aber diefe
Form dafhin ab, baf man dbie Potenen von 10 wegldfit und nur bie Coeffi-
cienten (Biffern) anfdyrveibt, und jeder Biffer einen zehnfaden Werth an-
weift, wenn man fie in dbie ndchjte Rangjtelle nad) (ints verfest. In
biefem Sinne ift 3. B.
35684 = 3.10* 4- 5.10® 4 6.10% - 8.10 4 4, ober
= 30000 -+ 5000 - 600 - 80 -} 4.

Der Rang jever eingelnen Biffer wird durd) ben Erponenten berjenigen
Poteng von 10 beftimmt, al8 beven Eoefficienten man fich die Biffer vorftellen
muf; man nennt diefen Potenerponenten won 10 die Ordnungsdiahl der
Biffer; 3 B. in 35684 ijt die Riffer 6 vom 2ten, die hichite differ 3 vom
dten PRomge.

Weil auf die hochite Biffer einer befabdifdyen Zahl nod) fo viele Riffern
folgen miiffen, al8 ber Rang vderjelben angeigt, fo ift die Unzahl der Riffern,
mit weldjen eine befabdifche Bahl gefciticben wird, um 1 gréger al8 die Orbd-
nungszahl ver hischiten Biffer.

Gine Poteny vorr 10 ift bdie fleinfte Bahl, weldhe eine Biffer mehr ent-
halt, al8 bie Orbuungdyahl ber hichften iffer angeigt. E8 tft daber eine
mjiffrige Bahl = 10m-1, aber < 10= .

2. Das Rednen mit vefadbifden Zahlen,

Abddition dekadifcher Bahlen.

§ 60. Das Nechnen mit defadifhen gangen Bahlen beruht auf ben
Borfchriften, welche in diefen Abjdhnitte fiir dbas Rechuen mit mehrgliedrigen
Yusdriiden, bdie nach den Potenzen berjelben Grvundzahl geordmet find, ent-
wicfelt wurben; nur muf dabei wegen ber einfacheven Darftellung der defabdi-
jhen Baflen duvdy ueben einanver gefdhriebene Biffern auf den Rang diefer
eingelnen Biffern Riidficht gemommen erden.

St M =d. 10% 4- c.10% b.10 4 a, 1

= r.10% 4 q.10 4 p, fo ijt
MA4 N=d 10* 4 (¢ 4+ 1r).10% + (b + q).10 + (a + p)
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Man jdyreibt alfo beim Addieven befadifdher Jahlen bdie Biffern
pon gleicher Rangjtelle unter einander, und bavunter nady ver Ovdnung bie
Suntne der unter einander ftehenven Iifferm. :

Jit die Summe der unter einanber ftehenden Riffern weisiffrig, 3. B.
b4 q=1104 m, fo behalte man an bdiefer Stelle nur bdie niedrigere
Aiffer m, und abbiere bdie Hihere ju den Biffern diefer Hisheren Rangitelle.
Die pbige Sunune nimmt in diefem Falle die Gejtalt an:

M+ N=4d. 10° + (¢ +r + 1).10* 4+ m.10 4 (a 4 p).

3. 8. 63756=6.10® + 3.102 4 7.10 4-5

1482 = 1.10° 4- 4.10% + 8.10 + 2
1 iE 10
1807 = 7.10% + 8.10% + ,5.10 + 7.

§. 6. Die Summe jzweier Sahlen hat entweder eben io
piele Ziffern, al8 ber grifere Summand, oder um eine 3if-
fer mehr.

Hat M m und N n RBiffern, wobet M > N vorausgefest wird, fo ijt
M = 10m-1, aber << 10™, ferner N = 10°1, aber << 10°, folglich M + N
S 10m—1 4 1001, gber << 10™ 4 10", bdaher M 4 N > 10m—1, qgber
<< 2.10™; dte Summe M 4 N hat alfo mindejtens m und hochjtend m + 1
Biffern,

Subtraction dekadifdyer Bahlen.

§. 62. 3ijt :
M=4d.10% 4 c.102 4 b.10 4 a, ud
NG = r 10% 4- q.10 + p, fo ijt

M—N=4d.10° + (¢ —r).10%2 + (b — q).10 + (a — p).

Beim Subtrahieven vefadifder Jahlen jdreibt man baher die
Biffern von gleider Rangjtelle unter einander und varunter die Differenzen
ber untev einanber ftehenven Biffern.

it in einer RNangjtelle die Biffer ves Subtrahends grifer als bie bdes
Minuends, fo vevmebhrt man bie lebtere, um fubtvabhieven ju foumen, um 10,
und vermehrt, pamit die Diffeven; unverdnvert bleibe (§. 25), aud) den Sub-
frahend um 10 Einbeiten desfelben RNanges over um 1 Einbeit in der ndachit
I?édf)[?rt;n Jangftelle. 3t oben 3. B. q > b, o nimmt die Differens folgende

ejtalt an:
M—N= d.lO“—Ok[cﬁf(r+l)].109+[(b + 10) — qJ.10 + (a—p).
10.10

1
8. 8..5928 = 5.10% + 9.102 - 2.10 + 8
2845 = 2.10° 4 3.10° 1+ 4.10 + 5
1 1.10?
35683 = 3.10% 4 5.10% + 8.10 - 3.

§ 63. Die Differen zweier pefadifdher Bahlen Hhat Hod-
fteng o viele 3iffern al8 ber Minuend, fanu ihrer aber aud
Unbeftimmt weniger haben.

it M mjiffrig, und N njiffrig, M — N = D, paher M = N + D,
fo at nach §. 61, M fo viele Biffern al8 der grifere der beiven Summanbden
N wnd D, ober um eine mehr. Folglich fann D nicht mehr Biffern Haben
al8 M, wohl aber unbeftimmt weniger, jofern N > D ift.
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Multiplication dekadifdyer Jahlen.

§ 64 1. Weun M —=e.10* 4+ d.10° + ¢.10%2 4+ b.10 4 a, {o ift
M.p=ep.10* 4+ dp.10% 4 ¢p.10* 4 bp.10 | ap.

Gine mehrjiffrige ahl wivd dbabher mit einer einziffrigen
multipliciert, invem man die Giner, Bebner, Hunberte, ... bed Mulii-
plicand8 mit bem WMultiplicator multipliciert und bdie eingelnen Prodbucte unter
bie multiplicievten Riffern fefst.

3ft eines diefer Producte pweiiffrig, 3. B. ¢p = r.10 45, fo behalte
man an biefer Stelle nur die niedrigere Biffer s, und zihle die hishere r zu
pem Probucte in diefer hisheven Rangjtelle.

3 8.5 %x8=(06.102+4 T7.10+ .8).x 3

22 2.10? 2.10
1734 17510 2 5, 10%F 72
2, 3t M ivgenv eine mefyrzifjvige 3ahl und
N =1p.10% 4- q.10%* 4 r.10 4 s, fo ijt
M.N == Mp.10% + Mq.10% 4 Mr.10 4 Ms.

U daher 3wei mehrziffrige 3ahlen mif einanber jumultiplis
cieven, multipliciert man ven Multiplicand mit jever Biffer ves Niultiplica-
tors, von der bdchiten angefangen, multipliciert dann die erhaltenen Theilpro-
pucte der Ordnung nach) mit den fallenden Potengen von 10, was baduvdh
aefdhieht, baf man jebes folgende Product um eine Stelle weiter gegen bie
Rechte vitdt unbd adbiert die unter einanber ftehenden Biffern ber Theilprovucte.

8

8D 7318 oDer 73168
g~ 2 418
2927200 © 20272
512260 51226
21954 21954
3461414 3461414

Bufah. et man bden MWinltiplicator fo unter bden Wultiplicand, baf
feinte hichjte Biffer unter die Giner ved lehteven fommt, und jchreibt die nied-
vigfte Biffer bes evften Theilproductes unter dbie niebvigjte Biffer bes Meulti-
plicandbs, fo haben bdie eingelnen Biffern des Probuctes gleichen Rang mit den
gerabe daviiber ftefenven Stelfen veg WMultiplicators.

§. 65. Das Product yweier befadbifdher Zahlen hat entwebder
fo viele Biffern, als beibe Factoven jufammengenontumen, ober
um eine Riffer weniger. Z

Set M mgiffrig und N ngiffrig, fo ift M = 10, aber << 10=,
ferner N = 1001, aber << 10°, folglich MN = 10m+n=2 aber << 10m+n;
bas Provuct MN hat alfo mindeftens m - n — 1 Jiffern und Hichjtens
m -+ n Jiffern.

Divifion dekadifdher Hahlen.

§. 66. €3 fei als Divivend bas Product
M = cr.10* + (br + ¢q).10° 4 (ar+bq + cp). 10%* - (aq+bp) .10 4 ap,
weldpes wiv der leichtern Ueberficdht wegen jo fhreiben wollen:

M = cr.10* 4~ br|.10% 4 ar|.10% 4 aq|. 10 +- ap,
2 cq’ A-bql - 4bp
=EReT

unp ol Divijor die Bahl
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N=¢.1024+ b.10 4 a
gegeben, fo erhalt man nady §. 55, 2
M:N = (cr.10* + br|.10° 4 ar|.10% 4 aq|. 104-ap):(c. 10°4+b. 10+ a)
+eq - bq +bp =1:10+q.104+p

W
er.104 -I—br 108 —|— 2|.1.102

+ cq. 103 l—bq 10% 4 aq|.10
+'c +bp

-{—cq 103 - Jr-bq 102 —}—aq 10
e

+¢p.10* 4 bp.10 + ap
+cp 102-|—bp IO—I—ap

0

Man nimmt baher, ba hier cr aud) weiziffrig fein fann, fo viele
hodyjte Biffern bes Divibends, alé ber Divifor hat, ober wenn diefe Fleiner
odren al8 ber Divifor, um eine mehr al8 erften Theilvivivend an, multipli-
ciert mit bev baburch gefunbenen Hichjten Biffer ded Quotienten bden Divifor
und fubtrabiert bas Probuct von dem erften Lheildivivend. Bu vem Refte fest
man bie nddjtiolgenve Biffer ved Dividends, beftinmmt aus diefem neuen Theil-
pivibend bie jiweite Riffer bed Duotienten und fest diefes Verfahren fort, bis
alfe Biffern des Divibends in Rechuung geogen wurben. Dabet ift ju beviid-
]”id)tigen, bafi ber Reft, ber aus dber Subtvaction ber Theilprobucte entjteht,
tmmter fleiner fein muf ald ber Divifor, weil man fonft im Quotienfen eine
sweite Biffer von bexfelben Rangjtelle exhalten wiivde.

3. B. 4409064 : 836 — 5274, vver 4409064,

4180 836
T 2290 5274
1672 4180« o
6186 2200
5852 1672
3344 6186
3344 5852
R 3344
3344
0

ober wenn man bie Theilprodbucte in Gedbanten fubtrabiert unb nur bdie Hejte

anfd)letbt
4409064
836
5274
2290
6186
3344
Bufab. Schreidt nman ben Divifor unter den erften Theilbividend, unbd
die evite Aiffer ves Quotienten unter dle Eineritelle ves Divifors, {o hat jeve
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Biffer ves Quotienten gleichen Jang mit ver gevade bdaviiber ftehenven Iiffer
peg Dibidens.

§. 67. Der Quotient hat entweder eben fo viele Biffern als
per Untevjchied jwifdhen der Anzahl der Ziffern ved Divivends
und der ped Divifors betrdgt, ober um eine Jiffer melhr.

3t M mjiffrig und N njiffrig, o M > N ift, und M : N = Q, dafer
M = N.Q, fo hat nady § 66 M fo viele Biffern, al8 bie Factoren N und Q
jufammengenomnien, ober um eine Afffer weniger. Temnac) mup Q entweber
fo viele Biffern haben, alg ihrer M mehr hat al8 N, odber noch um eine melr.

Bweiter Abjdnitt.

Mie Grundoperationen mit algebraifdyen gangen Ballen.
1. Grilarungen

8. 68. M vas allgemeine Verfahren der Subtvaction (§. 18), nad
weldhemt man in der Bablenvethe vom Minuend um jo viel Einbeiten uriid-
siblen foll, al8 ber Subtvahend angeigt, auch in dem Falle, wenn ber Sub-
trahend grifer al8 der Minuend ift, anwendbar ju machen, ift man gendthigt,
vie Peihe der natiivlichen Bahlen dadurch zu evweitern, baf man von der Null alé
ihrem Ausgangspuncte (§. 4) nach vem gleichen Gefetse auch abwirtd fortjchreitet.

Diefe Crveitevung des Bahlengebietes (Aft fich am beften an ber Bahlen-
linte nachweifen.

—6 =5 —4 -3 -2 1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6
| 1 | | 1 | | | [} | I I I
Y : &

Sdyreitet man auf der Bablenlinie von ber Stelfe 6 um 4 Sdhritte
quritd, fo gelangt man ju ber Stelle x, und ef ijt x =6 — 4 = 2.

Schreitet man aber von der Stelle 6 um 8§ Schritte uvitef, fo gelangt
man 3u der Stelle y, und e§ ift y = 6 — 8. Ju derfelben Stelle fommt man
.audh, inbem man von ber Stelle 6 juerit 6, dann 2 Schritte guviic geht; mithin
ifft y=6—6 —2=0—2, wofiiv man — 2 fchreibt.

Durd) diefelbe Schlufiweife {iberjengt man fich, vaf je wei gleichiweit
vomt Nullpunfte entfernte Stellen der ahlentinie dpuvd) diefelbe Bahl begeichnet
werben, daf aber bie Bafhlen, welde auf devjenigen Seite, die der uvfpriing-
lichen Richtung entgegengefest ift, liegen, das bejtandige Bovzeichen — haben.
Dann muf man aber ven Sahlen auf ver urfpritnglichen Richtung ber Bafhlen-
linie bag Boreidhen 4 geben. Denn fhreitet man von O in dber urpriing:
licgen Richtung 2 Schritte ab, jo gelangt man zu der Stelle 0 4 2 = + 2;
ober {chreitet man von der Stelle — 6 zuerft 6, bann 2 Schritte in ber urjpriing-
fidhen Richtung ab, fo fommt man jur Stelle — 6 + 6 +2 =0+ 2=+ 2.

Die mit bem Bovgeichen — verfehenen Bahlen heifen negative Jahlen;
jie bilberr ben Gegenfaty ju ben bisherigen Jahlen ber natiivlichen Bahlenveihe,
welche man jum Unterjchieve von jenen pofitive Jafhlen nennt und mit bem
Lovzeidhen -+ begeichnet. €8 ift bemnach + a = a.

Die mit Bovjeichen verfehenen Sahlen mwerven velative ober alges
braijche Bablen genannt, im Gegenjagge zu ven urfpriinglichen IJahlen,
weldpe abjolute Sahlen Heipen
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Jebe algebraijche Bahl bejteht aus einem BVovieichen und einem Zahlen-
werthe. Dad Vorzeichen zeigt an, ob fidh die Jahl auf der pofitiven over
negativen Seite ver Sablenveife befinvet; ver Zabhlemverth ift eine abjolute
Bahl und zeigt an, welde Stelle die Jahl in dev Neihe der pofitiven ober ver
negativen Rablen einnimmt.

Bwei Bablen, welde gleichen Sahlenwerth, aber verichiedene BVovzeidhen
haben, heifen einanbver entgegengeieBt.

@8 ijt nicht ndthig, ftets beive Bovzeichen it gebrauchen; man pilegt das
Borgeichen - al8 felbftverjtindlich dovt weggulaffen, wo ed ofhne Stivung des
Sinnes und des Sujommenhanges einer Rechuung gefchehen fann.

Die BVorgeiden | und — find ju unterfdeiden von ben bishevigen Redynungszeiden
ber Abbdition und der Subtraction; fie fteben jeboch) mit benfelben in euwer jo inmigen BVe-
piebung, bafp bie Doppelbentigleit diefer Beihen gav nidt ftdvend fein tanm. ES bebeutet
ndmlidy + a eine Babl, gu ber man gelangt, wenn man in dev Bablenveibe von 0 um a Gin-
beiten vorwdvtd {dreitet, — a bagegen eine Babl, zu ber man gelangt, wenn man in ber
Raplenveibe von 0 um a Ginbeiten uviicdjdueitet; daber ift nadh §§. 11 und 18

+a=0+43,
—a=0— a,
wo bie erften Beiden BVovseiden, die sweiten Rednungdzeidhen vovftelen.

Grigen, wie Bewegung nad) Norden und nach Siiven, vad Steigen unbd
Sinfen, Vevmdgen und Schulven, Hihe iiber und unter dem Meevesipiegel,
Beiten vor und nach Chrifti Geburt, 1. dgl., welche in dem einen und in dem
entgegengejeten Stine gezdhlt twerben funen, fo baf gleichviel von beiben
Biithlungen O gibt, Heifen entgegengefette Grifen. Juw ber Mathematif
begeichnet man die eine von jwei entgegengefesten Gvigen, gleichviel weldhe,
aber confequent, mit -4, bie andbeven mit —.

Hitte man 3. B. die Beit, wann ein Creignif C ftattfand, zu vedynen
ang ber Angabe: a Jahre nacd) Chrijto fand ein Ereignié A jtatt, b Jahre
fpiter ein Greignis B und ¢ Jahre frither ein Creignig C; fo wive ber gejuchte
Aeitpunft x =a 4+ b — ¢, RKame nach Cinfeung der Werthe fiiv a, b, ¢
ein Refultat — m um Bovjdyein, fo Hiefe dies: dag Ereignis C fand m Jabhre
vov Chrijto ftatt.

Allgemein: Gin negativer Werth — m fiir eine gejuchte Grige x
bebeutet ftets, paf die Grife gemeffen wird dburd) m Cinbeiten, aber in einem
Sinne, welcher dem urfpriinglich in bie Nedhnung eingefiihvien entgegengefesst it

2. Das Redynen mit algebraifden Zahlen

§ 69. Der durcdh die Aufnahme ver negativen Jahlen eviveiterte Sahlen-
begriff Hat zur Folge, daf aud) die Begriffe dber Opevationen ange-
meffen erweitert werden, damit fich die Lehrfife, deven Giltigleit zundchit
fiir abfolute Bahlen nachgewiefen wurde, auch auf bie algebraifchen Bahlen aus-
pefnen [affen.

§. T0. Die fiir bas Adbdieren in § 11 gegebene Crfldrung bleibt
and) fiiv algebraijche Bahlen giltig; nur bejtimmt fic) bas Weiterfdhreiten von
erften Summanden aué um bdie Cinfeiten ded zweifen mit Ritdficdht auf den
®egenfats bder pofitiven und negativen Sahlen ald ein BVorwdrts- ober Riid-
wirtéfchveiten in der algebraifchen Bafhlenveihe, je nachvem ber ziveite Sum-
manb pofitio ober negativ ijt.

1. Bwei gleidybejeichnete Sahlen werden adbbiert, inbem man
ihre Bahlenwerthe abdiert und biefer Summe bdag gemeinfchaftliche Bor-
seichen gibt. (+a) 4 (+b) = + (a + b),

(—a) + (—b) = — (a 4 b).
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Beweis, (4 a) - (4 b) zeigt an, bdaf man in der algebraifchen
Bahlenreihe von der Bahl + a aus um b Ginheiten vovwivt{dhreiten foll;
badurd) gelangt man zu der Bahl a -+ b auf ber pofitiven Seite, alfo Fu
+ (a + b).

(— a) 4 (— b) geigt an, baf man in ber algebraifchen Sahlenveihe
pon Der Bahl — a qus um b Cinbeiten rviidwivtdfchreiten foll; badburdh ge-
fangt man auch su ver Bahl a + b, jeboch auf der negativen Seite, alfo ju
— (a 4 b).

2. “%)mei ungleid) bejeichnete Zahlen werden adbiert, inbem
man ben Fleineven Sahlemwerth von dem grdReren fubtvabiert und bdiefer Dif-
feven da8 LVorgeichen des griferen Sablemmwerthes gibt.

+ a) + (—b) = 4 (a — b), odber = — (b — a),
—a) + (+b)=—(a—b), oberz—t—éb-—a).

Der Beweid wird dhnlich, wie bet bem vorhergehenven Sabe, gefithrt.

Bufal, Bwet entgegengejetite Sahlen geben zur Summe Null
(heben fich gegenfeitig auf).

ol &)t ("‘ a) =0,

— a) + (+ a) = 0.

§. T1. Aud fiir pad Subtrahieven algebraifcher Bahlen gilt bie in
§. 17 aufgejtellte ©rfldrung. Um biefe Opevation auch hier anf dag Jdhlen
suviiczufiithren, bavf man nur mit Ridficht auf dben Gegenfas der pofitiven
und negativen Sablen die in §. 18 gegebene Fegel dahin evgdngen, daf basd
Fortfdhreiten vom Minuend aus um die Einfeiten des Subtrahends rvidmirts
oder oorivdrtd i gefcdheben Hat, fe nadhbem ber Subtvafend pofitiv ober
negativ ift.

Bwet algebratfde 3ahlen werben fubtrafhiert, indem man jum
unperdnderten Winuend ben Subtrahend mit entgegengejestem Bovzeichen abbievt.

(+8) — (+ b) = (+ a) + (—b),
(4 8) — (—b) = (+ a) -+ (& b),
Gl Pl
(o a) —/(— b) =H—a) D).

Beweis. (4 a) — (4 b) zeigt an, daf man den in der algebraifchen
Baflenveihe vom Wiinuend 4 a aqus um b Cinfeiten viddwirtsjchreiten joll ;
bie§ ift aber berfelbe Rechnungdgang, ald ob man ju + a bie ahl — b abbdiert.

(+ a) — (— b) zeigt au, baff man in der algebraifchen Bahlenveihe von
+ a aud um b Ginfeiten voviwdvisjchreiten foll; died ift aber verfelbe NRedh-
nungsgang, ald ob man su -4 a die Sahl 4 b addiert.

ehnlich find die Veweife fitv den dritten und vievten Fall.

Solgefah. Die Diffeveny je weier algebraifcher Zahlen faun ald eine
algebraifdhe Summe bavgejtellt wevden.

§ T72. 1. Seber mehrgliedbvige Ausdrud (§ 27) fann in eine
algebraifde Summe verwandelt werdemn.

a—b—c+d=(+2a) + (—b)+ (—e) + (+ d).

Beweis, a —b —c¢c +d= + ahg+b;—g+0)+(+d)(§‘68)

=(+a) + (—b ) + (—¢) + (+ d) (§.71),

Mmgetelrt :

2. Jedbe algebraifhe Summe fann in einen mehrgliedvigen
Ausdrud verwanbelt werden.

(+a)+ (=B -+ F )+ (—dh=a—bte—d



3. Gine algebraifche Summe bleibt unvevdnbert, wenn man
bie Summanden unter einandeyr vertaufdt,

Solgt aus 1. wnd 2. mit Bugiehung ded §. 27, Folgef, 1.

§ 73 Der fiiv abfolute Bahlen aufgejtellte Begriff der Multipli-
cation (§ 31) muf bei pofitiven undb negativen Bahlen mit Ridficht auf
beven Gegenfaty dahin eviveitert werden, daff man Bier, je nachbem per MWul-
tiplicator pofitiv ober negativ ift, ven Sultiplicand felbjt oder bas Entgegen-
gefetste pesfelben, o. 1. ben Multiplicand mit entgegengefetstem Vorzeichen, fo
oft al8 Summand ju jeten hat, al8 der Multiplicator Einbeiten enthilt.

- Bwei gleid) begetdhnete Factoven geben ein pofitivesd, zmed
ungleich bezeichnete Factoren geben ein negatives Product.
+a.4+b=+4ab,
~—a.—b=-ab,
+a. —b=—ab,
—a.+b=—abh,

Beweis. -+ a . -+ b geigt an, daf man ben Multiplicand + a felbjt
bmal a8 Summand ju fegen Hhat, wodburd) man nadh §. 70, 1. ein pofitives
Pefultat evhilt.

——a.— b geigt ai, daf man dad Entgegengefeste von — a, alfo + a,
bmal a8 Summand ju fegen Hat, woburdy man ein pofitives Refultat erhilt.

Wehnlicy find die Veweife fiiv ben dritten und vierten Fall.

Jolgefite. 1. Das Product sweier algebraifder Sahlen bleibt
ungednbert, wenn wan diefelben unter einanber vertauidt.

GBSt =la s, —ih — == aih b HEEh o L e R,
(§ 32); paher = a.+ b= - b.2 a. Ehen fo folgt

. =i = Eh g

2. Dag Prodbuctvonbeliebig vielenpofitiven Jahlentit pofitiv.

3. Das Prodbuct von (auter negativen Jahlen ift pofitiv ober
negativ, je nacdhdem die Anzahl der Factoven einme gerabe obder
ungevave (§ 80, Bujab) ift.

§ T4 Der in § 42 fiiv abjolute Bahlen gegebene Begriff ber Di-
Bifion gilt unvevdnbert auch fiiv algebraifche Sahlen.

Der Quotient zweier algebraticher Zahlen ijt pojitiv ober
legativ, je nachpem bdiefelben gleichbeseidhnet ober ungleidy-
begeichnet find.

m}" El‘:-]l”b:'l‘“ q,
—a:—b=+4q,
+a:—b=—gq,
—at:+b=—q

o q ben Zahlemwerth des Quotienten vorftelit.

Beweis, It der Divivend (pag Probuct) pofitiv, fo miiffen, wie aus
§- 73 folgt, der Divijor und der Quotient (vie beiden Factoven) gleichbeseichnet
fein; alfo +~a:4+ b=+ quud 4 a: —b=—q.

3it ber Divibend negativ, fo miiffen Divifor und Quotient ungleich-
begeichnet fein; alfo —a:+b=—q ud —a:—b = + q.

§ T5. Alle bisher fiiv bie abfoluten ganzen Jahlen erwie-
fenen Qehridpe gelten audy fiiv vie algebraifden gangen Bahlemn

Denn alfe jene Lehrfate loffen fich aus den jwei Fundamentaljiken von
ber Vertaufdpbarfeit ber Summanden und bev BVeviaujhbarteit der Factoven
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purd) Blofie Umformungen ferleiten; bdiefe beiben Sate aber gelten, wie in
§. 72, 3 undb §. 73, Folge]. 1 bewiefen wurbe, auch fiiv algebraifche gange ahlen.

Bufige. 1. Hiernad) ift gugleih der im Schlupabjake ded §. 18 be-
siiglid) ver Diffevenzen ausgefprochene Vorbehalt aufgehoben.

2. 3n Bejug auf die Sipe iiber die Berbindung von Gfleichungen und
Ungleichungen, weldye ebenfall8 auch fitv algebratjche Sahlen gelten, muf man
fefthalten, daf von 3wei algebraijchen Bahlen biejenige vie teineve ift, su welder
man eine pefitive Zahl adbdbieven muf, wn die anveve ju evhalten (§. 7).

Dritter Abjchnitt.
Vou der Theilbarkeit ganger Bahlen.

§. 76. Eire Bahl Heift durd) eine andeve theilbav, wenn fie durd
piefelbe dividiert eine gange Bahl jum Quotienten gibt. Der Divibend ijt in
biefem Falle ein Vielfadies (§. 31) pes Divijord und der Divifor ein
Maf des Divibends,

Gine Rahl, weldhe mur duvd) die Einbeit und duvd) fich felbjt theilbar
ift, wird eine abjolute Primzahl, auch blof Primzahl genannt. Jede
anbeve Sabhl Deift eine jufammengefetste Bahl. Jede durd) einen Buch-
jtabent dargeftellte Bahl ift, wenn nicht ausdriictlich das Gegentheil angenommen
wird, al8 eine Primgahl amgujehen.

Gine 3ahl, vuvch welche zwei oder mefreve andere Sahlen theilbar find,
wird ein gemeinfchaftliches Maf diefer Babhlen genaunt. Sablen, weldpe
aufer pev Ginfeit fein gemeinjchaftliches Maf haben, Deifen Primzahlen
gegen einanber ober velative Primzahlen.

Gine Bahl, weldhe buvc) gwei oder mehrere anbere Bafhlen theilbar ijt,
heifit ein gemeinjdaftliches BVielfades biefer Bahlen.

3t eine Bahl a durch eine andeve b nicht theilbar, fo heifgt die Jahl
r, welche erhalten wird, wenn man von dem Dividende a dad grifte Biel-
fache von b, weldhes davin vorfommt, 3. B. bq, fubtvahievt, der Reft der
Divifion., €8 ijt alfo r =a — bq, und baher a = bq 4 r.

1. Allgemeine Sate.

§ T7. 1. Sind 3wei ober mehreve Zahlen durch eine gemein-
jhaftliche Bahl thetlbav, fo ift aud) ihre Summe vadburd theilbar.

Seweis. C8 jeien a, b, ¢ burcdh) m theilbar. Seft man a:m = «a,
b:m=g c:m=yp,foita=me¢ b=mpf,c=mpy,mbatb-+ec
= ma 4+ mp + my; folglih (a +b4c):m=a+ g+ y = einer
gangen Safl.

2. Sinb zwei Zahlen durd eine dbritte theilbar, fo ijt aud
ihre Differeny vadurd theilbar.

Beweis, C8feia:m=amdb:m =g, jvijta =ma, b=mg,und
a—b=ma—mp, folglih (a — b): m =« — f = einer ganzen Zafhl.

§. 7T8. 1. 3jt eine Babl dburch eine andbere Bahl theilbar, o
ift auch jedes Bielfache derfelben vadurch theilbar

Beweis. €8 fei a:m =@, fo ift a = me, Ud ap = mpe, folglid
ap:m = pa = einer gangen Zahl.
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2. 3ft eine Zahl duvd -ivgend eine jufammengefeste ahl
theilbax, jo ift fie aud) dburd) alle Factoven ber [epsteven theilbar.
Beweis, €8 fei a dburd) m theilbar, undb m = pqr. Sept mant a:m =g,
fo ift a = me, ober a == pqre, folglih a:p = qre, a:q=pre,

3 pqa’.

3. It eine Bahl durd zwei velative Primzahlen theilbar,
fo ift fie aud) purch vas Product verjelben theilbar.

Beweis. €8 fei a burch bdie velativen Primahlen m und n theilbar.
Da biefe feine gemeinfchaftlichen Factoren YHaben follen und boch a fammt-
lidhe Factoven vom m und von n enthalten muf, fo muf a aud) alle Factoren
beg Provucted mn enthalten, alfo a burch mn theilbar fein.

4. 3ft ein Product yweier Factoven dpurd eine Jahl theilbar,
-weldhe gegen den einen Factor eine relative Primzahl ift, fo
muf ber gweite Factor purc viefe Zahl theilbar fein.

Beweis. €3 {ei ab durd) m theilbar und m gegen a eine relative
Primzahl. Da a mit m feinen gemeinjchaftlichen Factor hat, fo mitffen, damit
ab burd) m theilbar fei, mit Ridjiht auf §. 50, 1 alle Factoren vom m in
ver Bahl b enthalten, o, 1. e8 muf b dburd) m theilbar fein.

5. Jjteine Bahl gegen zweioder mehrere andbere Jafhlen eine
velative Primzahl, foiftfie e auch gegen bad Prodbuct dberfelben.

Beweis. 3t m eine velative Primzahl gegen a, b und ¢, d. i. hat feine
ber Bahlen a, b, ¢ einen Factor, weldher aud) in m euthalten wive, fo fann
audy in vem Producte abe, welches nadhy §. 36 nur die Factoven von a, b
und ¢ enthalt, fein Factor von m vorfomnren.

6. Die Potengen zweier velativer Primzahlen find felbijt
relative Primzahlen.

Beweis. Sind a und b velative Primzahlen, o muf nach dem vorher-
gehenden Sae a aud) gegen bb, ferner aa gegen bb u. f. w., alfgemein
a™ gegen b® eine velative Primzafl fein.

§ 79 1. Wenn per Divibend unbd der Divifor ein gemein-
fdaftlidhes Maf haben, fo mufp aud dver Divifionsreft dadburd
theilbar fein.

- Beweis. E8 feien a und b durd) m theilbar und e§ gebe a durdh b bivi-
biert ben Quotienten q mit bem Refte r; fo ift r = a — bq (§. 76). Da a
vurcdh m theilbar ift, ferner b, fomit auch bas Bielfache bq durd) m theilbar
ift, fo muf aud) die Diffeven; a — bq, weldye gletch r ift, durch m theilbar jein.

Jolgefa. Jebes gemeinfdhaftlidhe Maf zwifden Dividend
und Divifor ift auch ein gemeinjchaftliches Maf jwifdhen Di-
bifor und Rejt.

2. Wenn ver Divifor und der Divifionsreft ein gemein-
%d)afitt'id)eé Mag haben, fo muf aud ber Divivend daburd theil:
ar fein. -

Beweis. ©8 gebe a dburd) b dividiert den Quotienten q mit dem Refte r,
Wo damm a = bq 4 r (§ 76) ift, und e8 fei m ein gemginichaftliches Waf
bon b und r, Wenn b, jomit audy vas Bielfache bq, und ferner r durd) m
theilbar find, fo muf auc) dvie Summe bq 4 r, weldpe gleich a ift, burch m
theilbar fein.

Jolgefaly. Jedes gemeinfdhaftlide Maf zwifden Divifor
undb Divifionsrejt ift aud) ein gemeinjdaftlihes Maf zwifden
Divivend und Divifor.

Moenit, Arithmeti? unb Nigebra, 11, Hufl, 3
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2. Kenngeidhen dber Thetlbarfeit defadifdher Bahlern.

8. 80. Gine defadifche Bafl ijt duvch 2 theilbar, wenn fie
at per Stelle per Ciner eine dber Jiffern 0, 2, 4, 6 ober 8 hat.
Beweis. 3ft N eine defavifhe Bahl, in welder a, b, ¢, d, e, . . .
folgetveife die Biffern an der Stelle dev Ciner, Befhuer, Hunderte, Taufenve,
Aehutaujende, . . . beveuten, jo ijt
N = ... 10000 e 4+ 1000 d 4 100 ¢ 4+ 10 b 4 a, daber

W 32 = e il 5000 ¢ +500d + 50 ¢ + 5 b + -

Qjt nun a gleich Null ober durd) 2 theilbar, fo ift auch N burch 2
theilbav.

: Bufatp. Jene Bahlen, welche an der Stelle der Ciner 0, 2, 4, 6, oder 8
haben, werden gevadbe Zafhlen genannt. Gine gevabe Bahl wird, da fie durd)
2 theilbar, alfo ein Bielfaches wvon 2 ift, allgemein durd) 2m ausdgedbriict,
wo m jede beliebige ganze Bahl vorftellen fann.

Sene Rahlen, weldhe an der Stelle der Einer 1, 3, 5, T odber 9 haben,
peiffen ungevade Zahlen. Da eine ungerabe Sahl um 1 grdfer ober fleiner
ift, alg cine gevade, fo ift 2m -+ 1 oder 2m — 1 bdie allgemeine Form fitv
bie ungeraven Sahlem.

Folgefdbe. 1. Die Summe und die Diffeven; zweier geraber obev zweier
ungevaber Saflen ift eine gerabe Zahl.

2. ©te Summe und bdie Diffeveny einer gevaben und einer ungevaben
Bafl ift eine ungerade Sahl.

3. Dad Product zweter gevader Jahlen ift gevabe, bad Probuct weter
ungevader Sabhlen ijt ungevabve.

4, Dad Product aud einer gevaben und einer ungevaben Jahl ijt gerade.

§. 81. Gine vefadifde Bahl ift durd) 3 oder durd) 9 theil-
bar, wenn ihrve Fiffernfumme beziiglich duvdh 3 oder burdh 9
theilbar ift.

Beweis. N = . ... 1000d 4 100¢ 4 10b + a,
= ....99d4+d+99c +c+4+ 9b 4+ b+ 1,
=iy . 000 4 09 40h -, Tt dHEpRl L UsE
baher
Nragis 2l i 355 0L 50 g, Lt b B
uno
Rivg e il s 111d-|-11c+b+;“+$‘)1+"_+f-

Bufof. 3t eine 3ahl durch) 2 und duvd) 3 theilbar, fo ijt fie auch dpurd) 6
theilbar (§. 78, 3).

8. 82, 1. Gine befadifche Bahl ift dburd) 4 thetlbar, wenn
bie zwei niebvigften Biffern als Zall betvachtet purch 4 theil-
bar find. ;

Beweis. N = .. .. 1000d 4 100¢ - 10b - a, daher

[ g H
N:d=.... 250d+ 9250+ 20%2

2. Gine defadifdhe Bahl ift durd) 8 theilbar, wenn bie drei
niebrigiten Riffern als Bahl betvachtet durd) 8 theilbar finbd.

Beweis. N = ... 10000e + 1000d 4 100¢ + 10b + a, paher

N:8=..,.1250e + 125d + 19‘&?:':%9&1“_’*.
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§. 83. 1. Gine dbefabifde Bahl ift dureh 5 theilbay, wenn fie
an per Stelle per Ciner O ober 5 hat. -

2. Gine vefadifche Bahl ijt purd) 10 theilbar, wenn jie an
ber Stelle per EGiner O hat.

Beweis, Hat N bdie fritheve Vebeutung, jo ijt

10N Gre=in I0900dC] PO S8 e - b

2. N:10=....100d + 10c + b “H%'

§. B4. Gine defadbifdpe Zahl ift dpurd) 11 theilbar, wenn die
Diffevens gwifdhen den Jiffernfummen in den ungevadben undin
ben gevaben Stellen durd) 11 theilbar ijt.

Beweis, N = ... 100000 f 4 10000¢ 4+ 1000d <+ 100¢ 4- 10b 4 a,

= ... 100001 f —f 4 9999¢ -} e -+ 1001d — d
+ 99¢ ¢ + 11b — b -+ a,

= ... 100001 f 4+ 9999e 4 1001d 4+ 99¢ 4 11b
+(.veto+a)— (..o f--d+b)

N:1l = ...9091f 4+ 909e + 91d 4 9¢ + b
4 (.o.etec~4a)—(...f4d+D).

11

baber

3. Bon den Primzahlen indbefondere.

—8, 85. 3t eine Bahln fleiner als bad Quadrat einer anberen
Bahl a, undift n mit Ausfdhlug ver Cinheit burd) feine Jahl unter
a theilbar, o ijt n eine Primzahl,

~ Beweis, Gejepst, n fei durch ivgend eine Jafl p theilbar, fo fonnte muw
p>a fein. €8 fei num n:p=x, alfo n = px, wo x eine ganze Jahl be-
seichnet ; bamn wdve ancdh n: x = p, alfo n durd) x theilbar. Au8 n << a®
und p > a folgt aber n: p << a, ober x << a. G8 miifite dbaher unter ber
obigen Annahme n durc) eine Bahl x < a theilbar fein, was gegen die Bor-
audfetsung ift. n muf alfo eine Primgahl fein.

8. 86. Aufgabe. ALlePrimzahlen bid 3u ciner gegebenen
Grenge jubeftimmen

Man bilve bie Duadrate der natiivlichen Zahlen, bi8 das lefste Quabrat
bie gegebene Grenge itberjchreitet:

e 6 D5 % ah LY Bind $8] S 100, .

G8 find bann Primzahlen diejenigen Jabhlen zwijdien 1 und 4, welche
mit Ausfchluf der 1 purdh) feine Sahl unter 2 theilbar find, aljo 1, 2 unbd 3;
ferer alle die Bahlen jwijden 4 und 9, die mit Ausjchluf der 1 durdy feine
Bahl unter 3 theilbar find, alfo 5 und 7; u. §. w.

' Die NRidptigleit folgt aus §. 85.

§ 87. Jedbe endlide zufammengefette Zahl [ift fid in
lauter Primfactoren jevlegen,

Beweis. Jeve jufommengefette Sahl muf wenigjtens in jiwei Factoven
gevlegt wevben finnen; diefe laffen fich, wenn fie jufammengefetste Sahlen find,
Wieber in Factoven zerlegen, die entiveder fehon Primgahlen oder felbft wicver
sufommengefeste Sablen find; wird im lesteven Falle dag Sevlegen fortgefesst,
1o mufg man endlich anf fanter Primfactoven fommen. Wive diefes nicht ver
&all, jo miijte die gegebene Bahl aus unendlich) vielen Factoven, die alle

3
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grifer al8 1 find, jufammengefest, und alfe felbjt unendlicdh gvof fein, was
per Borausfesung zuwider ift.

§. 88. Aufgabe. Eine zufammengejeste Sahl in ihre Prim-
factoren ju zerlegem.

Man bdividiere bie gegebene Zahl durch bie fleinfte Primzahl, duvd) die
fie theilbar {ft, 1 nicht mitgevechnet; den Quotienten dividiere man mwieber
purch die fleinjte Primzahl, vurd) die er theilbav ift, die friihere Primgahl nidht
ausgenommen, und verfafre fo mit jebem folgenben Quotienten, big man
endlich auf einen Quotienten fommt, dev felbft eine Primzahl ift. Die nadh
unb nach angewenbdeten Divifoven und ver legste Quotient find die Primfactoven,
aus penen die vovgelegte Bahl Dejteht,

St 3. B. 630 in Primjactoren u erlegen, jo bat man:

630 : 2 = 315 ober 6302

315:3 = 105 315(3

10as —3ia5 1053
S E —— S 3515
07
alis 630 =2 .815 =2.8 105 =:2.3 1836 =2.9.91.5 .1

Bufah. Um alle Factoven einer Zahl zu finden, jerlege man bdiefelbe

i thve Primfactoven, multiplicive mit bem weiten Primfactor den erften,

bann mif bem britten Primfactor bdie beiben vorhergehenden wei Primfactoren

und ben evhaltenen gujammengefesten Factor, und jo fort mit jebem folgenden

Primfactor alle vorhevgehenden einfachen und jujammengefetsten Factoren. 3. B.
2102

105/3, 6
3505, 10, 15, 30
07, 14, 21, 42, 35, 70, 105, 210.

§. 89. Aufgabe, Ginen allgemeinen Zahlenauddrud in Fac-
toren zu zerlegen,

1. Dei eingliedrigen Ausdriicden ftellen die einzelnen Budhitaben
felbjt bie Primfactoren vovr; find davin Potemjgrifen enthalten, fo wird bie
Wurzel Jo oft ald Factor gefest, ald der Erponent angeigt. 3. B

abc=14a.b.e; ab’mi =acb b m.m.m;
DA XIS AR

2. Fiiv bie Revlegung ver Polpuome in Factoven laffen fich feine all-
gemeinen Regeln geben; es follen baber hier nur haufiger vorfommende fpectelle
Falle betrachtet werden.

a) Gin Polhnom, deffen alle Glicver ein gemeinjdhaftliches Maf haben,
wird nadh §. 33 in jwei Factoren zevlegt, wenn man das gemeinjchaftliche
Mai als ven einen Factor hevaushebt und al8 jweiten Factor ben Luotienten
fetst, welcher aus ber Divifion bed gegebenen Augdructes buveh jenes gemein-
{chaftliche Maf Hervorgeht. 3. B.

1. 3ax—4bx=x(3a—4b),
2. 20x4— 16x3 + 12x2 = 4x* (5x? —4x + 3).

b) Jnébejonbere folgt aud §. 39, Bujaf,

1l.a*+ 2ab 4+ b>*=(a-+b) (a+ b),
2. 82— 2ab+ b?=(a —b) (a —b),
3. a2 — b*=(a 4 b) (a — b),
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c) Oft wirb die Serlegung eined Polhnoms in Factorven dadburdy erleichtert,
vag man ein Glied in jwei Theile aufldft, ober daf man zu dem gegebenen
Polgnom diejelbe Grife adbiert und jugleich wieber davon fubtvabhiert. 3. B,
1.6a2-} 5ab 4 b?=6a2+3ab+ 2ab -+ b2
=3a(2a+b)+b(2a+Db)
= (2a 4 b) Ba + b).
2, % —x—6=%*4+2x—2x —x—6=x"1+2x—3x—6
=xx+9—8x+2=x+2)x—3)

4, Bom grifiten gemeinfdhaftlichen Mafe.

§. 90. lUnter dem griofiten gemeinfchaftlichen Dafe mebrever
Rahlen verfteht man bie grofte ahl, durdy weldhe diefe Sahlen theilbar find.

Aufgabe. Dad grofte gemeinfdhajtliche Maf jweier Sabhlen
ju finben.

1. Auflifung. Mian zerlege jebe der gegebenen Bahlen in ihre Primfac-
toven uud febe unter biefen bdiejenigen Gevaus, welcdhe in beiben Bablen gemein-
fehaftlich vorfommen; bdas Product derfelben ijt bas gejuchte grifte gemein-
fhaftliche Maf.

Beweis. Das fo gebilbete Probuct ift, ba alle Factoren bedfelben in beiven
Bablen enthalten find, gewif ein gemeinfchaftliches Meaf berfelben; es ift aber
audy pas grifte, weil, jobald man nod) einen Factor hingufiigen wiivde, durd
diefes Provuct nicht melhr Heive Babhlen theilbar mwirven,

Beifpicle. 1. Man fuche vag gr. g. WMaf von 300 und 420.

00— 253 1515,
420 = 2.2.8.5.7; av. g Paff =2.2.8.6-=60.

2. Sind bie Ausdriide 4 a*b c und 6 a b c® gegeben, fo hat man

datbe— 2.2 a.a.bio
6abe*=2.8.a.b.c.c; gr. 3. Maf =2abe.

2. Auflofung. DMan biviviere bdie grbfere ber beiven Zahlen turd) die
tleineve, fobann ven Divijor durdy pen Divifionsveft, ben neuen Divijor dbuvd
ven feuen NReft, u. f. f., bis endlich eine Divifion ofne NReft aufgeht; der lente
Divifor ijt das quifte gemeinjdaftliche Diafp der ziwei gegebenen Zafhlen.

Beweis, Sind a wnd b, wo a > b, bdie zwei gegebenen Bahlen unbd
Yy, Yg, Iy, T,,... die aufeinanver folgenben Divifionsdvefte, jo [ft ficdy dev Fech-
nungégang fo barftellen:

Dividend a, Divifor b, JPejt r,,
n ’ n rlf " r2’
" rlr " Ty, n rsr
" r2f " T3, " 1‘“ u. i- 1D.

Aunadft ift Har, daf man bei fortgefeptem Divivieven endlicy auf einen
Reft — O tommen miiffe, weil bexr jedesmalige NReft eine ganze Zahl unbd
wenigftens um 1 fleiner al8 ver Divifor, weldher der vorhergehende Rejt war,
fein muf. G8 fei 3. B. r, = 0.

Daf dann r, ein gemeinichaftliches Maf von a und b fei, ift leicht ein-
sufehen. Aus ver lepten Divifion folgt, daf ry ein g. Maf pwifdhen r, und
ry ift; r, und r, fommen in dev vorhergehenven Divifion als Divifor und Rejt
vor, alfo ift (8 79, 2. Folgef.) ry anch ein g. WMap 3wifchen dem Dividend r,
b bem Divijor r,, folglich vermige ver nidhjtvorhergehenden Divifion, wo r,
und r, wiever Divifor und Rejt vorftellen, ry ein g. Weaf zwifchen b und r,,
und endlich vevmige dev erften Divifion rg aud) ein g. Maf swijdhen a und b.



r, ijt aber auch) bas grifte gemeinjchaftliche Waf von a und b. Sefest,
biefe Dhitten nodh ein griferes gemeinjchaftliches MWaf m > ry, o miiften
(nach §.'79, 1. Folgef.) vermige der exften Divifion, in welder a und b ald
Oivivend und Divifor vovfommen, aud) der Divifor b und der Rejt r,, daher
permige der jweiten Divifion aud) r, und r,, und endlid) vermige der dritten
Divifion aud) r, und ry durd) m theilbar fein, was der Anunahme m > ry
wiverfpricht. Folglich tjt vy, bas gv. g. Waf vou a unb b,

Beifpicle. 1. Wi das gv. g. Pafi von 1134 und 3654 ju finden, Hat man

3654 : 1134 = 3 mit dem Nejte 2562 ober 1134|3654|3
iR Ll —m g L ER RS SRR BRI (01 126| 252/4
262500 1265=—12 0 02

) n n
ar. g. Maf- = 126.
2. Man fudhe dag qr. q. Pak von 377 und 848.
377848 2 gv. g. M. = 1;
1) 94) 4 377 unb 848 find alfo velative Primzahlen.
094
3. G8 foll bag gr. g. Maf swifdhen 3a® — 242 —3ab? 4 a4 2h2 L+ b
und a® — b? gefudht werben.
(Ba® —2a® —3Bab®>4 a4 2b* 4+ b): (@®—b?)=3a—2
3 al — 3ab®
i BE
T U
— 2a? 4 2b?
+ o

-+ a -+ b Nejt.
@*—Db%:(a+4 b)=a—bh.

Das gejudite gr. g. MaR ift alfo ber lefite Divifor a + b,

Bet allgemeinen Sahlenausdviiden muf man oft, wm die Divifion ver-
vichten ju foumen, den Divivend mit einem Nichtfactor des Divifors nmlti-
plicieven, ober ben Divifor duvdy einen Vichtfactor ded¢ Dividends dividieven.
Dafy baburdy vas gr. g. Miaf der Leiben Ausoriide nidt gedndert wird, folgt
unmittelbar aus vem Begriffe bes gv. g. Wiafes zweier Sahlen.

Beifpiel. Man fucdhe das gv. g. Waf zwijcden

10x* 4 14x — 12 und 7x* 4 22 x - 16.

Damit bie Divifion bev beiben Augbriide in ganzen Jabhlen vervidiet
werben fune, multiplicieve man den eviten mit 7, welche Zahl fein Maf des
pweiten Ausdbructed ijt; man hat dann

(T0x* 4+ 9Bx— 84):(Tx* 4 22x + 16) = 10
70 x* -+ 220 x 4 160

— 122 x — 244 Qejt; durd) — 122 bdiviviert, x - 2.
(Tx2 4 22% + 16)1i(x 4+ 2) = Tx'4=8
Tx? 4+ 14x

+8x 16" Das gv: g. Waf ift alfo x + 2.
-+ 8x 4 16

0
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§. 91 Mit dem eben angegebenen Verfahren, bag gv. g. Maf jweier
Babhlen ohne Bevlegung devfelben in Factoven zu finven, ftimmt auch ver Bor-
gang iibevein, vas gr. g. Waf swifden ivgend zwei gleidartigen Grifen
(3. B. swifdhen zwei gevaven Linien) ju bejtimmen. Wan nimmt ndmlich von
ber grifeven ber beiden ®rifen bie fleinere jo oft weg, al8 man famn; jodann
bon ber fleineven ben etwa gebliebenen JReft, von diefem Fefte wieder dben neuen
Reft, u. §. w. Wenn nun bei einer diefer Pefjungen fein Reft itbrig bleibt,
fo ijt ber lepte nicht verjchwindende Heft das gr. g. Waf der beiden ge-
gebenen ®rifen.

Hier wird man jedodh nicht, wie bei gangen Bablen, immer auf einen
Nejt = O fomumen, indbem zwav die Rejte immmer fleiner werben mitfjen, es
jepoch feine nod) fo tleine Gvemge gibt, weldhe bdiefe Rejte nidht evveichen
fonnten. Wenn man Dbei dem obigen BVerfahren niemals auf eien Reft = 0
fommt, fo weit man die Wejjungen aud) fovtjesen witvde, fo Haben bie beiven
®rdgen fein gemeinjcdhaftliches IMaf.

Bwei Grdfen, weldpe ein gemeinfchaftliches Maf haben, Heiffen com-
menfurabel; wei Grigen, bdie fein gemeinjdhaftliches Naf Haben, i -
commen jurabel.

§. 92. Aufgabe. Dasd grofte gemeinjdaftliche Maf mehrever
Sahlen ju finden.

1. Xuflifung. Man gerlege alle Bahlen in ihre Primfactoven; das Pro-
buct derjenigen Primfactoven, weldhe in allen gegebemen Bablen gemeinichafts
lich vorfommen, ift bag gefudhte gv. g. Maf. (§. 90, 1. Aujl.) 3. B.

Man jude bas gv. Waf von 320, 400 undb 680.

390 = 2.2.2.2.2.2.5,
400 = 2.2.2.2.5.5,
680 = 2.2.2.5.17;

ar. g, ag. 2.2.2.5. = 40.

2. Aufléfung. (Ofne Berleguug in Primfactoven.) 3ft bad gr. g. Maj
swifdhen ben Bahlen a, b, ¢ und d zu finden, jo fuche man juerjt vag gr. g.
Mo zwifchen a und b, diefes fei m; vann fuche man bad gr. g. WaR 3wi-
jen m und ¢, Ddiefed fei n; endlih fuche man bdbag gv. g. Weaf swifcdhen
n und d, diefes fei p; p ift vaun vad gr. g. Waf 3wifchen a, b, ¢, d.

Nan fann, diejes duvd) folgende 3nimnnwuftaflgng anfchaulich madyen:

A ) c

JNady ver Vovausfepung enthilt m alle gemeinjchaftlichen Factoren von
a und b; n enthilt alle gemeinjdyaftlichen Factoren von m und ¢, alfo aud
boit a, b uud ¢; p enblid) enthiilt alfe gemeinjchaftlichen Factoren von n unb d,
folglich auch won a, b, c undb d; es ift aljo p wittlich das gv. g. Meaf
3wifdhen a, b, ¢ und d.

Beifpicle. 1. Man juche bas gr. g. Maf gwifden 1554, 3552 und 5143.

1554|3552|2 Bwifchen 1554 unp 3552 {jt aljo 222 bas
299 444|3 ar. g Maf
02

92221514323 37 {jt aljo vas gr. g. Maf gwifchen 222 und
Q| 703 5143, folglich oudy wifchen 1554, 3552
3716 und 5143.
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2. Man fudje dad gv. g. Waf swifden
3x%*—2xy—by? 2x3 4 9xy 4 Ty* unb 2x* — 2y2
(8 bas gr. g. Maf ywifchen 3x2 — Fxy —5y2und 2x° 4 Ixy 4 Ty?
exhdlt mon x -+ y.
Bwifden x + y und 2x* — 2y* ift ferner x 4y bdad gr. g. Maf,
me[cge@ t;af;er sugleih das gr. g Waf zwifchen ben gegebenen bdrei Aus-
pritcfen ift,

5. Bom fleinften gemeinfdhaftlichen Vielfacdhen.

§ 93. Unter vem fleinjten gemeinfchaftlichen Bielfadyen
mehrever Saflen vevjteht man bdie fleinfte Bahl, weldhe dburc) alle jene
Bablen theilbar ijt.

Aufgabe. Dag fleinfte gemeinf dhaftlidhe BVielfade mehrever
Bahlen zu findben.

1. Auflofung. Man zerlege alfe gegebenen Bablen in ihre Primfactoren
und nehme ausd diefen alfe verfdhiebenen Factoven, und wav jeben jo oft, ald
er in irgend einer gegebenen Rahl am meiften vorfommt; bas Probuct biefer
dactoven 1t bad gefuchte fl. g. Bielfache.

Beweis. Das fo gebilbete Prodbuct ift, da ed alle Factoven einer jeben
ber gegebenen Bahlen enthalt, gewiff ein gemeinfchaftliches Bielfaches berfel-
ben; ed ift aber audy dbag fleinfte g. Bielfache, weil man feinen jemer Factoven
weglajfen barf, ohne daf tas Probuct aufhiven iwiirde, durch alle gegebenen
Bahlen theilbar zu fein.

Beifpiele. 1. Man fuche das . g. Vielfache von 320 und 480,

G20 = 0 2 25 O Fn D
480 = e e 2L O S By
I g Bieljathes = 2. 2. 23802 2e8 -5.— 960,

2. €8 foll bas fl. g. Bielfache jwifchen 60, 108 undb 1050 gefunden

werben.

60 = 2.2.3.5,
108 = 2 2.8.3.3,
1050 — 2.3.5.5.7,
f. g Bielfaches — 2.2.3.3.3.5.5.7 = 18900,

2. Auflofung. (Obne Berlegung in Factoven) a) Ijt bas . g. Biel-
fache von zwet Zahlen ju beftimmen, fo fude man ihr gr. g. Mag, bdivi-
pieve burd) diefes eine bev beiden ahlen und multiplicieve mit dem Quotienten
bie anbere.

Beweis. €8 feien a und b bie gegebenen Bahlen. Haben bieje fein ge-
meinjdyaftliches Mak, fo ift ihr Probuct ab felbft jugleich the ¥ g. Bielfaches.
Sind aber a und b nidht relative Primgabhlen, fo fei m ihr gr. g. Mafl, und
gwar a:m =@, b:m=p, wo e und § feinen gemeinjchaftlichen Factor
mehr enthalten fdunen; man hat bannt a = me, b = mp. Jebes Vielfadpe
bon a muf alfo bie Factoren m und «, jebes BVielfadje von b muf die Fac-
toven m und 8, und baher jedes gemeinjchajtliche Vielfache Lont a und b die
- Factoven m, e« und S enthalten; jenes Prodbuct nun, weldpes nur diefe bdrei
dactoven enthdlt, wird gewif das fl. g. Vielfache zwijchen a und b fein.
Diefes . g. Bielfache ma B (Aft fich aud) jo parftellen:

mef — me. i = g (bam)
=0 Feg == 1 (8.5 00 ),
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Beifpiele. 1. Wan fuche das f. q. Bielfache 3wifchen 648 und 972.
648/972]1 324 ift dasd gr. g. Mag.
0)3242

648:324 = 2; 972.2 = 1944, oder
972 ;324 = 3; 648.3 = 1944;
fl. g. Bielfached = 1944,

2. G8 foll bas . g. Bielfache zwifden 9a’x®* — 4b%y* unp Jatx?®
— 12a%bxy? + 4b%y* gefundben werben.

Das gr. g. Maf awifchen biefen beiben Ausdpriiden ift 3a’x — 2by?
Man Hat dann
(9ax? — 12a%bxy® 4 4b%y?) : (Ba%x — 2by?) = 3a’x — 2by?,

b
(9atx® — 4b%y*) Ba’x — 2by?%) = 27aéx® — 18atbx?y?
— 12a*b®xy* 4+ 8b%y® bas f. g. Bielface.

b) Sinb mehr als 3wei Zahlen gegeben, fo fuche man juerjt pas
fl. g. Bielfache zweier Bahlen, bann das . g. Bielfache des eben gefunbdenen
Bielfachen und der dritten Bahl, und fahve auf dbiefe Art bis suv lehten gege-
benen Rahl fort. Das juletst gefunvene L g. BVielfache ift ugleich das L. g.
Bielfache allev gegebenen Ballen.

Der Beweis ift bemjenigen in § 92, 2. Aufl. dhnlich.

Bufal. Haben zwei ober mehrere unter den gegebenen Babhlen ein gemein-
fchaftliches Mag, fo fann man, chne dasd . g. Vielfache 3u dndvern, anftatt diefer
Bahlen ihr gemeinjchaftliches Maf nur einmal, und jugleich die Quotienten
fetzen, welche aus der Divifion jener Bahlen dburd) das gemeinfdhaftliche Maf
bervorgehen (Beweis zu a der 2. Aufldfung). Sft fevner eine der gegebenen
Bablen ein Meaf von etner andevn grofeven, jo fann die Heineve Jahl, ohne das
fl. g. Bielfache su dnbern, gany unbevitdfichtigt gelaffen werden.

Gitv die Anffinbung ves fleinften gemeinfchaftlichen Bielfachen mehrever
Sahlen fann bemnach folgenves prattifdhe BVerfahren angewendet werden:

1. Man fdyreibe die gegebenen Sahlen in eine Heihe neben einander, und
laffe bie fleineren Bablen, welche in den grdfeven ofne Reft enthalten finv, weg.

2. Man untexfuche, ob nicht zwei oder mehreve der iibriggebliebenen
Bahlen eine Primzahl als gemeinjchaftliches Diaf haben. It diefes ver Fall,
fo hebt man diefes Mafy linfs Heraus und diviviert bavurdy alle Sahlen, deven
Mag o8 ift; die Quotienten, fo wie die nicht theilbaren Bahlen fepe man in
eute bavunter befinbliche Reihe neben einanver,

3. it diefer neuen Reife verfafre man eben fo wie mit dber urfpriing-
lid) anfgeftellten, und wiederhole diejes BVevfahven fo lange, bi¢ man ulest
eine Reihe erhlt, in welcher lauter velative Primzahlen vorformmen.

4. Meultipliciert man bann die in der lepten Reife befindlichen relativen
Primgahlen und bie [infs Hevausgehobenen Mafe mit einander, o ift das Pro-
buct pas gefudhte fl, g. Bielfache der gegebenen Bahlen.

i Beifpiel. €8 foll bas L. g. Bielfache ver Sahlen 2, 3, 4, 18, 24, 32, 45,
20 gefudht werden.
2, 8, 4 18, 24, 82, 45, 50,

2‘ 9, 12, 16, 45, 25,
2 6, 8, 4b, 25,
2' 3, 4, 45, 25,
5 4, 9, b;

fl. g. Bielfahes = 4.9.5.2.2.2.5 = 7200.




Bierter Abjdnitt,
Von den gebrodjenen Iahlen.

I. Gemeine Briidpe,

8. 94. i sen Quotienten sweter ahlen audy in dem Falle, wenn
ber Divivend fein Vielfaches des Diviford ift (8. 43), darftellen ju fonnen,
ift man gendthigt, die bisher betrachtete NReihe der gangen Bahlen in fid) ba-
buvd) ju evweitern, dbaf man ben Abjtaud je sweier auf einanber folgender
Rahlen piefer NReihe, b. 1. jede mfpriingliche Cinbeit, durcd) Cinjdhaltung nener
Rahlen in o viele gleidhe Theile theilt, wie ber Divifor anzeigt. 3. B. ber
Quictient 14 : 3 ift grisfer al8 4 und fleiner ald 5, er Lift fich dafer duvd)
bie natiivlichen Zahlen nicht davjtellen; theilt man aber die urfpriinglide Ein-
heit in 3 gleiche Theile (Drittel) und bilvet purch Einjdhaltung foldher Theile
eine neuwe Sahlenveihe

Ok 2 11818, 2. 91, 93,3, 34, 85 a0 us gy " 56

0, & %r 5 30 5 T W T ]’spr kT W 5y LR
fo wivd man in der {o ausgefiillten Reife fiiv jede Divijion durd) 3 den Aus-
pruc pe§ Quottenten vorfinden; fiiv 14 : 3 ift es die Bahl 4 ober 43.

Wird allgemein bdie urfpriingliche Einbeit in n gleiche Theile getheilt,
unp ein folcher Theil ﬁ al8 eine newe Ginheit beniiht, um mit hr zu 3dhlen,

fo erhdlt man die neue Rahlenveihe = \
T 2 1 1 2 3 4
. '_Hf—"ﬁfh_ar'—ﬁlor—*"ﬁr"*“ ;!'{"]_]r'}" il
welche die Jahlenveihe per ntel genanut wird.

Bablen, veven Ginbeit ausbritdlicy als ThHeil einer andeven (urfpriing-
lichen) Ginbeit angegeben ijt, heifen gebrodhene Zahlen ober Briidhe, m
Gegenfatse 3u ben bisher betvachteten ganzen Sabhlen. Die durd) Ginfchaltung
per Briidhe audgefiillte Saflenveihe Hheift eine Brucdhzahlenveile.

Bur Angabe eined Bruches find zwei Bahlen evforverlid); bie eine ber-
felben, der Nenner, zeigt an, in wie viele gleiche Theile eine Cineit getheilt
werben foll, bamit ein folcher Theil bie neue Cinbeit bdes Brudhes gebe; bdie
anbere, ber Bdahler, jeigt an, wie vielmal die dburd) den enner angegebene
Ginfeit in vem Brudhe enthalten ift. VBeim Anjchreiben et man den Nenner
unter ten Bébler und jwijdyen beive einen Stvidy.

Der Bujammenhang swifdhen den gangen und gebrochenen Bablen faun
purd) Bahlenlinien verfinnlicht werben. So hat man fiiv die Reihe der Drittel:

-2 1 o 1 o

- G4 WL ; e e
o7 S8 b oE SRR TS M A s Y

2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 > 3 ths

Gin Bruch weldher leiner ald 1, deffen Bahler alfo fleiner als der Nenner
ift, feifit ein edhter Brud); jeder anveve Byuch abev ein unedhter Brud).
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1. Allgemeine Sdte.
§. 95. Aus dem Vegriffe eined Brudpes folgt:
1. Dev bte Theil vev Cinheitbmalgenommen gibt bie Cinfeit.
a
2 e o)
b .

2. Der Brud) | ift bas afache bes bten Theiles der Einfeit,

d'_

b

3. Jeber Quotient ift gleich einem Brudhe, deffen Fdahler
ber Divibend, beffen Nenner der Divifor ift.

a:b = %

a: b geigt an, daff wan von a ben bten Theil Geftimmen foll; dicf ge-
{chiebt, wenn man von jeder in a liegenden Einfeit den bten Theil nimmt und
unb bdiefe Theile abbiert; alfv, ba der bte Theil von 1 gleid) lI, ift,

atb=0Q+1+4+14 ..aml):D
T Sl 3
=:+3+p+ ... aml
a

&,

[=ai ]

—_— 1 —
_— v.B . = E .
Umgefehrt ijt % sstigh by

4., Jeber Brud) gibt mit feinem Nenner multipliciert ben
Bihler yum Producte.

€8 it . b= (a:b)« b=a(§ 42, 1).

5. Jeber unedyte Brudy fann in eine Summe aud einer
gangen Zahl und einem edhten Brude verwanbdelt werben.

dft a > b, fo ijt %‘: atb=gq + L, o q bie grdpte ganze Bahl
:}AeId)e in bem Quotientert a: b vorfommt, und r den Divifionsdveft, daher
i weil r << b fein muf, einen echten Bruc) vovjtellt.

Gin Ausprud von ber Fovm q - -E beift eine gemifchte Zapl

6. Jede ganze Bahl fann al8 ein Brud) mit gegebenem
Nenner bavgeftellt werdben, wenn man dag Product aus der ganzen Sahl
b bem gegebenen Nenner al8 den Zdbhler des Brudhes amtimmt.

s ift a =a:1 (§.42,5) =an:n (§ 53) = 2.

Gin Brud), beffen Bdhler ein Bielfaches bes Nenners, der alfo einey
gangen Bahl gleidy ift, heiRt ein uneigentlidher Brud.

7. Bon zwei Briidhen, bie gleiche Nenner haben, ift jener
ber grofere, weldher den grogeven 3dhler hat.

8. Bon zwet Briiden, die gleihe Bahler Haben, ift jener
ber grifere, welcdher den fleineren Nenner hat.

Bufa. Jever allgemeine Brud), vefjen Sdhlev einglievrig und deffen
Nenner melpgliedrig ift, fann, wenn man ben Zdhler buvch den Nenner nady
ben fiv die Divifion mehrglicdviger Ausdvritfe aufgejtellten Regeln (8. 55, 2)
bl{)ibiert, als eine ing Unendliche fortlaufenve Reihe von Gliedevn, in deren
Bildung fich infig clite gewiffe Gefebmigigheit fund gibt, bavgeftellt werden.
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2. 8. : ix:a:(l —x) = a+ ax + ax? -} ax? 1 | .. ohne Cnbe
a—ax
— +
+ ax
+ ax —ax?
o d Al
+ ax?
4+ ax? —ax?
Cec =L

+ ax®

@efit man Hier x = 1, fo wird
]f_ - =a4a+ta+at... ohue Gne
§]—'200,

0
woburc) der in § 42, Folgef. 8 nadygewiefene Safs auf einem anberen Wege
feine Begriinbung findet.
Gbenfo jo erhdlt man
1—::_—}( =x — x2? 4 x¥ — x* - ... ohne Gnbe.
§ 96. 1. Gin Brud) bleibt (Jeinem Werthe nad)) unverin bert,

wenn man Zdhlev und Nenner mit devfelben Jahl multipliciert.
a an

bi = thn ;

Beweis, Theilt man in der Rahlenveihe ber btel jeben Theil burdy Gin-
jchaltung newer Bahlen wieder in n gleide Theile, fo wird die urfpriingliche
Einbeit it bn gleidhe Theile getheilt und man exhilt eine zweite Bruchzahlen-
veibe, beren jeder ZTheil Eli ift. €8 fommen nun auf jeden Theil bev erften
Rahlenveihe n Theile der zweiten, fomit auf a Theile der erften Reibe n.a =an

. ] . v an
Theile ver gweiten; folglich ift ¢ = ¢
2. Gin Brud) bleibt unverdnbert, wenn man Jdhler und
Nenuner dpurd) diefelbe Zahl pividiert.
a 0. a:n
Bua abEn
Folgt durch Umiehrung aud 1.

§ 97. Aufgabe 1. Ginen gegebenen Brud) auf einen gege:
benen mneuen Nenner zu bringen, welder ein Bielfaches des
fritbeven Nenners ijt.

Man dividiere den newen Nenner dburc) den fritheven Nenner, und mul:
tiplicieve mit bem Quotienten den fritheren Bihler; bas Provuct ift ber ge-
fuchte neue Bdbhler.

Die Richtigheit ver Aufldfung folgt aus §. 96, 1.

Um 3. 8. % auf pen Nemner bm ju bringen, hat man
bm:b=m; a.m =am; alfo % = -:—2.

Solf man den BVruch & auf den Nenuer 40 bringen, {o ift
40:5=8; 4 X 8 =32: alfo § = 1%

ober



b,

3 2, Bwei ober mefhreve Britde auf den fleinften gemein-
[chaftlichen Nenner 3u bringen.

Man fuche dbas fl. g. BVielfache dex Nenner ver gegebenen Briiche, weldhes
sugleic) dev neue fl. g. Nennev ift, und bringe (nach Aufg. 1) auf diefen neven
Nenner die gegebenen Briiche.

Il a 3m ‘4n

Beifpiel. C8 follen bie Briide 5, +, Crle auf ven fl. g. Nenner
gebracht twerpen.

Dag fl. g. Bielfache aller Nenner, jomit der neie Nenner, ift 4bc2d.
PMan Hhat bann
dbeid:2° —=2be%; 2be’d X 1 = 2bec%
4be2d:b  =4c%; 4c®d Xa =4acid
4be*d:4be = cd; cd X 3m=3cdm
4be?d : c3d. = 4b; 4b »'4dn = 16bn

ober
4bhe?d

1 2bcxd2bezd
g 4c2d(4 ac?d
:’EL cd3cdm
An  4bl16bn
c2d

aljo

1 2be2d 3m _ 3cdm
2 4bed’ Zbe  4boid’
a 4ac’d 4n __ 16bn
4ac?d’ c'd  4bc’d
3. Ginen Brud), vejfen Zahler und Nenner ein gemeinjdaft-
lihes Maf haben, abgufitvzen, d. i. vurd) Eleinere Bahlen auszubriicden.

( géﬂtau bivibiere Zdhler und Nemner durdy ihr gemeinjdhaftliches Maf
st o)
§ ) 4am  2am 12a?bx? __ 4ab

3. 8. 6bn  3bn’ 15acx?  5ex

Gin Bruch, veffen Zahler und Nenner velative Primzahlen find, der alfo
nicht puvch fleineve Bahlen ausgedritcft werben fann, et auf die einfad jte
Torm gebradt. ¢

Bufoy. Durd) bas Abkitvzen allgemeiner Briiche fann hiufig bdie fiir
befonbere @ubjtitutionen in denfelben auftvetenve Unbejtimmtheit behoben werden.

So gibt ber Brudh ;———i fiiv x = a ben unbeftimmten Werth :—: Durd) basd

X — 2a

Abfiivzen aber evhilt man
s  (x+a) (x—a) .3t
IR0 BT DT R (e

welcher Bruch filv x = a den beftimmeen Werth ?_—,3: a amnnimmt.

Ve Ty "7("%
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2. Die Grundoperationen mit gemeinen Britchen,

§. 98. Nachvem burd) bie Ginfithrung der gebrochenen Sallen das friifere
Bablengebiet eriveitert wurde, muf man auch die bigherigen Begriffe der Rech-
nungsoperationen dahin erweitern, daff fie jich and) anf diefe newen Bahlformen
amvenden lajjen.

Begitglich ver Addition und Subtvaction wivd es, weil man nady §. 95, 6
jebe gange Sabl al8 einen Bruch mit beliebigem tenner davftellen, und nad
§. 97, 2 je swei Briihe auf einen gemeinjdhaftlichen Nenner bringen famm,
geniigen, bei der Crweiferung de8 Vegriffes auf Briiche devfelben Brudyzahlen-
veihe Bevadht zu nehmen.

Addition der Britde:
§. 99. 3u einem Brude = ven Brudh r-bg abbierven (§§. 11 und 70)

heipl, i ver Brudhzahlenveihe der mtel vom evten Summand ,fn aug, je nady-
bem Der weite Sununand pofitiv ober negativ ijt, in pofitiver ober negativer
Ridhtung um fo viel mtel fortjchreiten, al8 deven der weite Summand 1% enthalt,

Der Bruch, i dent man auf dieje Weife gelangt, ift die gefuchte Summe.
Jolgefa. Britche von gleichen Nennern werden adbdiert, indem
man ifhre Sdhlev addievt und bdiefer Sumime den gemeinfhaftlichen Nenner gibt.
a 13 P_ e aEEh
m i e
Bufa. Sind Briiche mit ungleichen Rennern, ober eine gange
Bahl und ein Bruch ju abddbieven, jo ftellt man bdie Summanven mit einem
gemeinfchaftlichen Memmer dar und verfihrt dann nach dem vovigen Sabe.
38 1+i=%+it=11= 1172'-+
m an m an m
FRIE S0 p e =
§. 100. Die Summe gweier Britche bleibt unverdndert, wenn
man pie Summanden mit einanber vevtaujdt,
Ea it e B g B0 A0+ D0 e 10g)
m AT T D mn DAl
ik bm - an (8. 12) = bm 23 an (8. 99)

mn mn mn

= 242 (5.96,2).

Subtvaction der Briiche,
§. 101. Bon bem Brudhe n% bert Bruch % fubtvahieven (§§. 17

u. T1) heifit, in ber Sabhlenveihe ber miel vom Mimiend n‘% aus, je nachbem ber
Subtvahend pofitiv ober negativ ift, in negativer ober pofitiver Ridtung um
fo viele mtel fovtjchreiten, al8 deven ber Subtvahend ]l—; enthidlt. Der Brud,
i demt man auf bdiefe Weife gelangt, ijt die gefuchte Diffevens.

Solgefibe. 1. Subtrvaction einesd Bruded ift Adbition pes
entgegengefeiten Brudyes (§. 99).
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R

2. Bwet Britdhe von gleihen Nennern werden jubtrabiert,
inbem man die Bdhler fubtvahiert und dber Diffeven; vden gemeinjchaftlichen

Menner gibt.
a b a—Db

B ——,

m m m
Bufah. Sind Britche mit ungleidhen Nennern, oder eine gange
Bahl und ein Bruch ju fubtvahieven, fo ftellt man die beiven Sahlen mit einem
gemeinjhaftlichen Nenner dar und verfifhrt dann nach) dem vorhergehenden
Sage. 3. B.

SR [ el Ry
] 51 =08 B =g
a b an bm an — bm
m n~ mn T a k
m __ an m an —m
8 —==——=—= :
n n n n

Multiplication und Divifion eines Bruches durdy cine gange Jahl.

§ 102. Cin Brudy wird mit einer gangen Jahlmultipliciert,
inbem man den Zdhler damit multipliciert ober den Menner dadurch bdividiert.
1 a _ am, 2 a 431 a
S HEO T T R e
Geweis. 1. § .m =+ 4+ ... ;mmal
e +a-ta :A < .. minal (S 99, %t\lgt‘f.)
: === (§. 31).
2. Theilt man in der Bahlenveihe vev (b : m)tel jeden Theil wieber in
m gleiche Theile, fo wird dbadburch die mjpriingtiche Cinfeit in (b: m). m="h
Theile getheilt, und e8 gibt jeder Theil der badurdh entjtehenven Bablenveife
ber btel, mmal al8 Summand gejetst, einen Theil ver fritheven NReihe der
(b : m)tel; e8 geben dabher aud) a Theile der jweiten Reihe, mmal alg Sum-
mand gefetst, a Theile der erjten NReile, b. i.g Lmo=
Bufal. Die zteite Avt, einen Brud) mit einer gangen Sahl ju multi-
Plicieren, fann nur angewendet werden, wemn der Nenner durd) die gange Sahi
theilbar {t.
) § 103. GCin Brud) wird dbuvd) eine ganze Jahl bividiert,
inbem man den Bdhler dadurch bivibiert ober dem Nemner damit multipliciert.

Iﬂ"m—a:m' 2—a-"m-——“
TR e gl 8 i Tl W T
. a (a:m).m : ma‘.m
Bowets. 1. §:im="—""—:m (§. 42, 3) =( h .m):m (§. 102)
a:m

=, 758,42, 2).
2. 3jt in dem Yetveife 3u §. 96, 1 enthalten.
Bufa. Die erfte Avt be8 Divivievens ift nur damn anwendbar, twemn
ber Bihler bed Bruched dburd) die gange Sahl theilbar ijt.

Multiplication und Divifion durd) cinen Brud).

§. 104. Gine Bahl a mit eivem Brud) = multiplicieven (8§, 31

md 73) heift, ven Wultiplicand a, fe nachrem der Multiplicator pofitiv oder
negatit ift, mit unvevdnvertem ober mit entgegengejettem Vovzeichen in fo viele
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gleiche Theile theilen, wie der Nenner n ves Bruches angeigt, und einen foldyent
Theil o oft al8 Summand feggen, wie ver Zihler m ved Vrudhes angeigt.

Jolgefige. 1. Gine Babhl wivdb miteinem Brudye multipliciert,
inbem man fie tuvd) den MNenner biviviert und den Duotienten mit vem Bihler
multipliciert. m_ a

e e 1,
n n

2. Gin Brudy wird mit einem Vrucdhe multipliciert, indem

man dem Prodvucte ver Jdhler dag Probuct dev Jenner ald Jtenner gibt.
ggz(;;n) cm= s m (§109) = 1T (. 102).

Bufuy. Multipliciert man eine Jahl wmit einem ecdhten ober unedhien

Brudhe, fo ift das Product begiiglich fleiner ober grifer ald per Multiplicand.

Wenn m <7, alfo =<1, fo witb a. = <a.1, folgliha.> < a;

n m 3 m .
wenn aber m >mn, affe =>1, fo witd a. =>a.1, folglid) a. rﬁr-’ > a.

3. Dasé Probuct jweier Britche bleibt unverdndert, wenmn
man die Factoven mif einandber vertaufdt.

o=r==20(8 82)=2.2 (5104, 2).
§ 105. Wenn wei Sabhlen zum Prodbucte 1 geben, jo heift fede ber
umgetfehrte over veciprofe Werth ber anbeven.

©o ifta . % =ik %n—': — 1, bl ; ber umgefehrte Werth von a,

2 ber umgefefrte Wevth von =
m n

§. 106. Fiir die Divifion burch einen Brudh ergeben fid) aus dem
in §. 42 aufgefteliten allgemeinen Begriffe ver Divijion folgende Sife:

1. Gine Bahl wird dbuvd) einen Brudh) dividievt, indem man fie
turch den ahler dividiert und den Ouotienten mit vem Nenner multipliciert; oder :

Gine Bahl wird burd) einen Brudy dbividiert, indem man fie
mit bem umgefehrten BVruche multipliciert.

Beweis, a:D=202.1 (¢ 95 6) = (ﬂg) 2 (8. 104, 2)

n mn n m n
=20(8.42,2) == .n (§ 102) = a . > (§ 104 2).
Gbenfo erhdlt man 'S o b
B°d ahp R
Bufny. Da 1:2=1.2 = Zift, fo fann man allgemein den veciprofen

Werth einer Bahl a durch 1:a ober & begeichnen.

2, Gin Brud) wivd dburd einen Brud) aud) dividievt, indem
man bem Quotienten der Bdhler ben Quotienten der Nenner ald Menner gibt.

8 ijt %:‘gz(gzm).n (8 106, 1) == . n (8. 103)

:;_:;i? (8. 102).

Diefes Berfahren findet vorsiiglich Anwenvung bei der Divifion gweier

Driiche mit gleichen Nennern; 3. V.
o7 ;1.9

3 LB @i b Ak - b
100100 TN e o M
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- Bufal. Dividiert man eine Zahl duvd) einen edhten odber unedyten Brudh,
fo ift der Quotient begiiglich grdfer over fleiner ald ber Divivend.

m

Wenn m < n, alfo ?< 1, fo witdb a:— =>'at1, folglich ql—: =a;
wennt aber m = n, alfo E:—:> 1. fo wird a:?:- < a: 1, folglid) a:?< 2
§ 107. Gin Bruch, bdefjen dhler oder Neuner, oder beide jugleich
wieder Briiche find, heifit ein gebrodhener Brud). Cr ift nidhts anveres,

al8. eine angegeigte Divifion von Briidhen, und fann daler in einen gewishu-
fichen Bruch verwandelt werben, wenn man diefe Divifion wivtlich ausfithrt. 3. B,

a’ ’

a_*ﬂ.b_*ﬂ.‘ ll._- _IIl_.d,ll.

b om0l bm’ m b n
n

4

r?l__ﬂa_h_au

P Tm'nT bm

n

§. 108. Alle bisher fitr die gangen Bahlen erwiefenen Lehr-
fate gelten aud) fiiv bic gebrodjenen ahlem

Denn alle jene Lehridte bevuben auf den jwei Funbamentaljaen von
ber Bervtaujdhbarfeit der Summanden und der Vertaujchbarteit ber Factoven;
biefe beiben e aber gelten, wie in §§. 100 undb 104, 3 bewiefen wurbe,
audy fiir Briiche.

Bufak.  Diernad) ift aud) der im Schlufijfane bes §. 43 beiiglich der
Quiotienten audgefprodhene Vorbehalt anfgehoben.

IT. Decimalbriide.

§. 109. Briihe, deven Bdhler beliebige vefadifhe gatze Sahlen und
peven Menner Potengen von 10 find, heifen Decimalbriiche. Die allgemeine
Sorm eines Decimalbruches ijt o A und m beliebige befabijche ganze
Bahlen begeichnen.

Jm Gegenfage ju ven Decimalbriichen heiffen die andeven Briiche ge-
meine Briidhe. ;

Die Decimalbriiche werben ohne Menner angejchrieben; man
braucdyt nur im Bahler von ber Rechten gegen die Linfe fo viele Biffern durdy
einen Punct,  ben Decimalpunct, abjufdhneiden, al8 der Potenjexponent

“von 10 tm Nenner Ginheiten enthilt, oder was gleichviel ift, al8 im Nenuer
RNullen vovfomnten; follten nicht genug Biffern vorhanven fein, um fjie ab-
fohreiven 3u fonnen, fo twerden die fehlenden linfs duvch Nullen erfetst. 3. B,

TES17 0 RBYY MBI oinp (s - pdds DNEODULL

ST DB g9l AL
10° = 100005 = © 00037.

Die Riffern vechts nach bem Decimalpuncte werden D ecimalen genannt.

jteflt pemmnach einen Decimalbruch mit m Decimalen vor.

Um bie Beveutung ver Biffern eines Decimalbruches femnen zu levnen,

fei ter Decimalbrud ]%4 , teldher 4 Decimalen enthialt; bdie Bahl vor bdem

Moénit, Avithmetit und Algebra. 11. Nufl. 4

10m”

100
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Decimalpuncte feifie m, ind die Decimalziffern in ber Orbnung gegen die Redhte
jeien a, b, ¢, d; dann ift
A=m.10¢ + .10 4 b.10"  ¢.10 + 4,

i A _m.10'4+8.10°+b.104c.10+4

108 7= - 103 s
a c
=m+ 5+ 5 + i3 + 1o
8 bebeutet alfo bie Bahl, iweldhe linfs vor dem Decimalpuncte {teht,
eine gange Bahl; bie exjte Decimale bebentet Zehntel, bie 3weite Hun-
bertel, die dritte Taufenbdtel, die vierte Behntaujendtel u. {. w.

71 _ 34781 _ 34000 + 700 + 80 + 1
3. B. 34781 = o0 = oo

2z 8 1
=84+ 15+ 106 T oo

Unt einen Decimalbruch ju (efen, fpricht man juerft die Gangen vor
pem Decimalpuncte aug, und bann jede Decimalitelle eingeln mit Hingufiigung
ihres MNenners. Man fann den Nenner der eingelien Decimalen beim Aus-
fprechen auch weglaffen und muv alle Decimalsiffern, O nidht ausdgenommen,
in der Orbnung nenei.

Die Decimalbriiche find eine Criveiterung ded defabifhen Balh-
lenipftems (§. 59) in bder Avt, baf bdie Reihe bder Babhlenordbnungen
... Taujenve, Hunberte, Jehner, Ciner nicht mehr mit den Cinern abbricht,
fonbern fich nady bemfelben Gefetse, inbem jede niedrigere Ginfeit al$ ber
sehnte Theil einer Ginfeit der nichit hisheren Ordbmung angenommen wird,
noch unter ben Ginern fhinab in Sehnteln, Hunderteln, Taufendteln, ... fort-
fet. Der Decimalpunct fcheidet die urfpriingliche Reihe der Bahlenordbnungen
vont diefer Fortfepung.

Solgefa. Der Werth eined Decimalbrudes wird nidt ge-
dnbert, wenn man ihm vechts beliebig viele Nulfen anhingt. E8 ijt 3. B.

23 __ 230 __ 2300 __ 23000 __
100 — 1000 — 10000 — 100000 — " °

oDer 1
023 028 0I=10"2300:—10-2300) L g
1. Berwanbdlung einesd gemeinen Brudyes in einen Decimalbrud
und umgefehrt.

§. 110. Aufgabe. Cinen gemeinen Brud) in einen Decimal
brudy ju vermwanbeln.

Man bividieve den Zdhler burd) ben Nenner unbd bringe im Quotienten
nad) ben Gangen, an dbeven Stelle bei einem edpten Bruche eine Null gefepst
wird, ben Decimalpunct an. Dem NRejte hiinge man hievauf eine Null an,
bividiere wieder und dhreibe bie erbaltene Quotientsiffer nad) dem Decimal-
puncte hin; hinge pann eben jo jedem etiva weiter folgenden Rejte eine Null
an und fefie bie Divifion fort, Hid diefe endlid) ohne Neft aufgeht, odber, wenn
biefed nicht eintritt, bi¢ man bie gewiinjdite Anzahl Decimalen evhalten Hat.
Jm eviten Falle ift ber gefundene Decimalbruch ein endlidher, im jweiten
faun er in'é Unenbdlidye fort entwicelt wevben.

Beweis. Da g =a:b, fo ijt bie vorftehende Anufgabe gleichbebeutend
mit der Aufgabe, den Quotienten yweier ganzer abhlen, welder
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feine gange 3ahl ift, durd) einen Decimalbrud varjuftellen.
Sinb nun bei dem obigen BVerfafren den einzelnen Reften nach und nady m
Nullen angehingt worden, fo wurde dadburd) der Divivend mit 10m multipli-
ciert; e ijt aber

ath=a2.10:b,10" (§. 53) = (a.10":b): 10 (§. 51, 1)

__a.10m:b
e
398 3=3:4=0% %9 —329: 125 = 2632
20 g,
=z 400
250

Bufige. 1. Damit fidh ein gemeiner Brudh %in einen Decimalbrudy gan

genau verwanveln laffe, muf bdiefer ein endlicher Decimalbrud, folglich
a,10™ purdy b theilbar fein. Sind nun a.und b velative Primzahlen, fo ift
biefed nad) §. 78,4 nur dann miglich, wenn 10™ dburd) b theilbar ijt, o. Y.
ennt b feinen von 2 und 5 verfchiedenen Factor enthilt.

Sn allen Fallen, wo dev Nenmer b aufer 2 und 5 nod) andere Fac-
toven enthilt, fann ber auf bie einfachjte Form gebrachte gemeine Brudh %

burdh) feinen Decimalbruch vollfonmen genau bavgeftellt werben. €8 [aft fich
feboch) immer ndferungsweife ein Decimalbrud) entwideln, weldher von dem
gegebenen gemeinen um weniger verfchieden ift, al8 jebe nod) {o Heine gegebene
Grige. Denn ift a.10™ durch b nicht theilbar, fo fann der Quotient als eine
gemifchte Bahl angefehen werdben. Sept man alfo

a . 10m r
b _P+l_,l
o r << b ift, fo ift
B P r
5 =70z T 5100
4 Pl ompi o W0
b~ 10m " b. 10w
r r 1 3
Da nur r << b, alfo ¥ vl fo muf ST T

Der Unterjchied zwifchen bem gemeinen %rud;e% und bem Decimal-
brudhe P_iit affo feiner al8 L b i Heiner al8 eine Ginheit der letsten

10m 10m’
nod) entwidelten Decimaljtelle. Da aber m beliebig grof, daher I%E beliebig

flein gemacht werben fann, fo I3Ft {ich der Fehler, dem man begeht, wenn
ber erhaltene Decimalbrudh fiir ben gemeinen Bruch gefetst wird, fleiner madhen,
a8 jebe nodh fo fleine angebbave Zahl.

23
. 8. 2 93078 = 0+29487...
3 ® 740
380
630
560
14

4%
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Dleibt man bier bet ber Sten Decimale ftefen, fo ift ber begangene Fehler
fleiner al8 I%

2. Wenn ein Bruch, ver ficdh nicht genau durd) einen Decimalbrud) bav-
ftellen (aft, nihevungswetfe in einen Decimalbruch vermandelt wird, fo milfjen
bei der Cntwidlung eintge Dectmalziffern in derfelben Ordnung immer wieber-
fehren. Denn bei der Divifion ift der Jeft imuner fleiner al8 der Divifor;
man fann daher nur fo viele vevichiebene Refte erhalten, al8 e8 ganje Bablen
gibt, melche fleiner find af8 ver Divifor, fo daff im ungiinjtigiten Falle wenig-
ftens unter fo vielen Reften, al8 der Divijor Eibeiten enthilt, wieder einer
ber borigen Nejte jum BVoridhein fommt, woraus fidy dann weiter die namlichen
Riffern tm Duotienten und diefelben Refte wie vorher evgeben milffen. 3. B.:

— == Tt - 155 =-0-46666 ... . :: = 30: 7 =0:428571 428...
100 20
100 60
100 40
10 50
10
30
20

60

4

Decimalbriiche, tn denen {ich eine beftimmte Anzahl von Biffern in ber-
jelben Ordmumg wieberholt, nennt man periodijcdhe und die immer wieder-
felhrende Bifferreifie die Peviode. Die Peviode mufy minbdejtend um eine Bifjer
weniger enthalten, af8 in bem enner bes periwanbelten gemeinen Bruches
&infeiten vorfommen. Nan pilegt die Peviode nur einmal anzujchreiben, jedoch
bie evjte und leite Biffer derfelben mit daviiber gefepten Puncten gu begeidp-
nen; ed ift aljo

T = 0-46; 3 = 0-428571.

§. 111. Aufgabe. Ginen Decimalbrudy in einen gemeinen Brud
3t permwanbpeli.

1. Gin endlidher Decimalbrud) wird in einen gemeinen
Brud) vermandelt, indem man bdenjelben i ter Form eined gemeinen
anjchreibt, und dieferr, wenn e8 angeht, abfiirsgt.

7550 4 25 13

9. Gin periobifdher Decimalbruch, worin dber Periode feine
Decimale vovangeht, wird in einen gemeinen Brud) verwan-
pelt, indem man als Bdhler die Biffern der Periode und al8 Nenner eine
Rahl fept, welche mit fo vielen 9 gefchrieben wivd, als die Peviode Biffern Hat.

Sewets, Dritt man die Biffern der Periode durch b und ihre Anzah(
burch n aus, fo [ift fih der peviodifche Decimalbruc) durdy die Gleichung

b ] b b
= tim tm tom

bavftelfen, Multipliciert man den Ausbruct mit 100, jo evbilt man
b b b
o (W __+W+'ih_3—.{ &

10n
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Subtrahievt man nun den fritheven Ausbruct von dem lebtern, fo folgt
x.10" — x =b, ober (10" — 1).x =D
! b
ung pavaus X =i
B 8. 06 =21l 1 0:45 = §§ = r:
3301 22484 154354 =183 — 1513

3. Gin periodifdher Dectmalbrudy, worin der Periodbe nod
anbere Decimalen vorvangehen, wird in einen gemeinen Brud
vermwandelt, indem man bie der Periobe vovangehenden Decimalen fammt
ber Periode als gange Babl sufammenftellt, davon die der Periobe vborangehen-
pen Decimalen, cbenfalls al8 gange Ball betvachtet, fubtvabiert, und diefe
Differens sum Sibler, sum Nenner aber etne Jahl anninnmt, die mit o vielen 9,
als pie Periode Biffern enthdlt, wund fo vielen vechts folgenven Nullen, afs
Decimalen der Peviede vovangehen, gejchrieben ijt.

Boweis, . €8 felen b die Biffern der Peviobe, n bdie Ungahl devjelben,
ferner a bdie der Periobe vovangehendenw Decimalen und m ihve Anzabl; fo
hat man fiiv den Decimalbrud) dben Audvrud. ;

a b b h
= m + 10m-+n —}— 10m--2n ‘-*- 10m--3n —+- L
wefcer juerit mit 10+, dann mit 10™ multipliciert, tie Ausbriide

b
%, 100 = . 10" + b + o + o -

b b b
2 40 === -—i'- Tou —i— Tom —'I—m + e
gibt, Durd) die Subtvaction bes jweiten Augdbructe§ von bem evjten evhalt
man jofort x. 102+ — x . 10" = a.10® - b -— a, ober

210108 ~2d) (8 L0% b b) e 8y
mip paraud grmines 1085kl on 8

(16 - 1) . 10m °
A ¥ gl 8 17
3.9 087 =88 _%_1

90 00 45
i 215 - 2 213 71
Ol —_— T T =
0 &L —_— 990 UBO 3:_‘;“'
P 531708 — 31 2914
0-31708 = 32031 _ 334e15 = 343388,

2. Die Grundboperationen mit volljtindigen Decimalbriichen.

§. 112, Dag Nechnen mit Decimalbriichen Gevulhet auf denjelben Griin-
vew, wie bad mit gangen Bahlen, und fordert nur die genaue Riickficht auf
ben Yang der einzelnen Biffern, b 1. auf bdie Stellung bes Decimalpunctes.

Um Decimalbritche zu abdieven oder ju fubtrahieven, fchreibt
man fie fo unter einander, baf bdie gleidhnantigen Stellen, mithin auch die
Decimalpuncte, genaw unter einander ju ftefhen fommen, und abdiert ober jub-
traftert fie fobann von ber Redhten gegen die Linfe, wie gange Bahlen. Die
fehlenven Tecimalftellen fann man fidhy puvch ullen erjest denfen.

35312 2153456
0-5678 9145923
%g 89456 @.iffm‘cn:, 12388637

Summe 15 17436
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§ 113. 1. Gin Decimalbrud wirdb mit einer Potens von 10
multipliciert, inbem man bden Decimalpunct um o viele Stelfen mweiter
gegen die Redhte vitdt, al8 ver Multiplicator Nullen Hat,

a a

2100 = -

10m 10m : 10n — 10m—n’
,3. 8. 3-148 X 10 = 31:48
3:148 X 100 3148

3:148 X 1000 = 3148
3:148 X 10000 = 31480
2, Decimalbriide werben multipliciert, inbem man fie ofne
Riidficdht auf die Decimalpuncte wie gange Bahlen multipliciert (§. 64) und
im Prodbucte von per Hedbten angefangen o viele Biffern als Decimalen ab-
{chneibet, al8 berven in beiben %actoien jufommen enthalten jinb,
a ab

10m *T0on  10omtn’
Wenn das Probuct nicht fo viele Biffern hat, al8 abgefdhnitten werben
jolfen, fo erfese man bie fehlenven Stelfen linfs durd) Nullen.

3. 8. a) 43056 X 274 b) 1:3145 X 0-02071
274 2071
8 610 2 6290
30135 92015
17220 13145
1179570 002 7223295

Diefelbe NRegel gilt audy, wenn ein Factor eine gange Bahl ijt.

Bufoy. Sdyreibt man den Multiplicand, den WMultiplicator unb bdie ein-
jelnen Theilproducte nach dbev im Bujake ju §. 64 enthaltenen Bor{chrift unter
ettanver, fo ergibt fich ber Nanmg jeder Biffer im Probucte unmittelbor aus
peven [ocaler Stellung, indem bdabei ber Decimalpunct im Producte unter den
Decimalpunct ves Wultiplicators zu ftehen fommt,

3. 8. 80565631 137934 > 000156
531 0:001 56
40 2 80 13 7934
24 168 6 89670
8056 827604
42 77136 0021 517704

§ 114. Gin Decimalpunct wird duvd) eine Poteny von 10
pivibiert, indem man dben Decimalpunct um fo viele Stellen ieiter gegen
oie Qinfe ritdt, al8 ver Divifor Nullen enthilt.

a a
1om 10" = o
3. 3. 71268110, 1. == T1:263;
712:63: 100 = T7°1263,
712:63 : 1000 = 0-71263,

712-63 : 10000 = 0-071263.

9. Decimalbriiche werdben divibievt, inbem man Dividend und
Divifor durcy Anpingung von Nullen mit gleich vielen Decimalen barftellt,
und dann mit Weglafjung ber Decimalpuncte die Divifion wie bei gamgen
Rahlen vervichtet (§§. 66 und bllO).

&

2 L. - algh b
10m *10m ~ 10m; 10m

= a.n.
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3 8. 984:1:25=98'40:1-25=9840: 125 = 7872
1090
900
250

037 : 58413 = 3700 : 58413 = 0-06334 ...

Diefelbe Regel gilt auch, wenn ber Divibend ober ber Divijor eite
gange Babl ift.

Praftijh verfihrt man einfacher nach folgenven HRegeln, beren Nidhtig-
feit on felbjt einlendhtet:

1. Gin Decimalbrud) wird durdh eine gange Bahl dividbiert,
inbem man ifn wie eine gange Bahl bividiert unt im Quotienten den Decimal-
punct fest, bevor man die erfte Decimalsiffer ves Divivends in Rechmung zieht.

3.8, 48775 : 25 = 1951

237
1217
26

2. Gine 3ahl wird durch einen Decimalbrud dividievt, indem
man im Divibend und tm Divijor durch Multiplication mit dev entjprechenven
PBoteny von 10 den Decimalpunct fo verichiebt, baf ber Divifor eine gange
Rahl wirb, und dann bie Divifion nach der Regel 1. ausfiihrt.

3. 8. 005496 : 36'84 = 5496:3684 = ...

34461 ¢ 0163 ==:3446100: (.63i= 4

Bufoy. Schreibt man ven Dividend, den Divifor und ben Vuotienten
nadh Borfdrift ves Bufates in § 66 unteveinanver, fo ergibt fich der Rang
jever eingelnen Biffer ves Quotienten unmittelbar aus deven localer Stellung,
inbem babei ver Decimalpunct im Quotienten unter den Decimalpunct bes
Divivends s ftehen fommt.

3. 8.

05 25632 : 3056 8765 : 1895
3:056 1895
01172 46925..
7922003 T 11850
6112 4 800
T 11100
1625 o3

3. Die Grunboperationen mit unvolljtdndigen Decimalbriidhen.

§. 115. Stellt ein Decimalbrud) ivgend einen Sahlenwerth, der entweder
aug ber NRechnung felbft over aus einer angejtellten Wieffung hervorgegangen
ifit, nidht vBIlig genau, fonbern blog niherungsdweife var, fo heift ev
ein unvollftandiger Decimalbruch, im Gegenfake ju einem volljtdndigen
ober gefdploffenen, der in feinen Rahlen vollfommen genau ausgedritct ijt.

Daf ein Decimalbrud) unvolljtandig ift, wird durd) angehingte Puncte,
3 B. 3:14. ., angedbentet.

Auch ein gefchloffener Decimalbrudy famu zu einem wnvolljtindigen abge-
fivgt werben, wenn man eine obder mehreve feiner leften Decimalziffern weglaft.

Die Dijfeveny zwifchen einem unvollftinbigen Decimalbruche und dem
genanen Saflenwerthe, den er angendhert davitelit, heifgt dev Fefhler des8 Deci-
malbruches; devjelbe ift pofitiv ober megativ, je nadybem ber barzujtellende
Bablemverth grifer ober fleiner ol8 der Decimalbruch it




Sind vou etnem unvol(jtindigen Decimalbruche a.. dien erjten Decimal-
stffern zuverldjfig genan angegeben, fo ift dev Fehler desfelben Fleiner al8 eine
Ginbeit an ber nten Decimalitelle.

Diefer Fehler faun noch fleiner gemadht wevben, wenn man die nte Deci=
malziffer, je nachvem bdie (n + 1)te Dicimaliffer unter 5 odber nicht unter 5
ift, begiiglich unverdnbert beibehalt ober um 1 erhioht (corvvigiert). Der Fehler
bes auf biefe Art mit n Decimalen davgejtellten unbolljtindigen Decimalbruches
a.. ift dann fleiner al8 eine halbe Ginfeit an dber nten Stelle; alfo

My Liin gl
&_ET{F<:‘“<&+2'R}? 5

Die vorjtehende Negel wird immer beobachtet, twenn man einen gegebenen
Decimalbruch duve) Weglafjung von Decimalen abliivgt. 3. B. der Brud)
6-147573 wirdo mit 4 Decimalen durd) 6-1476.. bargeftellt; ber Fehlev ijt
fhier 0-000027, aljo << % ; 1—;4. Witrde man ftatt 6-147573 den Decimalbrud
6-1475. . nehmen, jo iwdve der Fehler 0-000073, alfo > led Eg liegt alfo

6:147573 naher an 6-1476.. als an 6-1475. .

Bet ven folgenden Unterfudyungen werden wiv bdie unvolljtindbigen Deci-
malbriicdhe tmmer al8 fo genau vovausfeen, dag der Fehler weniger als eine
halbe Ginfeit ibrer legten Stelfe betrdgt.

§ 116. Sind unvollftindige Decimalbriiche ju addieren odber ju fub-
trafieven, fo filve man fie vorher auf fo viele Stellen ab, ald bevienige
enthilt, ber bie wenigjten Hat, weil die weiteren Stelfen fitv vas Refultat uu-
brauchbar find. Damn ift a) ber Fehler ber Summe fleiner als fo
viele halbe Cinfetten der f[ehten Stelle, alé Summanbden vor-
Hhanden find; b) ber Fehler der Diffeveny tleiner als eine Ein-
beit ber letten Stelle,

Die Ridptigleit biejer Sdge ijt von jelbft einlenchtend.

Solgefie. 1. Ju ber Summe mehrever unvollftindiger Decimalbriiche
find im ungiinjtigiten Falle jo viele der niedbrigeven Stellen unficher, als bie
hafbe Zabhl ber Summanven Iiffern hat; 3. B. eine Stelle, wenn weniger
alg 20 Summanbden vorhanben {ind.

2. 3n ber Diffeveny jweier unvolljtindbiger Decimalbriiche ift im un-
gitnftigiten Falle eine Stelle wnguverldfjig.

§ 7. Um dbie Summe mehrever unvollftindiger Decimal-
briiche, beven Bahl jedoch fleiner al8 20 ift, ober die Differeny jweier
unpollftdndiger Decimalbriiche auf m Stellen genau 3u beftim-
nten, muf man bie gegebenen Briiche mit m + 1 Decimaliffern in Redynung
sieben und nach vervichteter IFRechnung die lefte Biffer mweglajjen.

§ 118. 1. Der Fehler bes Prodbuctes jweier unvollftindiger
Decimalbriiche tft fleiner ald fo viele halbe Ginheiten bevlefhiten
Stelle in dem al8 volljtandig entwidelten Prodbucte, wie die
Summe ber Fahler der beiven Factoven anzeigt.

s L T ik ¢ Lt
;ﬂl’]mtﬁ. 3'1 S o ’I—U“; <080~ g + 5 3 I_U—‘—"'
1 Tkl
: by iy <0 b sty i
fo hat man durch Multiplication diefer Ungleichungen (§. 41, 3)
e o e i o iy e bl
db a-z. 1on 1.2.'.”]'“1 R l alt '(a-b % d.zulun + b-z.l—Um
| 1 <& /< T 3 1 1 {
T4 ‘ T ioww
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ober wenn pag Glied 11 : &

= al8 gegen bdie ibrigen verichwindend wegges
laffen wird,

A 1ot : hlleed B fe Al
&bMé-.;—l.m;————b.:—a.i-u—n-)<a..><b..<d‘b+d¢.§.m—i~b.g.m,
ober ;
ab—(a.10" 4 b. 109 . 3. ——<a... X b...<ab+4 (.10

it 1
+ b 10°) . 3 o

Der Fehler bed alg vollftiandig entvidelten Productes a.. X b. ., weldes,
ba a..m utdb b.. n Decimaliffern hat, m + n Decimalen enthalten mug,
ift alfo fleiner al8

(. 10" + b. 104 . 7. i,
o a. 10™ wub b. 10" bie ibler ber zwei gegebenen Decimalbriiche voritellen.

2. Behilt a.. den fritheren Werth und ift b ein vollftdndiger Deci-
malbrudy mit n Decimalen, {o witd nach §. 41, 2

ab—b 100 .1 Lo —alixb<abb.10s.3. o0

2 * 1Qm+n ' 10m-+n’

b. ). per Fehler ded Probuctes eined unvolljtdndigen Decimal-
brudhes mit einem vollftandigen ift fleiner afs fo viele halbe
Cinfheiten der l[efiten Stelle bed al8 volljtdndig entwidelten
Productes, wie der Bdhler des bollftdndigen Decimaldbrudes
angeigt.

Solgefos. Wenn man einen unvollftindigen Decimalbrud) a) mit einem
unvolljtandigen, b) mit eiem vollftandigen Decimalbruche multipliciert, jo fiurd
im ungiinftigiten Falle jo viele Stellen unzuverlifiig, al8 a) bie halbe Summe
ber Bdbler ber betven Factoven, b) der halbe volljiindige Factor Iiffern hat,

§. 119. W im Producte jweier Sahlen mit Vevmeidung aller iiber-
flitffigen Rechnungen nur vie juverldffigen Stellen, iberhaupt nur eine ver-
langte Bahl von Dectmalen, ju evhalten, Hedient man i) der abgefitvyten
Multiplication., Davunter verfteht man folgendes BVerfalren, veffen Ridh-
tigfeit leicht su exfebhen ijt:

1, NMan ftelle die Biffern bdes Multiplicators, in umgefehrter
Orbnung gefdhrieben, fo unter den Multiplicand, baf dbie Ciner bes Miul-
plicators unter jene Stelle ded WMultiplicands ju ftehen fommen, iweldhe im
Producte die nieberfte der verlangten ift.

A8 Meultiplicand wihle man, wenn beide Factoren unvollfténdige Decimalbriide

fiud, benjenigen, weldrer bie meiften Biffern enthdlt; wemn aber ein Factor vollftindig ift,
biefen volftindigen Decimalbrud), dem man andh Nullen angehingt dbenten barf.

2. Dan multipliciere mit bev eviten vechts ftehenven Biffer des wums-
gefefrten Multiplicators zuerit die um eine Stelle weiter redhts ftefende Jifjer
ves Multiplicands, fchreibe fedoch bdiefes Product nicht an, foudern behalte
babon mir bie nichitliegenve Babhl ver Jefhner, welche die Corvectur bilvet;
bann multipliciere man die gerade baviiber ftehende Aiffer bes Multiplicands,
abbieve jum Prodbucte die Covvectur und fange hiev dag Product ju fdhreiben
an; hievauf werven nach der Neibe auch die weiter folgenden Biffern bes
Multiplicands multipliciert. Auf gleiche Weife multipliciere man vann mit per
jioeiten, britten,. .. Biffer de¢ Multiplicators und jehreibe bie eingelnen dadirch
erhaltenen abgefiivyten Ehetlproducte jo unter einanber, vaf ihve evjten Biffern
rechts unter einanber ju ftehen fommen,
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3. Man abdieve biefe Theilprodbucte und fchneide in ber Summe bdie
verlangte Anzahl Decimalen ab.

Beifpiel. E8 fei bag Probuct der unvollftandigen Decimalbriiche 742143, .
unb 49-801 .. zu berechnen.

Dasg al8 vollftindig entwicelte Product wivd 8 Decimaljiffern Haben.
Bon bdiefen werben aber, bda '42143:;49801 = 79l2944 = 395972 6 Biffern
enthilt, die 6 lepten Decimalen unuverlifiig, alfo unbroudhbar. Das Probuct
fann baher nur auf 2 Decimalftellen genou devechnet werden, und man Hot

folgenve Multiplicationen:

a) vollftinbig b) abgetilvat mit 2 Decim, ) abgetiirst mit 3 Decim,
742143 74214 742143
49801 10894 10894

29 6 85|72 29 6 86 29 6 857
6 6 79287 6679 66 793
5193|7144 594 5937
742143 1 7

36 9591463543 36 960 36 9594

Wie man aus pen Rechnungen in b) und ¢) fieht, wird bet der ab-
getitvgten Multiplication wegen bver uidht gany juverldfjigen Covrvecturen die
leite Riffer gewdhnlich unficher. Um daber im Producte eine beftimmte Angahl
suverldffiger Decimalziffern ju evhdlten, vervidhite man bie abgefiivyte Minl-
tiplication mit einer Decimale mehr, al8 ihrer genau fein follen, wnd [laffe
bann im NRefultate die leste Siffer weg.

§. 120. Das abgefiivste Multiplicationsverfabhren gibt ein einfades
Mittel an die Hond, unmittelbar aud dbem Unteridreiben der Factoven
pen Grad der Buverldjfigleit ves Probuctes s beftimmen. Wihlt man ben
Multiplicand nach ver Weifung im §. 119, und jchreibt davunter dbie Biffern
pes Multiplicators in umgefehrter Orbnung fo, daf (wie in §. 119 bei ber
Rechnung b) bdie niedrigjte 3iffer ves Multiplicators um eine Stelle linfs
iiber bie hchite Biffer ves Multiplicands hinausreidht, fo eigt bie Stelle des
Multiplicands, unter welder bie Einevzifjer des Multiplicators erfdheint,
sugleich die Stelle an, bis auf welche bad Product guverldffige Siffern geben wird.

it 3. B. 69413, .mit 2-578..3u multiplicieren, fo {chreibt moan

69413

8752
wovaud hervorgeht, dbaf dbie Ginerziffer 2 ves Multiplicators unter die Stelle
per Rehutel im Multiplicand su ftehen fommt, daf fidh aljo bas Product bis
auf bie Behutel hevab juverlifjig entwideln (ift. Dasfelbe ergibt fich aud) aus
per in § 118, Folge]. angegebenen NRegel.

§. 121. ©oll umgefehrt beftimmt wevden, mit wie vielen
Decimalziffern zwei Factoven in Redhnung gebradt werden
mitffen, dbamit bas Product eine gegebene Anzahl zuverldffiger
Decimalitellen evhalte, fo {chreibt man die Factoven, iwie bei dev ab-
gefitrternr Multiplication, fo unter einander, vaf die Einevsiffer ded umgefehrt
gefchriebenen Miultiplicators unter jene Stelle ves Multiplicands, weldye noch
im Prodbucte juverlifiig exjcheinen foll, ju ftehen fommt. Dann muf, wenn
bie Factoven die gemaue evforberliche Anzahl von Biffern haben, ber Mul-
tiplicand mit feinen geltenden Siffern vechpts wm eine Siffer iiber den Wnl-
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tiplicator, unb ber Multiplicator linfs wm eine Biffer iiber bdie geltenben
Biffern des Multiplicands hinausreichen. Haben die Factoren ju viele ober ju
wenige Riffern, fo muf man in benfelben begilglich bie itberyahligen Biffern
weglaffen ober weitere Decimaliiffern entwideln, bid dle angefithrte Bedbingung
exfitllt wivd.

Sind 3 B. die Producte
8):85:765.:. X 2964745 1b) 968 X 12:743. ., o) 04392 >¢ 1:68..
ouf 2 Decimaljtellen juverliffig su beftimmen, fo hat man

a) 35765 b).  9:685; ¢) 04392
746 92 35721 861

3n a) und b) haben bie beiden Factoven genau die erforderliche Anzahl
pon Decimalen, in c¢) ift die Biffer 2 ves Multiplicands itberfliiffig uno
wird weggelafjen.

@ind bagegen bie Producte

a) 16634.. X 4'718. ., b) 4986 D65 89 .
ebenfalld auf 2 Decimaljtellen guver(ifitg su beftimmen, fo erfieht man aus
pem Unterchreiben
a) 165634 by 4:93..
..874 .9 382
baf man bei a) im WMultiplicator noh 2, bei b) im Multiplicand 2 und im
Multiplicator 1 weitere Stelle benbthiget. 3

Konnen in diefem Falle feine weiteven Decimaljtellen bder Factoven be-
ftimmt werben, fo [Gft fich auch bad Product nidht fo genmau, wie verlangt
wirdb, bevedyen.

8. 122. 1. Dev Fehlerdves Quotienten jweier unvollftdndiger
Decimalbriidhe ift tleiner al8 bie Halfte bes Quotienten, mwel-
drer evhalten wird, inbem man bden Dividbend und den Divijor
begiiglich durch den Nenner ped Divijors unbd dbes Dividbends dbi-
vibiert, und dbie Summe diefer Quotienten nod) durd bad Dua-
brat bes Divifors bividbiert.

Beweis. €8 fei:

1 1 1 1
4 e Al i

1 1 1 1
b+§-1-(—)l;>b-->b_é.m’

o ift nadh § 57, 4

1 1 1

d7z%m _a.. _2T3Im

T s e 1Y THRNHT. i

e MM D

2" 100 2" 100

ober, ivemt man im eften und britten Quotienten dag erjte Glied wivtlidh
bejtimmt, und bann bdie gehovigen NReductionen vornimmt,

a b a b
1087 108 SR Ry 1o 1 1om

T Bty ORI D T
O R R ey

ald gegen b verjchwinvend weggelajfen wird,

a b a b
L il lﬁ;-%_"l_”lT 8.4 a 1 1_0““+m
B B 14 HE B TP R vl Vi@ R

1
i

: 1011
ober, wein 3. 7o
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Es geniigt, in dem Quotienten,. welcher jur Beurtheilung des Fehlers
bient, Blog 1 ober 2 geltende Biffern u berechnen.
Beifpiel. E8 fei ber Quotient 65°134.. : 3.8617.. 3u berechnen. Bur

QBejtimmung bes Fehlers hat man poacs
it 0'00001 o + 000385 5 1 0'{}1057 e 0'00036.

B (38617)? A (M08 ety :
Der Quotient der gegebenen zwei Decimalbritche [t fid) alfo nuv mit
3 suverliffigen Decimalen entwideln; ed it ndmlid
65 ka4t JEBBITRSI=="16"867
2. Dehilt a.. den fritheven Werth und ift b ein vollftindiger De-
cimalbruch, fo erfiilt man
a 1771 1 qhs a Ll {indh.
BT b IR S b b T2 i
0. . ber Fehler bed Quotienten eined unvollftdndvigen Decimals
brudyes dburd) einen volljftindbigen ift fleinev al8 bie Halfte des
Quotienten, welder erhalten wird, inbem man eine Cinheit dev
festen Stelle besd Divivends dpurd ben Divifor bividiert.
3. 8. Die Divifion 0-314. . : 6:34 (dft fich, da ber Fehler dbeg Duotienten
tleiner al8
\ 1.0:001 : 634 = 0-000079. .
ift, in 4 guverldjjigen Decimalftellen ausfiifren.
3. Hat b.. ben in 1. angegebenen Werth, und ift a ein volfjtindiger
Decimalbruch, fo hat man nadh) §. 57, 3

e

p—

2

a g LY a 8, I 1tm:

RN R SR A

b, b ber Fehler ded Duotienten eined vollftinbigen Decimal:
brudyes dpuvrcheinen unvollftindigen ift fleiner al8 die Halfte des
Quotienten, welder erhalten wivd, inbem man den Dividbend
burd) pen Nenner bes Divifors, unbd diejen Quotienten nod
burd) bas Quabrat bed Divifors dividievt.

B. B, Filr ven Quotienten 39 LO8 : 3-5628. . ift ber Fehler fleiner
arsé.a(gffé’_._}g');' ;.”(2?521:0-00016..; fomit faun bdle Divifion auf
3 Decimalen juverliffia ausgefiihrt werben.

§. 123. Um in demt Quotienten sweifer Bahlen mit Vevmeidung jedex
fiberflitffigen Redhynung nur fo biel Biffern zu bejtimmen, als ihrer juverldfiig
fein follen, bebient man fich dev abgefiiviten Divifion. Diefe bejteht in
folgendem Verfalhren: -

1. Man jchreibe ben Divijor unter ben eviten Theildivivend und bie
evte Riffer des Quotienten unter bie Cineriiffer ves Divifors, fo hat bdie exjte
Riffer pes Quotienten mit der gevade baviiber ftehenven Biffer pes Divibends
gleichen PRang.

Aus dem RNange diefer Aiffer uud aus ver Anzahl ber im Vuotienten
perfangten Decimalen it auch befonnt, wie viele geltende HBiffern be§ Duo-
tienten man im Gangen zu bejtimmen Hat, Man nelyme dann fo viele hichite
Riffern bes Divifors, al8 ihrer ver Quotient enthalten foll, ald evjten Divilor
und den daritber ftehenben Theil des Divivends als evjten Dividend an.

2. Man laffe et jever folgenden Divijion, anftatt zu vem Rejte eine
neue Biffer dagn ju fegen, im Divifor vechts eine Jiffer weg.
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3. it jever Jijjer ves Duotienten multipliciere man junidit vie exjte
ober vidtiger bie jwei erjten im Divifor weggelaffenen Biffern und nehme
pavaud die Corvectur fitv bas Probuct aus dem abgebiivgten Divifor und der
entfprechenden 3iffer bes Quotienten.

4. Diefes Berfahren wird fortgejept,  bid mit der Divtfion turdh die
erfte Biffer bes Divifors die Rechnung abfchlicht. Der Decimalpunet im Duo-
tienten fommt unter jenen bes Dividends ju {tefen.

Beifpiel. E8 fer der Quotient 96-371..:4:0852.. ju berechnen.

Da % pl 0009(1'_('};;2)?040" : ; ; 0?{‘@1 = 0-00015. . ijt, fo wird man
im Quotienten nur 3 uverldffige Decimalen erhalten, bdafer, weil die erte
Jiffer Jehner beveutet, im Gangen 5 geltende Riffern entwiceln.

a) Gewibulide Divifion der ald voll- b) Abgelitrste Divifion mit 3
\ ftandig betradhteten Decimalbriide i‘)ccimalm
\" . 96371], 96:371]..
40 585/2 4058502. .
2 3:745|3 23745
152006, 15201
3 025(04,, 3026
184/076, 184
21(7362, )
1144260, 2

Damit bei der abgefitvgten Divifion bie leite 3iffer bdes Quotienten
richtig erhalten werbe, muf dber Divijor vechts iiber den Divivend hinaus-
rveichen, fo baf nod) eine Siffer ves Divijors ynr Covvectur benitst werben fHune.

§ 124, Aus dbem vidptigen Unterfchreiben des Divijors unter
ben Divibend [t fich mit Ricficht auf das abgefitrste Divifionsverfahren
unmittelbav beftimmen, wie biele juverlijfige Stelfen ber Duotient enthalten
wird. Die nicorigjte Biffer bes Divivends, iiber weldhe nody ver Divifor vechts
hinausveicht (wie im §. 123 bei der Rechnung b) bie Riffer 1), zeigt an, big
i weldher Stelle ber erjte Dividend, bafer auch der evite Divifor ju nehmen
ijt; bie Angahl dev Biffern diefes Divijors gibt aber ugleich die Anzahl ber
geltenden Biffern im Quotienten an. Schreibt man die evfte Biffer des Quo-
tienten unter bie Ciner pes Divifors, jo ergibt fich der Rang der erften, und
paraud auch ber ber folgenden Quotientenziffern.

Seien 3. B. folgende Quotienten

a b) c) d)
6270645, .  41'335(3.. 0415.. 354,
07828, . 9-178/4. . 8458 ' 6241f8..
8.1 5 000004 ~ 05...

ju bevechnen. In a) iivd der Quotient im ungiinjtigiten Falle 3 geltende
suverldfjige Biffern haben; die evjte Hebeutet Behner, bdie dritte alfo Sehutel.
Jut b) fann ver Quotient Dis auf bie vritte, in c) bi auf die fechste, ind),
wo man bem volfjtindigen Dividend Nullen anfingen davf, bis auf vie vierte
Decimaljtelle uverldfiig entwidelt werben.

§. 125. Wenn umgefehrt angegeben werden joll, mit weldHem
Grabe der Zuverldffigteit jwei Decimalbriidhe in Redynung 3u
nehmen find, bamit man im Quotienten eine vovgefdhriebene
Anzahl juverldffiger Stellen erhalte, fo beftimme man burd bas
vichtige Unterfchreiben des Divifors unter pen Divibend ben Rang ver ervften
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Biffer des wmotienten und auf Grundlage deffen die zur Crreichung ded ge-
witnjdhten Graved von Genanigleit im Quotienten exforderliche Anzahl geltenber
Riffern. Sm Divifor braudht man nun eine Sifjer mehr, als die Angahl der
geltenben Quotientensiffern betrdgt, und ber Divibend mup fih bi8 auf bdie
vorlepte Biffer bes Divijors erfiveden. Sind entweder im Divivend oder im
Divifor obder in beiben nicht bdie erforberlicdhe Anzahl von Biffern, fo muf
man fich entweber die noch fehlenden Stellen verjchaffen, oder, wo biefes
nicht mbglich ift, auf die verlangte Genauigfeit ded uotienten vergichten.

Sinb 3. B. die Quotienten

) b) ) d)
35134, . T56412.. 18570, 457
74952.. 093], 4823.|. 8:28|.

fammtlich in 3 Dicimaljtellen uverlifjig su bejtimmen, fo haben in a) beive
Rahlen genau die erforberliche Anzahl von Decimalen, in b) ijt die Biffer 2
ped Divivends itberfliiffig, in c) fehlen dbem Divijor nodh) 2 Decimalziffern,
in d) feplt vem Divivend eine, und dem Divifor eine Decimale.

III. Settenbriidye.

8. 126. Gin Bruch, bdefjen Nenner nebft der gangen Jahl nody einen
DBruch enthilt, veffen Nenmer, wenn er nicht dev lebte ift, iieber diefelbe
Bejchaffenbeit hat, wird ein jujammenhingender ober Kettenbrud
genamnt. Die allgemeine Fovm eined folchen Bruches ift

a
— [
b4z ¢
s PALTENY
wo a, b, ¢, d,... wad immer filv gange Jablen vorvtellen fonnen.

e

Die eingelnen Briiche %, g-, G+ -, aud denen dev Rettenbruch bejteht,

feiftenn Glieder pesfelben. Je nachdem ber Rettenbruch eine bejtimmte Anzahl
pon ®liebern Hat, ober in's Unendliche fortfchreitet, heifit ev ein endlidyer
ober ein unendlidyer.

Befonbers widhtig find folche RKettenbriiche, bdeven Glieder fimmtlich 1
sum Bihler, und eine pofitive Bahl yum Jenner haben; ihre alfgemeine Form ift

el
e 1
5+ aetil.
Nur vou foldhen Kettenbriichen foll Hier die Jtede fein,

1. Berwandlung eined gemeinen Brnched in einen Kettenbrud
und umgetehrt.

8. 127. Aufgabe. Ginen gemeinen ecpten Brud) inm einen
Rettenbrudy ju verwanbeln.

Man divivtere Bihler und Nemner ves Bruched duvch dben Bdhler bes-
felben, ftelfe den meuen NMenner af8 Summe qué einer gangen Bahl und einem
echten Bruche dar, verfafre damn mit diefem Bruche auf gleiche Weife und
jetie das Verfahven fo lange fort, 0is eine folde Divifion ohne Rejt aufgeht.

it %, wo a < b, in einen Qettenbruch zu vevwanbdeln, o hat man
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1 rl
A RS dileor=hy
vo il Bing ithmdiede g
&t q.+q3+;:
u. §. ., wenn
b : a ben Quotienten q, mit dem Refte r,,
b:r, o " 92 r» » n Lo
: it Ty g 1 Qs w n n Ty
u. {. w. gibt.

Daf bei diefem Berfahren endlich ein Rejt = O fommen wmiijje, folgt
aué dem Umiftande, baf die Rejte gange Bahlen find und daft jeber folgende
Rejt minbeftend um 1 fleiner fein miiffe, al8 ber vorhergehende. Wive in ber
obigen allgemeinen Cntwidlung 3. B. r; = 0, fo hitte man den endlichen
Kettenbruch

it e 1

B T iqr 5ot 1
4 +Q: +£°

Der gemeine Brud) ‘E wird in Bezug auf den erhaltenen Kettenbruch der
Grzeugungsbruch genannt.

Bufah. Aus dem obigen Rechnungdgange ift erfichtlich, daf man juv
LVevwandlung eines echten Brudyes % in einten Kettenbrud) diefelben Divifionen

vornehmen miiffe, wie bei ber Aufjuchung des griften gemeinfdhaftlichen Mafes
ywifdhen a und b, und daf bdie dabei erhaltenen Duotienten der NReibe nadh
bie JNemer pes Kettenbrudhes bilben.

Um daber einen ecdhten Brud) in einen Kettenbrud) zu ver-
wanbeln, bibidiere moan Dden Nenner durch ben Bihler, {obann bden
fritheven Divifor dpurdy) ven NReft, bden mneumen Divifor duvc) den nemen Reft
u. §. t., unb mnehme bie bdabei erhaltenen Duotienten afl8 Nenmer der auf
einanber folgenden Glieder pes RKettenbruched an, bdeven Bdhler immer 1 ift.

Jit 3. B. -1(1‘?— tn einen Rettenbruch 3u veviwandeln, o Hat man folgende

51
Redynung :

151 : 69 = 2 mit bem HRefte 13 ober 691512 = q,
T 1 R R SRS | 1 -
13: 4=3 , " " 15 e 13=q;
4y =4 b=q,
69 1
paher — = 1
151 T2 el
: oy Bt

§. 128. Aufgabe. Ginen unedhten Brud) in einen KRettenbrud
u vermwanbdeln.

Man verwanbdle den unechtert Bruch in eine gemifchte Sahl, fuche jiv
ben angebingten echten Brud) nach §. 127 bie entjprechende Kette und fese
viefer noch vie erhaltene ganze Babhl voraus.
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Der Rettenbrud) hat n diefemn Falle die Form

a 1

has ok seli fl

; : ke 43 g+ b .
Um 3. B. %{;—} in einen Kettenbruch ju verwandeln, hat man

2008 godil 84(655] 7
6656 = -t b 665 17} 67| 1
1) 16| 3
| 1
[ |16

L 2704 1 '

bal;e1ﬁ-_._4—|—,-{+]1+

L
= 1
Ba-lo (. 1o
T
§. 129. Aufgabe, Ginen enbdlichen Kettenbruch in einmen ge:
meinen Brud) zu vermwandeln
Man vereinige das lepte Glied bed Kettenbruched mit dem Nenner bes
vorlesten gu einem unechten Bruche und dividieve baduvch den Jdhler 1 biefes
porleten Gliebes; dben erhaltenen Brud) veveinige man wieder mit dem Nen-
ner ves vorfergefenden Gliebed und dividieve dadurc) pen iihler 1 besfelben,
und fetre biefes Verfahren bis jum erjten Gliede fort.
%531_{_[ i ~_=.],+1 ,—l_}_] ,
Kt e o = 4 T Lo ] - ; L
.a+8+é_ 3—ii1 g oo
5
Sl s Pt e 1 ST
4—|—§—§ 4+ o5 558 558
41

Pan fann die Rechmung auch fo anerbnen:
|

1
grfEge il 1
5} 1" ) + ;)
128 a1 |5
553 | 128 | 41
Gin andveres Berfahren, einen Keitenbruch in einen gemeinen Brudh 3u
vertoanbelnt, wird teiter unten (§. 131) angegeben werben.

2. Nihevungsbriicdhe und ihrve Cigenfdaften.

8. 130. Wenn man einen Kettenbruch bet ivgend einem Gliede abbricht,
unb ben 6@ dahin veichenden RKettenbruch mit Vernadyliffigung ber folgenden
Glieder in einen gemeinen Brud) verwandelt, o heift biefer ein Ndherungs-
brud) des gangen Rettenbruches, und var per erfte, zweite, dritte, ...,
je nachbem man nur dag evfte, ober bie exten zwei, bref,...Glieder in An-
fprudy nimmt. Begeichnet man filv den Kettenbruch

ey £5 1
i ai i red
s + 04 + vl

bie auf einander folgenven Miherungsbriiche buvch %‘—,%,;‘—‘,.., Yo ift



Gl glnlloleid lyiiaph @ Sl s Y
N, (l|’N2 q, +1E’Nﬂ qe +'q_z_l[_ir
; s
g_-ﬂ:i._}‘_ I‘ 1 .
LN o T
q

Bei einem enblichen Kettenbruche ftellt ver letste edherungsbruc) sugleich
pen Grgengungsbruch jelbft vor.

§ 131 Der 3dhler ivgend eines Naherungsbrudhes (vom
britten an) ijt gleich vem Zdhler des vorhevrgehenden Nihevungs-
brudpes multipliciert mit dem Nennerves nen hingufommenden
Glteves, mebhr bem Bdhler bed vovvorhergehenven Niherungs-
brudpesd; eben fo ift der Nenner eines jeven Naherungsbrudes
gleich bem Nenner ded vorhergehenden multipliciert mit vem
Fennev ped neuzugezogenen Gliedes, mehr vem Nenner des vor-
porhevgehenden Nahevungsbrudes.

Beweis. Filv die erften Niherungsdwerthe evhilt man:

Z 1
DT::E’ Dae =0, N = 5
Z 1 q. -
i S | el i S St | B .
Ny ™ doet Froal T Tl PP T T i o pahEE
9,
4 | Ze:l‘hr N, =gq, qzﬁ_l‘
o 1 —_ 1 T q,
N — 1 WG T i | E
oy it 4 +E 6+ b+l b jf_q,q,.—l-l
93
g I ooy 01 il SRR i LK 1
9 9.9, + q -fuﬂ_l Uy 92 Y9y _l" G + s (9, 9.+ 1) 9, +q,
7 qi{-q32+1
i Log .
o e abev
quﬂ +N1’ f)

Zy =12y 45 + 72, N, =N, q; + N, g
woraus hervovgeht, Dbaf bas obige Gefes fiiv ven bdritten Niherungsbrudh
riditig ift.
efest nun, dasfelbe Gefe gelte-fiiv den nten Nitherungsbrudy, fo dap
g_ll ra by Zn—1 qn + Zn—?
’ Nn = Np—1¢n + No—2
fet. Um aus bem nten Niherungsbruche den (n 4 1ten u evhalten, parf man
mit Ritdficht auf vie Gliever des Rettenbruches , weldhe zu %ﬁl und %l]‘;i;—‘; ge-
hven, nuv in dbem erfteven g, - (Tl?l ftatt q. fegen. Man erhilt daber
n

; 1
P Z114-1 o Zn—1 (q" + qll-l‘l} T Zug yeE Lin—1 (qn qn4-1 + 1) + ZnﬁEl'{u—}»'l

ESET T 1 e N ~1lqn qn-1 + 1)+ Nn—2 qn+4-1
P Nu—1 (q.. b +1) + Nu—g it g

__ (Zo—1 qu + Zn—2) qni1 -+ Z:ﬂ 7o qot1 A -1

T (—anl qn 4 Nn—2) qu+1 ~+Nu—1 = Nngn41 -+ Nu—1'

&ilt baher das obige Bilbungdgejes fiiv ben nten Niherungsbruch, fo
ift e8 audy fiiv den (n -4 D)ten vichtig. Nun gilt diejed Gefes, wie geseigt
wurbe, fiiv den dritten Niherungsbrudy, alfo gilt e8 auch fiv ben vierten,
folglich auch filv ven fiinften, w. . w.; folglich gilt dasfelbe allgemein.

Mocnit, Acithmetit und Algebra, 11, Hufl, 5
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Mit Ridficht auf die hier nachgewiefene Cigenjdhaft laffen fidh aus ven
stoei evitenr Ndberungsbriichen ofme Schwierigleit alle nad) einander folgenven
Nihevungsbriiche, und dafer bei einem endlichen Kettenbruche audh) ver Gr-
sengunggbruch beftimmen,

B. B, Fiiv ven Kettenbrud

1+1 i
2 o=
3 = 1
s fatis
hat man
Zl__l Zk_g,
_ Rprg Widat
paber
Z, = 3.4+ 1= 13,
[ 18 Zinps 1113
PR R L e ) nu‘DEH%,
Zy = 1305 S B B8 e
7 68
N, = B0k 30k T 5=l by, ulle—1=157,
Zy —*F BB e S a1
Zs __ 421,
N, = 157 . 6 - 30 = 972, uud N, = o2
ober

Yetater 2,8 3, 24 E5586G,
: ol Tt R [ B TR o ]
RNaherungsbriiche St Gritm s el o

Der leste Nihevungsbrud) frellt zugleich den Crgeumgungsbruch bes ge-
gebenen Rettenbruches vor. .

Bufah. Aus dem Biloungsgefepe ber Niherungsbriiche folgt, daf forwehl
bie 3ahler al8 vie Nenner berfelben fmmer grofer werden miiffen.

8. 132. Die Niherungsbriide jind abwedjelnd grifer oder
fleiner alg ber vollftdndige Werth bes KRettenbrudies, je nad-
pem fie eine ungerabe ober eine gerabe Anzahl von @liedern
enthalten.

Bewets, Driidt man die nach bem eviten, jweiten, dritten, ... Gliede
weggelaffenen lieder dburdy x;, x,, x5, ... aug, fo ift

& “agllndis il i Dl it ;
b X ! TR 1 -
q|+‘ 4 q!+x2 4 Gy _|_(h+xs

1 1 Z a

Ht —. —— fp =L =4

Nun ift 6 — .+ x5/ oaf N, = b
1

q; -+ %,
1 a

1 /
— 1 < — 1 pher 2 << -,
u T g q'z—]_‘iz+x,’ Hyenidt
et nun allgemein = = =, alfo
Nao << b
1 1 = _]_ )

o S g P,
qa+..+1 q‘.-l*,._‘_ 1

n qn4-1 + Xn41/

Ferner ift ql< , baber




fo ijt befwegen and
1

i = L
g = T 1 Z o ety :
it i1 i g1 + Xp 41 ,
weil 3u g, [infé eben ber nte Nahevungsbrud), rechtd dagegen der entfprechende
mit q, beginnenbe volfftindige Kettenbruch addiert ift. Davaus folgt aber
1

1
o 1 = = 1
= = =
il : ql'{”q?_l_,' :
% gn-+1 7 qn41 + Xo1"
ober
fmleeea
Nnt1 = b

8 find alfo je 3wel auf einanber folgende Nahevungsbriiche abwedyfelud
fleiner und grofer al8 per velfjtandige Kettenbruch. Da nun der erfte Ni-
hevungsbruch griger ift, fo wird bdieé iiberhaupt bei jedem ungevaden Ni-
herungsbruche ftattfinben, twdhrend ber zweite und alle gevadben Niherungs-
britche fleiner find,

Bufa. Der vollftindige Werth eines Kettenbruches liegt tmmer 3wifdhen
jwei unmittelbar auf einander folgenden Jiherungsbriichen.

§.133. 1. Wenn man von bem Producte ausd dem dhler eines
JNaherungsbrudyesd und dem Nenner bed folgenden dag Probuct
aud dbem Zdahler bes lepfern und vem Nenner ded erftern jub-
trahiert, fo ift pie Diffeveny 4 1, ober —— 1, je nadhbem ber
evftere Naherung8bruch eine ungevabe oder eine gerade Anzahl
vou @liedern enthilt.

Gs it

LNy —Z, Ny =1.(q go + V—0y.9, =+ 1,
ZyNy — 2y Ny =Z, (Nyqs +N)) — (Z, 45 + %,) N,
:ZgNl'—Zl N2:—1.
St mum alfgemein Zn_y Ny — Zn Nyq =41,

fo folgt daraus

Zn ND-I—I = Zn+1 Nn == Zn (Nn %u+1 "+‘ anl) T2 (Zn qu+1 + Zn—l) Nu
— Zn Nn-—-l = &ip—1 Nll = = 1r ’

woburch bie Giltigleit bes obigen Saes allgemein bemwiefen ift.

2. Die Diffeveny zwifden zwet unmittelbar anf einanbder
folgenben Naherungsbriichen ift immer gleich A= 1dividiert burd
bag Product ber Nenner.

€8 ift alfgemein

Zin—1 T4 ZJ =0 Zn—1 Nn — Zy Nu—1 i ek
Np—1 M ar Nn—1 Nn S TR

3. Die Diffeveny swifdhen einem Ndherungsbrude und bem
vollftindigen Werthe eines Rettenbrudhesd ift abjolut genommen
fleiner al8 1 pividiert burd) bad Quabrat ded Nenners bes Nifhe-
rungsbrudes.

Beweis. Da der vollftinvige Werth + des Kettenbrudes immer jwifdjen
swet unmittelbar auf einander folgenven Naherungsbriichen liegt, fo ift der Unter-

' Zin a 3 1 Z'n Zn-}-l v
{dhied g abfolut genommen fleiner al8 ber Unterjchied ke fomit

b*
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Zin a ]
BTu o b = Nn Nn-l-l'
" : 1
Aber wegen Nuyy << Ng ift Ny Noypa << Ni, und Molagi — ﬁl;, pafer um
n
jo meby
st 2oy { Bgesl
Nll b Na-
“Bufnh. Da N2 < NI < NI<SN% < ..., babe
| I

i 1
SR TG e
ift, fo folgt, dap jever folgenve Niherungsbruch von dem vollftindigen Werthe
pe§ RKettenbruches um weniger verfdhieden ift, al8 ber wvovhevgehende, bdap
fich aljo die anf einander folgenven Néherungsbriiche vem gegebenen Bruche
tmmer mehy nifern, big der leste, wenn ed einen gibt, mit jenem Werthe
felbft zujammenfallt.

§. 134. 3ahler und Nenner eines jeden Ndherungbrudes
find relative Primzahlen. 4

Fiir vie Niherungsbriiche 1%7",:% unb %:T it (§. 133) abjolut genommen

Zn—vl Nn oy Zn Nn—] e 1.

Wiven mun Z, und N, nidyt velative Primzahlen, jondern fie hitten ein
gemeinjchaftliches Maf m, fo wire m anch ein Waf von Z,_+ N, — Z, N._,
(§. 78, 1 und § 77, 2) und folglich ein Maft von 1, was nicht mbglich ijt.

§. 135. 3wifden zwei unmittelbar auf einander folgenbde
Naherungsbritche (ARt fich fein Bruch einjdhalten, vejfen Nenner
nicht griger ift, al8 die Menner dbev beidben Rahevnngsbriiche

Gefest, es wiirbe der gemeine Bruch g swifden den Niherungsbriichen
Zn Zu-l—l

o i it lut gen en
N un;a AP liegen, fo miifite abf; i} glhomm
Zin P Zn Zot+1 . fiw ¢ — Nu p 1 :
Nn b Cj_ < Nn N|1.|.1 ODcr Nn (] < Nu Nn-{wl' bﬂf}el
Zn [ | e Nn P 1
q Nu—{—[

fetr, wad nur moglich ift, wenn der Nenner q > Nyyy ijt, weil Z, g — Nop
eine vont O verfdyievene gange Bahl, alfo =1 fein foll,

Solgefa. Jever Naherungsbrud driidt dem vollftandigen
Werth pes Kettenbrudhes genauer aus, alé fever anderve Brudy,
ber einen fleineren Nenner Hat. :

Bufat. Diefe Cigenfchaft ber Niherungdbriiche ift von grofer praftijcher
Widhtigleit. Will man nidmlicd) ven Duotienten weier groer Sahlen durch
fleineve miglichjt genau bdavjtellen, fo verwanvelt man bdenjelben in einen
Rettenbruch, und fucht vie Ndhevungsbriiche; jever derfelben driictt ben gejudhten
Quotienten genaner aus, al8 alle moglichen gemeinen Briiche, deven Nemner
nidht grofer find ald per ves Jibherungsbruches.

Geifpiele. 1. Man {oll den Bruch 3:1415926, b. i. ben QDuotienten bes
Umfanges eine Rveifes purd) ven Durchmeffer, durd) Heinere Sablen mglichit
genau augbriicen.

Man Hat

A gt S RLA1N008 . o L
L ok
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Niherungdbriiche:

BEhE w1, il eRn2 45t
3 22 333 355 86598
T Tt 1060 T80 127568 14 0

2. Gin Wiener Fug ift = 0-316081

Meter; man foll die Niherungs-
wevthe beftimmen. '

&8 it
316081 _ 1
()316081_m_3+6-{—%+1 :
5 0 —I.— v il
Vst grae !
Niherungsbriiche:
35 6 Y T L Qstosin
lo i 65 4r 65 41016 AL o 1655
37119 174" (8677 B4V -5236° 'V
Dean hat alfo annaherungdmweife:
3 Wiener Fuf = 1 Mieter
19 " ] e 6 "
174 " fhe T 55 "
367 i Apebez— il o, e
H41 s PR 1 s
5236 y RSl [ 8Y710)7 L e fa i k)

Fiinfter Abjdynitt.
Pou den Verhilnifen med Proportionen.

1. Berhaltnifje.

8. 136. Die Divifion als Theilung fithrt auf die Briidhe; die Divifion
alg Meffung einer Bahl durdy eine jweite filhrt auf dben Vegriff eines Ver-
baltniffes. Unter dem BVerhaltnis sweier Sahlen (Grifen) verjteht man bie
Angabe, wie oft bie eine in der andern enthalten ift.

Die Bejeichnung ves Verhiltniffes jweier Bahlen (Grifen) a und b ift

bavum bdiefelbe al8 bie bed Tutotienten a : b ober %, und wird gelefen: a vers

halt fich su b, ober fiivger: a ju b. Divibend und Divifor heifjen Glieber
bes Berhiltniffed, unb jwar der Dividend dbag Bordergliedb, bder Di-
vifor bad Hintevglied. Die unbenannte Zahl e, weldhe den Juotienten
a: b angibt, wird ber Crponent bed Verhiltniffes genannt.

Sind bie Glieder eines BVerhiltniffes unbenannte Bahlen, fo nemnt man
pasfelbe cin Bahlenverhilinis.

Das durc) Bertaufcdhung der Gliever eines BVerhiltniffes a : b entjtehende
Verhiltnia b : a Heifit ras umgefehrte ober veciprofe BVerhiltnis des erfteren.

Die Grife eines Verbiltniffed BHangt von feinem Erponenten ab; e
grofer diefer ift, defto grifer ift aud) bas Berhiltnis.

Rwei Verhiltnifje find cinanver gleid), wentn fie denfelben Exponenten
Haben. Wenn umgekelhrt zwei Verhiltniffe gleich find, fo haben fie gleide
Grponenten.
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§. 137. Das Verhiltnis weier (gleichartiger) Gvofen, 3 B. zweier
Qinien, Fladen, ... ift gleichbedeutend mit dem Verhilinid jweier unbenannter
Baplen, weldhe ausdriiden, wie oft ein gemeinfchaftliches Maf ber beiben
Grifen al8 Ginbeit in jeder von ihnen enthalten ift.

1. Der Grponent ved Verhdaltniffes jweier commenjurablex
®rdfen ift entweder eine gange ober eine gebrodyene Jahl

Sind die Grogen A und B conumenfuvabel, und ihr gemeinjdaftliches
Maf in A mmal, in B nmal enthalten, fo ift dbie Grife B in ber
Grofie A fo oft enthalten, wie bie Bahl n in ver Zahl m; e8 ift dafer
%:: n'il, 1o f—: fiiv pen Fall, dbaff n = 1 ober iiberhaupt m durch n theilbar
ift, eine gange Bahl, fonjt einen Vruch vorjtelit.

2. Der Grponent ded Berhdaltnifjfes jweier incommens:
jurabler Grifen fann a) weber eine gange nod) eine gebrodyene
Rahl fein; ev laft fidh) jedbod) b) purd) Angabe jweier Grenzen,
swifden benen er liegt, mit jebem beliebigen Grabe bter Ge-
naunigfeit anndherungsweije beftimmen.

a) Sindb A und B jwei incommenfuvable ®&rdfen, fo fann weder

%: m, nod) % :;i’ fein; benn im exften Falle wave baun B felbjt, im zweiten
}I—f ein gemeinfdhaftliches Maf von A und B, was gegen bie Bovausdfesung ift.

b) Zheilt man B in n gleiche Theile und nimmt einen folchen Theil TBl
von A mumal, 0. i. fo oft hinweg, al8 e angeht, fo bleibt von A ein Jeft
fibrig, welcher Hleiner al8 g ift; e8 muf alfo A>m.§, bagegen A << (m -} 1)‘%
fein; folglich ift nach §. 57, 2

m A m -1
E<§<

.
n

Der Grponent bes Verfiltuifies = liegt alfo swifchen jwei Gremzen =

b m: L beven Unterfchied % ift. Set man % gleich = ober m'i' it
begeht man einmal im pofitiven, das andere Mal im negativen Sinne einen

Febler, ber fleiner alg % ift. Da aber n beliebig groR, dafer % beliebig lein

gemadht werdben fann, fo (Aft fid %mit jebem beltebigen Grabe der Genauig-

feit beftimmen.

Bufoh. Um das Verhiltnis jweier incommenjurabler Grofen darjtellen
s fonmen, ift man gendthigt, in bag Bahlengebiet eine Bahlform eingufithren,
bie in ber bigherigen Reihe der gangen und gebrodhenen Rahlen nicht vorfommt,
fich aber burd) biefe anndferungdweife mit jeder beliebigen Genauigfeit be-
ftimmen [(ft. Da ung jebod) auf diefe newme Bablform, weldhe man eine
irvationale 3ahl nennt, iweiter unten (§ 183) aud) bie Betracdytung per
veinen Bahlen leiten wird, fo foll diefelbe erft bort einer ndberen Unterjucdhung
unterzogen mwerbei.

Jn ben Dier folgenven Siifien wird vorliufig vorausdgefeht, daf bdie Ber-
hiltniggliever commenjurvabel find.

§. 138. febrfibe. 1. 3In jedem BVevhaltnifje ift dag Border-
glied gleich bem Hintevglieve multiplicievt mit bem Eyrponenten.
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2. 3n jebem Bevhialtniffie ift dbas Hintergliedb gleich bem
Borvergliebe dividiert durd) ben Crponenten,

Wenn a: b = e ift, jo ift

sia —iible; bR R

Die Ridhtigteit diefer Sie folgt unmittelbar aus §. 42,

3. Gin Verhiltnis bleibt bejtindig, wenn man Bordber- unbd
Hinterglied mit devjelben Jahl multiplicievt, oder durd) die-
felbe Bahl dpivibiert.

Wenn a: b = e ift, {o ift nad) §&. 53 auc) am:bm =e, mtb%: o —

m
bie BVerhiltuifje am : bm unbd 3:% find alfo vem BVerhiiltniffe a: b gleich.

Bufa. Durd) Anwendbung diefes Sates fann man a) jebes Verhiltuis,
pefjen Gliebcr Briiche enthalten, mit gangen Bahlen darftellen ; b) jedes Ver-
hiltnis, veffen Glieber ein gemeinfchaftliches Weaf Hhaben, daduveh abiivzen.

4. ©Sind jwet Verhaltniffe einem dbritten gleich, fo finb fie
aud) unter einanber gleid.

Folgt aus §. 10, 2.

§. 139. Wenn man in jwei ober mefreven Verhiltniffen alle Vorver-
gliever, und ebenfo affe Hintergliever mit einandber multipliciert, fo bilven bie
Producte ein nened Verhiltnis, welched im Gegenfake ju den gegebenen ein-
facdpen BVerhiltniffen ein jufommengejettes Verhdlinid genannt wird.

&Sind 3. B. a: b

e d
e : f einfache Verhaltniffe,
fo ift ace: bdf ein jujammengefeistes Verhilinis.

Bufal. Wenn man ivgend ein Bordevglied und fvgend ein Hinferglied
in ben einfachen Verhiltniffen durd) bdiefelbe Sahl multipliciert ober bividiert,
fo wivd dadurdy auch fowohl daé Vorder- al8 bas Hinterglied bed zujammren-
gefetsten Berhiltnifjes dburchy die ndmliche Bahl multipliciert ober Dbividiert,
folglich bleibt biefes lesteve ungednbert.

2. Proportionen,

8. 140. Die Gleichftellung sweier gletdher Berhaltniffe heift eine Pro-
portion. Sfta:b=eumb c:d=-¢e, o ift audh a:b = c:d; biefer
Yusdruct ift eine Proportion und wird gelefen: a verhilt fich su b, wie {id
c jut d verhilt, ober fiivger: a ju b, wie ¢ ju d. Das erjte Glied a und
pag vierte d nennt man die duferen, bad weite b und das britte ¢ bie
inneven ®liever; auch Heifien a und ¢ die Bovbevgliever, b und d bie
Hintergliedber ber Proportion. Das vievte Glied ingbefonvere wird bie
vievte Propovtionale ju den bdrei erften Gliedern genannt.

Sind in einer Proportion die inneren Gliever gleich, fo heiRt diefelbe
eine ftetiqe Proportion, 3. B. a:b=1Db:c. Das innere Glied b wird bie
mittlere (geometrijche) Proportionale oder das geometrifche Mittel 3u
a unb ¢, und ¢ bie britte jtetige Propovtionale zu a und b genannt.

Wenn et Avten von Gvdfen fo von einander abhingen, daf ju einer
mfachen Gwife der einen Avt auch eine mfache Grife ber anveven Avt ge-
hort, fo Deifen bie beiven Avten vou Grdfen gevade proportioniert (pro-
portional); 3. B. Wagve und Preid, Capital und ins u. {. w. Wenn bagegen
su der mfachen ©vife dev eimen Avt nuy der mte Theil von der Gudfe dev
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anveven Avt gehort, fo heifen bie beiden Avten von Grdfen vevfehrt pro-
portioniert; 3. B. bie Bahl der Avbeiter und bie Wrbeitzeit bei gleicher
Leiftung, Capital und Jeit bei gleichen Binfen, u. f. 1.

On einer Proportion fimnen bie Glieder bed einen Berhiltnifjes von
anbever Avt fein, ald die Ded andern. Siud die Glieber einer Proportion lauter
unbenannte Zahlen, fo heift diefelbe eine Bahlenpropovtion, fonft eine
®Grifenproportion.

3n dent hier folgenden Siten iiber Proportionen wird vorliufig vovaus-
gefetst, paf bie Gliever eined jeden Verhiltniffes commenfurabel find.

§ 141. fehrfibe. 1. Je nadybem in einevr Proportion das erjte
®lieb grofier, eben fo grof ober fleiner ift al8 bas zweite, ift
and) pag dritte begitglidh gréfier, eben fo grof oder Fleiner als
baé vierte.

@8 fei a:b=c:d und e der Exponent Leiver BVerhitltniffe; dann ift

a=bhe und ¢ = de. Je¢ nadhdem nun a % b, muf e % 1, und baber andy

c=d fein.

2. Je nadpdbem in einer Propovtion gleidhartiger oder un-
benannter 3ahlen basd evite Glied grifer, eben fo grof odber fleinex
ift alé bag britte, ift aud) basd zweite bezitglid) grdfer, eben fo
grof ober fleiner al8 bag vierte.

Denn je nacdhbem a % ¢, ijt be % de, und fomit b = d.

3. Bu brei ®rofen a, b, ¢ gibt e8 immer nur eine vierte
Proportionale.

®efetit, e8 wive anfer d auch d’ eine vierte Proportionale ju a, b, c,
alfo a:b=c:d und aud) a:b=c:d’; bann miffen auc) die Vexhilt-
nifje ¢:d = c: d* gleich, folglich (nach 2.) d = d’ fein.

4. Die mittlere geometrifche Proportionale zweier Zahlen
liegt immer jwifdyen diefen Zahlen.

@eia:b="Db:c. 3fta = b, joumuf nacd 1. besiiglich auch b = ¢ fein.

§ 142. 1. Jebe Proportion bleibt vidtig, wenn man bie
dgufeven Gliedber mit ben inneven vevtaufdt.

St a b —>c .t nitosad =—=ba.s ¢ = dio inEiT b:a..%, dstand

o
folglich audy b:a=—d:ec.

2. Gine Propovtion gleidhartiger ober unbenannter Zahlen
bleibt vichtig, wenn man a) bie inneven, b) die-duferen Gliever
unter fich vertaufdht.

Aug a:b—c:d, a—Dbe, c=de folgt

a). anea=bhesde, oberian o=l d;(§)488;18);
b) d:b=de:be (§ 138, 3) obex d: b = ¢ :a.

- 3. Gine Proportion bleibt richtig, wenn man ein duferes
und ein inneved Glied mit devfelben Rahl multipliciert oder
burd) piefelbe 3ahl pividiert.

Egufet fmdihiE=icn diar== b'el cl==de;

a b
Daff am:bm—¢ :d uublﬁ:ﬁzc:d,

ansih e ==lamt IR D S B :,; o
ift, folgt aus §. 138, 3.
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Herner ijt
am=—heim—"b.em,

cimim=ydie gm == d e my
bafer
2 cblE=aem ad, %:b:
Ebenjo exgibt fich
b d
ARl =S g A i e
m m

Bufa. Durch Anwendung bdiefed Sakes fann man a) jede Proportion,
in weldper Buiiche vorfommen, mit gangen Sahlen barjtellen; b) jeve Propor-
tion, in weldper ein duReved und ein inneved Glied ein gemeinfdhaftliches Maf
haben, baburch abfitvzen. : .

§ 143. 1. 3n jedber Proportion verhalt {ich die Summe ober
Diffevens bev beiben erjten Glieder zumm erften ober zweiten,
wie die Summe ober Diffevens dev beiden lefiten Glieder jum
britten ober vievten.

Sianibe—"crsdma—hio=c-—de, 1o Hob man

(B2 h) e — (PesEh) i bee=(azkd);e,
(oot isie — (da:d) s de= (- 1) 16’
bafer
(9 2 Ao BEEEE N of
Auf dhnliche Weife erhlt man
(ab):b=(cEd:d

2. 3n jeber Proporvtion verhilt fich bie Summe ber beiden
erften ®lieber ju dbeven Diffeveny, wie dbie Summe dber beiden
lesten @lieber ju dbeven Diffevens.

s ift

(a+b):ga——b}=(be+b):Ebe-b;:(e+1);(em]‘)’
baf)egc+d): c—d)=(de4d):(de—d)=(e4+1):(e —1);

(a+b):(a—b)=(c+ d):(c— d).

3. 3n jeder Proportion gleichartiger ober unbenannter Zah-
len verhalt fidh bie Summe ober Differens dber Vorbergliedber
sur Summe ober Diffeveny ber Hintevgliever, wie ein VBorber-
glied 3u feinem Hinterglied.

Jftasb=@eid foift aud (ax e):(b=kd)=a:b,

Folgt aud 1. mit Buziehung von §. 142, 2. a.

Bufo. Sind mehreve BVevhaltniffe gleidhartiger odber un-
benannter Zafhlen einander gleidh, fo verhalt fid) tie Summe
aller Borpergliever jur Summe aller Hinterglieber, wie ein
BVorbevglied ju feinem Hinterglieve.

Qe bi==ted d==10 Hario ditiandy

(atot+fH:btdlg=a:b

§ 144. 1. Sind in jwet Proportionen die Border-ober Hin-
tevgliever in perfelben Folge einanver gleid), fo fiud beziiglid
bie Hinter- oder Bordevglieber einanber gevade proportioniert.
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3it R b =— el athi—"e
A pni= e m h =1
fo it it =— anm=—c 1

Der Beiveisd wird gefiihvt, invem man in ber jedesmaligen Eubpropor-
tion die Gleichheit der Erponenten nachiveist.

2. Ginbd in 3wei Proportionen bie duferen oder iuneven
Glieber in perjelben Folge einandber gleidh, o find beziliglich die
inneven ober dufeven @lieber einander vevfehrt proportioniert.

Jit a o bi —e a; bi—eciid
S mi—mn:d m b= ¢'n
fo ift Bt mi=—"h"e alim=nid,

Der Beweis bevuht auf per Gleichheit ver Exponenten.

§ 145. 1. Wenn man in gwei odber mehreven Sahlenpropor:
tionen bie gleichjtelligen @lieder mit einander multipliciert,
fo Difben pie Producte wiever eine Proportion.

8 fei aab = cad g = be i ci—td o

g —halk: = cel W —Slaels

m:n=p:q, T — S et epi=—dl ot
jo hat man afm = bgn.ee’e”, chp = dkq.ee’e”,
folglid afm:bgn =chp:dkq.

Man fagt, die lepte Proportion fei aus ven gegebenen jufammengefetst.

Der vorjtehendbe Saty bleibt audh noch richtig, wenn eine der gegebenen
Proportionen eine Grifenproportion ift. _

2. Wenn man dbie gleichitelligen Gliever ziweier Sahlenpro-
portionen buvch etnanber dividiert, fo bilben die Duotienten
wieber eine Proportion.

Jit g ihF—e i’ al—"hes B¢ —idle:

fhe=htlk H—=rtote! SHE el

GERDI el o SN

fo Hat man . = R =R
. AN =6t id

§ 146. 3n jeber Bahlenproportion ift pag Product dex
Guferen Glieder gleid) dbem Producte der inneren Glieder.

G fei atb==c:d, a=bhe, c=de; dbann ijt, wenn man a = be
mit d =d, unb ¢ = de mit b = b multipliciert, ad =hde unb be =hde;
folglich ad = be.

Diefer Sap gilt aud) von jeber Proportion, wovin m ein BVerhilinis
ein Bablenverhaltnis it.

Solgefie. 1. In einer jtetigen Bahlenproportion ift bas Qua-
brat ber mittleven Proportionale gleidh vem Producte dev LHei-
ben anberven Glieber.

S eth=Db:e o ift-b%=sae

2. Jebes dufeve Gliedb einer Jahlenproporvtion ift gleid
pem Prodbucte ber Deidben inneven Glieder dividbiert dburch das
anpere duffere Glich; und jedbes inneve Glied ift gleid) bem Pro-
pucte ber beiden duferen Gliedber pividiert buvd) basd anbdeve
inneve Glied.



3ft a:b = c:d, baher ad = be, fo it
be be
i —— I
d a
ad’ ad
b —— '—c—, c = B".

§. 147. Aus zwei gleichen Provucten (Aft fich eine Propor-
tion bilben, wenn man jeded ber beiven Producte in jwei Fac
toven zevlegt und dbie Factoven bed ecinmen Productes als bdie
dufieren, bie Factoren bed anbern Prodbuctesd ald bie inneren
Glieder annimmt.

€8 jei ad = be. Dividiert man jeben biefer gleichen Ausdriide durc)
bd, fo erhilt man ad:bd = be: bd, ober

D= € 50

§. 148. Gine Proporvtion aufldfen fheifit, aus dbrei gegebenen Gliedern
einer Proportion dag noch unbefannte Glied finven.

a) Gine Proportion wird aufgeldit, wenn man den Crponenten
be8 befannten Verhdltuiffes fucht und bdavaus nach § 138 bad unbefannte
®lied bes anbern BVerhiltniffes bejtimmt.

b) Gine Zahlenproportion wird am einfachiten nach §. 146 Folgej. 2
aufgelsit.

Aug x:2 = 15:3 finbet man

a) 156:3 =5, x = 2.5 = 10; obex

by g et 2.3!;; = 10; baler
10:2 =15: 3 bie volljtdndige Proportion.

§. 149. Drei Grifen a, b, ¢ bilden eine harmonijde Proportion,
et (a — b): (b—c¢) =a:c ijt; b heit dann bdie mittlere havmo-
nijdye Proporiionale oder das harmonifche Mittel zwijdhen a uud c.

Sinb a, b, ¢ havmonijdh propovtioniert, fo find es aud) ma, mb, me,
ebent fo =, —b, it

m m m

Aufgabe. Bu jwei gegebenen Grdfen die dbritte harmoniid
proporiionierte ju finben.

Aug (a —b):(b—c)=a:ec folgt

c
1) a — m,
A — L , unb

a—b
2ac
i Sl S
Die britte Gleichung gibt den Sati:
Dag barmonifche Mittel zwifdyen wei Grofen ift gleicdh
bem boppelten Probucte dberfelben dividiert dburd ihre Summe.
§. 150. Drei Grifen a, b, ¢ bilven eine contraharmonifdhe Pro-
portion, wenn (b — ¢): (a — b) = a:c ift; b heifit dbann die mittleve
contvaharmonifde Propovtionale ober dag contvahavrmonifche
Mittel jwijchen a und b.
Dag contraharmenijde Mittel sweier Zahlen ift gleid) ber
Summe ihrver Quabdbrate dividiert dpurcdh dbie Summe der Fa)h-
Len felbft.
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Aus (b —¢):(a — b) =a:c folgt

a? 4 e?

S Tite e‘infacf)e PRegeldetri.

-~ 8§ 151. Wenn gwei Avten von Sahlen i gevabem oder verfelrtem
Berhiltniffe ftehen, unb wenn et Jablen ver einen Avt gegeben find, wvon
ben beiven jugehovigen Safhlen der andeven Avt aber nuv die eine befannt ijt,
fo fann die andere unbefannte Safl diefer zweiten Zahl durd) Anfftellung und
Anuflsfung einer Proportion gefunden werden. Das Rechnungdverfahren, weldhes
babei angewenbdet wird, heifit bie einfache Regelbetri.

Die einfadhe Negelbetri beruht auf folgenden zwei Safen:

1. Wenn zwet Avten von Jahlen gevabe proportioniert find,
jo ift a8 Verhiltuis jwifden je zwei Bahlen dev einen Art
gleich bem Bevhaltniffe zwifdhen ben zwei zugehdrvigen Zahlen
ber anbern Art, in devielben Ordnung genommen,

¢ feten A und a wet Bahlen dev einen Art, B undb b die jugehivigen
Bahlen einev jweiten Avt, und diefe beiben Arten wvon Jablen gevade propors
tioniert. 3ft mun A = ma, fo muf nad) bem Begriffe dev gevaden Propor-
tionalitit auch B = mb fein. Wan hat daher A:a—=m und B:b=m,
und fomit ;
Agerai==B=b;

2. Wenn zwei Avten von Zahlen verfehrt propoviioniert
finb, fo ift bas Berhiltnis 3wifden je jwei Jahlen dbexeinen Avt
gleich pem BVevhiltuiffe ywifdhen den zwei jugehdrvigen Jahlen
ber andbern Avt, inumgefehrier Ovdbnung genomnien, dbaher das
PBroduct der jujammengehdvigen Sahlen der beiven Avten das-
felbe,

8 feient A und a pwei Sahlen ber einem Avt, B und b bie beiven juge-
hovigen Babhlen der anbern Art, und bdiefe wei Avten von Sahlen verfehrt
propovtioniert. 3jt mun A = ma, o muf B = % ober b = mB fein. Vian
hat paher A :a = m md b: B = m; folglich

Al a— biiBlunbeA-Bi="rab.

Pei per einfadyen Regelvetri ift baher Folgended ju beob-
acdhten:

Man beurtheile, ob bie Deiven Avten von Sablen gerabe ober verfehrt
proportioniert find, und fese das Verhiltnis von ywei Sahlen der einen Avt gleich
pem Berhiltniffe der beiven Bahlen ber anbeven Avt, in der ndmlichen Ord-
nung genomnien, wenn beide Avten gevadbe, und in umgefehrter, wenn fie ver:
fehri proportioniert find. Diefe Proportion wird aufgeldit.

¢ it an fidh gleichgiltig, in weldes Glied ber Proportion bie unbe-
fannte Bahl x zu ftehen fommt; am wedmipigiten evicheint e, Ddiefelbe in
pag erjte Glied zu fefen. 3. B.

1. 7 Gllen Tudy foften 30 fl., was foften 42 Ellen von demfelben Tuche?

Da hier bdie beiven Avten von Bahlen gevabe proportioniert find, fo

hat nan
7 Gffen 30 fl. x:80= 42:7
- L SRR A gl = = 1380 11,
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2. 16 Arbeiter volfenden eine Avbeiter in 6 Tagen; wie viele Avbeiter
wird man anfnefmen mitffen, damit jie diefelbe Arbeit in 4 Tagen ju Stanbde
bringen?

©Oie beiven Wvten von Zahlen find bier verfehrt proportioniert, und

man bat
16 2Axb. 6 Tage x:1.16.2= ;6jsad
i il 2 A x = 24 Arbeiter.
§. 152. Gin Betvag, der fich auf die Sahl 100 besieht, wird Procent
{jentanmt,

DBei per Procentrecdhnung vechnet man entiveder von, ober aufj
ober in Hundert, je nachoem bie Wenge, von welcher bie Procente beftimmt
werpent, mit ber Grundzahl 100 Jelbit, over mit 100 vermebrt um das
Procent, ober mit 100 vermindert um das Procent gleidhartig ift.

Bezeidhnet p dag Procent und b ven Betvag von der Menge m, o bat
man folgende Regeldbetri-Anjibe: i

a) bei ber Rechnung von Hundert b:p=m: 10 alfo b = ’J‘:_]g;
b) e " ﬂllf @unbert b p=m: (100 -+ p), i b= l—OI[?—ll:p;
iy jistee, 5 in @unbert bip=m: {00 —pwe,, she 1(;1_)1)'

4, Die gufammengefepte Regeldetri.

§. 153, Wenn eine Art von Bahlen mit zivei ober mebhreven anberen
Uvten eingeln fm gevaben ober vevfehrten Verhaltniffe fteht und e ift eine
Jeibe zufammengehiviger Babhlen aller diefer Avten befannt, von einer anderen
Reihe zufammengehiviger Sahlen aber eine berfelben unbefannt,. fo Beifit bdas
Rechmungsverfahren, durch welcdhes man diefe unbefannte Sahl findet, die 3ujam-
mengefetste RNegeldbetri.

Die gufammengefeste Regelvetri beruht auf folgendem Sate:

Wenn eine Art von Jahlen von mehreven andern Axrten fo
abhingt, paf fie mit denfelben einzeln genommen theils gerabe,
theild verfehrt proportionievt ift, jo ift bas Berhaltnis jwifden
je 3wei Bahlen bev evften Art gleidh dem jujammengejetsten Ber-
haltniffe aus ven einfaden Verhdltnifjen 3wifchen den juge-
hdrigen Bahlen jeber anbern Art, in der ndmlichen oder in um-
gefebrter Orpnung genommen, je nadhdbem bdie Fahlen bdiefer
Art mit ben Bahlen der erjten Art gevadbe ober verfehrt propor-
tioniext find. ; '

@& fei bie Zahl A von ven Bahlen B, C fo abbingig, wie

1" AR (st " 1 Oy
o die mit gleihlautenden Buchitaben begeichneten Jablen ju derfelben Art
gehiven, und e feien bie Zahlen der erften vt mit den Jahlen ber jweiten
vt geravbe, mit ben Bablen der britten Art aber verfelrt propovtioniert. Heift
nun e eine Sahl ver erjten Avt, weldhe zu ven Bahlen b, C gehbrt, jo hat
man folgenve Reihen jujammengehiriger Sahlen:
A, B, O
orb,

asi by ¢,



Bergleidht man die gwei eviten eihen, fo fieht man, daf die Bahl «
aué A entfteht, indem fich B in b dnbert; da mum die Sahlen ber erften und
sweiten 2Art gerabe propovtioniert find, fo I;ai) mait

A wi=1B7b,

Bergleicht man eben o die ziveite und dritte Reihe, fo fieht man, daf
a au$ « hervorgeht, wenn fidh C in c verdnbert; ba mun die Zahlen dev exften
und der dritten Avt verfehrt proporvtioniert f(i;lb, fo hat man

ehiar=ie g6
Durd) Multiplication diefer beiben Propovtionen evgibt fich
a:anw=Be:bC,
ober A :a = Be:b0C,
in welcdper Proportion ber oben aufgeftellte Safy enthalten ift.
Man pilegt diefe letsteve Proportion wegen der leichteren Ueberfidht audh

o ju jdyreiben:
T Atiai=—18 1 h

e
wobei man fich denfen mufi, daff die unter einanber ftefenden Zafhlen u mul-
tiplicieren {ind.

Bei per jufammengefetsten Regelbetri verfihrt man daher
auf folgende Art:

Man fete bie unbefannte unb die damit gleihnamige Jahl in dag evite
BVerhiltnis. Das weite Verhiltnis dev Proportion ift ein jufammengefettes,
beffen einfache Verhiltniffe gefunben werben, wenn man die Avt, u welcher
x gehivt, mit jeder anmbern vt vergleicht, um zu fehen, ob die beiven Avten
gevabe ober vevfehrt proportioniert find, und bie beiben zu x unb ju der damit
gletchnamigen Babl gehivigen Sahlen einer jeben Avt in derjelben ober in umge-
fefrter Ovbmmg zu einem Berhiltniffe aufftellt, je nachpem biefe Art mit
per Art von x gerave ober verfehrt proportronert ijt. Die Proportion wird
fobann aufgeldft.

2. 8. Wenn 20 Anbeiter, weldhe tiglich 12 Stunden avbeiten, in 5 Wodhen
einen Damm von 375 Fup Linge zu Stande bringen; in wie viel Woden
werben 12 Arbeiter, welche tiglich 10 Stunden arbeiten, einen eben foldhen
Damm von 600 Fuf Linge volfenden?

20 Arb. 12 Std. tigl. 5 Wodh. 375 Fufp Linge,
% 600

12 " 10 " n n n
x:5=20: 12
B o)
600 : 375
et il =16 ]
x = 16 Wodhen.

§ 154. SHeit Z der 3ind, welden ein Capital C in J Jahren zu
P Procent bringt, fo hat man folgende ufommengefepte Regelvetri;

100 f. Gap. in 1 Jafre P fl. Jims

U " n " J " Z " "
e P="0""100

J A1
alfo Z : P = CJ : 100, und

100Z = CPJ.
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LWerben biefe lepten jwei gleichen Ansdriicte guerft durd) 100, dann durd
PJ, ferner burd) CJ, endlich purch CP bividtert, jo evhilt man bejiehungsweife
CEPI 0 B0z 1009 S iSn00H
Z=1w 0= 557 P=%r I=5m
weldhe Formeln, in die gewdhnliche Wortfpradye iibevtragen, die Site fiiv bie
Lojung ver Aufgaben iiber die einfadhe Jinsvedhnung enthalten.

5. Die Theilvegel.

§. 155, Weun eine gegebene Bahl in mehreve Theile, welde fidh wie
anbere gegebene Bahlen veralten, getheilt werben joll, fo gefdhieht diefes durdy
bie Theilvegel over Gefellfdaftsvednung. Die Sahlen, durdy weldhe
pag Verhiltnid per Theile ausgebriicft wird, feiffen Verhaltnisdzahlen.

Jjt nur eine NReihe von Verhiltniszahlen gegeben, fo wird die einfade;
find mebrere Reihen von Verhaltniszahlen gegeben, fo wird die jufammen-
gefetste Theilvegel angemwenbet.

Gs jeien bei ber einfachen Theilvegel s die ju vertheilenve Sahl,
a, b, ¢ unb d die BVerhiltniszahlen. Nennt man die nod) unbefannten Theile
W X Velilib oz sddor IR 0 2 =8, 0 b X 0w == et ey pz =3 vl feln,
wad man oft fivzer fo amgeigt: n:x:y:z=a:b:c:d Berwedfelt man
in ben vovangehenden Proportionen bdie inmerven Glieder, fo hat man

A=l baxatdh == R O Yo ==tz

alfo
n:a==x% dbEamieo =214,
und nach §. 143, Zujas,
m4+x+y+2):@at+bte4d)

.

NN

o oo

X:
Y :
VA
Da mun u+x+y -+ z=s fein muf, fo exhilt man aug dem leten
Ausdrirce
Lo g Sz aadoyr . BBURIE  slaniopm
R a b o sy
s 8

y:a+b+c+d'c; u—]—-b—i—cj—d’d'

Darausd ergibt fidh fiir die einfache Theilvegel folgendes
Berfahren: :

Wean bividieve die ju vertheilende Sahl duvc) die Smmme aller Berhilt-
nigzahlen und multipliciere den Duotienten mit jever BVerhiltniszafhl; die Pro-
bucte {inb bie gefjuchten Theile.

Wenn bie BVexhiiltniszahlen Briidhe enthalten, fo werben fie uerit in
gangen - Bahlen davgeftellt, inbem man fie mit dem fleinften gemeinjdhaftlichen
Bielfachen aller Nenner multiplictert. Hoben alle Berhiltnidzahlen ein gemein-
jchaftliches Maf, fo werden fie daburch abgefitrst.

3. B. 68 follen 2155 fl. unter brei Perfonen nady dem Verhéltnifje

ber Bahlen 5, 3, 2 vertheilt werden.
5 215} X 5 = 1077}
3 2151 X 3 = 6464
9 2151 X 2 =1/481
2155 : 10 = 215§ 2155

Zie—
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§ 156. Die jufammengefetste Theilvegel ([Aft fidh auf bdie ein-
fache guviidfifren.

&8 fei eine Zahl s mit Bejuguahme ouf mehreve Umitinbe in drei
Thetle ju theilen, die fidh in einer Veziehung wie a:b:c, in einer weiten
Degiehung wie d : e : f, und in einer dritten Begiehung wie g : h: k verhalten.
Heifen x, y, z die nod) unbefonnten Theile, fo muf fidh x : y nicht nur wie
a: b, fondern aud) wie d ;e und wie g : h verhalten; ed muf alfo vas BVer-
hiltnis x 1 y gleid) jein bem zufammengefesiten Verhiltniffe aus a: b, d : e,
g : b, aljo pem Berhiltnifje adg :beh. Ghen fo muf y:z = beh: cfk
jein. ©8 befteht alfo bie Forbevung, bie Theile x, y, z fo ju beftimmen, daf
per Vebingung

x:y;z=adg:beh :cfk
Geniige geleijtet werde, was eine Anfgabe der einfachen Theilvegel ijt.

Bet der jufammengefepten Theilvegel ift alfo Folgenbdes
ju beobadhten:

Pan multipliciere die auf denfelben Theil Bezug Habenden BVerhiltnis-
saflen mit etnanber, und betvachte die Producte ald Verhiltniszahlen einer ein-
fachen Theilvegel, nach weldher dann bdie weiteve Anfldfung evfolgt.

. 8. Bu einer Unternehmung vereinigen fich dvei Perfonen; A gibt
8000 fl. auf 5 Wonate, B 4000 fl. auf 6 Monate, C 2000 fl. auf 8 Mo-
nate her. Die Unternehmung wirft einen reinen Gewinn von 460 fl. af; wie
viel Davon wird jede der bdrei Perfouen beformnen?

A 8000 fl. burch 5 M. [40008| 5 46 ¢ 5 = 230 fl.
B 4000 , , 6 , [24686) 3 46 X 3 =138 ,
C 2000 , , 8 , |l6ees 2 46X2= 92,

460 ; 10 = 46 460 fl.

6. Die Kettenvegel

§. 157. Wenu bdie Begiehung 3wifchen zwei Grdfen nicht unmittelbar
befannt ift, fondern erjt burc) eine jujammenbingendve Aufjtellung befannter
Bwijdenbeftimmungen gejudht werden muf, fo twendet man bie Ketten-
vegel au,

€8 fei folgenbe Aufgabe u [Bfen:

Wie viel (x) Cinbeiten von der Avt M betvagen a Einbeiten von der Art A,
A b

i 3
wenn a i Al B o o ST N - 7

" b( " "t n " B " c n n " " (""
n c’ " " n n ) " m " " " n LJI
betragen ? Diefe Aufgabe fann Giver jo angefchvieben twevden:
= Me—epPA

enit a’A = bB,
BB = cCf 1)
¢'C =mM,)
wo x, a, a/, b, b/, ¢, ¢/, m unbenannte Sablen, und A, B, C, M bdie Arten
ober Benennungen verfelben vorjtellen.
Um bad gejuchte Refultat u erhalten, vermanbelt man bie gegebernen
a Ginheiten der Avt A junddhjt in (y) Cinheiten ver Art B, dann bdie gefun-
penen Ginfeiten der Avt B in (z) Cinbeiten ber Art C, und diefe endlich in
(x) Ginbeiten ber Avt M. Dabei ergeben fich nach ben angegebenen Bebin-
gungen folgende Proportionen :
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1h=a 1a
B e e o
1z =m; ¢, woraus nady §. 145, 1
tb=acm:a‘b‘c, und nach §. 146, Folgef. 2
abem
X = R .2)

a‘b‘c
jolgt. Aus vem in 1) angegebenen Anfage der Aujgabe und dem in 2) fiix
x erhaltenen Ausbvude evgibt fidh dafer fiiv die Kettenvednung fFol-
gendbed Berfahren: '

1. Man jdhreibe zuerit x mit der Venenmmg an und daneben die ge-
gebene Grife, deven Vetvag gejudht wivd und die daher mit x gleichen Werth
hat. Darunter fege man alle Wittelbeziehungen, und 3war fange man jedesmal
linfs mit einer Grdfe an, welde mit der ndchftoorhevgehendven vechts von
gleicher Avt ijt; vechtd neben jebe Grdfe fommt diefenige Grife, welche mit
ihr gleidpwerthig ift. So wird fortgefahren, bis man recdhts eine Grife erhilt,
pie mit x gleicdhynamig ijt.

2. Mean dividieve das Product aller vechts ftehenden unbenanuten Sahlen
burd) dag Product alfer linf@ unter x ftehenden; der Duotient gibt den ge-
“fuchten Werth von x.

3. B. 1 Hamb. Pfund Kajjee foftet 6V, Schilling, wie viel in djterr.
BWihr. fojten 5/, Wien. Ctr.? (100 Hamb. Pfp. = 893/, W, Pfv.; 100 Veart
= 841;/(g fl. Bjt. Wibhr.; 1 Mart = 16 Shill.; 1 Wr. Ctr. = 100 Wr. Pfo.)

nfals :

A M N

x L Sjterr. Wdbr.... 5Y, Wr. Etr. x — 5%:.100.100.67, .84,
I O, M e 100 Wr. Pid. i 89%,.16.100
89%/, Wr. Piv. ........100 Hamb. Bfo. = 200805 fl. 8. B,
1 Santbs Piv.- W zke= 6/, Sdilling

16 L ESinpreeniiie. 1 Mart

100 IR - o s 84Y, fl. Bfterr. Wihr.

Sedyjter Abjdynitt,
Nie Rangoperationen
I. Die Potengierung.
L. Potengen mit gangen pofitiven Crponentern

§. 158. @inesufﬂ a gur nten Potens erheben vder a mit n
potengieven, heift a nmal al8 Factor fegen (§ 37). a it die Grunp-
3abl over Bafis, n dber Potengeyponent und das evhaltene Provbuct p
vie nte Potens von a. Wan fdhreibt a» = p. Eine Potens ift demnach ein
Provuct gleicher Factoven. ; i

Folgefibe. 1. Die erjte Poteny einer Bahl ift diefer Bahl
jelbit gleich. i) Y

2. Jebe Poteny von 1 if{ wieber 1.

n —_ 1

Piocnit, Avithmetit und Algebra, 11, Anjl, @
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Grundoperationen mit Potenyen.

8. 159. Mit Potenzen werben die Grundoperationen auf bdiejelbe Avt wie
mit allgemeinen Grifen iiberhaupt vorgenommen. Eine Abtiivzung ded Verfafrens
famn nuv in befouderen Fallen mit Anwendung der folgenden Sifge eintveten:

1. Potenzen derfelben Grundzahl werden multiplictert,
inbem man bdie gemeinfchaftliche Grundzahl mit der Summe der Crponenten
potenziert. am g — gutn

Der Beweis wurbe in §. 38 gefiihrt.

2. Potenzen desfelben Crponenten wevden multipliciert,
tupem man dag Preduct dev Grvunbzahlen mit vem gemeinfdhaftlichen Erpo-

nenten potengiect. : a® . b2 = (abj».
Denn sl aialana U bl mnal,
bRi==ib bbbt bati:oer mmtal, paler
“a” . b"=ab.ab.ab.ab... mmal (§. 32)
=)ol

3. Potenzen derjelben Grundzahl werben dividievt, invem
man bie gemeinjchaftliche Svunbzafhl mit einer Jahl potengievt, welde gleich
ift bem Grponenten ded Divibends weniger dem Erponenten ded Divifors.

a'l]‘i : an — aﬁ'ﬂ—'ﬂ.

Die Richtigleit diefer Gleihung fiiv m = n und m = n wurbe in §. 52
bewiefen; bdie Vebeutung bdevfelben fiiv m << n wird tweiter unten (§. 163)
bejonberd unterjucht werbein.

4. Potenzen pesdfelben Crponenten werden dividiert, inbem
man den Quotienten ber Grvundzahlen mit bem gemeinfdhaftlichen Crponenten

potenziert. vt b = (a: b)™ ober . gt (g)m'

bm b

Beweis dhnlich wie bei 2.

Jolgefae, 1. Gine Poten mit einem Summen-Eyponenten
ift gleih pem Prodbucte zweier Potengen derfelben Grundzahl,
beren Crponenten die Summanden find. (Umfehrung von 1.)

2. CGine Poteny mit einem Diffevenz-Crponenten {ft gleid
bem Quotienten jweier Potenzen ihrer Grundzahl, veffen Divi-
pend den MWinuwend, dbeffen Divifor ven Subtrahend ber gege-
benen Diffeveny jum Crponenten hHat. (Umfehrung von 3.)

3. Der rveciprofe Werth dber Poteny einer Jahl ift gleidh dev
gleidhpielten Potens des rveciprofen Werthes diefer Bahl,

1 1ym
Eﬁ 2(5) .
Vorgeidyen der Pofenyen.

§. 160. 1. Gine pofitive Grundzahl gibt mit einer beliebigen
gangen Sahl potengiert eine pofitive Poten;.

(+a) = 4 a. +a. +a. +a...nmal = 4 a~ (§ T3, Folgef. 2).

2. Gine negative Grunbzahl gibt mit einer gerabden ganzen
Bahl potenziert eine pofitive, mit einer ungeraben gangen Jajhl
potenziert bagegen eine negative Poteny.

(—a)n = —a,—a.—a.—a.... 2nmal = 4 a

(§. 13, Folgef. 3).
(—ayt! = —a,—a,—a.,—a.,.. (2041)mal = -— a1

(§. 73, Folgef. 3).
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Polengieren von Producten und Huotienten.
§ 161 1. Gin Product wird mit einev Jahl potenjievt, in-
bem man feden Factor damit potensiert.
(@) ==ty b,
Bolgt aus ber Wmfehrung der Gleichung in §. 159, 2.
2. Gin Quotient (Brud)) wird mit einer Jahl potengiert,
indem man Dibidend und Divifor damit potengiert.

a)\m gm
(5) =
Folgt aus der Umfehrung der Gleidumg in §. 159, 4.

Folgefite. 1. Die Poteny desd veciprofen Werthes einer Jahl
ijt gleich dem veciprofen Werthe ver gleidhvielten Potens diefer

Sapl.
1\m 1
)" =
2. Die Poteny cined auf die einfadjte Form gebradten
echten ober unediten Brudyes tann nie eine gange Jabhl fein.
&olgt aus §. 78, 6.

Potenieren von Potenyen.

§. 162. Gine Poteni wivd mit einer Bahl potengiert, invem
man die Grundzahl mit dem ‘Brgbucte beiber Gyxponenten potenziert.

a‘Iﬂ n —_— am]l.

Denn (am)” = a™ . a™, a™ ) ..nmal

— a.m-§-m~|»m-§-...uma.[ (§ 159’ 1)
= am (§. 31, 1).

Solgefate. 1. Cine Poteny mit einem Product-Erponenten ift
gleidy ber fovielten Poteny ifhrevr Grundzahl, wie der eine
Sactor angeigt, potengievt mit vem anbevrn Factor. (Umfehrung
pes vovanjtehenden Lehriatzes.)

2. Die Potens einer Potens bleibt unverdnbert, wenn man
die Grponenten vertaufdht. g

@g i"t (a‘“)" — a™ {i11h (an)m — g — amn} baf??'l'

_ @) = @)
2. Potengen mit gangen negativen Erponenten.

§. 163. Der durd) bie Gleidhung a™ : a® = am™—" ausgedviicte Lehriap
filv die Divifion zweier Potengen bderfelben Grunmbzahl (§. 159, 3) wurde
bigher auf den Fall, wo m > n ift, bejdhrinft. It nun m << n b war
m -+ p =n, fo filhrt die Anwendung der obigen Gleichung auf eine Potenz
mit negativem Grponenten; es ijt

al hal =i gl & Gt —iarP,

Damit daher bad burd) die obige Gleichung ausdgefprodiene Gefets allge-
meine Geltung Habe, ift man gendthigt, in die Redhynung auchy Potenzen mit
negativen Grponenten eingufiifven und benfelben eine Bebeutung beizulegen,
burd) welche audh fie auf den wurfpriinglichen Potenbegriff juriicdgefiifrt werden.
Diefe Beveutung evgibt fich fogleich, wenn man ben Quotienten, weldhen a—»
vorftellen foll, in einer anbern Fovm entwidelt. Wean Hat

am am 1
alm 4 an i e o e
' am-p am . ap al
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Within ift
a Pt = L
ap’
Gine Poteny mit negativem Cyponenten ijt demnacdh bder
veciprofe Werth devfelben Potens mit pofitivem Exponenten.

Solgefibe, 1. Da = (5)" it (& 159, Folgel. 3) fo ift aud

&
R (&)l Gine Rahl a yur (—p)ten Potens erheben heift daher
ten vecipvofen Werth von a pmal al8 Factor fepen.

2. Mug a—? :ulv folgt-ar . a=P =1, folglich ift auch ab = ;i—,, Man
fann bafer jede Poteny, die im Bifler eined Bruches als Factor vorfommt,
als Factor in e Nemmer, und umgefehrt, itbertvagen, wemn man dag Bor-
seichen bes Erpomenten in bad entgegengefeite verivanbvelt.

§. 164. Alle bisher erwiefenen Lehridte von dben Potenjen
mit pofitiven Grponenten gelten auch fiiv Potenzen mit nega-
tiven Grponenten. i

Ui bied an den einjelnen Sien ju beweifen, darf man nur die Potengen

mit negativen Grponenten duvdh) die veciprofen Werthe derjelben Potenen mit
pofitiven Gyponenten ansbriiden, dann die angedeuteten Rechmungen durchfithren

unp in den Refultaten, wenn davin Ausdbriife von der Form 515 porfomumten,
wieder ju Potengen mit negativen Erponenten uviidfehren. 3. B.

Ehaa B S0 R 15
(o™ =g = o =+ 87
1 1
o NN e e e 21 »
( a) 75 (— a)2n ) -+ a2n T + a "?
1 1
——g ) —(20+1) — — — . q—(2n+41).
( a’) @) = (— a)?u-{-l = —aln4l T i ]7
am , g—n — gm _l__ _‘__ﬂ — gm0
g =y ECEE T b
P s _t__ i T Y q—m—n:
i — gm “gn ~ gm+tn ) ’
1 1 1
—in o el o R e —m .
& 2 b 7L gut s jE e (H. bym o6 (a' b) ’
am it — gm:b— g, an = gt
an
1 1 1
—m . i b 1L i T A 1 D
i it am i am, an  am+4n A

Wai Jo 4D

3. Berbinvung von Gleidhungen und Ungleihungen durd bie
Potenzierung.

§ 165. 1. Gleidhe Bahlen mit gleidhen Zahlen potengiert
geben Gleidyes.

Wenn ‘a’="b, ‘{o {jt ‘a® '="b™.

Folgt aus §. 10, 3.

Solgefah. Wenn man alle Gliever ciner Proportion mit der:
jelben Zahl potengiert, fo erhdlt man wieder eine Proportion
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Jjit a:b=oc:d, {o ntuf aud (a:b)™ = (c:d)®, folglidy am: b™ = cm:d™
(§ 161, 2) fein,

2. Ungleidhe Bahlen mit gleichen Bahlen potenziert geben
Ungleiched mit pemfelben ober mit bem entgegengefenten Un-
aleichheitdzeichen, je nachbem per Gyponent pofitiv odber negativ ift.

Wenn a > b, fo ift am > bm und a=™ << b—™.

Folgt aus §. 41, 3.

Solgefay. Wenn a = 1, fo ift beyiiglich am 2 1 unb a== 5 1,

3. Gleidhe Bahlen mit ungleidhen Bafhlen potenjiert geben
Ungleiches mit bemfelben ober mit bem entgegengefefiten Un-
gleidhyheitdzeichen, je nadhybem die Grundzahl grofer oder leiner
alg 1 ift.

Went m > o, alfo —n > —m ift, o hat man

flivda = 1, A = abSinpigse =g -
[ a2 1) At i gnififp Saentecs g

golgt aus §. 104, Bufas.

4. Ungleiche Bahlen, pon benen wenigjtend die eine grofer
al8 1ijt, mitungleidhen pofitiven Zahlen bei bemfelben Ungleid:
heitdzeichen potenziert, geben Ungleidhes mit bem gemeinfdafts
lichen Ungleidyheitszeichen.

Wenn a = b und jugleih a > 1, ferner m > n ijt, o ift a™ = bn

Denn nadh 3. ift a™ > a®, nadh 2. a® > b"; bafer um fo mehr am > b".

4, Dad Quadbrieven und Cubieven.

§. 166. Aufgabe. Ginen mehrgliedbrigen algebraifden Aus-
brud jum Duabdrat ju erheben.
Wan entwidle bas Quadvat nach folgenvem Bilbungsgefetse:
1. Das erjte Glied des gegebenen Ausbrudes gibt fein eigened Tiuabdrat.
2. Jeved folgende Glied gibt wet Vejtandtheile, dad bdoppelte Probuct
aud ber Summe aller vovangehendven Glieder und biefem Gliede, und tas
eigene Quabdbraf.
3. Die Summe aller jo gebilbeten Beftandtheile ift das gefuchte Quabrat.
Geweis. PWan Hat junad)it
(a 4+ b)?=(a+b) (a + b) =a® 4 2ab 4- b¥,
b. 1. bas Quabdrat eines Binoms tft gleid) dbem Quabdrate bed
eviten @Gliebed, mehr bem boppelten Prodbucte Leiber Glieber,
mehr bem Quabdrate ped zweiten Gliebes.
®efeit nun, bas hier fiiv zwei Gliever nachgemwiefene Gefets gelte fiiv
einen ngliebrigen Ausbrud a + b 4 ¢ .. 4 q + r, fo daf
a@a+b+et+..+q4+1)?= a?
+ 2ab |- b2
+ 2@+ b)ec 4 c*
T S e R e
+204bto.. +qrtr
fei, fo [at fid) zeigen, baf bann bdasfelbe Gefes auch fitr einen (n 4 1)
gliedbvigen Ausbruct a 4 b + ¢ ... 4 q  r -+ s vidhtig fein, daf némlich,
wenn 3u bem fritheven Ausbrude nod) bas Glied s bagu fommt, im Duadrvate
su der fritheven Summe nodh) 42 4+ b+ c-+ ..+ q+1) s 8
hingutormmen miiffe. 3n vev That ift, wenu man den newen Ausvrud als ein
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Binowm, pen ganzen fritheven Ausprud al8 dag erfte und s al8 dag jweite
®lied biefed Binoms anfieht,
{a—l—b+c+--—i—q+r+8)’=§(a+b+c+-.—\—q+r)+s]2
=@+b+cH+..+q+r)2+2@+b+c+..+q+1)s 4 s

Das angefithrte Bilbungsgefets gilt nun fiiv zwei Glieder, folglich muf
ed audy fiiv bret, folglich audh fiiv viev, w. f. w., mithin allgemein fiiv jebe
Anzahl von Gliedern gelten.

Bufay. Die swei Beftanbdtheile, weldpe ein Glied der gegebenen Fahl im
Quabdrate gibt, fonnen aud) in einen eingigen jufammengefaft werden, wemn
man biefes Glied zu ber doppelten Summe der vorhergehenden Glicder abdiert,
und bie erhaltene Summe mit diefem Gliede multipliciert; denn

2a.b 4+ b?=(2a + b).b;
f 2(a + b).c 4 ¢® = [2|(a 4 b) + ¢].¢;
Hew). .

- § 167. Aufgabe. Gine defabifde Bahl jum Quabrate ju
erheben.

Pian wende dabei folgendes Verfahren an:

1. Man erhebt die erfte iffer (inf8 jum Quabrate.

2. Aus jever folgenden Biffer bilvet man zwei Beftandthetle, dag dop-
pelte Product aus ver ihr vovangehenden ahl und bdiefer ZBiffer, und ihr
eigened uabrat.

3. Diefe Bejtandbtheile werben jo unter einander gejehst, daf jeber fol:
genbe um eine Stelle weiter vedhts exfcheint, und dann, fo wie fie ftehen, abbiert.

Die Ridtigteit biefes Verfahrens folgt, da fich jebe befadifdhe Jahl als
ein nad)y ben Potengen von 10 geordneted Polynom darjtellen laft, aus §. 166.

Um 3 B. 3417 zum QDuadbrate u evheben, hat man
3417% = (3000 + 400 + 10 4 7)*

= 3000 4 2.3000.400 + 400* 4 2.3400.10 - 102

+ 2.3410.7 + 72;
ober wenn man bie Bejtandtheile unter einander fest und entwidelt:

34172 = BO00. ., i 9000000
4+ 2.8000: 400 ..... 2400000
4007 b 160000
+ 2.3400. 10 {duole s 68000
L0348 593 100
-+ 2.3410. Wak Paea. 47740
< Q2 ars e pae 49
11675889 ;
cber mit Hinweglaffung der Nullen:
3417
32 9.
2 LRt 24.
A R 16.
B Bl e s 68.
) i ey it
e bl BRI e 4774.
{35 e 49

11675889,
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3ufige. 1. Die zivet Beftandtheile, tweldhe die jweite und jebe folgende
Riffer ver gegebenen Rahl im Quabrate [iefert, famm man in einen eingigen
sufammenfafferr, wenmn man ju dev Doppelten vovangehenden Bafhl bie mneue
Biffer hingujchreibt, und die dadburc) entftehenbe Babhl mit diefer newen Biffer
mltipliciert ; muwr muf bei diefemn Bovgange jeded folgende Product um
el Stellen ieiter vedhtd Hinaus geviidt wevden; ed ijt ndmlid) allgemein
2A.10).p + p? = (2A.10 + p)p.

Das fritheve Beifpiel Slﬁr;f fich bei biefem verfivyten Berfalren fo jtellen:

TR 9 5
64.4 . . 208,
6811+ .« ., . | 6l81),.
B82%T oty o1 ailadi TS0
11/67]58 89

2. Dag Quabdrat einer vefabifden Zahl hat entweder bop-
pelt fo viele Riffern alé diefe 3ahl odber um eine Biffer meniger.

Sei N einte njiffrige Bahl, alfo N > 10", aber << 10°, fo ijt
N? 5 1022, gher << 10%; bag Quabrat N* hat alfo minveftens 2n — 1
Biffern und hddyjtens 2n Biffern (§. 59).

Thetlt man bdaher bas Quabrat von der Rediten gegen bdie Linfe in
Abtheilungen 3u 3wei RBiffern, wobet die erjte Abtheilung linté aud) nur eine
Riffer enthalten fanm, fo hat man im Quabdrate fo viele Abtheilungen, al8 die
Duabratwurgel Biffern f)gt. :

3. Da (l—g—n)z =2 ift, fo evhellet, baf bei einem Decimalbruche
bag Quabrat auf gleidhe TWeife mwie bei einer befadifchen gangen Bahl gebilbet
wird; mur muf man im Quabrate ded Bdhlerd boppelt o wiele Decimalen
abjdineiben, al8 beven ber gegebene Decimalbruch enthalt. Davaus folgt and,
raf bag Quadrvat eined Decimalbruches immer eine gevabe Anzahl von Deci-
maljtellen bat.

4, Grhebt man einen unvollftindigen Decimalbrudy yum Duadrat,
fo erhdlt diefes eben fo viele unzuver(ifjige Stellen, al8 dev gegebene Decimal-
bruch Biffern hat. (Folgt aus §. 118, Folgef.)

8. B. 3-456..% gibt al8 volljtandig entwidelt 11-943936... Bon
biefen Riffern find jedoch die 4 niedvigjten unjuverliffig; daber

5466 -2l 94, :

§. 168. Aufgabe. Ginen mehrgliedrigen algebraifden Aus-
prud zum Gubus zu erheben.

Man entwidle den Cubusé nad) folpendem Gefee:

1. Das erjte Glied bes gegebenen Ausbructes gibt feinen eigenen Cubus,

2. Jebed folgende Glied liefert brei Beftandtheile, bas dreifache Luadrat
per Summe aller vovangehenden Gliever multipliciert mit diefem Gliede, bdie
breifache Summe aller vovangehendven Glieber multipliciert mit feinem Qua-
brate, und feinen eigenen Cubus.

3. Die Summe aller fo gebilveten Beftandtheile ijt ber verlangte Cubns.

Beweis, Bunidijt ift

(a + b)I = (& + b)? (& + b) = (a® + 2ab + b?) (a + b)

— a% 4+ 3a’b 4 3ab® 4 b?;
b. . ber Cubus eines Binoms ift gleidh dem Cubug desd erfien
®licdes, mehr vem dreifaden Quadbrate ved eviten Gliedes multi-
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pliciert mit bem 3weiten Gliebe, mehr bem breifachen erjten
®liepe multiplictert mit bem Quabrate bed jweiten Gliebes,
mehr dbem Cubug ves jweiten Gliedbes.

Der weiteve Gang bes Beweifes ift dfulich wie in §. 166,

§. 169. Aufgabe. Cine defadifche Bahl gum Cubus zu erfheben.

Nan wende folgendes Berfahren an:

1. Man erhebe die exite ober Hochite Wurselziffer sum Cubus.

2. Aus jever folgenden Riffer bilbe man prei Beftandtheile, dad Product
aus pem dreifachen Quadvate der ihr vorvangehenden Babl mit dbiefer Biffer,
vag Probuct aus ver dreifachen wvovangefenven Bahl und dem Quadvate biefer
Riffer, und ifren Cubus.

3. Dieje Bejtandtheile werden fo unter einander gejdyrieben, daf jeber
folgenve wm eine Stelfe weiter vechts erfdheint, und vann, fo ivie fie ftehen,
apbiert.

Die Ricdtigfett diefes Berfahrensd folgt aus §. 168,

Um 3 B. ven Cubus von 4213 zu Dbeftimmen, hat man -

42133 = (4000 - 2(?40()—!- 10 4 3)®

= RANEDE 64000000000
1SS TA000= D00 " T 9600000000
+ 3.4000 388“ ..... 480000000

= B 8000000
4-3.4200%, 10  ..... 529200000
4 3.43_00 il O ol 1260000

T AL 1000
4 3.4210%. 3 ..... 159516900
~-'3.4210., .33 .. ... 113670
+ B0 27
= 74778091597
ober mit Weglaffung ber Nullen:
42133
A%t Al 64|.
Slbinnd? Sapiitihn 9i6.
Fridrvdhn2iatlaid. 48.
PLE LR 8.
D a4l ligefen: 5292,
3> ARSI 1/126.
A8 1)a7 o 14,
Bin 42l'~’.3’ ..... 159(516|9.
CHAYEIRE e 113(67.
88 vl wfiusdhyihiel
T4)778/091[597
i

Bufite. 1. Der Cubus einev befadbifchen Bahl hat entweder
pveimal o viele Biffern als diefe Zaphl, oder um wei Biffern
ober um eine weniger.

_3ft N eine nifferige Zabl, alffo N = 1021, aber << 10, fo ijt
N8 = 1083 gher << 10%; per Cubug N* fat alfe minbeftens. 3n — 2
und hichitens 3n Biffern (§. 59).
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% :

2. Da (% 3xt:‘}7“ift, jo folgt, baf man et Decimalbriichen
voit Gubus des Bahlers 3mal fo viele Decimalen abjcdhneiven miiffe, al8
beren ber gegebene Dectmalbruch Hat.

3. Crhebt man einen unvoll(ftandigen Decimalbrud jum Cubus,
fo erbilt diefer fo viele unzuverldffige Stellen, al8 bie halbe Summe qus dem
Bdbler des juverldfjigen Theiles des Quadbrates (§. 167, Bujay 4) und dem
RAibler ves gegebenen Decimalbruches Biffern hat (§. 118, Folgef.).

IT. Die Rabicierung.

I Wurgeln mit gangen Erponenten,

g 170. Aus einer Jahl a die nte Wurzel ausdziehen, ober
pie Babhl a dburd) n vabicierven, Geift aus ber Poteny a und bem Ep-
ponenten n die Grundzahl juchen.

Die gegebene Poteny a heift ver adbicanbd, ober jdhlechthin die Faphl,
ber gegebene Gyponent n der Wurzelerponent, und bie gefucpte Grundzafhl

p bie nte Wurzel aus a. MWan {dreibt |/ a = p.
Die gweite und dritte Wurgel einer Zahl nennt man begiiglich Quabdrat:
wurgel und Cubifmwurgel

Jolgefage. 1. Wenn man bdie Wurjel mit dem Wurzelerypo-
nenten potengiert, fo evhalt man dben Rabicand.

Wenn JV'a = p; jo ift p» = a oder (Ja)» = a.
2. Wenn man eine Poteny dbuvd) den Potenzerponenten
vadiciert, fo exhilt man bie Grundbzahl

Vi) = a
3. Gine Bahl bleibt unverdnbdert, wenn man fie mit einer
"Bahl potengiert und durd biefelbe Bahl vabdbiciert.

a=V@";a=(ar.
Bolgt aus 2. und 1.
Hievnad) Fann jeve Bahl in Form einer Wurgel bdavgejtellt werben;
5 "

e — ",

Dasg Potengieven undb dad Radicteven {ind vemnady einanver entgegen:
gefetsit, unb jwav ift bad Potenjieren eine dbivecte, dad Rabicieren ecine
inbirecte Operation.

4, Die erfte Wurzel aus einer Sfxfﬂ ift bie Bafhl felbit.

Loell ot =Sca, o it 10 &= a.
Fitv pie evite Wurzel wird daher weber der Crponent 1, nod) bas W=
selgeichen angefchrieben. Bei der zweiten pder Quadratwurzel wird das Wurzel-
Sgid‘)en, aber nicht ber Grponent 2 augefdhricben, fo daf }/a fo viel alg

|“/a bepeutet.
5. Jebe Wurzel ausd 1 it wieber 1.

m

Weil 1 =1, fo ijt Y1 =1.
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& 171. Damit dag Nadicieven ausfithrbar fer, muf fich der Rabicand
in fo viele gleiche Factoven jerlegen laffenr, wie ber Wuvgelerponent angeigt.
Diefes ift aber in bem bigher betracdteten Sahlengebiete mu dann méglid),
wentt ed eine gange obdev gebrochene (pofitive over negative) Bahl gibt, weldpe
mit dem Wurzelexponenten potengiert den gegebenen Rubicand Hevvorbringt.
Diefe Bevingung wird dafher vovliufig bei allen folgenden Sifen vovans:
gefetst twevben.

Grundoperationen mit Wurzeln.

§. 172, Mit Wurzeln werden die Grunvoperationen nacy dvenfelben Jes
geln wie mit allgemeinent Gréfen iiberhaupt vorgenommen. Eine Abfiirzung
pes Berfahrens Fann nur in befondbeven Fallen mit Amwenbung der folgenden
Sape eintreten: _

1. Wurzeln desjelben Wurjzelerponenten werben multis
pliciert, indem man bdie gemeinfdyaftliche Wurzel aud bem Probucte bev
Rabicanve auszieht.

]}a . ];b = {;’IE_

Beweis. Va. 1/b = 1 (Va. Vb (& 170, Folgei. 3)

= ]/(]/a)".(l/b)" (BREi6iIL)
= }/ab (§. 170).

Bufal. Nad) diefem Sake fann man mit Beiziehung von §. 170,
Folgej. 3 jeven Factor einer Wurgel unter bad Wuvzelzeichen bringen, inbem
man ifn jur Poteny ves Wuvjelerponenten erhebl und bdiefe Poteny mit vem
Rabdicand multipliciert.

n n o n
3.8 al/ b= Yat.J h= 1/ a8tk
2. Wurjeln vesfelben Wurzelexponenten werden diviviert,
inbem man bie gemeinfchaftfiche TWurgel aus bem Duotienten der NRabicanve
aussicht.

Va &

—— '[—).

Der Beweis wird durd) Anwendung von §. 161, 2 dhulich wie bei 1.

gefithrt.
Solgefay. Der veciprofe Werth ber Wurgel einmer Bahl ift
gleid) per gleichvielten Wurzel ausd dem veciprofen Werthe

piefer Zahl
I - n l
o /]

Vb

Protengieven von Wuryeln. !

8§ 173. Gine Wurzel wird mit einer Zahl potenziert, indem
man pen Rabicand bamit poterziert.
n

Vaym =V e
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Bewets.

Gor = V0ol 6 110, 506 8) = Vo . 16)

Vaym (& 32). .Lq(a"

(§. 1b2 $olg. 1.)

— l/am (§ 170, Folgef. 1).
Solyefat. Esg it g[etcf)glitlg, in weldyer Ordbnung eine Sabl
nady einander potengtert und rabdiciert wirb.

Borgeidyen der Wuryeln.

8§ 174. 1. Gine gevadbe Wurzel aus einem pofitiven
Rabicand fann pofitiv oder negativ fein.

2. Gine ungevabe Wurzel ausd einem pojitiven Rabicand it
imumer pofitiv.

3. Gine ungerade Wurzel ansd einem negativen Rabdicand
ift immer negativ.

Beweis.  Nad) & 160 ift

(:l._.: )Zn = - a; (+ q)2u+l e __j_ b ( qjénll o, b
wo a und b die burd) Potenzierung jich ergebenben Aahlemwerthe bebenten.
Darausd af)er folgt nach §. 170 %oIgei 2 Seifice
n4-1

LV Fe+xp 2VFb=+g 3V —b=—q

Bufaf. Die Beventung von 1/— a wivd weiter unten (§. 194) Lefon=
bevé unterjucht werben.

Radicieven von Producten und Huotienten.

§.175. 1. Gin Product wird dpurd) eine Jahl vrabiciert, indem
man jeben Factor daburdh mbmert

]/ab — Va V ’
Folgt aud der Umfehrung der Gleidhung in § 172, 1.
Bufaf. Wit Hilfe diefed Sapes fann man, wenn der Radicand einen
Factor enthilt, aus dem f{id) die verlangte Wurzel audziehen (ft, diejen Factor
vom Wurzelzeichen Befreien

3. 8. l/an b-]/a“ I/b_a]/b
2. Ein Quotient (Bruh) wird burdy eine Zafhl vadiciert,
invemn man Divident und Divifor baburd) rabiciert.

Vit

R

Folgt aus der Umfehrung ber Gleicdhung in § 172, 2.

Solgefage. Die Wurzel aus dem rveciprofen Werthe einer

Bahl 1ft gleidh bem veciprofen Werthe ber gleichvielten Wurzel
piefer 3ahl
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E——-——- e

Rodicieren non Potenen.

8. 176. Gine Poten; wird rabiciert, inbem man ben Poteny-
erponenten durcy ben LWurgelexponenten biviviert, fobald die Divifion aufgeht.

f/‘ a'm o a‘;'
Bemeis.

Van :l/ ::w (8. 42, Folgef. 3) = 1/ /(a.gz)“(§. 162, Folgef. 1)

= a" (§ 170, Folgef. 1).

Bufa. Diefer Lehrfaly wurde hier auf ven Fall befchvantt, daf m durd) n
theilbar, aljo -IE eine gange Bahl ift, weil bie bisherige Ertldvung ber Poteny
nnr ganze Potenzerporenten juldft.

8. 177. Die Wurzel aud einer Poteny bleibt unverdnbdert,
wenn man dben Wurzel- und den Potengerponenten mit perfelben
Aabhl multipliciert, odber fiir den Fall, daf die Divifion auf:
geht, beibe dburd) diefelbe Bahl bividbiert

Gs it
n e L np 0
Valll = gl — a0 — Vamp;
m n
14 P
= = n m
§/am =ign egs i — a5

3ufie. 1. Durd) Anwendung diefed Saes fann man a) jede Wurzel
in eine anbeve umformen, beven Wuvgelerponent ein Vielfaches bed gegebenen
Wurzelegponenten ijt, folglich auch jwet oder mefhrere Wurzeln mit einem ge-
meinjdyaftlichen Wurgelexponenten darftellen; b) jebe Wurgzel, in ielcher der
Wurgel- und der Potengexrponent ein gemeinjchaftliches Waf Haben, dadurd)
abfiirgen.

3 10
Sind 3. B. die Wurgeln Va, Vb2 Ve?, gegeben, fo ift 30 ihr Heinjtex
gemeinfchajtlicher LWurzelexponent und man hat
30 3 4 30

4 3 30 10
Va — 1/]015, Vbﬂ p— 1/b20’ 'I/cﬁ o "/czl.

2. Da jich je gwet Wurzeln mit einem gemeinfdhaftlichern Wurzelerponenten
pavitelfen laffen, fo fsunen bie in §. 172 fiir dbag Wultiplicieren und Divi-
pieven Dder Wurjeln gegebenen Regeln anf Wurzeln mit beliebigen Wurgels
exponenten angemwenbet nerben.

m ks mi mn mn

Va.Vb="Va . Vb =Var. bm

Vo i Vih = Piate b= |4t (b

3. Gine Wurzel mit negativem Wurjelexponenten ijt gleidh
bem veciproten Werthe dberfelben Wurgel mit pofitivem Wurjels
erponenten. 4 !

Gs ijt Vg boal = [ ad a0

n
—n 1 1
Va= i

Va
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Negative Wurgelepponenten pilegt man gu vevmeiden, indbem man das
Negative in den Potenerponenten verlegt.

Radicieren von Wurgeln.

§ 178. Gine Wurzel wird vabicievt, indem man die Wurzel-
ecponenten mit einanber multipliciert.

m

n mn
‘/1/.’1 =41/ a.

mn

m -

A b T l{(]/l'}-a)'"" (8. 170, Folgef. 3).

= ]/]?(l} ajmu

mn

f— l/]//]}amn (§‘ 1""3)
=1/ Van (5. 176) = Va (5. 170, Folgef. 2).
Solgefike, 1. Gine Zahl wird durd ein Product vadbiciert,
inbemt man fie nach einander duvch jeven Factor vabicievt.
Folgt aus ver Umfehrung der Gleichung des friiheren Lehrjates.

2. €8 ift gleidhgiltig, in welder Ordnung eine Sahl nad
einanber rabiciert wird.

Denn I/l/a =] — ii/a (Se82). o= l/i;a" (Folgef, 1).

3. Gine Poteni wird audy vabiciert (§ 176), indbem man bden
Wurzeleyponenten durch den Potengerponenten bdiviviert, jobald jepe Divifion
aufgebt. g - B

m = ke T '!4;\ o

Demn Par = Var (§ 42, Folgef. 3) = |V Var Golge. 1). 3/

/ A
L

= V/a (8. 170, Folgef. 2).
2. Potengen und Wurzeln mit gebrodhenen Erponenten

§. 179. Das Rabicieren vou Potengen fiihrt nady ven in § 176 und

§ 178, Folgef. 3 ermiefenen Gleichungen
Vam e {L; b ]j;an —_— &ﬂ

fiiv ben Fall, daf m burch n nicht theilbar ift, auf Potengen und Wurzeln
mit gebrochenen Grponenten. Um bie Giltigfeit bdiefer Regeln bvon den
befonderen Werthen ver Grpenenten m und n unabhingig s madben, miifjen
bie Begrifie ver Poteny und Wurgel fo erweitert werden, daf fie audh fiir
gebrochene Grponenten ifre beftimmte Vebentung evhalten. Aus ven obigen
Gleichungen ergeben fich nun unmittelbar folgende Grflivungen:
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1. Gine Poteny mit gebrodhenem Cyrponenten ift dbie fovielte
Wurzel aus ver Grundjahl, als ber NWenner angeigt, potenjievt
mit dbem Bdhler.

m n n
: P :'I/am — (Va)m‘
2. Gine Wurjel mitgebrodhenem Crponenten ift die fovielte
Poteni ves Rabicands, ald ber Menner anzeigt, vadiciert durd
pen Bahler.

m

A e=Tan
m
n m n
Bufal. Aus Va = J/a" = a™ folgt, baf fid) jebe Wurzel mit gebro-
chenem Gyrponenten al8 eine Poteny mit gebrochenem Eyponenten barjtellen
[Gft. Da man pavum Wuvgeln mit Brucherponenten in die Rechnung gav nicht
eingufithren pflegt, fo bejdhranten wiv ung hier auf Potenzen mit gebrochenen
Gyponenten.
§ 180. Alle bisher eviviefenen allgemeinen Sifie bonden Po-
tenzen gelten auch fiir Potengen mit gebrvochenen Erponenten.
Um biefe8 an ven eingelnen Sagen nachzuweifen, braucht man mur die
Potenzen mit gebrochenen Crponenten in Wureln ju vermwandeln, bdann bdie
angeveuteten Rechnungen auszufithren, und in ben Rejultaten bie Wuvzeln
toieber in Potenzen mit Brucherponenten umzuformen.

m

n ==
n 1\m 1\» .
3' 23 3_2 — Va-—m — V(R) p— (5) ?
Mg B n q ng nq
al , ad — Vam : 'Vap T Vamq . ]/"unp

Y RS £ o
— l/alnq+np — g M 4

PR S q
IB E . n V n nq _1‘_1,,1,)
(an (= 1/ (am)r — ]/ami) — Vamp — a™ ;
TR D

Bufa. Da jidh alle Wurgeln al8 Potengen mit gebrochenen Exponenten
pavftellen lajfen, fo ift die YLehre von den Wurzeln jdhon in den Sigen von
pent Potengen enthalten.

3. Berbindbung von Gleidungen und Ungleidhungen
burch bie Rabicierung.

§ 181. 1. Gleiche Zahlen durd) gleiche Bahlen rvabdiciert
geben Gleidyes.

Wenn a ="hb, fo ijt ]t}a ==/ I

Folgt aus §. 10, 3.

Solgefige. a) Wenn man alle Glieber einer Proportion durd
piefelbe Bahl vabiciert, fo evhalt man wiedber eine Proportion,

Wenn a:b =c:d, fo ift aud ];a: hi== ];c:d, ober
Va:Vbh=1Vec:Va@§ 17, 2).
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b) Die mittleve geometvijdhe Proportionale jwijden jwei
Baplen ift gleid) ber Quadratwurzel aus dem Producte diefer
Babhlen. ;

Jfta:b=Db:ec, fo ift b2=ac (§ 146, Folgef. 1), daher

hi= Vac (§ 170, 2).

2. Ungleiche Bahlen buvd) gleiche vabiciert, geben Unglei-

ched mit vemjelben Ungleichheitdzeichen.

Wenn a > b, o ift |7a > /b.
Beweis. Wive |Va < /b, fo wmiljte beyiiglich nach §. 165, 1. oder 2.

(ﬂa)‘“ e (]'/nb)“‘, alfo a = b fein, was gegen die Vovausjepung ijt.

Solgefas. 3ft a = 1, fo ift besitglich audh et

3. ®leidye Bahlen durch ungleiche Zahlen rvabiciert, geben
Ungleiched und zwar mit bem entgegengefetsten ober mit dbem-
jelben Ungleichheit8zeichen, je nadhybem bder Rabicand gréfer
ober Fleiner al8 1 ijt.

Wemn m > n ijt, fo ijt

m n

Lofas 1, Va< )a;
Pl < 1, 128 >

m n

Beweis, 1, Wavefiiva>1, Ya > Va, fo wive besliglich nach §. 165,

L ober 2. (Ja)y™ = () a)m®, ober a® = a™, wilvend twegen m > n nach
§. 165, 3. a™ > ar fein muf.

Gben fo wird der Veweis fiiv a << 1 gefithrt.

4. Ungleiche Zahlen, von dbenen wenigftens die eine grofer
al8 1 ift, burdh ungleiche Jahlen bei entgegengefestem Ungleidh-
heitzeidhyen vadiciert, geben Ungleidhed mit bem Ungleichheits-
jeidyen der Rabicanbde.

Wenn a > b unbd gugleich a > 1, ferner n << m ijt, o ift ];a ~ ]jb.
Beweis. Nady 3. it |'a > Va, nadh) 2. ift Ya > 1/b; folglih um

fo mefhr VVa > J/b.

Bufab. 3In Bejug auf die Verbinbung vou Gleichungen und Ungleichungen
burc) die Potenzierung mit gebrochenen Crponenten gelten die in §. 165 fifv
gange Grponenten aufgejteliten Siitse. ; :

4. Jrrationale Zahlen.

§. 182. Weun die Wuvzel aus einer ganzen 3ahl feine ganje
Babl ift, fo ift fie 1. aud) feine gebrodhene Jahl, fie (dft fich
jeboch 2. buvch einen Brud) anndhevungsweije mit jeder belies
bigen Genaunigfeit bavftellen.

Beweis. 1. Csfei p < }a<p+1, fo baf Va feine gamge Bahl ijt.
Dann (Bt fich ] a audy durh feinen Bruch vollfommen genan darftellen;
benn wive ]“/a gleich pem Bruche ;3, ben man fich auf bie einfachjte Fovin
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gebracht venfen fann, fo mitfite (2)" — a = einer gangen 3abl feinr, was nach
§ 161, Folge]. 2 unmiglich ijt.

2. Multipliciert man den Radicand a mit 10™, b, i hingt man dem-
felben mmal n Nulfen an, und ift b die grofte gamzge Bahl, welde in

Va.10m worfommt, afjo

b<Va.10m < b 41, ober
b<10".)/a <b4 1 (8 175, 3uf. 1), fo it
b n b"l'—l %
Tom = 1/3- << Tom (S- {)7, 2)
1

L beven Differveny ——

V a liegt alfo zwvifdhen jwei Grengen MR Sl 2 T

10m 10m ”
ijit. et man fiiv J/a den Brud) ig{ﬁr jo Degeht man einen Fehler, ber fleinev
I

ald —— ift. ©a aber m beliebig groff, baber

10m -;',“; beliebig flein gemacht wer-

1t
n
pen fann, fo [Efit fich J/a mit jeber beliebigen ®enanigfeit bejtimmen.
piEEC - o b1, 3

o5 heifit bie untere, _1:(})“7 bie oheve Grenge von Ja.

§. 183. Baflen, weldhe fich weder duvc) ganze noch duvch gebrochene
Bablen volffommen genau, wofhl aber burd) lefsteve anndherungdweije mit jevem
beliebigen ®vabe der Genamigfeit davtellen laffen, heifen ivrationale
Bablen (§ 137, Buf.). 3m Gegenfage 3u ihuen werden alle bisher auf-
getvetenten Bablen, die gangen und gebrochenenr, vationale Bahlen genannt.

m

o e

Gine allgemetne Wuvgelgrife J/am = a® heift irvational, wenn
ber Potenzerponent m durch den LBuvzelexponenten n nicht theilbar ift; fonit
ijt fie rational.

o toie die beiben erften indivecten RechnungSoperationen ju einer Gr-
iveiterung des Bafhlenbegriffed fithrten, die Subtraction ju bem mnegativen, die
Divifion ju den gebrochenen Bahlen, fo ndthigt auch) das Rabdicieren, eine neue
Bahlform, bie ivvationalen Bahlen, in dbas Jahlengebiet anfaunehmen.

§. 184. Gine unbegrengte gevade Linie ftellt durch die don einem fhver
Puncte, dem Anfangdpuncte, ju beiven Seiten gleidh) weit abjtehenden Puncte
pie Jeihe der pofitiven und negativen gangen Zahlen dar. Werben iwijchen
je jwei Puncte biefer Lnie beliebig viele ebenfalld gleidy tweit von einanber
entfernte Puncte eingefchaltet, fo wivd duvd) biefe bie Neife dev Vriiche mit
Beliebigen Nennern dargejtellt. Je mehreve folche Puncte man einjchaltet, bejto
niber vitden fie an einanber, big fie bei einer ing Unendliche fprt]d)rciteuben
Cinfdhaltung, wie die Jrrationalzahlen e8 fordern, in eine ftetige 3(15}9:1:
linie ibergehen. Die Puncte diefer ftetigen Linie bejtimmen nun alle irva-
tionalen Bahlen, wenn fich aud) bdiefe purch bie nie jtetiy in einanber ifiber-
sufithrenden Bahlen felbft nicht darvjtellen laffen.

Gingelne Jrrationalzahlen, undb gwar bdie ivvationalen Duadratwuvieln,
tnnen mit Hilfe einer einfachen geometrifchen Conftruction vollfommen genaun
pargeftellt werden. Wird 3.B. |/ H gefucht, fo varf man, da 1:}/6 = V/'5:5 ijt,

.



nur die mittleve geometvifdhe Proportionale awijdhen 1 und 5 conftruieven. Ju
biefem Enbe bejdhreibt man iiber 05 ver Bablenlinie eimen Halbfreis, evvidhtet
in 1 eine Sentredite, welche

—c,‘;‘ e ven Halbfreis in A trifft, unbd
L sieht die Gerave OA, welde
/ ,," / nach bpen Lehren ber Plani-
i 1 \ ' metrie (Lebrbud) ber Geometrie
: . = §.104)die mittleve geometrijche

R R 0 i Se 9 < & 5
4 % PBroporvtionale jwifchen 01 und

05 ijt. Macht man mm OB = 0B’ = 0A, fo ijt durdh den Punct B ber Bah-
enlinie die Bahl + V5 und durch den Punet B! die ahl— /5 genau beftimmt.

Rednungsoperationen mit ivrationalen SJahlen

§. 185. Um bie irvationalen Bahlen der Rechnung unterziehen 3u fin-
nen, muf man uerft bie Begriffe der RecdhmungSopevationen entfprechend er-
foeitern unb bann jeigen, daf die fiir vationale Rablen erwiefenen Sde aud
filv tvvationale giltig finb.

§. 186. Borbereitende Sife.

1. Bon jever nody fo grofen gegebenen Grdfe a aft fidh
immer irgend ein Theil (ber mte Theil) angeben, welder fleiner
ift al8 jede nodh jo fleine gegebene Grife b.

Se guifer m wird, befto Heiner wird ber Quotient =. Da nun m

beliebig grof angenommen werden fann, fo famn aud f] beliebig flein, daber
fleiner al8 jede gegebene ®rige b gemadyt mwerden.

2. Raffen {idh mefhrere Grifen a,, a,, a5, .... an eingeln
fleiner madyen al8 jebe nod) jo fleine gegebene Grife, fo [Gft
fidh and

1) ihre SGumme, .

2) pie Summe von beliebigen Bielfachen berjelben tleiner

madhen al8 jede nody jo fleine gegebene Grife.
Seweis. 1) Sft b irgend eine noch fo Heine Grdge, fo faun nady ver

Borausdfepung

b b b b
al<;l, ag<ﬁ, as e -..aan<l';

n?
werben, worqué nach §. 16, 3 b j
b b b
a oot Fam<gtiti+.+ g ober
a, +a;+a;...a,<<b

olgt.
L 2) Sind m,, m,, m,, .. .m, belichig grofe Bahlen, fo lift fich
nad) ber Vovausfepung

b b b
al<m, Ay <'Es_ﬁ’ o B <E_n’ ober

3 ml al<:31’ m2a2<g,....m“a“<£
maden, wovaus, wie friifer
. m; a, +my a, + ...+ m a, <<b folgt
3. Lift i vie Differven; zweier Grifen a —a, und die
Differens zweter Jahlen m — m, bezitglid) fleiner maden als
jebe nodh fo fleine Grdfe oder Jahl, fo (ARt fich aud die Dif-
Diosni?, Arithmetit und Algebra. 11. Aufl. 7
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fereny ber Producte am — a, m, fleiner machen alé jebe nodh jo
fleine gegebene Grife.

Brwets.  Nadh ver BVorvausfepung fann

a— a, <<« IRE—R | - <
ober a<<a + ¢ m<<m, 4 g
werden, wo o einte beliebig fleine Grdfe und w eine Dbeliebig Heine Babhl be-
bentet. Daraus folgt nach §. 41, 3 audh
am <<a m, +a -+ am |+ cu,
und nach §. 30, 2
am —a, m, <a, u+ om -+ ou

Die Sunume ver Vielfachen a, w 4 om, -+ ap aber Gt fid nad) 2.
beliebig flein machen, alfo fann audh) am — a, m, fleiner al8 jede nod) fo
fleine gegebene Grbfe gemacht werben.

4, fiegen 3wei Gridfen jwifdhen denfelben zwei verdnber
liden ®Grvengen und faun bdie Diffeven diefer Gremzen bdev
Null beliebig nabhe gebradht werden, fo jind die beiven Grifen
einanber gletd.

Beweis. 3t p < a << quud p << b << g, und fann bie Difjeven; q —p
per Null beliebig gendfert, alfjo fleiner af8 jebe nod) fo fleine gegebene Grige
gemacht werden, fo ift a="b. Demn wiren a und b ungleich und wire d
ihre Diffeveny, wo d eine unvevinderliche von O verjchiedene Grife begeichnet,
o fonnte, damit a unb b ftetd jwijchen den Gremen p unb q eingejchlofien
bleiben, bie Differeny q — p nicht fleiner werben al8 d, was jedoch ber
Borausfesung widerjpricht.

5. Qiegen zwei Grifen zwifdhen denfelben zwei vevdnbder:
lichen ®rengen und fann der Quotient diefer Grengen der Cin-
heit beliebig nahe gebracht wevden, o jind die zwei Grdfen
einanber gleid).

Beweis, Sft p < a < qund p<<b << q und fann ber Duotient 3
per Ginfeit Deliebig gendfert werden, fo ift a = b. Denn wiren a und b
ungleich, und 3war a > b, o baf % =1 -} d wire, wo d eine unverdnder-
fiche von O verfchiedene Gvpfe bebeutet, fo milfte, bamit a und b jiwifdhen
et ®rengent p unbd ¢ eingejchloffen bleiben, damit alfo q > a und p << b,
folglich % > ¥ fein foune, der Quotient % jtetd gudfier a8 1 -+ d bleiben, was
aber ber Vovausjepung widerfpricht.

Solgefaly. Bivijdhen swei vevduderlidhen Gvengen, deven Diffeveny der
RNull, ober beven Uuotient ber Einbeit beliebig nafe gebracht werven fann,
liegt bafer mur eine eingige Grife. ‘

Bufol. Was Bier von Grifen im allgemeinen eviviejen wivde, gilt aud
von veinen Sahlen.

§ 187. Summen von irvationalen Jahlen.

lnter ber Summe jweier ivvationaler Babhlen verfteht man
piejenige Bahl, weldhe die Summen der unteren und dev . obeven Gvenjen
terfelben ju Gremgen fat.

Die Summe jweier ivvationaler Bahlen bleibt unverindert,
wenn man die Summanbden vevtanjdt
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Beweis. Sind a und b zwei ivvationale Sahlen, und a, und a,, b,
unb b, ifre bejitglichen vevdnbverlichen Grengen, aljo
a-| < a < a'gr
by <<b<b,,
fo hat man nad) ber obigen Erfldrung
a, +b, <a-+ b<<ay 4 b, und
b, +a, <<b 4 a<<b, 4 a,.
Nun ift nach § 12
a, +b.=b +a,
az - by = b, 4 a,;
alfo liegen a 4+ b und b 4 a gwifchen venfelben veviinberlichen Gremzen. Man
hat, um pie Gleichheit der Summen a + b und b + a nachjuweifen, nur
nody ju zeigen, baf fid) die Diffeven; diefer Grenzen bder Null beliebig ndbhern
fann. €8 ift
(8s + bg) — (a; + bj)'==(ag —a,) 4~ (b; —by)-

Da mun nach der Bovausdfepung die Sablen a, — a, und b, — b,
eingeln fleiner al8 jebe noch o fleine Bahl werben fonnen, jo [Gft fih nad
§. 186, 2 audh ihve Summe (a, — a,) + b, — b,) fleiner machen al8 jebe
nodh fo fleine angebbare Bahl; folglich ift nach §. 186, 4

a+b=Db-4 a.

§. 188. Producte von ivvationalen Sahlen.

Unter dem Probucte zweier ivrationaler Sahlen verjteht man
biejenige Zahl, welche die Probucte der unteven und ber obeven Grenjen der-
felben 3u Grenzen hHat.

%aé%robuctgmeier irvationaler Jahlen bleibtunverdnvert,
wenn man dbie Factoren vertaufdt.

Beweis. DHaben a, b, a,, b,, a,, b, biefelbe Bedbeutung wie in
§. 187, fo daf g <A <2 Bap

b, <b<b,
ift, fo hat man nach obiger Erfivung
a, b, <<ab <<a, by, und
b; 2, << ba > b, a,.

@8 ijt aber a, b, = b, a, und a, b, = b, a, (§ 32), folglih fallen
ab und ba 3wijden diefelben verdndverlichen Grengen. Da nun nach §.186, 3
bie Differeny diefer Grenmgen a, by — a, by fleiner al8 jebe noch fo fleine
Babhl gemacht werden fann, fo ift nadh §. 186, 4

ab —=tha

§. 189. Potenzen mit ivvationalen Eyrponenten.

Unter einer Poteng mit einem irvvationalen Grponenten ber-
fteht man biejenige Bahl, weldhe die Potenzen su Gremgen Hat, die man erhilt,
inbem man bie Grunbzahl mit ven Grengen ves irvationalen Exponenten potengiert.

Die fliv vationale Potengerponenten erwiejenen Gleidhungen

1. p* . p® = p*thund 2. (pr)° =p* .
gelten aud, wenn die Erponentena undbb irvationale
Bahlen jind.
Beweis. €8 it exlaubt, hier p > 1 vovauszufesen, weil fich eine Poteny,

in welder p << 1 ift, burd) bie Tvansformation p* == —— immer anf eine

Potenz, deren Grunbgahl = 1 ijt, juriidfiihren [Gpt.
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1. Sind nun a, und a,, h, und b, besliglich die Grenzen ber Jrrational-
sablen a unb b, jo daf
a, << a << 4y,
b, <b<b,
ift, jo hat man nady der obigen Grfldrung
PR‘ = pa < Pa_- ’
i
paber burch Multiplication
Pa.{-hl = pa : l)h = PM‘H""
Gs ift aber aud

a, +b, <a-+b<<a, + by,
bﬂf}er pa.-{hbl < p&-{-h < paz+b,‘
Die Jahlen p*. p® und p*t> liegen jomit zwifchen denjelben verdnber-
lichen Grenmgen pto und puby,
Da nun der Duotient diefer Gvemgen

;’IZ — plstb) — (k) — pl—t) + (eb)

weil fid (a, — a,) + (by — by) nach §. 186, 2 Heiner machen [t al8 jede
nodh o fleine Bahl, p° o. i ber Ginbeit beliebig nahe gebracht werden fann,
jo ijt nach §. 186, 5 T
R ==
2. Aus ver BVorausfepung folgt
Pb\, < -p!\ < pﬂz 2

(pu.)h\ < (Pﬂ)b = (pﬂg)hg
pal by = (pu)'n —= pm bg'

at+hb

baher auch
ober

E8 ijt aber aud)
8, 'hi < el by,
baber
a; by == Pn b < pa, ]Jg'
Die Zahlen (p*)" und p*® liegen alfo ywildhen denfelben vevdnderlichen
Gvengen p* > und p™ b, Da nmun der Quotient diefer Gvengen
pha be
a; by
weil fih a, b, — a, b, nach §. 186, 3 tleiner macjen (ARt al8 jebe noch fo
fleine Bahl, p° b. 1. der Einfeit beliebig nahe gebvacht werden famm, fo ijt
nady §. 186, 5

— g bs — a; by
__.p ’

2o — nab,

p E

§. 190. Alle bisher fiir rationale Bahlen erwiefenen all-
gemeinen Sige gelten aud) fitr tvvationale Jahlen.

Beweis, a) Alle von ben Summen, Diffevengen, Producten und Vio-
tienten (Briichen und BVerhiltniffen) erwiefenen Lehridfe berubhen auf den beiven
Sagen iiber die BVertaufdhbarfeit ber Summanden unb bder Factoven; biefe
aber gelten nach §§. 187 unb 188 audy fiir irvationale Sahlen.

b) Auf venjelben zwet Shen bevuhen aud) alle bisherigen Lehriipe itber
Potenzen, unter der BVovausfetung, daf bdie Cyponenten vational find; fie
gelten dafer aud) fiir Potengen irvationaler Bahlen, infofern mu die Erponens
tent rational find.

c) Ulle She in Bejug auf die Vejchaffenheit der Potenerponenten
(afjen fidh auf bie beiven @rundformeln p*.p°® = p*t® und (p*)°> = p** zu-
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riidfithren; biefe aber gelten nach §. 189 auch filr ivrationale Grponenten;
mithin gelten alle fiiv Potengen mit rationalen Crponenten ermiefenen Site
andd filv Potenzen mit ivvationalen Expponenten.

Bufal. Hievnach find auch die in ben Shlufjdten bes §. 137, Fufas,
§. 140 und §. 171 besliglich ver BVerhiltniffe, Proportionen und Wurzeln ge-
madhten Vovbehalte aufgehoben.

§ 191. Aufgabe. Ginen Brucd), beffen MNenner ein irra-
tionaled Monom ober Binom ift, ohue Aendberung feines Wer-
thes mit einem vationalen Nenner dbarzuftellen. (Rationalmadhen
pes Nenners.)

Der vorgelegte Brudh) famn eine ber folgenven Fovmen Hhaben:

V7 7 Z
Has i a9 =+ 4 m m
azt}’b S
J/ an ¥ } Vap = /be
: Z p : T
1. Wi einen Brudy vou der Form 77—, wobei m > n ift, mit einem
aﬂ

vationafen Nenmer bdavzuftellen, multipliciere man Sdhler und Nenner mit
1 ——
J/am=1 3 ijt

m m my el
7 7 l/ am—n /4 Vam—n 7z l/am+n
e T == m = a .
Va_n Van s Vammn Va‘m
B. B!
3 5 10
m :ml/a2.3}/a-:3]/a,.[/a.3:3]/a”
3— o ? b f 3 .
Va Va? &
f V7 Z : ¢
2. Um einen Brud) von ber Form ober mit einem

: CatVb Va+Vb
vationelfen MNenner bdavzujtellen, multiplicieve man Sihler und Nenner mit

azE b over YVa= Vb €8 it

Z . LEFVE  _ BEFV),
at)b” (atVb) @FVh) ar—b ?
o Z (VaF Vb) __Z (VaFVh)
- Vax¥Vh WatVh) WaFVb)~  a—b
3. B 8 _3(64+V2__16+3)2
A ey, TR
15 15(V5—1/2
T T e S e gt 4]
4 4 4 4
24+V8 _ @+V3)(W5—V3 _ 2413 (V5 — V3) V/5+V3)
4 " V5 —1/3 = 5 ——

4
Vs+V3 ‘
3. Um einen Brud) von der Form
VA 7 Z

m n oo 114 1Y mn P T r

Vap -+ l/'bq Vanp - 'l/bmq VA I VB:
wo ber RKiirze Hhalber mn = r, a™ = A und b™ = B gefetst wird, mit
etnenmt vationeffen MNenmer davzujtellern, multiplicieve man Sdhler und Nenner
ped letsten Bruches mit vem Polhnom

r x 1 R Sl

VELF YT + VAL B E L. (F )2 YA BT 4 (5F L)t ) Bl
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Man erhalt paburdh A == B al8 ben tneuen Nenner.
i

Z__ _Z(Vat+ Vah + VaTB 4 Vab + Vby

G J a—b
Va-—Vhb
§. 192. Aufgabe. Die Summe oder die Differeny zweier Qua-
pratwurzeln aus per Summe und ber Diffeven; sweier ahlen,
bon welden die eine irvational ift, in eine eingige Quabdbrat-
mwurzel ju verwanbeln
st} a+ Vb +1 a— Vb bie gegebene Summe ober Differeny
gweter Quabratiourzeln, wobei a al8 pofitiv und gréfer al8 J/b vovausdgefefst
wird, fo hat man
(VaFVbtlVa—1hb)?=2a+£2) 2",
pafer, wenn man beiberfeitd die Quabratwurel auszieht,
Va+Vb=xVa— b=} 2a2a%—b.
Diefe Umfovmung [Gft fidy befondbers dann mit Vortheil anmwenden, wenn
a* — b eine vollftéindige Quadbratwurzel ift.

VEiZ VT +VEa—VT=)8+2)V16—7 =V8+2VI=V14;
Ve+yil—Ve—yii=)12—2y36—ii=)12—2)V2B=)2.
§. 193. Aufgabe. Die Quabdbratwuriel ausd einem irrationalen
DBinom in die Summe ober die Diffevens jweier Quadbratwurieln
ju vervianbeln.
3ft Ya=] b bie gegebene Quadbvatwurgel, fo hat man, wenn a pofity
und a > /b ift, nach § 192

Va+Vb+Va—Vb=)2a42Va—b,

Va+Vb—Va—Vb :,_V?a.—-2]/az—b;
paher durch) Ubbition s ' Subtvaction biefer Gleichungen

va—ve= /i sV,

it — | e+ Va—b ]/n;f_-_]/a.’—b
yaETh =]/ T P ik

2
Diefe Umformung ijt nur bann vortheilhaft, wenn a® — b eine voll-
jtindige Quadbratzahl ift.

R ey g I/QZK—UF '/%mi(l/fa—l—]);

" — 149 ¢
(VRS v IV y i v R AL TR RE YRR )

Bufie. 1. Wenn bdie beiven Glieber pes PBinoms a ==1/b einen gemein-
fehaftlichen ivrationalen Factor haben, fo wirp derfelbe vor ber Tvansformation
herausgehoben. 3. B

vaveyo=veyivi=va(l/i-V3) =2 ws-u

ober
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2. 8ft a << /b, fo fann auch da bie Fovmel fiix | a - }/b angewendet
terben, wenn man filv Ja -+ /b ben gleichen névrud /j/b 4 a fehit
und bann }/b ald Factor Heraushebt, Denn badburch erhilt man

Virve=w 1+ /%

wo a? < b, alfo & < 1, fomit 1 > |/ it
3. ®. f
VI2F8)3=V4aV3C+V3) =23V 2FV3=V12(V3+1).

5. Jmagindre Bahlen.

N 3
§. 194. 3n §. 174 Blieb noch ver Ausbruc }» — a ju unterfuchen iibrig.
Da eber eine pofitive, nod) eine negative gangze, gebrodene ober ivvationale
Bahl, nody auch Null, mit einer gevadben Bahl potengiert, eine negative Sabhl
2

hervovbringen fann, fo bebeutet J/-~— a eine Zahl, welche in ver fjtetigen
Tolge ver und big jest befannten Bahlen nicht vorfommt. Eine Zablform diejer
newen Art nennt man eine imagindve Sahl, und im Segenfake dasu be-
seichnet man alle bisher betvachteten, ndmlid) bie gangen, gebrochenen, irvra-
tionalen fowohl pojitiven alé negativen Bahlen, mit dem gemeinjchaftlichen
Namen veelle Zahlen. :

Durd) bag Auftreten der imagindven Sabhlform ift man gendthigt, in
bem Bahlengebicte auch ihmen einen angemeffenen Plat anguwweifen. Da

) T e sl clm Yo

V—a= 1VV—a, fanec Y—a= ) a.)V— 1 ijt, o handelt e8 f{idh
sunichjit um bie Darftellung der Babiform J/— 1, welde man bie ima-

gindve Ginheit nennt und hiujig mit dem Buchftaben i beeichnet.
§. 195. Stellt XX’ bie unbegvenzte Sahlenfinie, OX bdie pofitive unbd
O X bie negative Richtung vor, fo nimmt der Punct O die Stelle ber Null
ein; alle benfbaven pojitiven ganzen, ge-
b brochenen und ivvationalen Sahlen haben
a‘ auf O X, eben {o alle negativen Sahlen

B auf OX’ ifhre Stelle und find dort be-

67 i \ ftimmbar. Eine Criveitevung ves Sahlen-
£ o FIET s gebietes in ber Langenvichtung dver ajh-
R e ) lenfinte it nicht moglich, weil diefelbe

X A X in diefer Richtung Lictenlos beveits durd)
=V : oie veelfen Bafhlen ausgefiillt wird. €8
bleibt dafer, wm auch die imagindren

B Bahlen darzuftellen, blof die feitliche CGr-
weiterung iibrig, b. . man muff aus ver
Y Bafhlenlinie in eine 3ahlenebene
hinausdtreten. >
Grrichtet man in O anf XX/ bie Senfrechte Y Y unb befdyreibt aus O
mit ber Lingeneinheit OA = 1 al8 Halbmefjer einen Kreis, fo ijt
OA =41, OA' = — 1; ferner ift nach ben Lehren ber Planimetrie (Yehr-

budh der Geometrie § 151) fowoll OB al8 OB’ die mittleve geometrifche”
Proportionale gwifchen OA und O AY, b, i. pwifden 4- 1 und — 1; bda nun

biefe nad) §. 181, 1. b) gleih == |/ 1. = 1 ===}/ — 1ijt, fo ftellen,
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wennt OY al8 bie pofitive, OY* al8 bie negative Richtung angenommen wivd,
OB unb OB’ bejiiglich bie Ausovitde + J/—1 und — ]/ — 1 par. Die
imagindre Cinheit |/ — 1 = 1 bebeutet bemnad) eine Ringeneinfeit,
weldhe vom Nuilpuncte qus feitwdrts von ber urfpriinglichen Sahlenlinie auf
bie davauf fenfrechte Linie aufgetragen wirb.

Frigt man eben fo auf YY’ von O aus nach oben undb nach) unten
u Qingeneinbeiten auf, wo u irgend eine veelfe Zahl bebeutet, fo f{tellen die
erhaltenen Streden beziiglich die tmagindren Bahlen +u }/—Lunb —u ]}/ —1
par. Die unbegrenzte Senfrechte Y Y’ Reifit dovum bie Linie ber ima-
gindren Zahlen.

V — 1 witd aud) die (aterale Ginfheit und u J/— 1 eine latevale
Bahl genannt.

&3 ift von felbjt flar, bafy, wenn man bdie Linie ber imagindven Babhlen
YY' a8 bie urfpriinglidie Bahlenlinie betvachtet, bie ifr laterale Sablenlinte in
pie Qinie ber veellen Bahlen fallt. Die einer imagindren Bahl ent
jpredhende Laterale Bahl ift bemnad) veell; nimlic

V=) VY=1i=—1, —V=DHVY—i=+1;

und alfgentein 2.4 Y.y 8

@V—-—1)V—-—1=—u (—ulVy—-1)}Yy—1=+u

Die vollftinbige Unterfudhung ber imagindren Sahlen gehisvt nidyt in pas
®ebiet der Clementar-Dathematif. Hiev follen daher nur einige der einfacheven
LBerbindungen diefer Jahlen betradytet werben.

Redynungsoperationen mit imagindren 3abhlen.

8. 196. Aus ver in §. 195 enthaltenen Darftellung der imagindven Jahlen
unb den allgemeinen Begriffen der Avbition und Subtvaction folgt:

sl = T bl stli=s ai-pib) Y/ =il
ay—1—b})y—1=(@—b)Y—1

Die Summe und bie Diffeveny zweier imagindrer Sahlen find dem-
nach iieber imagindr.

8 197. 1. Fitv vie Multiplication von imagindven Bahlen muf
suniichft der Begriff bdiefer Rechnungsart entjprechend eviveitert werben.
Jmagindre Bahlen multiplicieren Heift, in der ahlenebene aus bem
Multiplicand nach pemfelben Gefetse eine newe Sahl fuchen, nac) weldem per
Multiplicator aus dber pofitiven Cinfeit gebilvet wurbe.

1.8 Vmd .. b =00} — 1

b ift ous bder pofitiven Einfeit entjtanben, inbem man bdiefelbe bmal
alé Summand feste; man muf daher in dber Sahlenebene aucdh a J/—1
bmal af8 Summand feen; folglich i
aY—1.b=aly—14aV—1+aly—14..bml=abl)—1

2) a.bY—1=ablV—1

b V— 1 ijt aus ver pofitiven Einfeit entjtanben, indem man die ihr
entjpredyende latevale Ginbeit judhte und diefe bmal al8 Summand feste; man
mup daher in der Bahlenebene auch die dem Multiplicand a entprechenve la-
tevale Bahl & J/— 1 fuchen und bdieje bmal al8 Summand feten; folglich

a.blY—l=al—1lb=ab)y—1.
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3) aV—ibyY=1=@Y—-1)VY—1.b= —a.b=—ab.
Das Product aus einer imagindven und einer reellen Jahl ift demmnach
imagindr, bag Product aus wei imagindven Jahlen veell.

2. et man in ven leiten bret Gleichungen ab = d, baher a = g’
fo hat man folgemweife
LA ey, s
S —1=dV —1;
2]/;-—175 V —1= —d, ober
L Vs e T
Daraus folgt nun nady ver allgemeinen Erflavung ver Divifion (§. 42)

4 b b
NP G
2) bl/de 5
B) Bpeda e B/ ]
3) b=l hV

Gine imagindre und eine veelle Zahl geben daher einen imagindven, jivet
imagindre Bahlen einen veelfen Quotienten.

Ans ber gweiten Gleicdhung folgt audy, daf ein Brudy unveviindert bleibt,
jpennt mon den Bahler und den Nenner mit }/ — 1 multipliciert, bd. i. ftatt
verfelben bie ihnen entfprechenven lateralen Sablen feit.

§. 198. 1. Aus dem Vegriffe etner Wurzelgrdfe (§. 170) folgt

V=1 =—1

Ferner hat man
V=== DV=Tl=—V—1,

V==Y —-10.V—-1=—V—-1.Y—1=+1

Alfgemein ift, wenn n irgendb eine gange pofitive Jahl bebeutet,

V=T =+41; (Y—Tpo+ =4 V—T;
V=D =—1; (Y—1D+=—)—1.

2. @8 ift
@V=1D'=aV—1 .aV—1=at (Y—1)PF=—a%
a@y—1PF=@)y—D1%*.al—1=a* (V—1)*.a)/—1 e

e _ TR R S e (il
@Y —1D =@y —1P.aV—1=a® (V—1)%.a)/—1

= (]/——1)'i o

1E et e
allgemein (al/—1)r = ar (Y — 1)~
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Die Poteny einer imagindven Bahl ift bemnach veell ober imaginar,
je nadhpem tie beyitgliche Poteny von J/— 1 reell ober tmagingr ift.

Bufah. Um die in §§. 196, 197 unb 198 angefithrten Rechnungsregeln
auf die imagindven Bahlen anguwenden, miifjen diefe jevesmal vorher auf bie
Form a )/ — 1 gebracht werben; 3. B.

y=m =Vm. V=1
V—mt=Vnu'. I 1 = i VEST

@Complere Sablen.

§. 199. Gine Bahl, welche aus einer rveellen und einer imagindven Sahl
beftelit, wiea 4 b J/— L, heift ete complere Bahl, im Gegenfake gu einer
veinen imagindren Babl, welhe die Fovm m J/— 1 hat.

Um die complere Bahl a + b}/ — Lrdumlich bavzuftellen,
fei XX pie mfpriingliche Babhlenlinie und die in O davauf fenfrechte YY* bie
Qinie der imagindven Bahlen. Mean trage,
| wenn a unb b pofitiv find, anf XX
M von O aus vie Linge O A al8 Darftel-
fung ber Rabl a auf, ervichte in A eine
7\ Senfrechte und tvage davauf nach oben
%X bie Uinge AM al8 Darjtellung dev ahlb
auf. Bieht man OM, fo_evicheint bie
Y complere Bafl a 4+ b }/— 1 burd) die

M Linie O M dargeftellt, und dex Punct M
begeichuet bie Stelle, telche in ber Baf-
lenebene diefer complegen Bahl entjpricht.

Gben jo itberzeugt man fich, daR den complexen Bahlen a — b AT
—a+bl/=—1, —a—b }/—1 in ver Bahlencbene beziiglich die Puncte
M, M*“, M entfprechen.

Wenn a und b alle veellen Bahlenwerthe von — oo bid 4 oo durdhlanfen,
fo burchlauft der Punct M, duvch welchen die complexe Zabhl a - bl —.1
beftimmt toivd, bie ganze unbegvenzte Gbhene.

Der Ausorud a + b J/— 1 ift vemmnacdy die allgemeine Form fiir
alle ung befannt gewovbderen Bahlen; ev enthilt fiv a = o undb b = o bie
Null, fiix b = o alle reellen Bablen, fiiv a = o alle vein imagindren
Rahlen, und wenn a und b von Null verfdhieven find, alle compleren Fahlen.

Redynungsoperationen mit compleren Sahlen.

§. 200. 1. 3wei complexe Sahlen at+b)/ —lumbe+dY —1
adbieven Dheift, in der Bahlenebene vom erften Summand a 4 b )/ —1
suerft um o veelle GinBeiten weitev zihlen unb von dber dabdbuvd) entjtandenen
Rahl aus noch um b laterale Cinbeiten weiter zihlen.
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N=[a+dbV—1)+c] +d}/—1
V—1=(a+4+c) + (b+4d V-1

Sei 3. B. bie Summe (2 4 3 )/ —1)

4+ (— 4 4 1/— 1) s beftimmen. G8 ijt

w 24+3V—1=0Mub—4 4 )—1

= O M. Man jihle mum bon dem erften

Summand, b. i vom Puncte M aus in bex

negattven Richtung der uripringlichen Sahlen-

linte um 4 Ginheiten juviic, wodurd) man ju
R I, bem Puncte M* gelangt, und von hiev aug
in ber lateralen RNicdhtung um 1 Einbeit nad
aufwirts, woburd) man zu dem Puncte M gelangt; es ijt demmnad
@+3V—D4+(—44+V=-1)=0M"=_—_21+4)y—1.

Bu  bemfelben Refultate gelangt man, wenn man bdie Summe
@4+3V—1) 4+ (—4 4+ V— 1) auf algebraifchem TWege Dbeftimmt,
inbem die veellen Veftandtheile ber Summanben u einander, und bdie ima-
gindven ju einanber abbiert toerden.

Nadh ber obigen Davftellung [aft fich die Summe iveter complerer Bah-
ler, ofue bie Abdition iwivflich su vervidhten, unmittelbar beftimmen, wemn
man mif ven Linten OM und OM/, weldhe die Summanven parftellen, ein
Pavallelogramm conftrutert und dbavin vom Nullpuncte O die Diagonale O M
sieht; biefe Diagonale ftellt die Summe dar.

Die Summe gweier complexer Bahlen ift tm allgemeinen wieber eine
compleze Bahl. Cine Ausdnahme bilven die compleren Safhlen a +b /' — 1
uba —b Y— 1, weldhe conjugievte Bahlen heifen. Ihre Summe

ift veell; benn i ng g
a+blV—1) 4 (a—bly—1)=2a

2. Madh der allgemeinen Grfldrung bes Subtvahievens folgt aus 1:

(3 bb = Al Ok 1) — (8ol ecenlb— ) J— 1.

Bwei complexe Bablen geben im allgemeinen eine complexe Rabhl jur
Differeny.

§. 201. 1. Um eine compleye Babl a -+ b J/— 1 mit einer veellen ¢
ju multiplicieven, muffp man die Bahl a 4 b )/ — 1 cmal al8 Summand
fegen; folglich s
a+bV—1).e=@4+bV—1)+(a+blV—1) + ... cmil

=a o olAmT
p.-i. eine complere Bahl wivd mit etmer veellen multipliciert,
inbem man jowohl den veellen al8 ben imagindven Veftanvtheil mit derfelben

=

multipliciert. xR
3t 3 B. — 2 + V' — 1 mit 3 3u
: multiplicieven, fo mache man in ber Baflen-
MJ——< ----------- ebene OA = — 2, AM = 1,90 baf
* OM = — 2 4+ J/— 1 wird, und fefse
OM 3mal al8 Summand, wodurd) man
X OM' = — 643V —1 als dag verlangte

Provuct (— 2 + J/'—1).3 erhilt.
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2. Sfta+ bl —Imite+d]}/—1 s multiplicieren, fo Hat man
nadh pem tm § 197, 1 gegebenen erweiterten Vegriffe ded Multiplicievensd
aug a +b J/—1 nady vemjelben Gefetse eine Zahl ju bilven, wie ¢ - d P/ —1
aus der pofitiven Ginbeit entftanden ift; man muf alfo a + b J/—1 juerjt
emal a8 Summand, dann die 3t a 4+ b}/ — 1 gehdrige laterale Sahl dmal
a8 Summand fegen und beide Ausdritcfe in eine Summe vereinigen; folglich
@+bV=T)(c+ QY —1) =(@a-+by/=D.ct+@+b)/= DY ~1.d
=ac+be}y—1+(@alV—1—Db).d
=ac+bey—1+ad Y—1—bd
= (ac — bd) + (be 4 ad) )/ — L.

Um 3. B. vas Probuct 3 — J/— 1)

(2 + 3V — 1) su exhalten, jtelfe man
in ber 3ahlenebene 3 — )/ — 1 = OM
bar und wenbe bavauf bag Bilbungsgejet
pon 2 + 3 1/— 1 an; b. i. man bente
jfih OM al8 bie neue pofitive Ginbeit,
made OM" = 2 OM, errichte in M* eine
Senfrechte und trage bavauf 3 OM auf,
woburc) man ju dem Puncte M gelangt ;
pann ift 3 — YV —1) (2 +3V—1)
=0OM“ =9 4 TV —1. Dasfelbe Re-
fultat erhalt man audy, wenn man bas
Product nad) den Regeln der algebraijchen
Bahlen entwicelt; denn Ay 2
B—V=D@+t3y—1)=6—2V—1+9V—14+3=94+T)—L

Das Product zweier complerer Sahlen ift im allgemeinen wieder eine
compleze 3ahl. Gine Ausnahme bilven gwei conjungierte Sahlen, deren Pro-
buct veell ift; denn Sl

(at+aly—1) (a—b) V— 1) =a? 4 b

§.202. 1. Ms (a +blY—1.m=am 4 bm }J/—1 folgt

nady §. 42

Mﬂ/

a.m—}-bm]/-—:i:anl_by__l;

m
b. i. eine complere Bahl wird dbuvd) eine veelle Bahl bivibdiert,
indem man fowofl den veelfen af8 ben imagindven Bejtanbdtheil duvdh diefelbe
bivibiert.
2. @8 ift ferner allgentein
m (a.-}-b]/'—_T) Sy

afafgnl/—m o’
b. 1. ein Bruch (Quotient) bleibt unverdnvert, wenn man Bdhler und Nenner
mit berfelben Bahl multipliciert.

Um bafer 3wei complere 3ahlen burdy einander 3u divivieren,
barf man nur Dividend und Divijor mit ver ju demt Divifor conjugierten
Bahl multiplicieren, woburc) man auf eine Divifion duvch einen veellen Di-
vijor gefithrt wird.
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af+by—1 _(a-lvb'L/m:T) foi—dipsamny :(:tc-i-bd) 4 (be—ad) ¥V —1

cd 1 i (e + db'la/u:le) (e — %V:T) eirbda
:d;:;idz ‘I" c(;—i-:(;‘ ]/—1'

Der Quotient gweter complerer Sahlen ijt wieder eine complere Sahl.

Durdh bas oben angefiihrte Verfahren fann aud) jever Brudy, defjen Nen-
ner eine compleye Bahl ift, mit einem veellen Nenner davgeftellt werden,

3 B G v e B Y—1) @=b5y—1) _ N—13y=1

" Te4sy=1 @+5vED @—-sy-1 000 B O

§. 203. Die Potenz einer compleren Jabhl ift immer wieder

eine complexe Sabl.

@+by—12=(a+bl/ —1) (a4b}y —1) = (a2 — b2) s
il - 2abY—1;
(a+bY—1)P= (@a+bl)—1)*(a+b}/—1) = (a® — 3ab?)
f : =(3a2b—b%) |/=1;
s b1l

Sufabe. 1. Die in §§. 192 und 193 fiir bie Luabrativurzeln aus irva-
tionalen Binomen abgeleiteten Fovmeln gelten, iwie aus ber Ableitung felbjt
hervorgeht, audh fiiv die Duadratwurzeln aus complezen Bahlen, und zmwar
ift hier ihre nwendung von der dort aufgeftellten Vebingung, daf a pofitio
und gedfer al8 |/b fein mufp, gony uuablhingig.

2. Man fieht aus dem Borhergehenben, daff die Redhnungen mit imagi-
niven unbd compleren Zahlen nacd) bdenfelben Gejetsen bvorgenommien werden,
welche fiiv veelle Wurzeln gelten, wenn nur dabei die imagindren Jahlen auf

bie Form a )/ — 1 gebradht worben find.

6. Dag Augziehen ver Quabrat- und Cubifivurzel

§. 204. Aufgabe. Aus einem mehrgliedrigen algebraifdhen
Augdrude bie Duadratwurzel ausziehen.

Aus vem Gefege (§. 166), nacdh welchem bdbie Veftanbtheile einer melhr-
gliebrigen 3abl in threm Quadrate jufammengeitellt erfdjeinen, [ft fich fiir
bag Ausgziehen per Luabratwurzel ausd einem geordneten Po-
[hnom folgenbes Berfahren ableiten:

1. Das erite Glied ded geordneten Polhnoms ift dag Quabdrat des erjten
Wurgelglieves. Man findet bdaher bas erfte Glied ber Wurzel, wenn man
au$ dem erften Glicde be§ Rabicands die Luadbratwuriel aussieht.

2. Wird bag Tuadrat bed gefunbvenen erften Wurzelglieved von bem
Radbicand jubtrahiert, fo enthalten die erjten jwei Gliever tes Reftes die Ve«
ftanbtheile, weldye aud bem zweiten Gliede der Wurgel hervorgehen, und jwar
ift bag erfte ®lied des Rejtes dad Probuct aus dem bdoppelten erften und aus
bem zweiten Gliebe ber Wurzel. Dividiert man daher das erfte Glied bes
Reftes durc) dbad doppelte gefundene erfte Wurgelglie, fo erhilt man bas
gweite Glied ber Wurel.

3. Man bilve nun die Beftandtheile, weldhe diefes neue Glied ber Wursel
im Quabrate gibt, indem man zu dem Doppelfen bder fritheven Wurzel dac
neue Glieb abbiert und die Summe mit biefert Gliede multipliciert, unbd
fubtrabiere bas Probuct von dem Refte des Polynoms. Die erften wei Gliever
bes neuen Reftes enthalten dbie Bejtandtheile, bie das folgenve Wurzelglied im
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Quabrate gibt, und jwar juerit bas Product aud der boppelten Summe ber
rorfevgefhenden Gliever und ausd vem folgenden Gliede ber Wurzel. Wird
bafer dasd erjte Glied des lesten Refted dburch bdie doppelte Summe ber bereits
gefunvenen Wurzel dividiert, fo erhilt man baé folgende Glied ber Wurgel.

4. Diefes BVevfahren wird fortgefetst. Bleibt julesst fein RMejt, fo ift vasd
gegebene Polpuom ein vollftdndiges Luadrat und die erhaltene Duabratwurzel

vational: bleibt aber Dei fovtgejetem Berfahren immer ivieder ein  Reft
ftibrig, fo ift pie Wurzel irvvational.

Beifpicle.
N Yx* 16 —x" —30x+ 25=3"4+8x—b
x-l
i Bz —'x? s (2x2 - 3x) > 3x
4- 6x® + 9x* (
# T 10mr— 30x + 25 (2x + 6z — B) X —5
— 10x* — 30x + 25
TG g 1
0.
2 Vitxt=14+%—%+5p—-
1
! : @+%) X%
+x 45
+ HE
4 xi x-i
-5 :(2—}—x"—§)><-——§
x* x$ , x8 .
T #nig tigh
+ + —
xls x! A xl xﬂ KE
+r -+ + ) X5

ol
Man fieht, bdafp hier die Opevation ind Unendliche fortgefest werben
famit.  Solf jedoch die erhaltene FReihe zur Veftimuumg von /' 1 + x* in
einem fpeciellen Falle anwendbar fein, fo mufy fich die Summe der Glieder
um fo mebr einer Geftimmten Bahl ndbhern, je mehrere Glieber man nimmt,
b. i. bie Reibe muf convergieven (§ 270). Hier finvet bdiejes filr jebes
x <13 B fir x =, ftoit.

§ 205. Aufgabe. Aus einmer defadifden Bahl die Quabdrat
wurzel auszuziehen.

1. Man theile die Bahl von ven Einern angefangen in Abtheilungen von
fe givei Biffern, twobet die Hichite Abtheilung auch nur eine Biffer enthalten
fann; die Jabhl der Abthetlungen geigt bie Anzahl vev Biffern in dev Wurgel an.
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2. Man fudje die grofte ahl, deven Quadvat in der erften Abtheilung
sur Qinfen enthalten ift, und fchreibe fie al8 erfte Biffer der Wurgel an.

3. Man fubtvahiere dag Duadbrat der eviten Wuvgeliffer von ber erjten
Abtheilung bed Radicands, fete zu vem NRejte die zweite Abtheilung hHevab und
bividieve die dadurch gebilbete Bahl nad) Weglafjung threr lekten Biffer durdy
bad Doppelte der bereits gefundenen Wirrzel; den Quotienten {dhreibe man als
newe Biffer in die Wurgel und gugleich al8 Grgangung su dem Divifor.

4, Den fo evginjten Divijor multiplicieve man mit der newen Wurgel-
siffer, fubtrabhiere bas Product fogleich wdafrend bes WMultiplicierens von dem
Divivenve mit Buziehung der frither weggelaffenen Jiffer, febe ju dem Refte
bie folgende btheilung bes PRadicand§ herab und bdiviviere die daburcy entfte-
henbe Bahl durd) das Doppelte dev beveits gefundenen Wuvzel; den Qo=
tienten fetge man fewohl 3u der Wurgel al8 zu dem Divifor.

5. Diefes BVerfahren fele man fort, bis alle Abtheilungen ded gegebenen
Radtcands in Rechnung gezogen mworden {ind. Bleibt zulest fein Rejt, fo ift
die Quadbratwurgel rational; im entgegengefetten Falle ift fie ivvational, fann
aber nach § 182 mit jeber beliebigen Genauigfeit in Decimalen weiter ent-
widelt werben, wenn man jedbem Refte zwei Nulfen anfingt und ibrigens wie
porfhin verfihrt, ,

Die Rictigleit diefes Verfafhrend evgibt fich aus §. 167.

3. 8. V 5/94|38|44 = 2438 V 3|50 = 18-708. ..
194 : 4 2:50 .5 2

1888  : 48, 2600 : 36,
38944 : 486, 310000 : 3740,
Liazt 10736
Bufige. 1. Da l,/ l_:}‘;; =2 {—f: ift, fo folgt, daf man aus einem Deci-

malbrudye bdie Quadbratiourzel nach bdemfelben Berfahren aussieht, wie
ausé einer gangen Babl; nur muff man den Decimaldrud) vom Decimalpuncte
aué nac) vechtd und [inf8 in Abtheilungen von je zwei Stellen theilen, wobei
bie etiva muv eine 3iffer entfaltende lefste Abtheilung rechts duvc) Hingufitgung
etrer Null evgdnst wird, und in der Wuvzel ven Decimalpunct fesen, bevor
bte erfte Abtheilung von Decimalen in Rechnung gezogen twird,
3. 8. 1/1/52:27|56 = 1234 }/ 0:00(01|5, = 0:0122%. ..
52 e 50

e : 02,
827 1 : 24, 600 : 24,
98 56 : 246, 11600 : 244,
1824

2. Um aué einem gemeinen Bruche die Quadratwurzel ju ziehen,
perwanbelt man ihun entiveder in einen jolchen, defen Nenner eine volljtandige
Quabratahl ift, und gieht die Wurzel aus Bdhler und Nemner; odber man
vermandelt dent gemeinen Bruch in einen Dectmalbruch, und jeht dann aug
biefem die Quabratmwuryel aus.

8. 206. Aufgabe. Aus eirem unvollftindbigen Decimalbrude
bie Quadbratwuriel ausdzuziehen.

1. Man fiivze ven Decimalbruch, wenn er nidht jchon eine gerade Angahl
pon Decimalen hat, um eine Stelle ab, und jiehe davaus vie Quadbratmwuvzel
nacy dem gemdhnlichen Berfafhren, bis alle Abtheilungen in Redynung ge-

jogen fourben,
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2. Um die wetteven Wuryelziffern zu evhalten, dividieve man den lefiten
Rejt burd) bag Doppelte der bisher gefundenen Wurzel, indbem man in dem
Divifor die leste Biffer weglift und die abgetitrzte Divifion anwendet. Man
erhilt dadurch minbeftens nod) jo viele verlifliche Wurzeliffern, alé bie um
1 verfleinerte Anzahl ver nach 1. gefundenen Wuvzelziffern angeigt.

Beweis. Hat ver unvollftindige Decimalbrud) 2 n Decimalen, fo ijt e8
geftattet, denfelben mit 10% zu multiplicieren, d. i, ihn al8 eine gange Zahl
parzujtellen, rweil man dann mur bie erhaltene Wurzel twieder durd) 10* u
bividieven braucht, und folglich forohl die Biffernfolge ded Radicands al8 jene
per TWurgel bdiefelbe bleibt.

&8 fei nun A bdie badburd) entjtehende ganze Bahl, die dabher bid auf bie
Giner Herab verliplidhe Biffern hat, und a die Quabratwuviel, die man aug A
obie Anbhiangung von Nullen erhiilt. Begeichnet fermer A 4 X den vollftin-
pigen Radicand unb a 4 x bdie ihm entfprechende vollftinbige Duabratiourzel,
fo muf A+ X = (a + x)% ober

A+ X=a"} 2ax + x°*
fetn.  Hievaus folgt
A —a? X —x?
S ooy i 2a
wo A'-— a® ben lepten bei der Wurzeloussiehung gebliebenten Reft, und 2a
bas Doppelte der bisher gefunbenen BWurzel bebeutet.

Da fowohl X < 1 al8 x << 1, baher oudh X —x* <<1 ift; fo ift

2 et
ber Fehler : 2; , Den man begeht, wenn fiir x ber Duotient Azaa gefett

wird, fleiner ald él—a baher um fo melyr fleiner al8 ;]1 Hat mm A m Ab-

theilungen bon je zwei Riffern, fo ift a eine mjiffrige Bahl; i gibt bafer
einen Quotienten, weldher erft in der mten Decimalftelle eine geltende Biffer
hat, unp es ift fomit x burd A—;i—ﬁ- i m— 1 Decimalen genau beftimmt.

Wenn man daher, um den nod) itbrigen Theil der Wurzel x gu erhalten,
pen lepten Rejt burd) das Doppelte der bisher gefundenen Wurzel dividiert,
jo ift pie Anzafhl der aus diefer Divifion Hervorgehenven verliflichen Iiffern
wn 1 fleiner, a8 die Anzahl der Biffern ber nad) dem gewidhnlichen Vevfahren
bereits gefunbvenen TWirrgel.

3. 8. V 52|38:07|82. . = T2:37457
338 e
54 07 S,
107882 : 1446,
6613 14474
823
99

Bufige. 1. Durd) bas vovanjtehenve Berfahren erhilt man in der Vua-
bratiourzel eine unvollftindigen Decimalbruches, dejjen lebte gegebene Abthei-
ung vollftindig ift, im ungiinjtigiten Falfe 2 m — 1 verldpliche geltenve 3if-
fern, wenn ber Rabicand m geltende Abtheilungen von je zwei Biffern Hat.

2. Das fitv bas Aussiehen der Quabvatwurzel aus einem unvollftin-
pigen Decimalbrudhe angegebene Berfahren fann auch angewendet werben, wenn
man aué einer gomgen Babl odber aus einem vofljkindigen Decimalbruche bdie
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Qutabratiwurzel auf eine vovgefchricbene Anzahl wvon geltenben Biffern ju be-
jtimmen Hat. Wan fucdht uimlich um eine Jiffer mehr al8 die halbe Anzafhl
per verlangten Riffern nach bem gewdhulichen Bevfahren bder Quabdratwursel-
aussiehung, die folgenden abev Deftimmt man mitteljt der abgefiivsten Divifion.
Wenn die verlangte Anzahl von Biffern ungerabe ijt, {o wird bie Hilfte
port der um 1 grdfeven Zahl genommen,
St 3. B. V 60 mit 5 geltenven Biffern davguftellen, fo Hat man fol-
gendbe Rechmung ; V60 = T7459..
1100i  anld,
1100 154
924 : 1548
150
11
g. 207. Aufgabe. Cine ivvationale Quabvatwurzel durd bie
Niherungswerthe eines Kettenbruches ju bejtimmen
G8 fei J/a ju Geftimmen. Mean juche die gvifte darin enthaltene gange

Bahl g unb fege YV'a=q |- %, 10 ;(l::]/a—q<1, baher x, = Vw-lf—_q =1
fein muf. Nun fuche man tieder die grifte i x, = "V—TI::‘} enthaltene gange

Bahl q, und feke x, = q, + \1, fvo xi < DXy = ;tl:?> 1 fein muf.
Sefst man diefes Verfalhren fort,,uub find bie grdpten in Xy, Xg...
enthaltenen gangen Bahlen g, ¢y ..., {0 hat man
1 1
o= — 1 = + _— 1 :
4 q+q.+;; 4 ¢1.+q—1_|_'_x1_a
1
Yy grade o 1 =ens
qQ = 1
b + qq + ?‘
D) die aus vbem exhaltenen Kettenbruche hevvorgehenden Nihevungs-
werthe fann mun P a mit jeder beliebigen Sdyiarfe berechiet werben.
3t 3. B. V14 ju beftimmen, fo hat man folgende Rechnung:

Vi=3+,
oo 6 e Dy et
g x“:V1:M2=V142+2:2+%=2+;1{
R
" X-::Vlf_,gIVIi+3=6+VMI_?3=6—|—%,
n Xg = ]71—41—_—5, telches wieder =x =14 }—:1_,’

fo daf von ber gweiten Gleichung an diefelben Gleichungen immer iwieder
fehren. Man hat alfo

Vm23+}+1

1

Droenit, eithmetit unb Wlgebra, 11, Unfl, 8
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Die Naberungdwerthe find:
11 15 101 116 833 449 3027

3' 4’ BETY o WY TZ-T_’ H} 8_9' Téa; m;:..
et man V14 = 227 3.741656. ., fo it ber Fehler Heiuer afs
T z*‘—(;g,;gl = 0°000001..; 8 it aljo }/14 auf 5 Decimalen genau
bejtimmt.

§. 208. Aufgabe. Aus einem mehrgliedvigen algebraijden
Ausgprude die Cubifwurzel u 3tehen. :

1. Man siehe bdie Cubifourzel aus dem evjten Gliede des geordueten
Ravicandbs; diefe ift dag erjte Glied der Wurzel.

2. Man fubtvahieve den Cubug biefes erften Gliebes von dem Nabicand,
und dividieve dag evjte Glied bes Jeftes durd) dad dreifache Juadrat ves
exften Wuvzelgliedes; der Quotient ift das jweite Glied der Wurgel.

3. Man bilve die Veftandtheile, welche diejes neue Glied der Wurzel im
Gubus Bervovbringt, nimlich das dreifache uabrat ded vorfevgehenven Wur-
zelglieves multipliciert mit bem newen Glieve, tad Dreifache bed vorhergehenden
Wurgelglieves multipliciert mit dem Duadrate bes neuen Gliede8 uud bden
Gubug diefes Glieves, jubtvahieve bie Summe diefer drei Beftandtheile von bem
friipeven Nefte be§ NRabicand§, unbd bividieve den neuen Reft durc) dbad brei-
fache Duadrat per Dereitd gefunbenen Wuvyelglieder; devr Quotient ift das fol-
gende Glied per Wurgel.

4. Diefes Vevfalhren wivd fortgefelst. Bleibt gulest fein et itbrig, fo
ift bie Cubifwurgel vational; bleibt ein Hejt, fo ift fie irvational.

Die Ableitung diejes Berfahrens aus §. 168 gefchieht auf dhnlidye Weife,
wie im §. 204 das BVerfalren der Duadratwuvielousyiehung aus Polhnomen
oug §. 166 hergeleitet wurbe.

Brifpiel.
V [y° — 6y° + 21yt — 4dy® | 63y* — bdy + 27) =y — 2y + 3
yG
— 6y° + 21y* — 44y° : 3y*

— 6y® -+ 12y* — 8y?
S s =8

+ 9y* — 36y® 4 63y% — b4y - 27:3y* — 12y? 4 12y*
— 9y* — 36y* + 63y? — 64y 4 27
R R S

0

§. 209. Aufgabe. Aus einer defadifden Sahl die Cubifurgel
ausjuziehen,

1. Man theile die Rahl von den Einern angefangen gegen die Linfe in
Abtheilungen von je dvet Biffern, wobei die hid)jte Abtheilung auch nur gwei
over eine Biffer haben famm.

2. Wian fuche die grofte Bahl, beven Cubug in vev hichjten Abtheilung
vorfommt, wnd {chreibe fie al8 erfte Biffer in die Cubifivurgel.
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3. Man fubtvahieve ben Cubus ber erften Wuvzelziffer von ber eriten
Abtheilung des RNadicands, fepe su dbem NRefte bdie zweite Abiheilung Hevab,
bividiere bann bie daburdh enttefenve Bahl mit Weglaffung bder lefsten jwei
Biffern durch das dreifache Quadvat dev evjten Wurgeliiffer, und {hreibe ten
Quotienten al8 newe Biffer in die Wargel.

4. Man bilve die Beftandtheile, welche diefe neue Wurzelzifjer tm Cubus
pervorbringt, ndmlich pad breifache Duadrat der ihr vorangehenven Zahl mul:
tipliciert mit der neuen Biffer, die breifache vorvangehende Sahl multiplictert mit
pem Quabrate diefer newen Siffer, und ihven Cubug; jdreibe den evjten Beftand-
theil unter dery Divivend, jeden folgenden aber um eine Stelle weiter gegen
vie Hechte und fubtvahieve die Summe bder fo angefesten DBeftandtheile von
pem Divitenve mit Juziehung dev friiher weggelajjenen gwei Biffern. u dem
Jtefte fegge man die folgende Ubtheilung des Radbicands herab und divivieve die
jo gebilbete Bahl duvch das dreifache Quabrat der beveits gefundenen Wirzel,
woburch) man eine neue Biffer der Wungel exhilt. i

Diefes Verfalhren wird fo lange forgefest, bis man alle Abthetlungen
heruntevgefest Hat, Bleibt am Enbde fein NRejt, fo ift bie Cubifwurzel rational;
fonjt ift diefelbe ivrational, fann jeboch) in Decimalen mit jeder beliebigen Ge-
nauigfeit Deftimmt werben, wenn man jebem Hefte eine Abtheilung von drei
Nullen anbhangt, und itbrigens wie vorhin vevfahrt,

3. 8. 1) 1/ 18]953]589 = 429
64

14 953 : 48...3, 42
8. 4N AL
8 o 4.2%8 48.

200
4280 , .
42 9%...

0950+

oo w

" ”. nin
2) |V 570/138 = 82-92. .
512

58138 : .192
384. .
96.
8
18770000 : 20172
181548. .
19926.
729

TT415211000 : 2061723
41923446 .
9948.
oot SO
2766912

8*
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Bufa. Wie man beim Ausziehen der Cubifwurzel aus einem Decimals
und einem gemetnen Brude zu verfahren habe, ervfieht man leicht aus
pem fitr bas Quadbrvatwurzelausziehen in §. 205, Bujap 1 und 2 angegebenen
Lerfahren,

§. 210. Aufgabe. Ans einmem uuwvollftindigen Decimalbrude
pie Cubifwuriel audzugiehen.

1. Man fivge, wenn b evforeclich ijt, ben Decimalbvud) auf eine ober
awei Stellen ab, damit die Angahl feiner Decimalen ein Vielfaches von 3 fei,
und jtehe dbavaus Sie Cubifwurzel nach vem gewdhulichen BVerfahren, i man
alle Abtheilungen in Rechming gezogen hat.

2. Um bie weiteren Wungelziffern zu erhalten, dividieve man den lefsten
Rejt durdy dasd dreifache Duabrat der Deveitd gefundenen Wurgel mittelft der
abgefitvsten Divijion. Die Bahl ber verliflichen Iiffern, die man dburd) biefe
Divifion nody evhilt, ift um 1 fleiner, al8 bdie Babhl der nach 1. beveits ge:
funbenen Wurgelziffern.

Beweis. Dev unvollftindige Decimalbruch fei mit 3n Decimalen Lefaunt,
und gebe mit 10% multipliciert die gange Bahl A, weldhe barum bis auf bie
Giner Herab genauw ift. €8 jei ferner a bie Cubifurzel, die man aus A ohune
Anpingung von Nullen exhilt. Bezeichnet man nun den vollftinbigen Rabdicand
purdh A + X, und deffen vollftindige Cubifwurgel durch a 4 x, jo muf

A+ X = (a+ x)3 ober
A+ X =a%4 3a%x 4 3ax? | x*
fein, Hievaus evgibt fich

A—al x? X —x?
K AT e e

worin A —a® ber leste bei ber Wurzelausziehung gebliebene Rejt, und 3a?
pas dreifache Quabrat der bisher gefundenen Wuvgel ift.

Um pen Fehler zu Deuvtheilen, welcher begangen n_jirb, wenn man fiiv
ben nodh abgingigen Wurgeltheil x ben Quotienten é—,‘;—;,ﬁ fefst, mufz man die

2 A
Grengwerthe von x; unb %"— unterfudyen; bieje jind % unp -3%2, weil X <1
unb x << 1 ift, Nun ijt in jebem Falle a << a® folglich ‘;11->317 Ueber ben

begangenen Febler entjdheidet dafer allein der Werth von i, teil 51‘—, alg
bagegen verfchivinbend nicht in Betvacht fommt. Hat nut A m Abtheilungen
von je brei Biffern, fo ijt a eine m ziffrige Bafhl; der Quotient émirb fomit
erjt in ber mten Decimalftelle eine geltende Iiffer Haben, folglich x durd)

A—ad, : : :
—3;,3 in m—1 Decimalen genan bejtimmt fein.

LWenn man daher, um den noch fehlenden Wurzeltheil x u erhalten, den
Reft durch bas breifache Quadrat der bisher gefunbenen Wurzel bividiert, jo
ift bie Babl der aud diefer Divifion hevvorgefenven vevldplichen Wuvzeliffern
um 1 fleiner, a8 die Anzahl ver Biffern ber nach dem gewdhnlichen Berfalhren
beveits gefunbenen Wungel,
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3 ! :
3. B. Y 0:083|066/534 . . =0'43632 ..
64

19066 : 48
144..
108.
27
3559534 : 5547
33282. .
4644.
216
1846 ,78 : 570288
135
21
Bufibe. 1. Durd) dag Hier angefithrie Vevfahren erhalt man in der
Gubifwurzel eines unvollftindigen Decimalbruches 2m — 1 verldfliche geltenbe
Riffern, wenn ber Radicand m geltenbe Abtheilungen von je dbrei Biffern Hat.
2. Wie beim Auszichen der Duadbratwourzel (§. 206, Buf. 2), fann aund
bei der Cubifiwuryelauszichung bas fiiv unvollftindige Decimalbriiche angegebene
Berfahren auch bei ganzen Sahlen und volljtinbigen Decimalbriichen angetvendet
werden, wemt die Wurgel nuv eine vorgefchriebene Anzahl geltender Iiffern
enthalten joll.

II1. Die Qwgarithmicrung.
1. Bon dben Logavithmen itberhaupt.

§ 211 Gine 3all a durd) eine andbeve Bahl b logarith-
mieven Heifit ben Potenjerponenten fuchew, mit weldhem b als8 Grundzahl
potenziert werben muf, um a al8 Potens ju geben. Die Zafhl b ijt die Grund-
3afl ober Bafis, die als Poteny gegebene Sahl a feifit ber Logarvith-
manbd, oder furyweg die Bahl (Numerus), und dev gefuchte Potengexponent
per Qogarithmus. Jft br=a, jo ift n bev Logarithmus der Bafhl a fitx
bie Bafis b; man Hhat dafiiv die Begeicdhnung:

n = loga.

Werben die Logavithmen durdygingig anf etne bejtimmte Bafis b bejogen,
fo fchveibt man ftatt bes fepteven usdbructes tivjer n = log a, wobet bie
Bafis b ald Lefonnt vovausgefelst wivd.

Dem  Potenzieren entfprechen demnad) jwei inverie Opevationen, basd
Radicieven und pas Logavithmieven.

Gine Potenzgrofe von der Fovm bx, wovin dev Crponent eine unbefannte
Bapl ift, Deifit eine Crponentialgrife.

8. 212. Der Jubegriff der Logavithmen der in nativlidher Ovbuung auf
einandber folgendven Bahlen fiiv eine beftimmte Bafi8 bilvet ein (ogarvith-
mifdyes Shitem.

Da duvch bas Potengieven eiwer veellen negativen Bahl nicht alle mig-
lichen pofitiven Bahlen evzeugt wevden fiunen, jeve Poteny von 1 aber wieber
1 ijt, fo Faun mur eine veelle pofitive und von 1 verfdyicdene Zahl al8 Bafis
eines Yogavithmenfhjtems angenomumen werden. !



Gs fid unendlich viele logarithmijdhe Shiteme mdglich; in allen find,
wenn die Bafid b pofitiv ift, bie Logarithmen negativer Bahlen imagindr,
inbemt b*, tvelhen Werth auch immer n Habenr mag, nie einen negativen
Bahlenwerth annehmen fann. Dadburd) wivd jeboch bie Anwendung der Loga-
vithmen nicht Dbefchvinft, inbem man, wo von negativen Bahlen bie Loga-
vithmen ju fuchen find, diefelben al8 abjolute Bahlen betrachtet, und erft, nadys
bent bie Logavithmanbden gefucht worden, bas Vovzeichen von diefen nachtvaglich
beftimmt.

Sm Gebraudhe find nur et logavithmijche Shjtente, ndmlid) dbag gemeine
ober Briggifche fitv bie BVafis 10, und das natitvliche fiiv die irvationale
Dafig 2718281828, ., welche man aus ver Summierung dev unendlichen Reihe

1 1 1 1
1+3 T trgs Trosad
evhialt und gewdhnlich mit dem Budftaben e beeichnet.

Allgemeine Eigenfchaften der Logarithmen.

§. 213. 1. Fiir diefelbe Bafis gehoven ju gleichen Bahlen
auch gleiche Qogavithuren; und umgelehrt: ju gleichen Logarithmen
gehdren aud) gleiche Sahlen.

3jt b ote Bajis und b» =M, b* =N, jo muff, wenn M =N ijt,
aud m =mn, b. i. logM =log[N fein. (Folgt inbivect aus §, 165, 3.) Jjt
umgefehrt logM =logN, aljo m =mn, fo muf nad) §. 165, 1 audy b™ =b",
b. . M =N f{ein.

2, Fitv eine Bafis, welcdhe grifer als8 1 ift, gehdrt zu dber
grofeven Bahl aud ein grofever Logarithmus; und umgefehrt: zu
bem groferen Cogarithmus gefhort audy eine grifeve Zahl

Sft br=M, b»=N unp M>N, fo mu§ fiir b>1 auh m >n,
alfo logM = logN feiv. (Folgt inbivect aus 1. und aus § 165, 3.) Jit
umgefefrt logM = logN, fo folgt eben jo aug §. 165, 3. M > N.

3. Der Logarithmus der Bafis in Bejug auf diefe Bafis
felbft ift gleich 1.

@8 ift b! =b, bafer, went b bie Vajis ijt, logb = 1.

4, Dev Logarithmus von 1 ift fiiv jedbe Bafis gleid) 0.

Es ift b° =1, daher logl =0.

5 Der Logarithmus von O ift negativ unendlid.

Da b“nglt—“:O, fo ift log0 = —oo.

§ 214. 1. Der Logarithmus eined Prodbuctes ift gleidh der
Summe aud dben Logarvithmen der Factoren.

&8 fei fiir bie Bajis b

logM =m, logN = n, logP = p,

alfo
M =51, Noact o S L2 18
fo ijt
MNP = petote; b i,
logMNP =m -+ n+ p,

obey
' logMNP =logM + logN + log P.
3. 8. log 6= log2 + log3.
log30 =log 2 + log3 -} log 5.
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e e

Wenn fitv eine Bafis bie Logavithmen aller Primsahlen befannt find,
fo Taffen fich daraus durch blofe Abbdition auch die Logavithmen aller ufamumen-
gefetstenn Bablen ableiten.

log (a? —b?) =log (a -+ b) + (log a—Db).

9. Der Logarithmus eines Brudes (Duotienten) ift gleid
pem Logavithmus des Bdhlers weniger dem Logarithmus ved
Neniers. '

©8 jei filx bie Bajié b

logM =m, logN =n;

aljo
» M o bm’ N 5 b"r
jo ijt i @t

5 — b —n’
folglich

log%ﬂ-——-m— n = log M — log N,
3. 8. log 2 = log29 — log 31.

log 3529 = log 2o = log 3529 — log 100.

loga+b~—-.log(a—l—b)—log(a—b).

a—bT
3. Der Logarithmus einer Poteny ijt gleich bem Logavithmus
per Grundyahl multiplicievt mit dem Potenjzerponenten.
@8 fei filv die Bafis b, logM =m, alfo M =Db"; fo ift MP = b™,
worans

folgt.
3. 8. log8®=23log8.
log (2a)3 = 3log2a = 3 (log2 + loga).

log(Tx:;;T: 210gx + logy — 4 (logm + logn).

4. Der Logavithmus einer Wurzel ift gleid) bem Logarvith
mus ped Nabicands pividiert duvd) den Wuvyzelerponenten.
©8 fei fiir bie Bafis b, log M = m, aljo M = bm, fo ift

VM = J/bn = br, taer \
log ]p/M — E zlﬂ,

P P
0 LIS N olih
8‘ .%. log V75 == *'—3""-.

logM?P = mp = p logM

: log &
| -k gb_loga—logb
o8 VTR, 5 3
3

lcmrfﬂ/yi2 =log a + 3 log x — log y.

o

§ 215. 1. Diefelbe Zahl hat fiiv vevidhievene Grundjahlen
aundy verjdyievene Logavithmen,
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3t p ber Logavithmus von N in Bejug auf die Bafis B, wnd q dex
Logavithmus von N in Bejug auf die Bafis b, wo B und b als verjchievene
Bablen vovausgefetst werden, fo ift N = Br und N =Db?, baher Br =bha,
Wive mum p=q, fo wiirde aus §. 165, 2 indivect folgen, dbaf aud) B="b
fei, a8 jedoch der Vovausfelsung twiverfpricht; vie Logavithmen p und q
miiffen daher von einauder werfchieden fein.

2. Der Logarithmus einer Zall fiiv ivgend eine Bafis ift
gleich bem RLogarvithmus berfelben Zafhl fitr eine jweite Bafis,
multipliciert mit bem veciprofen Werthe des Yogarvithmus dex
exfteven Bafis in Bejug auf die jweite.

3t logeN =p, aljo B> =N, fo erhlt man, wenn man in der jweiten
Gleichung beiverfeits die Logarithmen in Besug auf eine anvere Bafis b nimmt,
p logy B=1log, N, ober logs N.log, B =log, N; folglich

1
lOgB NF= lﬂgh N. EE[]-—B.

LWenn die Logavithmen dev Jahlen fiiv die Bafis b befannt find, fo fann
uar davand quch bie Yogavithmen fiiv jede anbeve Bafis B beftimmen, iwenn

man bie erfteven mit dem Deftindigen Factor T D. 1. mit bem veci-
)}

profen Werthe bed Logavithmus der newen Bafis in Bejug auf bdie friihere
Bafis multipliciert. Die Zahl, mit welder die Logavithmen ecines Shitems
multipliciert werben mitjfen, um die Logavithmen eines anbern Shjtems ju
erhalten, heifit ber Modulusd ded neuen Shitems in Bejug auf dbas wrfpritngs
lidje. Der Wiobulus bes Vriggifchen Shitems in Begug auf dag nativliche ift

= 0-4342045. .

log
2. Bon ven Briggifden Logarithmen.

§.216. 1. ©ev Briggifdhe Yogavithmus einer pofitiven Jah!
ift pofitivoder negativ, je nadoem die 3afl grofer ober fleiner
als 1 ijt. ‘

Jebe Babl, welcdhe griger alé 1 ift, ift entiveber cine befadifdhe Einbeit
10™, wo m cine pofitive gange Bahl bejeichuet, ober legt fie pwifdhen swei
jelchen Ginfeiten 10™ unb 10+ ; ihr Logavithmud ijt daher begiiglich m ober
swifdhen m und m - 1 eingefchloffen, alfo in jevem Falle pofitiv.

Jebe Babl, welche fleiner al8 1 ift, ift entweder eine defadifche Ginheit
m.lT = 10-™, ober liegt fie stwifdhen swei folchen Einfeiten 10" unp 10-~(m+1;
ihv Logavithmus ijt dbaher begiiglid) — m ober jwifhen — m wnd — (m - 1)
eingejchloffen, alfo in jebem Falle negativ,

2. Dev Briggifde Logavithmus einer gangen oder gebrode-
nen Zahl, weldye eine defadifcdhe Cinheit ift, ift cine gange Jabhl,

Folgt aug bem VBeweife zu 1.

3. Dev Briggifde Logavithmus einer ganzen odber gebrode-
nen Zahl, welde feine defadifche Ginfheit ift, ift eine ivvatio-
nale Bahl g

Beweis. a) It N feine defabifhe Ginbeit, jondern wijdhen zwet auf
etnanber folgenden befabifhen Einbeiten 10™ yund 10m+enthalten, wo m eine
pofitive oder negative ganze 3ahl Gedentet, fo liegt dev Logarithmus von N
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stoifchent m und (m - 1), und it fomit fetne gange Bahl. Gr famn aber audy
fein Brudh fein. Denn wive logN :g, wo p und q velative Primzahlen

D
feien, fo miifte 100 = ](1/10p = N fein, weldhe Gleichung jedod) unmiglich

ift. St evftlich N eine gange 3ahl, jo miibte, bamit 1(1/10p per gamsen 3ahl N
gleich fei, p durd) q theilbar fein, was bev Borvausfesung, bdag p und q

velative Primgaflen find, widerfpricht. RKann abev ](]/100 nidht gleidy N fein,

wenn N eine gange Babl ijt, fo fann die Gleichung 1/“100 =N nach §. 182
audy nicht Geftehenr, wenn N eine gebrochene Bafl begeichuet. Eg fann demmach
log N, wenn N feine befabijche Ginbeit ift, weber purch eine gange Bafl,
woch puvdh einen Bruch genau davgejtellt wevben.

b) Der Logarithmus von N (ift fich jedoch durdh Angabe von Grengen,
swifchen dement ev fiegt, mit jedem beliebigen Grade von Genauigleit anndle-
vungsiveife bejtimmen. Da N jwifchen 10™ unbd 10w+t enthalten ijt, fo Yiegt
log N guniichit aiwijchen ben Grvemgen m und m - 1; aug bdiefen aber laffen
iy amdeve imuer engeve ®renzen ableiten.

Qiegt ndmlid) N allgemein gwifchent zwei Bahlen u und v, pafer (nach
8§ 213, 2) logN swifden logu und logv, welde lesteve Befanut feten, fo
ift nach §. 214 audy der Logarithumus vou Juv, b. i bon ber mittleven
geometvifchen Proportionale swijdpen u und v befaunt. Weil mun J/ uv swijden
u unb v liegt (8. 141, 4), fo muff N entweder jwifchen J/uv und u, ober
swifcpen J/uv und v fallen, daher aud log N entiweber wifdgen log 1 uv
wnd log u, ober jwifchen log Y uv und log v liegen. Qn jebem Falle ift alfo
log N in swei engere Grengen eingejhloffen al8 frither, und purdy eine toieder=
folte nwendung diefer Schluffolge fonnen bdie Grengen, wifdhen telchen
log N Tiegt, fo eng gesogen werben, af8 man will.

&, 217. Aufgabe. Von einer gegebenen Rahl den Briggifdyen
Cogarithmus su bevednen

1. Gine Anfidfung dicfer Anfgabe beruht auf vem in § 216, 3 unter
b) gegebenen Beweife, nach weldent bev Qogavithmus etner Zahl in immer
engeve Grengen eingefchloffer wnd dadurdy fo genau, tvie man iill, Devechnet
werden famn,

@8 fei 3. B. ber Logavithmus von 13 ju bevedhuen.

13 liegt zwifchen 10 und 100,
JopREE s y - log 10=1 und log 100 =2;
Differen dev Grenziverthe: 2—1 = 1.
1/10.100 == 3° 6227766 = a, loga =4 (log 10 +- log 100y =1-5;
13 liegt swijchen 10 und a,
log 13 m.. log 10=1 unb loga=1"5;
Differeny ver Grengwerthe: 1-5—1=0-5.
1/ 10a = 17-7827942 =D, logh = § (log 10 + loga) = 1°25;
18 legt 3ivifchen 10 uud b,
log 18 ., o - g T0== 1M Teghe== Ea0on
Diffeveny dev Grengwerthe: 1-25 — 1= 0-25.
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Man fieht, baff die Grengwerthe des Logavithmus von 13 immer ndher
an einanver viiden. Durdy fortgefeistes BVevfahren findbet man:

1/10b = 133352144 — ¢, log ¢ =} (log 10 + log b) — 1-125;
/106 — 11-5478201 — d, log d = 4 (log 10 - log ¢) = 1-0625;
Ved = 124093780 —e¢, loge — 4 (log ¢ -+ log d)==1-09375;
Ve — 12:8639696 —f, logf =1 (loge -+ log €) = 1:109375;
Vef —13:0974727T =g, logg =14 (logc - logf) =—1-117188;
Vfg —=12-9801960 =h, logh—=1 (logf + logg) = 1-113281;
Veh —13:0387024 — i, logi — § (logg + logh) = 1-115234;
Vhi =13:0094163 =k, logk =4 (logh + log i) = 1-114258;
Vhk = 12-9947978 = 1, logl — 1 (logh + log k) — 1-113769;
VklI —13-0021049 —m, logm=—1 (logk - log 1) = 1-114014;
Vim = 12:9981507 =1, logn =1} (log1 -+ logm)—1-113892;
Vmn — 13:0002776 — o, log o =} (log m -+ log n) = 1-113953;
Vno — 129993640 — p, logp =4 (logn - log o) = 1:113922;
Vop = 12-9998207 —=¢q, log q =14 (logo + log p) — 1-113937;
Voq = 13:0000491 —r, log r—=+4 (logo - log q) = 1:113945;
V(}__ — 129999348 — &, log.s = 4 (logq -+ log r) =1'113941;
1L Sih,

Da mun 13 3wifdhen s und r, und folglich auch log 13 3wifchen log s
und log r liegt, diefe betben Logavithmen aber in ben 5 erjten Decimalitellen
fibeveinjtimmten, o ift auf 5 Decimalen genau log 13 = 1-11394.

Mui diefem mithjamen Wege Gevechmete Heimrih Brigg bie Logarithmen ber Prim-
aablen von 1 Bis 20000, und von 90000 bi8 100000 mit 14 Decimalftellen, nubd fpater

ndrian Blacq bdie nodh fehlenben ber Primzalhlen voxn 20000 bis 90000,

2. Bequemer und FHivger fann man ben Briggifchen Logavithmus einer
Bahl N mittelit ver Niherungswerthe eines Kettenbruched beftimmen. Man fepe
log N = x, alfo N = 10%, und fuche die grifite gange Sahl, welche in x ent-

falten ijt; diefe fei q, alffo 109 < N << 100+, fetit man x = q - ;1, foo
1 g
x, > 1, fo wito N = 10+ = 101.105;, folglich 5. = 10% und (15) " =10,
ober venn % =N, gefeit wird, N, ® =10. Man juche nmun bie grdfte in
x, enthaltene gange Bahl; diefe fei q,, alffo N,o <10 << N, a+; feft man
1
X = q, + xl, wo x, > 1, fo wirb 10 = Nl‘i'*',{ = N;%,. N 5ire Jomit
1 ¢

ﬁqu(;=N.; und (Nl%)x': N,, ober ment ﬁ],% = N gefet wird, No©:=N,.
3t ferner Nyt << N, << N, e+ und fefst man x,=d, + xlg, fo wird auf gleiche
LWeife \

(Nljt;-: )xn =N =N,

erhalten, woraus wieber fiiv x, = q, + ;—, (Nif])x =N,* =N, u {. . folgt.
] 303
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Hiernady ijt

1 1 1
logNZQ+;=Q+E+£_=Q+E+%+l
2 92 xs
1
zq-l'qz_}w_[_ 1 P i
92 ‘}'a_‘a;‘_

wovaus fidh die Nahevungsbriiche fiiv log N Jf;er[eiten laffen.
3it nady biefer Wethode 3. B. ber Logavithimus von 13 zu befitmmen,
fo fat man folgende Jechnung:

N =13, 101 << 13 << 102, g =
Ny 2l & fug, o0uni? 1ifegeiding wiagh, q =8;

Ny=pg=1'22580,  1:225891 < 1'3 < 2:225807,  q,=1;
13 =4 . .
Ny = yrggesy = 1'06045, 1:06045? < 1-22589 < 106045, q, = 3;

L= — 102823, 1-02823% < 106045 < 1-02828%, q, = 2;
N, = L0004 100303, 1003039 < 1-02828 < 1-00203'°,q, = 9;
=10 = 100159, 1:00159! < 100308 < 1-001592, q, = 1;
. f.ow

Man Hat alfo log 18 = 1 4 é i

=

=

X
Sile 9+ % b
und bafer fiiv ven gejuchten Logarithmus bie Niherungswerthe
9 10 39 88 831 919
r B¢ GV JB5h FgrlivigtazEre

Setst man log 13 =2%2——- 1:113939.., fo ift ter Fehler fleiner als
1 1

@5 = gaogas — 0-000001. ., fomit ift ber Logavithmus von 13 auf 5 Decis

malftellen genan 1:11394, wie wir benfelben aud) oben nach der erften
Peethode gefunben Haben. k

Bufa. Nody fitezere Methoven jur Bevedhnung ver Logavithmen lehrt
bie hihere Analpiis.

§. 218. Da im Briggifdhen Shiteme mit Ausnahme der befadifhen Gin-
heiten alfe iibrigen vationalen Bahlen irvationale Logarithmen Haben, welde
anniherungéweife dburd) Decimalbriiche davgeftellt wevden, o befteht ein Brig-
gifcher Logavithmusd im allgemeinen aug Gamgen mit angehingten Decimal-
piffer. Man nennt die im Logavithmus enthaltenen Gangen bie Rennziffer
ober Chavafteriftif bes Logavithmus, die angehingten Decimalen die W an-
tiffe bedfelben.

Fitv Bahlen, welche Fleiner als 1 find, ift der Logavithmus, alfo veffen
Rennziffer und Mantiffe, negativ. Negative Mantiffen pflegt man fibrigens
in ber Rechnung su befeitigen; man fithvt ftatt devfelben pofitive Mantiffen mit
einer negativen Chavafterijtit ein, indem man den negativen Logavithmus von
einer 3afl fubtvalhievt, die um 1 gvdfev ift al8 bie Chavafteriftif, wodurch
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eine pofitive Wantiffe sum Borjdpein fommt, und dann diefe wm 1 grdfeve
Rafl als negative Ehavatteriftit hinter die Wantifje febt. 3. B.
— 2:245679 = 3 — 2-345679 — 3
: = 0°654321 — 3.

§. 219. 1. Die Rennjiffer dbes Briggifden Logavithmusg einex
pefadifden Baphl ift gleich dex Ovdnungszahl ver hochjten Jiffer
piefer Zahl.

G8 fei die hochite Biffer in ber Bahl a vom nten NRange, fo it

a > 10" unb a << 10+,
baler
loga = nund loga<<n- 1,

@8 ijt alfo log a = n |- einem pofitivent echten Bruche, und da diefer bie
Mantiffe des Logavithmus darftellt, fo ift n die Kenuiffer diefes Logavithmus.

Solgefise. a) Die Kenngiffer des Logavithmus einer Bahl weldhe Gange
enthlt, ift pofitit und um 1 fleiner al8 die Anzahl ber Stellen, welche bie
Gangen einnelmen.

b) Die Kennziffer des Logarithmus eines edhten Decimalbruches ijt ne:
gatio und gleidh dev Angahl alier Nullen, weldhe ben geltenden Decimalsifs
fern vovangehen.

2, Wenn man ivgendeine Zahlmit einer Poteng von 10 mul-
tiplicievt ober dpurch etne Potens von 10 vividiert, fo wird dba:
purd) in ihrem Briggifden Logarvithmus nur die Kennziffer ge-
dnpevt, wiahrend die WMantiffe diefelbe bleibt.

68 ijt

log (a.10°) = log a + log 10" == log a 4 n,
log 1—‘[;; = log a — log 10® =log a — n.

G8 wird alfo ber Logavithmus von a im evjlen Falle um bdie gange
Bahl n vermehrt, im jweiten vevmindert, d. f. er erDilt eine anveve Kenn-
stifer, wihrend die Wrantiffe ungednbert bleibt,

&8 ift 3. B. log 7124 = 3-852724; baler ift :

log 712400 = log 7124 4 log 100 = 3852724 + 2
= 5-852724;
log 7124 = log 7124 — log 100 = 3:852724 — 2

Salgefol. Die Mantiffe cines Logavithmud hingt blog von bev Fif-

fernfolge ber Bahl ofhune Ridjidht anf deven Nang ab.

Fogavithmentafel.

8. 220. Man findet die Logavithmen alfer Sahlen vou 1 Hig 10000 ober
port 1 hig 100000, und jwav evftere auf 5 ober 6, festere anuf 7 Decimalen
bevechuet, in Defonbeven Tafeln, weldhe Logarvithmentafeln heifen, zu=
fammengeftel(t *). Diefe enthalten nuv die Mantiffen ber Logavithmen, 1weil
pie Rennziffer in jedem Falle nach §. 219, 1 beftimmt werden fann,

Sn den folgenden Aufgaben werden wiv Tafeln vovausfepen, in benen
bie Logavithuien vievsiffviger Bahlen mit fechsftelligen Dantiffen enthalten find.

#) Eine angfithrliche BVelehruny iber die Eluvidhtung wnd den Gebrand) jolder Tafeln
fiubet man i ber Ginfeitung 31 den von miv hevausgegebenen: Logavithmifd-trigonos
metvijden Tajeln. Wien, bei Gevold,
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§ 221 Aufgabe. B einer gegebenen Jahl den Briggifdhen
Logarithmus 3u finden.

Man fude in ben Tafeln zu dev Biffernfolge ber Bahl die
Mantiffe und nehme als Kennjziffer die Ordbnungszahl ver Hidh-
ften Biffer ber gegebenen Zahl

Bei ber Beftimmung der WMantiffe fnnen dret Falle vorfommen:

a) 3ft bie gegebene Bahl vieviifivig, fo ift die Mantiffe unmittelbar in
penr Tafeln u finden.

b) Dat die gegebene Bahl weniger Biffern, fo denft man fih fo viele
Nullen Hingugefetst, daf man eine vievgifjvige Sabl erhilt. LWenn 3. B. der Lo-
garithmug von 382 3 jucdhen twive, fo nimmt man die Mantifie von 3820.

c) Bejteht bie Jahl, veven Logavithmus gefucht wird, aus mehr alg bier
Biffern, {o fdhlagt man tn den Tafeln suerft vie Mantifje fitv die viev Hidhften
Bablen nacy, fucht dbie Covvectur filv die folgenven Biffern und abdbiert diefe
su der frither gefunbenen Miantiffe. Die Corvectur aber wird aus bder Diffeveny
swifchen ber Miantiffe, weldpe den DHichjten Biffevn entfpricht, und zwifdhen
per nidyjtfolgenven WMantiffe gefunden, indem man jene weiteven IBiffern als
Decimalen betrachtet und diefen Decimalbruch) mit der Mantiffendiffeveny mulz
tipliciert; bie im Producte erhaltenen Gangen find bie Corvectur, welde gur
Mantiffe der hochiten Biffern adbdiert werden muf. Die Wantiffendiffereny ift
meiftens in den Tafeln felbjt fdhon angegeben, fonft muf fie exft beftimmt
werben. €8 fet 3. B. ber Logavithmus von 23456-T8 zu fudjen; man findet
3t ber ZBabhl 2345 bie Mantifje 0370143 und die Diffeveny 185; nun ift
0678 X 185 = 125°43; alfo hat man

antiffe m 2345 . . . . .. 0-370143
Corvrvectur wegen ber Biffern 678 125

jomit Mantiffe su 23456-78 . . 0-370268.

Die Kennjiffer ijt 4, weil die hiddhite Stelle Behntaufende bebeutet und

ihr baber bie Orbnungszahl 4 entfpricht; alfo ift
log 2345678 = 4370268,

Sn cinigen, befonders in grdfeven Logarithmentafeln find unter der Mantiffenbdiffeveny
fogleid) audy bie 22, 3+, 4=, .. Sfachen Probucte dexfelben ald Proportionaltheile, welde
man g der Mantiffe der hiditen Biffern wegen der jpitevn Biffern als Sorvectur addieven
muf, angegeber.

§. 222. Aunfgabe. Bu einem gegebenen Briggijden Logarith:
mud bie entfprechende Jah!l zu findben.

Man fudhe in den Tafeln bdbie zu ber Mantiffe gehsvende
Biffernfolge und gebe ber hHodyften diefer Ziffern bdben Rang,
weldpen die Kennziffer als Ordnungszahl augdbriidt.

Bei ber Vejtimmung der Biffernfolge onnen et Fdlle vorfommen:

a) Jindet fich vie gegebente Mantifje in den Tafeln genau vor, fo ent-
nimmt man denfelben unmittelbar audy bdie jener Wantiffe entfprechende
Biffernfolge.

b) Rommt jedoch, twie -e8 meiftens gejchicht, bie gegebene Mantiffe in
pen Tafeln nidt genau bvor, fo nimmt man die ndchit feinere Mantiffe,
fchreibt die gu thr gehovige Biffevnfolge al8 die hivhjten Biffern ter gejuchten
Bahl Heraus und fubtrahievt die fleineve Mantiffe vou der gegebenen; aus bem
Jejte werben dann bie folgenden iffern ber gefuchten Bahl bejtimmt, indem
man penfelben purdh bie Differeny der Tafelmantifjen dividievt; bdie im Quos
fignten enthaltenen Decimalen find die lepten Bifjern bev gefuchten Sapl,
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3. B. gegebenter Logarvithmus 0578124
nichit fleineve Mantiffe ...066. . Biffernfolge 3785

58, : 1,12 (Zafelbiff.) = 0504 -
5

Die gange Biffernfolge ift alfo 3785504, unbd jwav bebeutet die Hichite

Biffer 3 Giner, weil die Kemmpiffer O ift; fomit
0-578124 = log 3 785504.

§ 223. Rednungfoperationen mit den Briggijdhen Lo-
gavithmen.

3n Begiehung auf die Rechnungsopevationen mit Logavithmen find im
allgemetnen bdiefelben Regeln ju beobachten, wie filr defadifdye Sahlen iiber-
haupt; nur hat man dabei nod) Folgenbes zu beviidfichtigen:

1. Wenn man beim Addieren der Logavithmen jivei Kenmjiffern,
eine pofitive und eine negative, erhdalt, fo werben biefe in eine einjige ju-
fammengezogen. 3. B.

3-105892
2:568125
0-213407 — 2
0-081057 — 4

5+968481 — 6 = 0°968481 — 1.

2. Wenn beim ©Subtrahierven ber Minuend fleiner ijt al8 ber
©ubtrabend, fo abbieve man, um im Refte eine negative Wantifje 3u ver-
meiben, gu vem Winuend fo viele pofitive Einfeiten, baf er grofer wird ald
ber ©ubtrahend, und fee bann aud) als Kenmjiffer des Reftes eben jo viele
negative Ginbeiten. 3. B.

REY. 4y
1-450 256
20 TRl

0-871 336 — 5.

3. Wenn ein Logarithmus mit negativer Renngiffer mit einer Bahl mul-
tiplicievt wivd, fo mufp im Prodbucte bie neue negative Kenmziffer mit ber
etiva erfaltenen pofitiven ufommengeogen werben. 3. B.

(0-531147 — 2) X b = 2-655735 — 1
= 0655735 — 8.

4. 3ft ein Logarithmus mit negativer Kennziffer dbuvch eine Bahl zu bi-
vibieven, fo muft die negative Renmiffer, wenn fie duvch diefe Safhl nicht
theilbar ijt, um fo viele Ginfeiten vergrifert werben, daf fie davurch theilbar
wirb; eben jo biele Ginfeiten milffen aber dann aud) al8 Gange gu der po-
fitiven Mantifie gejetst werden, Dadurdh) wird eine gebrochene Kennziffer ver-
wieben. 3. B

(0-415091 — 7) : 5 = (3-415091 — 10) : 5
' = 0-683018 — 2.

§. 224. Anwendung der Briggijden Logavithmen

Durd) de allgemeinen Siige, vie in §. 214 entwidelt wiurden, ijt man
im Stanve, die Multiplication in eine Apdition, bdie Divifion in eine Sub-
traction, bas Potengieven in eine Multiplication und dag Radicieren in ein
Divifion gu verwandeln, - |
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Rommen unter ven gegebenen Sahlen negative vor, fo betradytet man fie
einftveilen al8 abfolute Baflen, fiihrt damit bie Rechnung durd) und bejtimmt
bas BVovgeidhen nachtraglich in vem gefunvenen Rejultate,

1. Wultiplication dev Jahlen mit Hilfe der Yogarithmen.

MNean beftimme dad Product aug 1:0954, 0915667, — 3 1571 und
1-00782. @8 ijt

log 10954 = 0-039 573

log 091567 = 0- 961 739 — 1

log 31571 = 0-499 289 ()

log 1:00782 = (0003 383
log beg Producted = 0-503 984 = log 3- 191419,
aljo

! 1:0954 < 0-91567 X — 3-1571 X 1-:00782 = — 3-191419.

2. Divifion der 3ahlen mit Hilfe der Logavithmen.

1) @8 joll ber Quotient 528 : 737 ober 225 beftimmt werden.

+1 -1
log 528 = 2722 634
__log 787 = 2-867 467
log $28 — 0-855 167 — 1 = log 0716 418,

olglich 3% — 0-716 418.

2) Mian bejtimme den Werth ves Bruches x — %.
Gs ijt

log x = log 3'4166 - log 4023 — (log 1-2378 + log 5-87091)

log 3-4156 = 0°533 467

log 4°023 = 0604 550

log 1:2378 = 0-092 651

log 5-87091 = 0-768 705
log x = 0+276 661 = log 1-890 869,
aljo x = 1-890 869.

3. Potengievung einer Jahl mit Hilfe der Logavithmen,
1) €8 foll die 20fte Poteny von 1-025 gejucht werben.

Man Hat
log 1:025 = 0:010724 ., ,,

log (1:025)%° = 0:214480 = log 163862,
alfo (1'(125)90 = 1'63862.
2) Man beftimme (%,273)1 i

log 329 =2'517196

log 67T=1:826075
0691121 X 1-065

56,01

691121

414617

3456
39014065 I s
log (,6:7,) = 0736 044 = log 5445575,

jomit (%2;)1'065 = 5445576,
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4, Rabicievung einer Bahl mit Hilfe der Logarithmen.
1) Man verlangt die Ste Wurzel aus 10.
log 10 = 1-000000 .
B SN S
log]/lO: 0200000 = ]og 1 '58489,
afjo 1/ 10 = 1-58489.
9
2) 68 foll tev Werth von l/%’E beftimmt werben,
218
Gefst man diefen Werth = x, feo ijt
log x =} [2 log 1052 4 } log 23 — (log2 4 } log 18)]
log 1-052 = 0-022016

2 log 1-052 — 0- 044032
log 23 = 1-361728

+ log 23 = 0680864

(- 724896

log 2 — (- 301030
log 18 = 1255273

1 log 18 — 0- 418424

" 0-005442

e 0
log x = 0-000605 = log 1+001394,
alfo x = 1001394,

Sichenter Abjdynitt,

fehre vou dew Gleidyungen.

§. 225. Die Gleichitellung zweier Ausvriide, welde gleichen Wertl

haben, with eine Gleichung genaunt. 3. B.
x—=%(x+ 22=x244x 14, x? —8=23x

Die Grifen, weldye einanver gleichgeftellt wevben, heifen Theile der
Gleichung und finnen eingeln wieder aus mefreven Gliebern beftehen. In
per Gleichung x* — 8 = 2x {jt x* — 8 bder erfte, 2x ber weite Theil; der
evfte Theil befteht aus zwei Gliedern x* und — 8.

Wean untericheivet ibentifche und Bejtimmungsgleidhungen.

Gleidhungen, tweldhe fiir jedben Werth der davin vorfommenden nod
unbeftimmten Gvifen vidtig find, heifen iventifde Gleidhungen. 3. B.
bie Gleichung (x + 2)2 = x® |- 4x 4 4 hat ifre Richtigheit, man mag
fitr < wad immer fitv einen Werth feien. Jebe Fovmel fiiv eine avithmetifche
Operation bilvet eine iventijdhe Gleichung.

®leichungen, welche nicht fiiv alle, fondern nux fiv beftimmte Werthe
ber bavin vorfommenden Unbefanuten vidhtig find, heifen Veftimmungs-
gleigungen. 3. 8. vie Oleichung x* — 8 = 2x ift mrv vidtig, wenn x
ginen bev gwei Werthe 4 ober — 2 fat,
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Die Werthe der Unbefannten, welde einer Gleichung geniigen, . i. die-
jelbe 3u einer identijchen madpent, nennt man Wurzeln diejer Gleichung. Die
Gleidung x* — 8 = 2x fat zwei Wurgeln, 4 und — 2,

Die Wurgeln einer Gleichung beftimmen, heift vie Gleidhung anfléjen.

Drduen der Gleidyungen.

§. 226. Gine Gleichung ordnen fheifit diefelbe fo umformen, daf die
Unbefannte in feinem Glicde ald Nemner ober als RNadicand exfdheint, vbaf alle
Glieber, weldye de Unbefannte enthalten, in vem evjten Theile der Gleichung
nach den fallenden Potenzen bdiefer Unbefannten auf etnanber folgen, daf endlich
bie hischite Poteny der Unbefannten pofitiv ift uud den Coefficienten 1 Hat,
3. 8. x* 4 ax = b ift eine geovdbnete Gleichung.

Wird eine geovbuete Gleihung fo dbargejtellt, baf der zweite Theil der-
felben Null ift, fo Deift die Gleichung auf Null redbucievt; 3 B.
x? +ax—b =0,

Dag Orbuen der Gleichungen bevuht auj dem Grundfatse:

Wenn man mit gleichen Grofen gleiche BVevdnberungen vor-
nimmt, fo erhilt man wieber gleide Grifen.

Diefer Grundfafy (Gt fidh duvd) folgende Sige ndbher ausdbriicten:

1. Gine Oleidhung bleibt vidhtig, wenn man 3u beidben
Zheilen bevjelben eine und diefelbe Zahl addievt, oder von bei-
ben Theilen diefelbe Bahl fubtrabhievt,

Jad) diefem Sape fann man jebe8 Glied bdes einen Theiles mit dem
entgegengejepten LVovzeidhen in den andevn Theil bringen (trangpenieven), ing-
Dejondeve aud) jebe geordnete Gleichung auf Null veducieven.

3 B ad x® =q—px folgtx2+px=q,

p X a=h IS ES A
XS e Tesmsens b e Damfo s —0),

2. Gine Gleichung bleibt vidhtig, wenn man beide Theile
pevjelben mit perfelben Bahl multiplicievt.

Mit Hilfe diefed Satsed fann man jede Gleichung von Briichen Gefreien,
ingbefonbeve auch bie Hochite Poteny ber Unbefannten, wenn fie negativ ijt,
puvd) die Wnltiplication beiber Theile mit — 1 pofitiv davjtellen.

3. B. aud E-b:c folgt x —ab = ac,

x ¢
o u——b:;{ X —abx—no,
w — X4 3x=—>5 folgt x3—3x = 5.

3. Gine Gleichung bleibt vidytig, wenn man beide Theile
perjelben puvc) diefelbe Bahl dividiert.

Hietnad) famr man eine Gleichung, veven beive Theile cinen gemein-
{chaftlichen Factor haben, durdh diefen abfitvzen, insbefondeve aud) die hichite
Poteny bev Unbefamuten, wemn fie einen von 1 vevjchicbenen Coefficienten hat,
von diefem Defreien,

B B oaug 2x* —8x =14 folgt x* —4x =2,

7

(R e T n X =g,

Moenit, Avithmetit und Algebra, 11, Aufl, )
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4. Gine ®leichung bleibt vichtig, weun man beidbe Theile
berfelben mit devjelben Bahl potengievt.

Mit Hilfe diefes Sates fann man eine Gleichung, in welder die Un-
Befannte unter vem Wurgelzeichen fteht, von dev Wurgel befreien (vational
machen) ; babei muf die Wurzel, weldhe man wegjchaffen will, alfein in den
einen Lheil gebradyt werden.

B. 8. aus Y x — b? =2 folgt x — b? = a?

5, Gine ®leichung bleibt vidhtig, weun man beidbe Theile
berfelben duvch diejelbe Balhl vadiciert.

By D ang xF = 102 felgt a =110

a)? i"ald G o
" (X+2) _I—}—b ] X+é""’l/;—l—b.

6. Gine Gleidyung bHleibt vidptig, wenn man von beiden
Theilen ben Logavithmus in Bezug auf diefelbe Bafid nimmt.
Dadburch fann man eine Gleichung von Exponentialgrifen befreien.

3. B. aus a* = b folgt x loga = logh.

§. 227. Aufgabe. Gine gegebene Gleichung ju ovbnen.

us ven vorhevgehenven Sipen evgibt fich fitv bas Ovdnen einer Glei-
dung folgenved Vevfahren:

1. Wenn die Gleicdhung Driiche enthilt, fo werdben diefe weggefchafjt, in-
pem man beibe Theile dev Gleichung mit vem Feinften gemeinjchaftlichen Viel-
fachen aller Nenwer multiplicievt.

2. Qommt die Unbefannte unter dem Wivgeleichen bor, fo wird bdie
Gleihung durch entjprechende Potengierung beiver Theile von jener Wuvgel-
guibfe befreit.

3. Qommen in der Gleichung duvd) Klanmern verbundene Ausddriicde vor,
jo werben die Rlammern bure) wiveliche Ausfiifrung der angezeigten Opera-
tionen aufgeldit. ;

4. Alle unbefaunten Glieder werden in ben evften Theil gebracht, vebu-
cievt, und nach falfenden Potengen geovonet; die befannten Glicder dagegen
werben in ben jweiten Theil iibertvagen und ebenfalld veduciet,

5. Man dividiert beive Theile dev Gleichung durch den Coefficienten bev
bischiten Poteny ver Unbefannten.

Brifpiele. 1) 6(x—2) —2@x + 1) =14 —4 (2x + 3)

6bx —12 — 6x— 2 =14 — 8x — 12
6x--6x 8x=14—12 412 + 2
Bx—=ilb
=
12 —3x

2B e — 8

x"’~—12.+ S
XY 8x ~8x'= 12

x?—bx = 12,
3) 2x—) 2x=1
— | 2x=1—2x

2x =1 — 4x + 4x*
2x +-4x — 4x*= 1
--—4X2-'["- 6x = 1
3x 1

X2.__-74 —_——— -

2 4
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Eintheilung der Deflimmungsgleidyungen.

§ 228. 1. Gine ®leichung, in welcher alle befannten Grifen Hefonvere
Bablen finb, Deift eine numerijdhe Gleichung, zum Mnterfchiede von einer
Litevalen, weldhe aufer ben Unbefannten auch allgemeine Sahlen (Budyijta-
Den) enthalt.

2. Nach der Zahl dev in einer Gleichung vovfommenden Unbefannten
unterfcheivet man Gleichungen mit einer ober mehreven Wnbefannten.

3. Nach vem Hodften Potenzerponenten ber Unbefamuten, wunp
wenn mefreve unbefannte Sahlen vovfommen, nady der Hodhjten Summe der
Potengerponenten der Unbelannten eines Gliepes in der geordueten Glei-
chung  theilt man bdie Gleichungen in Gleichungen des erften, zweiten,
britten, ... Grabes ein. o find

5 hiie=0 : i ; s
)i i;y.—:?)z—S} Gleichungen bes 1. Grabes {Ttt?l, lluﬁcf:amfm

A2 — Hx — 10 i 9} Gleichungen bes 2. Graves mit 5 Unbefannten.

X TR " "

o L 2 [ i

g;’{gy_?:;}(;; i};_zl-}«;} Gleidhungen tes 3. Grades {lmt é Unbefannten.
Die Gleichungen des zweiten Graded werden auch quadratifdye, jene

be§ pritten Grades cubijdye genannt.

4. Gleichungen bed 3iveiten ober eined Hoheven Grades heifen vein, wenn
jie mur eine Poteny ver Unbefanuten enthalten, und unvein ober gemifdt,
wenn in denjelben verjchiedene Potemgen dev Unbetannten vorfommen.

F p SIERY it { ; .

3 . §3 =i0 0} find veine,

T phei]
:;3 A g:z——— g_: 0} unveine Gleichungen.

5. Die Gleichungen untevicheivet man ferner in beftimmte, weldhe eine
befchriintte, fchon vor der Aufldjung genau bejtimmbave Anzahl von Wurgeln
haben, und in unbeftimmte, benen unendlich viele Wurgeln geniigen, wenn
nidht die Anzabhl devjelben durh bejondbere Bebingungen befdhrintt wivd.

3. . vie Gleichung 3x = 5 hat die eingige Wurgel 3; ver Gleichung
3x 4+ 2y = 5 dagegen fomnen unendlid) viele Werthe von x und y geniigen;
die evjtere Gleichung ift balher bejtimmt, bie lefstere unbejtimmt.

6. Die Oleichungen theilt man endlich in algebraijde und Crpo-
nentialgleidyungen ein; in den cyfteven fommt bdie Unbefannte nur al8
Grundzahl einer Potens, in den legteren al8 Crponent vor.

L Bejtimmte Gleidungen des erjten Grades.
1. @leidhungen des erften Grades mit einer Unbefannten.

§ 229. Gine Gleidhung des erjten Grabes mit ciner Unbe-
fannten ijt aufgeldjt, fobald man fie nach Vorjdhrift bes §. 227 ge-
orbnet hat. : :

Da bdie allgemeine Form einer folhen Gleichung

ax =
ift, fo hat man :
x= _.

g%
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Eine Gleidhung bes eviten Graves mit einter Unbefannten hat immer nut
eine Wurgel, unbd ift daher eine beftimmte Gleichung.

Breifpicle.

1) ax+b zix)'lirlﬁ‘; 9t _ati=72y
ax:a‘x :ba ..—_.b, 29— 2ax - hx —h
& a)x_—b-.,_}, 3 bx—2ax=b —2a

by i A (bm2a)x=i) —2a
R

2. Bejtimmte Gleidhungen dbes erften Grabes mit mehreven
Unbefannten.

§. 230. Gine @)Ieid;uﬁg mit gwei Mnbefannten ift unbeftimmt; e gibt
namlich unendlich viele Werthe, welche, fiir die beiden Unbefannten jubijtituiert,
ber Oleidhung Geniige leiften. Hat man 3. B. bie Gleidung 2x - 5y =19,

fo folgt Davaus x = 9—55 Sedem Werthe, der in ber Anfldfung fiiv y ge-

3

fest wird, entjpricht auch ein andever Werth filv x; bda mun fiix y unendlich
viele verjchiedene Werthe angenommen werden fiunen, fo ijt aud) x unendlicy
vieler Werthe fihig; die Aufldfung ift vemmac) vdllig unbejtimmt. Sind da-
gegen awei jufammengehivige Gleichungen mit wei Unbefaunten gegeben, fo
laffen jich im Allgemeinen die Werthe der Unbefannten, weldye beiven Gleichungen
Geniige leiften, beftimmt angeben, inbem man aus beiden Gleichungen dbuvch
Wegichaffung je einer Unbefannten cine Gleichung mit mr einer Unbefannten
bilbet b biefe aufldft.

Aus tei ober mehreven jujammengehorvigen Gleichungen eine Unbefannte
wegfdhaffen, Heift diefe Unbefannte eliminieven.

§. 231. Gs f{ind vovyiiglihy drei Climinations - Methodben im
®ebroudpe.

1. Die Compavations-Wethode. Wan beftimmt den Werth dev-
felben Unbefannten aus Deiven Gleichungen, feyt diefe Werthe einander gleid)
unb [8jt die dadburdy evhaltene Gleichung, welde mur bdie andeve Unbefannte
enthalt, auf.

Sind allgemein die Gleichungen

ax+by=p¢
ax 4 by =¢
aegeben, fo erhilt man aus denfelben
c—ax . _c—=hy
Ye—ueg S e
¢! —ala el bfy
Y= "% B e
baher, weil y und x in beiven Gleichungen diefelben Werthe haben follen,
e—ax _ c'—a'x e—by ¢ —Dby
LI TR AT Ales B A
b‘e — ab'x = be’ — a'bx, a‘c — a’by =ac’ — ab’y,
(a’b—ab)x =be’ — a’c, (ab’'—a’b)y =ae’— b'c,
__be!'—Db'c __ac’—a'e
= e b Y = av—an

b'e—be',
= gbh'—a'h?
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2. Die Subftitutions-Methobe. Man fudit den Werth einer Un-
Gefannten aus einer Gleichung und jubjtituiert denfelben in der andern Gleichung;
babuvd) evhalt man eine Gleichung mit muv einer Unbefannten, weldhe dann
aufgeldft wivd.

Seien wieber die Gleidhungen

ax+by=c¢,
a’x + b'y = ¢
gegeben.  Aus pev exften Gleichung evhilt man

C—ax

Y=g
Subjtituiert man diefen Werth in dev zweiten Gleichung, fo Hat man
a’x 4 b, c_b“f =,

fyoraus
__ble—Dhe
X = ab—ah
folgt. Auf dhuliche Weife findet man
% ac' —ale
Y= ab’—a’b’

3. Die Methode der gleichen Coefficienten. Man verfdafft in
Deiden Gleichungen dev ju eliminieveuven Unbefanuten dburd) Multiplication aller
&lieder mit einem geeigneten Factov gleiche Coefficienten, und abdiert ober
jubtvafievt bie neuen Gleidyngen, je nachvent dieje Coefficienten ungleiche ober
gleidhe Bovjeichen Haben; bdie vadurd) evhaltene Gleichung mit einev Unbes
fannten wird dann aufgelsit.

©8 feien wieder die obigen Gleichungen

ax+by=c¢,
a’x -+ b'y = ¢’

Wi au diefen Gleichungen y zu eliminieven, multiplicievt man bie evite

Gleichung mit b?, die sweite mit b, wodurc) man exhilt
abx 4 bb'y=Dble
abx+ bb'y=bc’

Subtvahievt man diefe beiven Gleichungen, o ift

ab’x —a’bx = blc — be!,

J ble —be!
woraisd N == m i
folgt. Wird eben fo aus bden gegebenen Gleichungen x eliminiert, fo exhilt man

ac’ —a'e
Y= o —an
Bufdahe. 1. Gewdhnlid) BGeftimmt man uur den Werth der einen Unbe-
Yaunten nach einer ber augefiifrten bdrei Methoden und fubftituiert damn den
gefunpenen Werth in einer ber gegebenen Gleichungen, woraus fid) vev Werth
fitv bie jtweite Unbefannte ergibt. ' i
2, Qommen in den gegebenen Gleidhungen nur bie veciprofen Werthe ber
Unbefannten vor, fo ijt e8 am einfachiten, diefe veciprofen Werthe felbjt als bie
eigentfichen Unbefannten angufehen uud aud ifuen nachtviglich die urfpriing-
lichen Unbefannten zu bevechnen. 3. B,

-+ = =13.
— 2= 4

i | w

WOt
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@etst man }l{:x’ unb ;7: y’, fo hat man
2x’ + 3y’ =13,
5x!— 2y’ = 4,
und findet davaus x/ = 2, y'= 3, wovaud dan x = 4, y = 5 folgt.
Brifpicle.
1) 3x +4y=24
b -8y —11
Die erfte Gleichung gibt x = L1
1
2, i
, wovaud y = 3 folgt.

} nach dev Comparationdmethobe anfzuldfen.

» 3weite 0 i
4 -4y 1143y
e T

bafer <
Subitituiert man biefen Werth von y in bem Ausdbrude
24 — 4y 24 —4.8
8 R 4
Dafi die Werthe x = 4 udb y = 3 den gegebenten Gleichungen e-
nitge leiften, evgibt fic) fogleich, wenn man biefe Werthe in ben Gleidhungen

jubftituivt; man bat
3.4 44.3=24,
5.4 — 3.3 =11
2) 6x — 13y =48 ; it 1
) 2;? 5 3;7 S 16} nady per Subjtitutionsmethode anfzulbien.
Aus ber evften Gleichung folgt x :M; wivd biefer Werth in
8 G
ber pweiten Gleichung fubftituiert, fo hat man
9. By 1 5y — 16, wovans y =0 felgt.
Subitituiert man diefen Werth von y in dem Ausvrude

, o exhdlt man x =

X ==

T — ‘lih'—;lg—y, fo finbet man x = w w2
3) 4x + 19y = 11} nad) dev Methodbe der gleichen Coefficienten
6x — Sy = — 17} aujsuldjen.

Um bei x gleiche Coefficienten fevbeizufithren, multiplicievt man die erfte
®leicdhung mit 3, die pweite mit 2; man bLefonumt

igi __t !138§ _;_: biey 5’1} fubtrabhiert,
o ot £
Oy s B, Riforapie=d.
Wird diefer Werth von y in ber evjten Gleichung fubftituievt, jo evhilt
man 4x - 19.1 = 11, wovaus x = — 2 folgt.
4) x—}-—y:s,x—y:d.

Durch Adbition und Subtvaction bdiefer Gleichungen evhalt man
2x=s8-+4+4d, 2y=s8—14d,

s - d § —d
X=p = =

baher
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§. 232, Die in §& 231 aud den alfgenteinen Gleichungen

ax 4 by ='¢,
a’x + by=¢e
erhaltenent Wevthe
ble — be! itiael —ale

E=av—ar Y Tab—ab
faffen exfehen, bafi e Fille gibt, in denen die gegebenen givei Gleichungen jur
Bejtintmmung der in denfelben vovfommenbden givei Unbefannten nidht geeignet find.

1. Die Werthe vort x und y find voliy unbejtimmt, wemn ab’ = a’'b
b b'e = be’, alfp a:a’ = b:b’ und b:b! = c: ¢’ ift, woraus auch
ara’= c:c’ ober ac’ = a’e folgt, weil dann fowehl x = §, ald and)
y = & wird. Diefer Fall tritt immer ein, wenn die eine Gleichung vou der
anbern abhangig ift. Denn fest man a:a’=>b:b' =c:c¢' =m, alfo
a=am b =Db'm, ¢=c'm, fo nehumen bdie gegebenen Gleicdhungen fol:
gende Fovm an:

a‘mx 4 b‘my = ¢'m,
a'x + bfy — C'l,
woraus Hervorgeht, dbaf die evite Gleichung dbuvch blofe Wmfornung, ndamlich
ourd) Multiplication mit m, aud ber yweiten herborgegangen, folglich vor piefer
abhingiq ift.

2. Die wvei Gleichungen laffen ferner feine endliche Auflsiung zu, wenn
in ben obigen Ausbriiden fiir x und y der Nemer = 0, bie Bdhler aber von O
perfdyieden find, wemt alfo a b‘=a'b, ober a:a’ = b:b’, bagegen b’c und
b ¢!, ud ebenfo ac’ unb a’c ungleich find, weil dbann x = 0o mb y = oo
wivd, Diefer Fall tvitt immer ein, wenn bdie zwei gegebenen Gleidjungen ein-
anber widevjtreiten. Denn fefit fan a:a’=">b: b’ =m, alfo a = a’m,
b = b‘m, fo nefmen bdie gegebenen Gleichungen folgende Fovm an:

a‘mx + b'‘my = ¢,
a'x 4+ by =¢, .
woraud ¢ = c¢‘m folgen wiivde, was jeboch einen Widerfpruch .enthalt, iweil
mtad) ber BVovausfesung b’c Z be!, alfo ¢ = F}-}, ober ¢ 2 c'm fein muf.

Aus swei jujammengehivigen GSleichungen mit jwei Unbefaunten fonnen
pemnach die Werthe bdiefer Unbefmmten muv vann Heftimmt gefunben werden,
wenn bie beiben Gleidhungen von einander unabhdingig find und einanbder
nidyt widberftreiten.

§. 233. ur Bejtimmung bon drei oder mehreven Unbefannuten miifjen
eben fo viele vou einander unabhiingige uud jich nicht wiverfiveitende Gleichungen
gegeben fein.

Unt ein Shftem von mehreven jufammengehsrigen Gleichungen mit eben
fo viefen Unbefannten aufjuldfen, wenvet man diefelben Methoden am, weldhe
i § 231 fiiv bie Aufldfung von jwei Gleichungen mit ziwei Unbefaunten an-
geqeben wurben. Man eliminievt ndmlich aus ven gegebenen Gleichungen eine
per Unbefannten, wodurch man eine Unbefannte und ugleich cine Gleichung
weniger erhilt; aus diefen neuen Gleichungen eliminievt man ecive gweite Un-
befannte, und jest diejes Berfalren fort, bis man julet mur eine Gleichung mit
eimer Unbefannten exhilt, aud welder fich ver Werth diefer Unbefannten evgibt.

Der gefundene Werth wivd in einer ber jundd)ft vovhergehenden el
Gfeichungen fubjtituievt und daduvd) ecine sweite Unbefannte Gejtimmt. Die bei-
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pen gefunbenen Werthe fubjtituiert man bann in cinev ter vorhergehenden pret
Gleichungen 1. f. ., und Deftimmt auf diefe Avt nach unb nach vie Werthe
alfer Unbefannten.
Brifpicle.
1) 8x+5y+2z=24
6x — 3y Fins—= 5] nady der Compavationdmethode anfzulifen.
4x 4+ 9y —6z= 4

_ 24— by—21
X = 8 [24——5y-—27:__ 3+3y—=
i 3 + 3y — v S g G 2
x= G , folglich § 5 4 o0 =48 5% i,
4—9y -+ 62 G 3 4 ;
X = '———4‘“*—
Aus ben leften pwei Gleichungen evgibt fich, wenn man fie nad) y anfldjt,
a0 2z|
27 L 60—2z _ 64202
__ 6-420z(r baber BT o 1 —1;5 '

Bl o8

aus weldher legteven Gleicdhung z = 3 folgt,
Gubftituiert man den Werth von z in einem dev fiiv y gefundenen Ans-

2AS)
briide, 3 B. ity =£’—QT“&, fo hat man

18] 60—2.8
ik 27 :2.

Levben endlich die gefunvenen Werthe von y und z in einem bdev fiiv
x aufgeftellten Ausoriide, 3 B. in x = ‘-3—‘*1%3’ — fubftituivt, fo befommt man

x:3+3(.;2-.3 2

Jrobe. 814524 2.8 =24,

6.1 23240 § =g

oy 4.1 +9.2 — 6.3 = 4.
2) 3x+ y+4 z2=18

2x + 3y + 3z
8

5x + 2y + 8z =238
Aus ver exjten Gleidung folgt x = L‘;;f;‘ @ubftituiert man bdiefen

Werth in ter ziveiten und dritten Gleichung, fo exhilt man

2 X E=ITE 4 By + 22 = 28, obex Ty + 4z = 48,

5X BT 4 2y 4 82=38, obr y + 4u =24

Aug ber lepten Gleichung folgt y = 24 — 47 Wird diefer Werth in
ber vorleten @leichung fubjtituiert, fo hat man

T (24 -- 42) - 4z = 48,

wevaud z = 5 folgt.

Subftituiert man pen Werth von z in y — 24 — 4z, fo ift

—24 — 4.5 =1,
Werben endlid) die Werthe vor y und z in dem Audbrucke

_ B=y—u
TPy

eingeftellt, fo evhilt man x = !8_34 38 i)




" ;;{ j;_— gy 2 gz 2 lg nady er Weethode der gleichen Coefficienten
Az g 1 2; ol aufauldfen.
Um aus pen exiten 3iwvei Gleichungen x ju climinieven, multiplicieve man
bie evfte mit 2, bie pweite mit 3; e ijt
gi I 1;% j: ]8; z éi} jubtrafiert
S0 il

— 19y + 16z = — 38.
Un aug ber giweiten und britten Gleichung x su eliminieven, brandht nan
nuy die gweite mit 2 g multiplicieren und die Subtvaction ju vevvichten; man

befonnt
4x + 10y — 4z = 36
dx — y+2z2=14
ot e} A

11y — 6z = 22,
Nun hat man wei Gleidungen, worin nod) die Unbefannten y und z
bovfonmmen. m aud venfelben y ju eliminieren, witd man die evfte Gleichung
mit 11, dbie gweite mit 19 multiplicieven und die neuen Gleichungen adbieven:

man evhlt
— 209y + 176z = -~ 418
209y — 114z = 418
62z-== 110 5 dolfprszi= O
Wird per Werth von z in per Gleidhung 11y — 6z = 22 fubjtituiert,
fo fat man 11y — 22, daler y — 2.
Subftituiert man endlidy die Werthe von y unb =z in einer ber gegebenen
Gleichungen, 3. B. in 3x — 2y + 5z =8, fo exhilt man 3x — 2.2 — 8,
folglich x — 4. s

3. Anwendbung der Gleidhungen zur Anfldjung von Aufgaben.

§. 234. 3n jever Anfgabe, mag fie nuv einen eingelnen bejondeven Fall
betveffen ober gany aflfgemein geftellt fein, werden gewiffe Bebingungen an-
gegeben, bemen bdie ju fucheuven Bahlen geniigen follen. Das Gefchdft der
Algebra bei ber Aufldfung von Aufgaben ift ein dreifaches:

1. Der Anfaf einer odber mehrever jujammengehdviger Gleichungern,
b. i. bdie Uebertvagung der Bedbingungen der Aufgabe aus der gewdhmlichen
Wortfpradpe in bie algebraijde Seicdhenjprache;

2. bie Aufldjung dber gebilbeten Gleichungen;

3. bie Didcujiion ober Deutung bvesd erhaltenen Refultates, b. i
bie Uebertvagung desfelben aus der Jeichenfprache in die Wortfprade.

Site den Anja ber Gleichungen fnnen feine allgemeinen Regeln gegeben
werben; ev ift bag Werf des Schavfjinned und fann mur duvd) vielfiltige Uebung
geldufig gemacht werben. Anfingern fann folgenve Regel al8 einigermafen
leitenbe Vorfdyvift dienen:

Man betrachte bie gegebene Aufgabe vorliufig ald anfgeldft und behanbdle
bie Unbefannte fo, iwie eé die Vedingungen dev Anufgabe evfordern; dadburd
erhilt man fitv eine und diefelbe Grise jwei verjdyieden gefovmte Ausvriice,
welche etnanbder gleichgeftelit die vevlangte Gleichung geben.
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Die Muftdfung ver Gleichungen gefehieht nadh ben bafite geltenden all-
gemeinen JRegeln. - ; :

Das evhaltene RNefultat muff endlich gehivig geveutet wevben, um bie
Anttort in devienigen Sprache ju geben, in weldher bdie Frage geftellt wurbe.
Die Disenffion ift Gefoudvers bamnt von Wichtigleit, wenn bas Refultat ein
alfgemeines ift, oder eine negative Aufldfung enthit.

§. 235. Beifpicle. _

1) Man fuche cine Zahl, deven Hilfte und vrvitter Theil jufammen 25
Detvagen. :

Begeichiet x die gefudpte Zahl, fo ijt ihve Haljte ’; uitd ber britte Theil :,
bafer nach ber Bedingung der Aufgabe

E +- % =20}
woraud x — 30 folgt.
30 , 80

2) A ijt a Jahve, B b Jahre alt; nady wie viel Jahren wivd A dop-
pelt fo alt fein alé B? '

RNadh x Jahren wird A a -+ x, B b - x Jahre alt; man hat baher

a4+ x=2(b + x),

x—a-—2b

werand

olgt. '

it 3it hier a << 2ab, fo ift x —= — (2b — a), alfo negativ. Da eine

negative 3afl Jahre feinen Sinn hat, fo ift in diefem Falle die  Auflofung

per vovgelegten Aufgabe unmiglicy. Wiivde man aber in dev obigen Gleichung

— x ftatt < feten, fo erhielte man -
a—x=2(b—x), ]

unb x=2h — a.

Wenn nman dafer fragen wiivde: Bov wie viel IJabhren war A doppelt
fo alt al8 B? fo gibt bie lepsteve Gleichung dafiiv die Lojung x = 2b — a,
b. b vor 2b — a Jahren.

Die negative Aufldfung ciner Gleichung ves erften Grabes geniigt alfo,
et man fie pofitiv nimmt, einer andern Gfleichung, welde aus ber evten
ourd) Aenvevung der Vovzeiden per Unbefaunten gebilvet wird, und foann'
pie Aufldfung einer Aufgalbe enthalten, in welder die Fragezahl der vovgelegten
ufgabe im entgegengefesten Siune genommen wird.

3) Bwet Kovper K und K” find auf einer geradben Linie in devielben
Ridytung mit ven Gefdhwindigfeiten ¢ und ¢” in gleidhfdvmiger Beweguig
b gehen gleichzeitiq beyitglich duvdh die Puncte A’ wnd A”, von benen A’
um d Lingeneinheiten vitdwdrts von A fiegt. Nach wie viel (T) Heit-
einfeiten wevben beive Khrper jufammentreffen?

K’ fegt in T Beiteinheiten ¢/ T Lingeneinfeiten uviic,

K i Ik aL 7] ol " T§peE R

Da jur Beit ved Rufammentreffens ver vou K’ yuviidgelegte Weg ume d
gifier ift al8 dber won K juviidgelegte, fo ift

g =
pafer
d

¢f—=c""

rF:
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BDiscuflion. a) So lange ¢/ = c*, it T pofitiv und es qibt eine He-
ftimmte Beit, nach welder die Kdrper jufammentreffen. Wenn ¢ = ¢, alfo
¢/ —c¢" =o, fo witd T = oo; bdie beiden Kbrper tvevden nach unendlich
bielen Reitenfeiten, 0. i niemald zufammentreffen, was natiivlich ijt, veil
fie ftetd in gleicher Gutfernung von cinander bleiben; bdie Aufldfung ijt un-
mdglich. 3it fiiv piefen Fall audh d == o, b. h. gehen bie Kbvper gleidhzeitis
purd) denfelben Punct, fo wird T = §; die Anflsfung ijt unbeftimmt, o. i
bie Sovper Haben, dba fie in jedem Augenblicte Leifanmmen find, nidt einen,
fomdern unendlidy viele HBeitpuncte des Bufamuentveffens. Jft endlich

} 1 o :
¢/ << ¢, fo witd T = _Ei"(-,“-' wovausd folgt, baf in biefem Falle bie

Auflsfung dev Aufgabe, fo wie fie geftellt wiurbe, unmdglich ift, twas auch
jchon an fich einlenchtet, inbem fich der hinteve Rfrper K’ langfamer al$ ber
porbere K" bewegt, beibe alfo nicht nuv nie jufammentveffen, foubern fidy
pon einanber inuer ey entfernen. W dibrigend auch dem negativen Werthe
pon ‘T eine Dentung zu geben, bdarf man nur in der gegebenen Aufgabe bie
Srage im entgegengefefsten Sinue ftellen, nimlich: Bov wie viel Jeiteinbeiten
warert die beiven Kdrper jufommengetvoffen? Damn gibt der unegative TWevtl
pon T pofitivy genonunen eine Anfldfung der jo gednderten Aufgabe und dritckt

aus, baf bie jwei Rbvper vor —p—— Jeiteinheiten beifammen waven.

b) Seit man — d fiiv d, 0. i. nimmt man an, daf der Punct A
boriwdrts von A" liege, fo crI)Ei'I_t man T = U,:i,, e ;,d_ =i 8 gelten
bafher hier die unter a) fiir K/, A% ¢ gewounenen Refultate beyiiglich von
K“, A", e", und umgefehrt. \

¢) @ept man endlich — " fivye”, b 1. ninuut man an, daf fid) der
. Rivper K" gegen K/ inentgegengefetster Rihlung bewege, fo wird
e T"—(P"C_‘ Wenn d pojitiv ift, BGepeutet T eine Deftimmte Reit, na d
weldher die fovper jufammentreffen. Fiir'd = o witd audh T = o, d. i
wenn bdie jwei Kbrper gleichjeitig von demfjelben Puncte abgehen, fo find
fie eben jur Beit bes Abganged beifammen. Jjt d negativ, damr iwird

Pr=d v C'iT , twelcher negative Werth, twie unter a), Geveutet, bdaff bie

. - 1 . gt
Deiben Kbrper vov :——‘7 Beiteinbeiten jujommengetroffen waven.

Wird aud bver obigen Grundgleidumg nidyt T, fonbern eine anbeve
aflgenteine Grdge beftimmt, fo erhilt man dadurd) bie Léfung fiiv eine anbeve
pevivandte Anfgabe. Die algebraifdhe Anfléfung einer allgenteinen Anfgabe be-
antwortet daher nicht blof die wnmittelbar geftel(te Aufgabe; fie liefert jugleich
bie Aufdfung fitv eine gange Gruppe von verwandten Aufgaben und jeigt den
immevent Sufammenhang , in weldhenr diefelben unter einanber ftehen. Jusbefon-
pere dienen bie negativen Wevthe bagu, um bdie Befdhranfungen aufzuheben,
welche in eine Aufgabe gelegt wurbden, wnd wm daburd) diefe in threr Allgemein-
feit wvollftinbig ju [Bfen.

4) Man theile die Bahl S8 in zwei Theile, fo daf dev eine Theil wm 16
fleiner fet al8 ber anbeve.

Bejeichnet man den grifeven Theil durd) x und ben feineven burdy y,
fo muf nady ven Bedpingungen der Anfgabe

X+y=>53 mbx=y-416
fein, aus welden Gleidhungen x = 37, y = 21 folgt.
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Diefe Aufgabe famn aucdh mittelft einer eimgigen Gleichung mit einer
Unbefannten anfgeldjt werben.

3it nimlich x vev grofeve Theil, fo ift 58 — x dev fleinere, und e8 muf

x—5H8 - x+ 16
fein, wovaus x — 37, dafer 58 — x — 21 folgt. |

5) an fat zwei gleichartige Stoffe; von dem erften ift dev Werth einer
Ginleit — a, von dem weiten — b. Man foll aud beiden eine Mifchung
machen, die m Ginfeiten enthiilt und von welder jede Cinbeit den Werth ¢ Hat.
Wie viele Cinbeiten muff man von jebem Stoffe zu diefer Mifdhumg nefhmen?

E8 wird vovausgefest, daf ber Werth der Mifdhung gleich ift ben Wey-
then ber bazu verwendeten Stoffe.

Begeichnet x die Angahl der Gindeitenr, weldhe man von dem evften Stoffe
nefmen muf, und y bie Angahl ver Einbeiten, iveldhe man vou dem iveiten
Stoffe nehmen mug, fo ijt

x+y=mund ax + by =cm,
baher

__¢t—bh .

B h T T

Die Aufdjung ift nur daun mdglidy, wenn in pen Werthen von x und y

Bihler und Nenner gleiche BVovgeichen Hoben, wag nur eintvefen famr, wenn
a > ¢ > bobera<<c<<b ijt, wenn alfo ¢ jwifdien a undb b liegt.

Das BVerhiltnis per betven Quantititen ift x : y —= (¢ — b) : (a — ¢),

worauf die fogenaunte Allegationd= ober Mijdungdrednung beruht.

I Unbejtimmte Gleidungen ded erften Grades.

§. 236. Wenn man jur Bejtimmung von mehreven unbefannten Grifen
weniger Gleicdhungen hat, al8 Unbefaunte ju Deftimmen find, fo fann man
puvd) allmdahliches Gliminieven pev Unbefannten immer sulefst eine eingige Gleis
dung mit gwei obder mefhreven Unbefannten exhalten. Wird aus diefer Gleichung
bie eine Unbefannte opurdy die iibrigen ausgedviit, fo faun man fiiv bdiefe lefs-
tevenn unendlid) viele verjdhiebene Werthe jeten, und evhilt dann aud) fiiv bie
erfte Unbefannte unendlidy viele Werthe. Cine foldhe Gleichung mit 3ivei ober
mefreven Unbefannten wivd dafer eite unbeftimmte, auch eine diophans
tifdhe Gleidyung genannt.

Meiftens wird bei foldhen Gleichungen verlangt, baf bdie Unbefannten,
weldye man beftimmen will, gewiffen befondern Bebingungen untevivorfen feien.
So verlangt man et den unbeftimmten Gleichungen des erften Grabes, vaff die
Unbefannten ganze obder pofitive, ober gange und pofitive Bahlen ugleich
feint {ollen.

m.

1. Aufldfung per unbeftimmien Gleidhungen in ganzen Zahlen.

§ 237. 1. Gine Gleichung mit ywei Unbefannten [iFt feine
Aufldfung in gangen Fabhlen 3u, wenn bdbie Coefficienten ber
Unbefannten einen gemeinjdaftlichen Factor haben, bdurvd
welcdhen pas befaunte Glied nicdht theilbav ift.

G8 fei bie auf die einfachjte Form gebrachte Gleichung

ax +by=ec
wo a, b, ¢ gange pofitive oder negative Safhlen vorjtellen. Haben a und b das
gemeinfdaftliche Mag m, duvd) weldyes ¢ nicht theilbar ift, fo hat man
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a
m

ba nun —, 1—!; gange Bablen find, fo fnnen nidht jugleidh x, y gange Sahlen

fein, weil fonft audp =. x 4 % v, folgliy auch = eine gamge Bahl wiire,
wa§ gegen die Vovausfesung ift.
Da der hier eviviefene Sat eben fo aud) fiiv Gleichungen mit mehr als

swei Unbefannten gilt, fo wird in dem Folgenben immer vovausdgefett, vaf
pie Goefficienten der Unbefanuten velative Primgahlen find.

2. Gine Gleidung mit zwei Unbefanuten, beven Coeffi-
cienten velative Primgzahlen fiud, (dft tmmer eine Aufldjung
in gangen Zahlen zu.

Aus per Gleichung

ax | by =g,
in eldyer a tmmer al8 pofitiv vovaudgefest werden fann, folgt
¢c—by
i

Wenn man hiev fiiv y nach und nad) bie a Werthe, 0, 1, 2, 3, ..
a-—1 fubjtituiert, {o wird e8 unter den jugehovigen Werthen bon x gewif
einen geben, weldyer eine gange Bahl ift, aber auch nuvr einen eingigen.

DOenn dividiert man dic a Werthe von ¢ — by, weldhe man durd) jene
Subjtitutionen exhilt, ourd) a, fo [Gft fich seigen, daf die dabei evjcheinenden
Divifionsrefte fammtlich vevfdhieven ausdfallen miijfen. €8 jeien 3. B. m und
n 3wei von den Baflen 0, 1, 2...a — 1, und nehmen iiv an, baf ¢ —bm
und ¢ — bn durd) a dividievt penfelben Nejt geben, daf aljo

c—bm=aq-+r udb ¢ —bn=aq, }r fei
Man erhalt bann, wenn man beive Gleichungen fubtvahiert,

b(m —n)=a (g —q)

b (m —n)
0 s it i e
&8 miifte aljo b(m — n) durd) a theilbar fein, wad nad) §. 78, 4 nicht

miglich ift, ba b unb a velative Primzahlen find, m —n aber fleiner al8 a
ift, und alfo nidht ourd) a theilbar fein fann. Die a NRejte, weldpe dibrig
Dletbert, wenn man jene a Werthe von ¢— by dburd) a bividbiert, mifjjen aljo
alle verfchieven fein; e8 muf baher, da fie zugleich fEmumtlich fleiner al8 a
finb, einer untev thnen gleich MNull fein. €8 fei mun g dber Wertl) von y, welder
bem Refte O entjpricht, fo wird

pber

rm—=u0

&
wo « eine gange Safhl vorjtelit. Der vorgelegten Gleichung geniigen aljo die
LWerthe
! X=u, y = ﬁ,

Bufab. 3it einer ber Coefficienten der Unbefannten =1, B. x4+ by=c
fo gibt unmittelbar y =0, x =c eine Anfléfung in gangen Sahlen.

3. Hat eine Gleichung mit wei Unbefannten eine Aufls-
jung in gangen Zabhlen, fo Laft fie deven unendlidh viele gu.
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Sft x =e, y=p cine Aufldjung in gangen Jahlen fiiv die Gleidung
ax=by—=2¢
wo a uud b pofitive Sahlen bedenten, fo geniigen der Gleidhung ax + by =c
aud) die Werthe
x=a-+bn y=—an;
ber ®leichung ax — by = ¢ bagegen die Werthe
x—@u -+ bn, y =+ an,
wo n ivgend cine gange Jahl begeichnet.
Denn duvch Subftitution diefer Werthe evhilt man aud dev evjten

Gleichung
3 i R R B

ac + bﬁ =g,
und aus der jweiten Gleichung
a (¢ 4+ bn) —b(p+ an)—c

ober aec —bf=c,
fomit in jedem Falle eine nach ver Vovausfeung identifhe Sleichung.

Gs geniigt daher, fiiv eine vovgelegte Gleichung eine Anfldjung in gangen
Bablen zu fenuen, weil man davaus alfe iibvigen ableiten fam.

8. 238. Aufgabe. Gine Gleichung mit wei Unbefannten in
gangen Zafhlen aufjuldfen.

L Methode. Man beftimmt aud der Gleichung ben Wertl) devjenigen
Unbefannten, deven Coefficient ben fleineven Saflemwerth hat, und fubjtituiert
bavin fiiv bie andbeve Unbefannte nach und nady die Sahlen 0, 1, 2, 3. ..,
big fitv eine diefer Subjtitutionen anch dev Werth dev eviten Unbefannten eine
gange Bahl wird.

Diefe Aufldfung Gevruhet auf dem ju §. 237, 2 gegebenen Beweife.

Beifpicl. €8 fei die Gleichung 4x — Ty = T5,

Man exhialt davaus

‘ B (Sl ]

4: [
und ift verfichert, bag, wenn man bavin fiiv y einen der vier Werthe O, 1,
2, 3 fest, einev bev jugehivigen Werthe von x eine gange Safhl fein wird, fo
pa man aljo Hochitens vier Bevjuche ju machen braudpt, Mian findet fiiv y =3
B2l 9% _ gy
il T
Die vorgelegte Gleicdhung [ift alfo die Anflsjung x = 24, y =3 3u, und
alfe iibrigen Aufldfungen in gangen Bahlen find gegeben durch die Fovmeln
x =244 Tn, y =13 4 4n,
o n eine unbeftimmte gange Zabhl bebentet.
Nian finvet dafher folgende Anfldfungen :
filgen="1ar—d =1, 0, 1, 2.
plindi=s, szl 177241887036 0s
iR g et 1 By Telileees
Das Hier angegebene BVevfahren wivd felhv weitliufig, wenn die Coeffi-
cientenn Geider Unbefannten grofie Ballen finb. :
I1. Micthode. Man (Bit vie Gleichung in Bejug auf die mit dem Heineven
Goefficienten behajtete Unbefanmte auf, jonbert den evhaltenen Duotienten in
Ganze und einen Byuch. Den Bruch fest man dann einer newen Unbefannten

ober

X

X =
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gleich, (6ft die fo gebilbete Gleichung in Begug auf die zweite Unbefanute anf,
bepanbelt den gefundenen Quotienten wie den fritheven und fefit diejes Ber-
fabren fovt, bis man auf eine Gleichung mit bem Coefficienten 1 fommt, Diefe
Bt man (nad) § 237, 2 Buj.) auf, und jubjtituiert bie gefundenen Werthe
nach) und nady in allen vorhergehenden Gleichungen.

Beweis. €8 fei ax + by = ¢, die vorgelegte Gleichung, und a << b,
fo erhilt man yumadjt x = ‘*_—mib’ Mittelft der Divifion durd) a befommt
man eine gange Jahl vou dber Fovm m — ny, wo m aud) Null jein fanu,
und einen Reft von ber Fovm ¢, — b, y, wo c, ebenfalld Null fein fann;
e8 ift jomit

X=m—ny +} c—‘——_.lb' i
Da mm x und y gange Jablen fein follen, fo muf auch ver in Brud)-

" = | Gy — b, 7. ; :
fornt evfcheinendve Ausbruct “— eine gange Zahl fein; man nenue fie u,,

fo bag n'—%y = u, eine gange Zahl unb x =m — ny -} v, ijt.
b,

DBringt man bdie @i[eidpmg c‘—}——y =u, ouf die Form an, + b,y =¢,,
und feitet aus devfelben, wie fiiher aus der gegebenen Gleichung, eine neue
Hilfegleichung ab, fo wird fich, wenn man dasjelbe Vevfahren weiter fortfest,
bie pabei gefiihrte Rechmumg im Gangen fo ftellen:

ax -+ by = ¢ gibt

_lLie=by c,—by
X = R J_I-l-v‘m: e by g
e, - by ;
S—== = u, obev an; + b,y = ¢, gibt
¢, —au s — byu
=it - =m, — -1—(—‘-'T’*—‘: m, — n,u, + u,
1
¢, —b,n ,
——=— = u, ober by n, 4 byu, = c, gibt
1
¢, —hb,u c3 — by 1,
0y = 2t = my iy A= St = my — Dy Uy - U
g T’
u. 1.1,

Aus vem Gange diefer Rechmung folgt, dag
b, ber Rejt ver Divifion b : a,
b

a2 n " " a bu
b3 " " " n b1 : bnr
)

ift; die Goefficienten der auf einander folgenven Hilfégleichungen find alfo
gleich pen Divijionsrejten, welche man bei der Auffuchung det griften gemein-
jchaftlichen Mages zwifchen b umdb a erhilt (§. 90, 2). Da mm a und b
velative Primzahlen find, fo muf unter jewen Heften nothwenbig einer gleich
1 werben; folglich wird man gewif einmal auf eine Hilfdgleichung formen,
in welcher die eine Unbefannte den Coefficienten 1 hat, weldhe daher unmittelbav
eine Anfldjung in gangen Bahlen liefert, wovaus damn duvd) allmilige Sub-
ftitution auch bie gefuchte Anfldjung ber vorgelegten Gleichung abgeleitet
werden famn.

Wire b < a, fo braudte man nur aud bder gegebenen Gleicdhung
ax 4 by = c juerjt y u beftimmen unb weiter, wie vovhin, zu verfahren.
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Beifpicl. €8 fei dle Gleichung 105x — 43y = 17 in gangen Sahlen
aufulifen.
9x — 17

105x — 43y = 17 gibt y = =1 —9x 4 250

= Dxlalray;
19x — 17 43u, - 17 51, - 17
s x::——lj_ =2u, 4+ 1_511___
— 2u, + u,,
5u, + 17 __ 190, —17 4u, — 2
"—“'—m— = BRI R 3u,— 3 4+ 4—’5
= 3u, — 3 + uy,
At bu, - 2 3 + 2
i‘L_gv, — TR J—f_— = m 4 E’:
e T T ) A
2
"—“it-: =B, iins Wa—dn =2
Diefer leten Gleichung geniigt v, = 0 und uy, = — 2: dbann geben
dbie vorfergehenven Gleichungen nad) und nach
nw=—21u=—11,x=—24, y=— 49,
und die Anfldjungen in gangen Bahlen find gegeben durc) bie Fovmeln
X = —24 4 430, y — — 59 4 105,

wo n eine beliebige gange Bahl fein fann.

Diefelben allgemeinen Werthe fiiv x und y evhilt man and), wenn man
nicht erft die Aufldjung fiiv die OGleichung vy = 4u, — 2 fucht, jondern
jogleich) biefe ©leichung felbjt in ben vorhergehenden Gleichungen fubftituiert.

it n'=".— 10— 14, Ol T (0
it x=..— 454, — 67, — 24, 19, 406,..
y=..— 1109, — 164, — 59, 46, 991,..

IIL. Methode. Mm fiiv die Gleihung ax &= by = ¢, wo a, b und

¢ pofitive Jahlen find, eine Anfldjung in gamgen Zahlen zu evhalten, ver-

mwanbelt man Li it einen Rettenbruch) und bevechnet den vorlepten MNiherungs-

werth vesfelben =L Daj—E ==L oo ag—bp =21 (5. 133),
pafer aud) acq — bep = =k ¢ ift, fo haben x und y bdie Bahlenwerthe cq
und cp, und gwav mit denjenigen Vovaeichen, weldhe mit Ritctficht auf die
Bovgeichen der vorgelegten Gleichung ver iventifchen Gleihung acq—bep==-=c
geniigen.

Beifpicl. €8 joll Ix 4 29y = 15 in ganzen Safhlen aufgeldjt wevden.

Man verwandle 595 in einen Kettenbruch, und Deftimme den vorleten
Naherungsbrudh 1%. Da ;5 —% :E% alfo 9.13 — 29.4 — + 1 umd
9.13.15 — 29.4.15 = 15 ift; {o bilben x = 13.16 = 195, y =

— 4.15 = — 60 eine Aufldfung ver Gleichung in gangen Jahlen, und man
evlilt noch ungaflig viele Aufldfungen, wenn man

x =195 4+ 29n, y = — 60 — 9n
jest, o n eine.mi[lfiirlicf)e gange Bahl begeichnet.

ﬁ:lh: T 5 b S gy e ’ ] ’ 2,- .
erhilt man x = ... 137, 166, 195, 224, 253,...
¥ ==y, 42, 51,460, =69, =T8,...
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8. 239. Aufgebe. Gine unbejtimmte Gleichung mit mehr als
jwei Unbefannten in gangen Sahlen aunfulsfen.

$Ean ivendet die in §. 238 unter I fiiv jwei Unbefannte begriindete
S?ebuttt_unésmietbobe an.  Man fommt aud) hiev julest immer auf cine Glei-
chung, in welche die eine Unbefannte 1 jum Coeffizienten hat, und erhalt dann
burd) gehivige Subjtitution die allgemeinen Ausdriice fiiv die Unbefannten per
gegebenten Glethung, in denen jeboch nicht, wie vorfhir, eine eingige willfirfiche
Orife erfdpeint; bie Angahl foldher willfiivlichen Grifen it vielmehr immer
um 1 fleiner al¢ die Babhl der Unbefaunten.

Beifpiel. €8 fei die Gleihung 4x + 6y - 11z = 106 in gangen
Bablen aufzulsjen.

Man erhilt

__106—6y—11z : 2— 2y —
x—= 1B 96—y — 95 4 2B
=26 —y — 2z | u,.
. : 2 —2y—3z y
Die Gleidung —————u, gibt
y:g—_—i%:ffhzl_. z«—2u,——g:1—-z~——2ul—-—ug;

==ipJqtbt'z == 2,

ol s

Man Hat daber

7 =— 20,
yi=llis 2my = 3,
x =204+ 39, — u,

@ept man fiiv u, undb u, beliebige gange Bahlen, fo evhilt man fir x,
y, z gange Bahlen. ;

R = ik 2, JEE
wmb v, = — 1, 0, 1
wied: = == 14 128, 31, 33,...
Y. = 2, — 3, — 8.
PR 0, o

2. Aufldfung dev unbeftimmten Gleichungen in pofitiven Zahlen.

8. 240. Gine Gleihung ax + bx = — ¢, in welder bie Unbefann-
ten pofitive Coeffictenten haben, wifhrend bas befannte Glied negativ ift, Lt
feine Aujldfung in pofitiven Bahlen gu. Man bdarf ficd) daher hier auf ®lei-
dungen von der Form ax ==by = c bejdhvinten, wo a, b, c gange pofitive
Bahlen bebeuten.

Aufgabe. Gine Gleidhung mit zwei odber mehreven Unbefann-
ten in pofitiven Zahlen aufuldfen.

Man [Bft die Gleichung in Begug auf eine Unbefannte auf. Soll ber
gefunvene Werth pofitiv fein, fo muf die Summe der pofitiven @lieber, ausé
welchen e befteht, grofer fein, al8 bie ©Summe ber negativen; man bdarf baher
fiir bie itbrigen Unbefannten nur folche pofitive Bahlen annehmen, fiiv welche
jene Bebingung evfiillt wirb.

Brifpicle. 1) 8 fei die Gleichung 3 x 4 Sy = 18 in pojitiven Bahlen
aufzuldfen.

Moenit, Avithmetit und Algebra, 11, Aufl, 10
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Man hat x = L = 59 Damit x pofitiv fei, muf 18 > 5y, alfo y
= fein; man barf q[fn fitv y gﬁe pof\itibeu Baflen fetsen, welche fleiner als L*
find, um aud furg;i efiten pofltwe:]t ﬁl;erff)? 3ut erZaIteu.5
u y = 4 Rl ’ TR
ehiltmanx = o, W, § L — % — Fpee-
Man fieht alfo, daf = pofitiv wird, fo lange y << 4° bleibt, unb ne-
gativ, fobald y bie ®rife % diberfteigt.
2) Man life bie @Iei@m% Tx = Hx — 11 i pofitiven Bahlen auf.
Die Gleichung gibt x = L =10 worin 5y > 11 over y > ' fein
mufi, bamit x pofitiv fein fHune. Sefst man dafher fiiv y Werthe, welche %
fiberfteigen, fo erhdlt man lauter pofitive Anfldjungen.
3) Man [bfe die Gleidung 5x ++ Ty + 11z = 37 in pofitiven
ablen auf.
Bah f : 871 =7y — Iz, }
Aus der Gleichung folgt x = ———5———; ¢8 muf dafher 37 > Ty

4+ 11z fein, uud daher aud) 7y << 87 undb 11z < 3T, ober y << % und
z << 31. Man darf alfo fiiv y feinen grofeven Werth ald %, und fiir z
feinen grofeven Werth al8 37 annehmen. Nimmt man fiiv y einen beftimmten
awifchen O und 37 liegenden Werth, fo (ift fich die Gvenze, welde z nicht
iberjteigen barf, noch gemauer Deftimmen; fest man 3. B, y = 5, fo hat
man bie Vebingung

37 = 356 | .11z,

worans z << -2 folgt. Jiiv y = 5 darf man alfo in diefem Falle fiiv z nuy
Werthe pwifchen O und 2 annehmen.

3. Aufldjung der unbeftimmten Gleihungen in gangen und po-
fitiven Bahlen.

§. 241. Aufgabe. Gine Gleidhung mit 3wei ober mehreven Un-
befannten in gangen und pofitiven Zahlen aufzulijen.

Man (Bt die Gleichung guerit in gangen Jahlen auf, und befchrintt dann
bie baburch erhaltenen noch unbeftimmten Werthe fiiv die Unbefannten jo, dvaf
fie ben Vedingungen entfprechen, an weldhe bie Aufldfung in pofitiven Bahlen
gebunben ijt.

Beifpiele. 1) €8 foll die Gleichung 13 x - 19y = 356 in gangen po-
jitiven Bahlen anfgeldjt werden.

13x 4 19y — 356 gibt x — 26— —97 | 56y

13 13
=271 —y + w,
5—6y R ot [ 11 g 5—u
13 == U S GJL**_"“')UI +05'
= — 2u; 4 uy,
5 —,

TR G e =5 —Gu,
Die Gleichung in gangen Bahlen anfgeldft gibt alfo
== —1 13 vy, x = 42 — 19 u,.
Damit nun y pofitiv fei, muf, wenn uy pofitiv angenomnten wird, 13 u,
= 10, alfo vy > 19 fein; damit x pofitiv fef, muf 42 > 19 u,, mithin
u, << $3% fjein; biefen beiden Bebingungen entjprechen nuv el Werthe
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u, =1 und u, = 2. Fiiv jeven negativen Werth von u, wird audy y negativ.
Die Gleichung [Ft alfo mue et Aufldfungen in gangen und pojitiven Sahlen 3u.
fily 'n, = 1 wirp x =123)y=913)
p U = e 2t oy
2) Man [Bfe die Gleichung 13 x 4 17 y = 77 in gangen und pofitiven
Bahlen auf.
Die Gleichung in gangen Bahlen aufgeldit gibt
x— g 00, v =3 —13u,.
Da x fitr jeven pofitiven Werth von u, pofitiv ausfdllt, jo braudht man
u, iy mit Riidyicht auf y u befdhranfen; vamit aber y pofitiv fet, mug 3 >
13 v,, alfo v, << % fein. Fiir negative Werthe von v, witd y ftets, x aber
nuy bann pofitiv, wenn 2 > 17 u, ober v, << 2 ift. u, fann aljo nur jwi-
fcher: — & und % gewdhlt werden; und da man fiiv u, nur gange Sablen
feger barf, fo fann bie eingige Subftitution v, — O filv x und y gange und
pofitive Werthe geben; man erhdlt dbafilr x —2 und y = 3.
3) Der Bruch %% {oll al8 Summe weier Briidhe bdavgejtellt werben,
vever enmer 7 und 11 find.

Heifien x undb y die Bahler der gefuchten Briidhe, fo fHat man
x 230
7+ £ =32 ober 11x 4 Ty = 230.

Diefe Gleichung in gangen Bahlen aufgeldft gibt

XD, v =125 = film..

Damit x und y pofitiv feier, muf fiir pofitive Werthe von vy, 5 > Tuy
ober uy << §, fitv negative Werthe von v,y aber 25 > 11 u, ober vy << 23 fein;
pie Werthe vor u, miiffen alfo jwifden — 33 und § liegen, und Wunen nur
fein — 2, 1, 0. Pan hat daher

firaysssRiB s x=md 9 it nd;
g e Torgonx =il 2pine= 1dy
W, RO R e b s B

und bie gefuchten Briiche find 12 und &, ober 2 und L%, ober § und 2§.

4) Man foll die Gleidung 7 x 4 22y -+ 30z — 103 in gangen und
potitiven Bahlen auflifen.

Die Anfldjung in gangen Jahlen ijt:

x—=—1+42z+4 22u, y=5—22 — Tu,.
Fiiv pofitive Werthe von u, muff, damit x pofitiv fei, 2z + 220, > 1,
—2

und bamif y pofitiv fei, 5 > 2z 4 Tu, fein, woraus z > et il /1)
z < 2T folgt. Da # pofitiv fein foll, fo muf 5> Tu, oder u, <}
fein, Man daxf alfo Qgir u, feinen pofitiven Werth fegen, der § iiberjdhreitet.

Fiiv negative Werthe von w, muf, bamit x und y pofitiv feien,

2z >1 4 22u, undb 5 4 Tu, > 2z, ober z>£i2—2ﬁuub z<:9+T711J-

fein. Aus biefen beiven Relationen folgt offenbar, daf 5+27“‘ = ]+222u'

mithin u, << & fein mijfe. Wan darj alfo fiiv u, feine negative Bahl
feer, bie dem Safhlenwerthe nach grofer als 4 wire.
u, muf bemnady zvifden — A und F legen, und da fie eine gange
Bahl fein muf, fo fann man nur v, == 0 wibhlen, Fiv defe Annahme gehen
10%
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bie cbigen Bebingungen iiber in z > } und z << §; man foun alfo z =1

und z = 2 fegen, woburd) fich fiiv die vorgelegte Gletchung swei Anfldfungen
in gangen pofitiven Jahlen evgeben:

fit 9, =0z =Lt e =1,y

Up ==l S Ree—0h e e X =t

I 1]

33
1.

IIL. Dauadratijde Gleidungen.
1. Quabratijdhe Gleidyungen mit einer Unbefanuten.

Reine guadratifihe Gleidungen.

§. 242. Die allgemeine Fovm einet geovdneten veinen quadvatifdhen
Gleidhung ijt
XSt
Aieht man aus beiven Theilen die Luadrvatwurzel, jo erhalt man
X = s
Gine reine quadratifche Gleichung hat alfo zivei entgegengefetste Wuvyeln;
ift a pofitiv, fo finb bdiefelben veell; ijt a negativ, jo find fie imagindr.

Beifpicle.
%= s b | 3 xt —=— T,
x —= =k |/ 9=k Sixi—eE] i S ) S

Gemifdhte quadratifdye Gleidpungen.

§. 243. Die allgemeine Fovm einer geordmeten gemijchten quadra-
tifden Gleichung ijt
x? 4 ax=h
Grgingt man den evjten Theil ju dem vollftindigen Quabrate eines Binoms,
inbemt man ju beiden Theilen bag LDuadvat ded halben Coefficienten von x,

nimlich '"}_:—, abdivt, fo erhilt man
xtfax+ =24}
4 4 L

9 2
ober (x-l-%’) :“Z-]« b;
und, wenn man aus beiven Theilen bie Quadbratwurzel aussieht,

x+i==x /% 1,

folglich x = — 2 == ]/*‘E 1 b

Su einev geordneten gemijchten quadbratifdhen Gleichung ift
pemnac) ie Unbefannte gleic) bem halben Coeffictenten der erjten
Potenz dev Unbefannten mitentgegengefetitem Bovgeidhen, mehr
ober weniger ber Quadbratwurzel aus ber algebraijchen Summe
pes Quabdrated diefes halben Coefficienten und ded von ber Un-
befannten freien Gliebes.

Man fieht, daf auch jeber unveinen quabvatijden Gleidhung durdy woei

Werthe ver Unbefannten Geniige geleiftet wivd, 3ft b pofitiv, fo find, da 54
jtetd pofitiv fein muf, bvie Deiben Wuvzeln veell. It b negativ, fo find die
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sei Wurzeln audy veell, fo lange :Tz > b ijt; fite -’;f = b ift die Grife
unter dem Wurzeleichen gleidy Null und bie beiven Wunzeln find einander
gleich und veell; fitr % < b endlidy find beibe Wurgeln imagindr,

Breifpiel.
1) x*—6x=16.
x=38 /I Fi6=384Y) 25=3+%5;
et s

baher entiveper x — 3 -+ 5 =28, ober x =3 2.
Probe.
8% — 6.8 = 16.
(—2)* —6.—2=16.
2) x? 4 Tx+4 12 =0; geordnet x¥ 4 7x = — 12.
o i 49 R 49 — 48
=—skt |/ —12=—2 ]
a4k T e G|
Lo =g
— 3, ober

I 22— Tx—= .

$+V77 & VT
4 i B ol
X=— o+ DDEYENE— 3
Probe.
(il A1) 7+'V77_7
B R gk
— VT2 7=V
=) 5L ="
4) x* —2x 4 2=10; gectbet ¥ —=0x — -2,

x =11 —2=1x)Y—1;
x =1V~ Tx=1—3—1
Bufal. Sind in der allgemeinen quabvatifchen Gleihung x? 4- ax ="h
bie befannten Bablen a und b irvational, 3 B. a=— /A unb b = }/B
fo baf bie Gleichung die Fovm 4
x*+ VA.x=1B
annimmt, fo befommt man
A T
s VA3 ]/2 L yE,

3. B. vie Gleihmng x* —4x /2 =13 /3 gibt

x=2Y 2x)Yy84+3)3.

Bei allen Gleichungen diefer Avt fommt man auf einen Ausdbruc von
ber Form Jp £ q. BWie ein folcher Ausdbrud bejtimmt, . i wie aus
einem irvatiomalert Binom bdie Duadvatwurvgel audgejogen wird, ift in § 193
gezeigt worden.
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Begiehungen swifden den befaunten Grdfen cier quadratijden Glei-
dung und ihren Wurzeln.

. § 244, Die allgemeine Fovm einer auf Null vedbucievten qua
bratifchen Gleichung ift ‘
x2 4+ Ax |+ B=0.

Man nennt in diefem Falle Den evjten Theil x2 4 Ax 4 B bas
®Gleihungstrinom.

34t m eine Wivzel der Gleichung x 4+ Ax + B =0, fo feift x — m
ein Wurzelfactor dexfelben.

1. Das Gleihungdtrinom einer jedben quabdratijdhen Glei-
dhung ift purd ihren Wurzelfactor theilbar.

Es ijt
x4+ Ax+B):(x—m)=x+ (A 4 m)
X! — mXx
e
(A+m)x-+ B
(A+mx—Am—m?

- - =
Reft =m® + Am + B.

Da aber m eine Wurel ber vorgelegten Gleidhung ift, alfo filv x in
pag Trinom x® 4 Ax - B jubjtituievt, biefes auf Null vebuciert, fo ift
m?*+ Am 4+ B =0, unb baher

(x*+ Ax+B):(x—m) =x+ (A 4+ m)

2. Jebe quadratifdhe Gleidhung Hhat zwei, aber aud nuy
swei Wurzeln.

Sest man in dem obigen Ausdrude

x4+ Ax+B):(x—m)=x+4 (A + m)
A+ m=——mn fo bird

x4+ Ax+4B):x—m=x—mn,

x? 4+ Ax 4+ B=(x — m) (x —n).

Da mun ver Ausdrud x? + Ax -+ B nidht mur fiiv x = m, {onbern
anch fiir x = n in Null ibergeht, fo ijt nicht mur m, fondern aud) n eine
Wunel ver Gleichung x* + Ax 4+ B = 0.

DHitte x? + Ax + B =0 nod) eine britte vou m undb n verfdjiedene
Wurzel p, fo mitfte (p — m) (p—n) == 0 fein, iwas nicht miglich ift, da
in diefem Producte fein Factor Null ift, ein Product aber, beffen Facioven
pon Null verfchicven find, nicht gleich MNull fein Famn,

3. Das Gleidungstrinom einer jedben quadvatifdhen & lei
chung ift gleich vem Producte ihrev Wurzelfactoven.

4. Dev Coefficient bed gweiten Glieves ift gleich ber Sumume,
und pasd dritte, von der Unbefannten freie Gliedb bem Producte
aus den Wurzeln mit entgegengefeten Bovgeicdhen

Diefe jvei Sage folgen aus 2, da
Ax* + Bx+C=(x—m) (x —n) =x*—(m + n) x + mn

folglich

i,
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§. 245. Aufgaben. 1. Gine quadratifdhe Gleichung ju bilden,
weldye et gegebene Zahlen zu Wurgeln hat,
Geien 3. B. 3 und — 4 die gegebenen Sahlen, jo nehme man bdiefe mit
entgegengefeten Borgeichen, namlich — 3 und 4, und bilbe bavon
bie Summe — — 3 +4—=-4 1, mnbd
bag Product —= — 3.4+ 4 = — 12;

P x—12=20
bie Gleichung, welche 3 und — 4 ju Wungeln Hot.
9. Ginen Ausdbrud von der Fovm x2 4 ax + b in Factoven
3u jerlegem. s
PMan fete x2 4+ ax 4+ b =0, weldhe Gleichung <

bann ijt

—a-+ ) a*—4ab LAgis 1 vy
£, = +2— uﬂbxnz-—‘i—-—? z
s Wuvzeln hat; dann ift nadh §. 244, 3

x2+ax+b=[x-|- “—_V—;;ﬂj[x—{—

3ft 3. B. x2 — 3x — 28 in gwei Factoren qu gerlegen, fo feke man
x? — 3x — 28 — 0. Die Wurzeln diefer Gleichung find x, =7, x, =—4,
baher die Wuvelfactoven x — 7 und x + 4; fomit i

x2—3x—28=x—T7)(x+4).

8. 246. Nach den Sigen 3. und 4. in §. 244 lift fich aus den Bov-
seichen der Wurgeln einev quadratijchen Gleichung auc) auf bie Borzeichen ihrev
Gliever und umgefehrt aus den Bovzeichen der lepteren auf jente Dev evfteven
fchliefen.

a) Sind beive Wurzelt m und n pofitiv, fo Hat man

x*+ Ax + B=(x —m) (x —n) = x* — (m 4 n) x + mn;
fjinp beive Wurzeln negativ, fo ift
x4+ Ax 4+ B =(x + m) (z 4+ n) =x*+ (m 4 n)x + mn.

Wenn alfo Leive Wuvzeln gleich begeichnet find, fo ijt basd britte ®lied
immer pofitiv, bag jweite Glied aber negativ obev pofitiv, je nachdem bie W=
. geln beide pofitiv ober negativ find.

Oaben die Wingeln entgegengefette Vorseichen, fo ift

x* 4 Ax +-B—=(x—m)(x+n)=x*—(m—n)x—mn.

Sn biefem Falle ift alfo das britte Glied tmmer negativ, bas jtveite
bagegen megatiy, wemnt bie pofitive Wivzel grdfer ift al8 bie negative, im
entgegengefetsten Falle pofitiv. -

b) Wenn bas britte Glied pofitiv ijt, jo Hat bie Gleidyung sivei gleid)-
beseichuete Wurzeln; das Borgeichen des sweiten Olieves qibt zu evfenmen, ob
 fie pofitiv sder negativ find, bie Whirveln fabent ndmlid) mit bem weiten Gliede
bas entgegengefefste PBovgeichen. Jjt bad bdritte @[ieb. .negatib, fo Qaben bie
Wivzeln verjchievene Bovzeidhen, und gwar ijt bie pofitive die grdfeve ober die -
fleineve, je nachoem das weite Glied megativ odber pofitiv ijt. o

Trigonometrifdye Auflofung der quadratifhen Gleidjungen.
§. 247, Jebe quabratifdhe Gleichung tamn auf eine ber beiben Grund-

fovmen gebracht wevoen:
x? 4= axel-b =0, x>t ax — b= 0.

a-1Va*—4b
|
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Aufgabe. Die Gleichung x> ax +b=0 trigonometrifch
ufzulsdfen
Die Wurgeln diefer Gleichung find:
x]=$g+ g;_brxa::f:;_‘
vber

— ;
X, = g ]/1 a.‘ rXg == T %(1 T l/l “%)

Sellen bdie %maetu veell fein, fo muf = 4—” << 1 fein. Da mtn bdie

abfoluten ﬂBertl’)e pes Sinud aller Wintel 3mlfci")en 0 unb 1 liegen, fo gibt
e8 unmer einen Winkel, Ddeffen Sinug jum Vuadbrat erhoben dem edhten

EBrnd;e = gfetcf; ift. Sefst man baher

%13 = sinq, alfo sine = -ZE
fo with, ba 3 =2 wnb VI emre = cosa it
xl ::Fszu(l—cosa) X8 Sm“(l 4+ cos ),
nb, weil Smc(:w = tang ﬁ, —]-_S—tf?;ﬁ == Coté- ift,

i e $tang2 Vb x, _$(,ot“ Vb
ﬁnﬁml S‘ft bie Gleidhung x* + 9x 4 5 = 0 gegeben, fo Hhat man

w=l)y
gin ¢ — mza-l’
log 2 — 0-301030
§ log b — 0-349485
0-650515
log a = 0-054243
log sin ¢ == 9°696272 —,10
¢ = 29047/ 43. "
% = 14°53/51-6".
X :—tangg.]/b Xp :--cot%.]/b
log tang g — 9-424940 — 10 (n) log cot g = 0-575060 (n)
4 log b = 0-349485 1 log b = 0349485
log x, == 0774425 — 1 log x, = 0-924545
x, = — 0-59487. x, = — 8§'40513.

Aufgabe. Die Gleidhung x, =ax — b = 0 trigonometrifd
aufsulojen.
Die Wurgeln diefer @Ieid)lmg jind

=$2+]/ +b xs.':?;_‘ f;‘l"*'b:

w =250 D w=m L VTED.

oder
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Da bie abjoluten Werthe der Tangenten der Wintel alle miglichen ahlen
por O bi8 oo buvdplaufen, fo gibt e immer einen Winfel, teffen Tangente

sum Quabrat evhoben 4_7.13 hevvorbringt. Seht man baber

= 2V'b
%J-’V tang® e, alfo tang e = -ya._. 3

' a Vb AR R :
fo wird, ba 5 = v und VT tang?« —— ift,

Vb 1 ) Vb 1 )
- o e vt it O
X _:Ftangoa(l cos cf ! Xe :rtangct 1+cos o’
ober ;
cos o — 1 cos o —+ 1
G _—:FVb sinee  / xQH:FVb' gine
cos @ — 1 o coso F 1

1 pratp il ] y rd i P a T, ) O o
Hifb]f weil i ———lel—itangls , (i cot 5 ift,

x, = Z=tang ;. /b, x._,::;:cotg‘l/b.

2. Beftimmte Gleidungen des zweiten Gradbes mit mehreren
Mnbefannten,

§. 248. Gnthalt eine quadratifhe Gleichung melhrere Unbefannte, fo
laffen fich diefe, ivie bei pen Gleichungen ves erften Gvaves, mur pann be-
jtmmt angeben, twenn fo biele von einander unabhingige und einander nicht
iderfprechende Gleichungen vorhanden find, al8 Unbefannte beftimmt twerben
follen. Die Aufldjung geichieht audy hier nach ven in §. 231 angegebenen Eli-
minationsmethoden, durd) welche man fhlieRlich auf eine einjige Gleichung mit
einer lUnbefaunten fommt. Die Cndgleichung iiberfteigt jedoc) ben jweiten
Grab, jobald von den gegebenen Gleichungen mehr al8 eine vom jweiten
Gyave ift, und fann dann nad) den hiev vorvgetvagenen Lehren nidht geldjt twerben.

Beifpiele. :

1) x ‘;yfﬁ} nady ver Comparationsmethobe.

Aus biefen et Gleichungen folgt: -

X=a4a— i gy B .
b Y], baker a —y = 5 ober geovbnet

LT y* — ay = — b, woraus fid
=24 '/ & el fomit x = > l/’;2 b ergibt
Y““"z 4 /) —2:F' ,‘i__ Eﬂt_-

Man fonnte bier mit Ritdfidt auf §. 244, 4. aud o’ {dhliefen:
TWenn  3wifden zwei Grdfien x und y bie beiben Gleibungen x + y = a und
xy = b gegeben find, fo find x und y bie Wurzeln der Gleidhung x* — ax + b= 0.
2 — by e : X
X? 4 252 — 118} nach ber Subitituticnsmethobe.
BWird ber Ausdrud x —= y 4 7, weldher aud ver eviten Gleichung folgt,

in ber jweiten fubjtituiert, fo hat man
(y + T2 + 2y* =118, ober georbnet y* 4 ]—:'fz =y

elcher Gleichung die Wurzeln y = 3 undb y — — 27 entfprechen.
Werden diefe Werthe von y tn bem Ausdrnde x —y 4 T fubjtituiert,
fo erhdlt man x — 10 ober x = — 3.

3) :: i ; fz gg} nad) ber Methode der gleichen Coefficienten.
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Durdy ;Ib‘gitimt und Subtvaction bieiﬁfr @Ieicf)uugex_ti_ ewéf;&ft man
s B Xi—=i=in
e — 12(8)} , baber ;2 = 35} b ; =l 5’

§. 249.  3u vielen Fallen fithren bejoudeve Kunftgriffe einfacher jum
Biel, al8 die gewdhulichen Climinationsmethoden. Dabei fucht man aus den
gegebenen Oleichungen junichft die Summe, Differens odber basd Probuct ber
Unbefannten, und entwidelt dann exft aus diefen Grifen die Wevthe ber Un-
befannten felbjt.

Beifpiele. *
) 2*+y*=a
X

PMultipliciert man die zweite Gleihung mit 2, und verbindet die neue
Gletchung mit der evjten dburch Avbition und duvc) Subtraction, fo erhilt man

(x + )¢ =a + 2b, tafer x + y = == }/a F 2b,
(x—y)?*=2a—2b; x —y==:1a—2b;

folglih x = == § (J/a+ 2b + V/a —2b),

y=:=%% (Va+2b—Va—2b)

2) x? — v =ua,
x +y =b
Divivievt man bdie erfte Gleichung durch bie pweite, fo evhilt man
a

e ) B
Aus ven lesten ywei Gleichungen aber folgt
b? + a

=1 (> +5)="5"

ek _z_t___b’—a.
=3 (b—§)="5"

Nixy—oa 22— b, ya =10
Multipliciert man alfe drei Gleichungen mit einander und biviviert das
Product durd) bas Quadrat der dritten, fo exhilt man

ab ab
x*=-~, baher x =k l/;

Anuf dhnliche Avt findet man

ac be
T I/T' geskigls l/?
4) xy + xz2—=4a, xy +yz=—>b, xz + yz =c.
Set man xy == x',xz =y’, yz =2/, {o hat man
b Gl e b G e o T B
Davaus folgt
af+b—c,
9 =y

baber erhilt man n;ccf) 3)

TS (a4+hb—c) (at+ec—D)
K_J:]/__ 2 (btc—a) 4
y =k tatb—c) (btc—a)

T OO Sy

] /atc—D) bfec—9)
z—il/ CFTE A R

s st G D SR “b4c—a,
V=x2= 5 $ont Yl R et

=

x‘=xy:




el

3. Unbeftimmte Gleichungen ded gweiten Grabdes.

§. 250. Die alfgemeine Form einer quadratijhen Gleichung mit et
Unbefannten ijt
Ax*4+Bxy+4 Cy*+Dx+ Ey+F=0.
Diefer Oleichung gemitgen uneudlid) biele Werthe von x und y. Die
BaBl ber Aufldfungen wird jedoch gewdhulich durch die Bedingung eingefdyrintt,
baff x undb y vationale, aud) bloff gamge pofitive Bahlen fein follen.

Lbft wan bie Gleichung nadh y auf, fo erhiilt man

Bx+E , V(Bx+E)?—4C(Ax’ + Dx+F)
Aoy 5C

ober
2Cy=—(Bx+E)+ V' (B*—4AC)x2 - (2BE —4CD) x + (£ —4CF),
unp, wenn man
B? —4AC =3, 2BE —4CD=b,E2 —4CF=c¢
fetst,

20y =—Bx+E)x}) ax2 4+ bx +c.
Wan exhilt hier offenbor fiiv y etnen vationalen Werth, wenn fidh der
Ausvrud J/ ax? 4+ bx + c fiiv einen Werth von x vational davitellen (dft.
§. 251. Aufgabe. Die Werthe vou x gu beftimmen, fiiv welde
ber Ausdbrud )/ ax® + bx 4+ ¢ rational wird.
Die Aufldjung feﬂ hiev nuy fiiv einige einfadjeve Fille gejeigt iverbem.
1. ©ei a == m? ein volljtindiges Quabrat. Nan fefse
= m’x“+bx+c“mx—!— p, alfo
m?x? + bx + ¢ = m*x?% { 2mpx 4 p?

moraus
p’—e
s b—2mp 3
folat, wo p eine beliebige rationale Bahl Bebeutet Hiernad) wird
y=mx 4 p= ﬁbp__z;T‘“; +p= ‘il’m;—_’i”’;np—', aljo vational.

St 3 B. y=V9x* 4 bx + 3, fo hat man, pa m =3, b= 5,
o =BT, A5l = D=3 o man fiix p jeve beliebige vationale Bahl,

5—6p’
: : 13
p = é ausgenommen, fegen fann, %uumt man p =1 an, {o wird
1—3  —
iR = = - 2, und

y:]/36—|—10+d::t7.
2. ©ei ¢ = n* ein volljtindiges Quadvat. Wan fege
yM]/ax‘J—bxﬁ—ni“ p x - n, alfo
24 bx 4 n?®=p?x?*+ 2npx + n?,

woraus
2up—b
a—p?
unb baber
s Znp®—bp _ np’=bp-tan
y=px+n= e +n _T—T—

folgt, wo p irgend eine vationale Zahl bebeutet.
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3. @8 lafje fich per Ausdvuct ax? -+ bx 4 e it jwei rationale Fac:
toven zerfegen, was nady §. 245, 2 erfiillt twivd, wenn die Gleichung ax? -
bx 4 ¢ = 0 vationale Wurgeln Hat.

Sind qx 4 rund sx 4 t die beiben vationalen Factoven, o jee nan
y=V gqx 1) (sx + ) =p (sx + 1), alfo

qx + 1) (sx 4 t) = p*(sx + B

woraus

_ pt—r
=q=p
ub
§o
y=7p (sx 4 t) =219

folgt, o p eine beliebige rationale Bafhl bebeutet.

§. 252. Aunfgabe. Die Gleichung x® + y2 — 22 in rationalen
Bahlen aufyuldjen, d. i gwei vationale Sahlen zu finden, von welden die
SGumme ber Luadbvate wieder ein Quabrat ijt.

Daz =1 x* 4 y* aljo z > x unb z < x + y ijt, fege man
z = x4 o,y Wom>n umdmund n relative Primzaflen find. Dian Hat

= xt oyt =t B 4 2 paper

1
m?y? = 2mnxy 4 n?y?

oraus I R
Y 2mn
folgt. Seflit man bafev
x —m? —m? yv=2 in,
fo folgt 2z* = m* — 2 m*n® 4 n* 4+ 4m*n® — (m?2 -+ n*)? alfo
%= m> 4 n2

welche Werthe ber vorgelegten Aufgabe geuitgen, migen fiir m und n was
tmmey fitv vationale Bahlen gewdhlt werden, jobald m > n ift.

Nimmt man fiiv m und n gange Sablen, jo erhilt man audy filr x, y, 2
gatge Bablen. -

Diefe Aufgabe hat i der Geometrie ihre Antwendung, um vedytiwintlige
Dreiecte ju evhalten, deven Seiten commenfurabel find (Pythagordifche Dreiede).
Dritden x und y die @;t&eten cz:é, fo ift z die Hiypotennufe, unb man hat fiir

m = 1 vl d ’ ’ ’ 2, 14 { gt lld
n=—1, 2, 1, 3 2 4 1, 5,...
ot LU Al ey S | o R e T o
P17t S 00 0010 N0,
z = b, 18,177 .25;729."41, 371, 61,. ..

§. 253. Aufgabe. Die Gleidung xy + (xE£y) = a in gangen

pojitiven Bahlen aujzuléfen. :

Phegi-ie  GE A k) T wel N =
BT NEIY sy X6 7 ghq
Soll y eine gange Bahl fein, jo muf i—i—_;} eine gange Zabhl, folglich

x == 1 ein Factor von a == 1 fein. Bilbet man dafer alle Factoven von
a == 1, fo fann jeder berjelben fiiv x == 1 gefelt wevden.
3. B. Die Gleichmg xy - (x — y) = 64 gibt
__6t—x _64—1—x+1_6—(x—1) _ 63
D TN POI0 TR g il U

— 1.
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Die Factoven von 63 find 3, 7, 9, 21. Nan Hat alfo
- Bl w=0dye e Dliks
bajer x = 4, 8, 10, 22;

yi= xﬁ—_a_i——-—]:_.QO, Bl G

IV. Cinige hihere und Crponentialgleidjungen.
1. Reine hisheve Gleichungen.

§. 254, Die allgemeine Form einer geevdueten veinem Hiheven

Gleidyung (§ 228, 4) ift
xl]l ) a.

Um eine folche Gleichung, weldpe aud) eine zweigliedrige genannt
wird, aufpuldfen, darf man nuv aus beiden Theilen berfelben die mte Wurzel
aussiehen; ed ift ndamlich

xe—=Ahl/ g,

3t m eine gerave Zahl, fo hat bie Gleichung, wenn a pofitiv ift, zwei

gleiche entgegengefetste veelle Wungeln; ift a negativ, fo erhilt man Feine veelle

Wurzel. Wenn bdagegen m eine ungevade Zahl ift, o wird die Gleicdhung
immer eine veelle Wurzel haben, weldhe mit a dasfelbe Bovseichen befitt,

Beifpicle, .

1)z = 27gibtx:]}27:3.

2) 28—l § x:]}_—_—rﬁ:«m&
e = e x::i-]}l@»::l:?.

4
Hhxt—=—-16 , 2=t —16=£2) —1

2, Hihere Gleidhungen, welde fid) auf quadrvatifde yuviid-
fithven laffen,

8. 255. Hihere Gleichungen, weldhe nur zwei Potengen der Unbefannten
von foldher BejdyaffenBeit enthalten, dafi der eine Potenzerponent bas Doppelte
bes anvern ift, lafjen fich immer auf quabratijdhe juviidfithren; man darf nur
bie niebvigere Poten durch eine neue Unbefannte ausdriicen.

Aufgabe. Die Gleichung x™ + ax™ = b aufzulifen,

Gefst man hier x™ — y, folglih x*» —y? fo hat man

y:4+ay=—h, :
unb baher

a a2
y=—3=]/ %+
Wird nun jtatt y wieder der Werth x™ rveftituiert, fo ijt

a a?
xm=~5il/z+h

m

s = A=l T+

fomit
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Sft m ungevade, fo gibt feder veelfe Werth von y ober x™ audh einent
veellen Werth von x. 3ft bagegen m gevade, fo geben nuv bie pofitiven Werthe
pon y veelle Werthe von x, und gwar feder derfelben sivei gleiche und entge-
gengefete; die negativen Werthe von y geben imagindre Wureln der gege-
benen Gleichung.

2.8, x4 1522 88 ==

Sefit man x* =y, fo hat ma y* — 13y | 36 = 0, weldye Gleichung

y= B ]/ g o
alfo y =9 ober y —4 gibt. Man hat bafer
adiis® =9 ble Mertlle x —= £ Vi 9&="4E3,
e o T e S A B =

m 2m
8. 256. Aufgabe. Die Gleichung ) x+al/ x=>b anfzuldfen
2m m
Sefst man J x =1y, daher }/ x —y* fo hat man
7P tay=h
o a o
pafer, wenn man beibe Theile jur 2 mten %otenggerf;ebt,
a a'l m
: X:(‘-—éil/z”}"b).
é 6
38 Vx—)Vx=2
6
et man )/ x =7y, fo hat man y* —y = 2, baher
' 6 6
y—= Y. Crie= ool - | x 0t 1,

Il

unb barvaus

unb fomit
% =64 ober = =1

3. Grponentialgletchurgen.

8 257. Die Grponentialgleidhungen (§- 228, 6) laffen jich in
befonberen Fallen mit Hilfe ber Rwgavithmen auf algedbraijdye guvicfihren,
unb dann wie diefe aujldfen.

1. ®leichungen von der Form a* = b,

Da gleidhen Grifen auch gleiche Logavithmen entfprechen, fo folgt aus
a*=—b aud) log (a*) = log b, ober x log a = log b, bafer ijt

__log
— 10'?3".

Um 3 B. bie Gleichung 55 — 37 aufjuldfen, Hhat man x log 5 =

log 37, und jomit
_ log37 _ 1'568202
— logs 07698970

2. ®letidhungen von dber Form )/ a=bh.

Nimmt man hiev beiverjeitd die Logavithmen, fo erhilt man i logita ==
log b, bafer log a = x log b, unb

X =

log a
0

!

—
o3
L2
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So gibt die Gleichung ]x/ 2 = 10 pen BWerth
x = & 2_0-30108.
log 10
3. @leichungen von der Fovm a¥* 4 pa* = q.

Setst man ax =y, fo evhilt man y* 4 py =q, alfo
y:a":.—%il/%——l— q-

g (—3= L% +4)

und daher e Y
3. B. 4% - 5.4x = 36 gibt filv 4x — y, y2 4- by = 36, wovaus
y=4 =4umdy =4 — — 9 folgt; fomit
e logd- o 1
s Tyt s
Der anbere Werth x :%)- ift imagindy, da ber Logavithmus einer

negativen Zahl imagindr ijt. y
4. Gleihungen von der Form f/ a4t p lﬂj A =1

Biir i> i mir‘siy"‘ + py — q felglid

y="Va=— P‘—Fl/%’—l—q,

o
log a
X — - ——
unb daher 2 log (—‘2’ =5 l/% + q)
X Siob 2x i
3 B aus b5 1/ 64— 6) 64 = 8 exhiilt man fiiv )/ 64 = y,
5y?—6y=28, vaher y — 2 ober y = — &, und
__log64 __ 6log2 3
TS DIATE DnED) S

Der joeite Werth von x ift imagindr.

Achter ADbjhnitt,

Progreffionen

§. R58. @ine Solge von ablen, weldhe nach einem beftimmien Gefese
fovtjdyveiten, heipt eine Neibhe, audh Progrefjion. Jeve diefer Bahlen wird
ein @lied ber Feihe genannt. Die Zahl, weldye angeigt, die wievielte Stelle
in per Reihe ein Glied einnimmt, Heift ber Seiger diefes Gliedes.

Gine Neife heipt fteigend odber fallend, je nadhdem die auf einanber
folgenden Glieper immer grdfer ober fleiner werden.

Gine Jteihie Heift ferner eine endliche ober unendliche, je nachbem
bie Angahl der Gliever begvenzt ober unbegremst ift.

Gine Reihe interpolieven bheift, pwifchen je swei anf einander folgende
Olieder eine beftimmte Anzahl vou Glievern einfchalten, weldhe mit ven Gliedern
ber gegebenen Reihe wiever eine Ieihe devfelben Avt bilven.
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L Avithmetifche Progrejjionen.

8. 259. Gine avithmetijche Progrefiion ijt eine Reihe, in welder
jebes folgenbe Glied aué dem nachftvorfhergehenden duvd) die Adbition einer
und derjelben 3ahl gebilvet wivd. Diefer beftindbige Summand heifgt bie
Differeng der Progreffion. So find

s O TS 16, 19,090 1 . .
und 50, 47, 44, 41, 38, 35, 32, 29,...
avithmetijche Progrefjionen; in dev evften ijt 3, in ber jweiten — 3 bie
Diffevens.

1. On einer avithmetifdhen Progreffion ift jebes Glied
gleich bem eviten ®liebe vermefhrt um dag Product aus bem um
I vevminbevten Seiger bes Glieded und aus ber Differven;.

Beweis. Begeichnet allgemein a, dag nte Glied und d die Diffeveny ber
Progreffion, jo ijt

8y = 4y,
a, = 8, + d,
a3 — 3y + 2df

8, = a; -+ 3dp . o .

Der Saty ift alfo fiiv die Anfongsglieber vichtig. Gilt aber berfelbe fil
ivgend ein Glied an, fo baf an = a, + (n — 1) d fei, fo muf er audh fiiv
pas nichitiolgenve Glied anyy giltig fein; denn :

i =a,+d=2a + (@—1)d4d=a + nd

Hievaus folgt, daf ber obige Saf allgemein giltig ift.

Die Formel a, = a, + (n — 1) d heifit vas allgemeine Glied der
Progreffion, weil barvaus, wenn man fir n nad und nach 1, 2, 3, 4,...
fetst, alle Gliever der Progrefjion abgeleitet werben Tonnen.

2. Qn einer arvithmetifden Progreffion ift die Summe
trgend einer Anzahl vou Unfangsgliebern gleid) dbem Prodbucte
aud der halben Anzahl diefer Glieber multipliciert mit ber
Summe bed erften und lepten Gliedbes.

Beweis, it a, dad nte Glied der Reife, fo ift an — d dag ndchjt-
porjtehende, a, — 2d bdas diefem vovangehenve Glied, u. f. f.

Dritcft man mum die Summe dev evften n Glieder durch s, aus, fo it
8y = &4 + (a1 + d) + (a( + 2d) +' 2 ‘+ (El.“ = 2d) + (all_— d) + An.

Sdyreibt man vie Gliever in wmgefehrier Ordnung, fo ift and)
8= 8n + (80— d) 4 (8 — 2d) +... 4 (8, + 2d) + (8 + d) 4 a,.

Durch Avobition diefer beiben Ausdbritde evhilt man, da je jwei unter
einanber jtehenve Glieder a, 4+ a, jur Summe geben,

280 = (&, + an) - (2, + an) A (2, L an) .. (3, an) (8 + 2a) + (a4 + an),
$Hier fommt a, + a, fo oft ald Summand vov, al8 Glieder angenommen
werden, alfo nmal; daker
28:=n (a, + a,)

und
P g (8 + an).
Diefe Fornel heifit bad Summenglied ver avithmetijhen Progreffion.
Beifpiel. DMan fuche das allgemeine und das Summenglied der Reie
per ungeraben Sablen
1348} 85 1T @yl bt



e

Wegenr a, =1, d = 2 hat man
. =14+ m—1).2=2n—1,
B=s (14 2p—1)=n%
So ift3. B 8y5 =218 — 1 = 29, mb 85, = 16% — 225,
§. 260. Die beiden von einander unabhingigen Gleidungen
an=a +@—1) d b s, =3 (8 + a)
enthalten fiinf Grdgen a,, d, n, a,, s,; e8 fann alfo aus fe dreien derfelben
jebe ber beibent anberen bevechnet werben. Dadurd) evhialt man 20 verjdyiedene
Aufgaben.
Sind 3 B. d, n und a, gegeben und a, oder s, 3u juchen, jo finbet
man aud der erften ®leichung
a =8, —(n— 1)d,
und bann aus ber jiveiten

=5 fan— (0 — 1) d+ af =3 {22, — 0 — 1) af.

261. Aufgabe. Gine arithmetifde Progreffion zu inter
polieven.

Schaltet man jwijchen a, und a,4q einer avithmetijhen Progreffion, deren
Diffeveny d ift, r Glieder eim, die mit a, und a,4, foieder eine avithmetijche
Progrefjion Bilben, und begeichnet man bie Diffeveny diefer lepteven mit d;,
jo erhilt man folgende interpolierte Reibe:

ap, an -~ d;, an + 2d,,...an 4 1d;, an+ (v 4 1) 4, = anf1=an 4 d.

&8 ift temnach a '
r41"

3. 8. Man {dalte in der natiivlichen Jahlenveihe 1, 2, 3, 4,....
awijchen pen Gliedern 2 und 3 nadh vtem Gefetse der avithmetijdhen Reihen
7 Glieper ein.

Hier it d=1, r =1, baber d, = ; die intevpolierte Progreffion ift aljo

2 ’ 2%1 2%’1 2;’; 2&! 2%! 23‘: 23’} 30

4,1

2, Geometrifdie Progreffionen.

§. 262 Gine geometrifche Progrefjion ijt eine Neibe, in welder
jebes folgende Glied aus dem nddyjtvorhevgehenden durd) die Multiplication
mit einer und derfelben Bahl gebilvet wird. Diefer conftante Factor Heift ber
Quotient der Progreffion. So find

1, 8, 9, 27, 81, 243, 729,...
“ 1 % % o' ¥ mdw 2doee .o
geometrijche Progrefjionen; in bev evften ijt 3, in dber jweiten 1 ber Quotient,

1. 3n einer geometrijdhen Progreffion ift jedes Glied gleich
bem erften Gliebe multipliciert mit einer Potens ves Quotien-
ten, beven Grponent um 1 fleiner ift al8 der Jeiger des Gliedes.

Beweis. Vegeidnet an ba8 nte Glied und q den Quotienten der Pro-
grefjion, o ijt

=8y

a, = 4 ¢,
. 2

g 4 q%

f— 3
2y =8, q% o T
Dloénit, Avithmetit und Algebra, 11, Anil, 11
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Der Sats ijt alfo fiiv die Anfangsglieder vichtig. Gilt er aber fiiv irgend
ein ®lied a,, jo daf a, = a, "' fei, fo muf ev audh fiiv bag nidyjtfolgende
©lied a,41 gelten; denn ‘

IR I i e S R
Hievaus folgt, daf bder obige Saty allgemein giltig und baf daher
afi==\g n—1
pag allgemeine Glied einer geomc’tlrifqd)en Progrejjion ift.

2. 3n einer geometvifdhen Progreffion ift die Summe
ivgend einer Anzalhl von Anfangsglievern gleidh) dem um dag
evite Glied vevminberten Producte ded Juotienten uud bed
leiten Gfliedes, dividiert dburc) ben um 1 verminberten Quo-
tienten.

Beweis. Begeichnet s, die Summe von n Aujangdglicdern, jo hat man

Bn= 8y 8y Q8 g7 A oS0l gt g gR,

NMultipliciert man beive Theile diefer Gleichung mit ¢, jo erhilt man

qsa=a, g+ a, ¢+ "+ ... 498 "+ a g

Wird mm von diefer Gleichung bdie frithere jubtvahiert, fo folgt

(Sh — 8p = 4 q“_ ay,

N

baher
Sy e it i
q—1
phiet “iveil e Pl = a,,"0ljb 8, q* =qal*it
o, qan — _d_,
T g

alé vag¢ Summenglied fiiv die geometrijhe Progreffion.
Beifpicl. Nean beftimme tas allgemeine und dag Summenglied dev Pro-
grefjion
1,8, 19,587 V81, 848,21,
Hier ift a, = 1 b q = 3, baher
e 1 ¢ 3nAI — 3nv1’

_ 31 —1_ 80—
== /

S0 ijt 3. B. 8,5 = 37 = 19683 unb 5,, = ~—— = 29624,

3ufal. 3jt die geometvijche Progrejfion eine fallende, alfo q << 1, fo
ndbert fich, wenn n in® Unendliche junimmt, va8 Glied a, = a, ¢"~* ofne
Gnbe per Grense 0, die Summe felbft alfe der Grenze

‘ q_g_{,n-—-a‘ iy
“_777 qg—1 T1—gq & 2

Die Summe ber Glieder einer fallenden geometvijhen Progrefjion fann
awar, fo viele Glieber man auch nelmen mag, diefen Werth nie prreic@cn,
wohl aber ihm jo nahe fommien, dafp die Diffeveny fleiner wird, ald jeve noch

fo fleine angebbave 3apl, Man nennt den Ansdrud a = l—f_‘—wa bie Sumue bev

unendblich fallenden Progreffion.
3. B. fitv pie Reibe 1, 3, 1, L &, ..., it weldher a, =1, q =13
ift, bat man

1
§= ——=2;
. . je mefreve Glieder ver Jeile mmI: abbiert, prito melyr nibert jidh vie
Sunme bev 3ahl 2, ofue jedech je diefelbe gu evveichen.



S
~ Jever peviodijche Decimalbruch fann af& eine fallenve geometrijehe Pro-
grejjion bavgefte(lt und af8 folche fummiert, d. i in efnen gemeinen Vrud)
pevivandelt werben. 3. B.

s B O D = iy 26
0 20-F+m‘+ﬁ+’)s+'.‘_I_r]‘jn_ﬁﬁ.
§. 263, Aus ven beiden Gleichungen
— ol qﬂ.n — 8
an = 8, ¢ 1 und s, = -(*!‘"___I'f

weldpe fiinf Grbfen a,, q, n, a,, s, enthalten, fonnen aug je breien bdiefer
Grifen die beiben anbeven bejtimmt werben.

Sind 3. B. q, n, s, gegebenn und a, oder a, ju juchen, jo evhilt mam,
wernt bev Wevth vou a, ausd dev evften Gleichung in die gweite jubjtituievt wird,
Q. — 1) g & q"—ny,

bafer g ﬁﬁ{;‘__‘)l_"‘l*'
unb dbann aus ber evjten Gleichung
e q"—1(q — 1) sn
(LR - o q“ e ¥ ] . :

§ 264 Aufgabe. Cine geometvifdhe Progreffion ju intev-
polieven.

,@d?ﬂffgf man gwijden a, und a,q einer geometvijdhen Progreffion, deven
iluotiea_:.t_ q ift, r Glieder ein, bdie mit a, und a, 1 wieder eine geontetrijche
Progrefjion bifven, fo erfilt man, wenn ber Quotient bdiefer lepteven mit g,
begeichnet wird, folgende intevpolievte NReibe:

An, an (g, 4, C]?, s @p q;r. ﬁn q{“ = ap41 = 4y (.
i

&8 ijt demnad au = Va.
Um 3. B, in der Reihe 1, 16, 256, 4096, ... zwifchen je zivei Glie-
bernt 3 newe licder su intevpolieven, fete man, da q = 16 und r = 3 {jt,
4

A VIB =2,
wobuvd) man evhalt:
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, ..

3. Anwendung ver geometvijdhen Progreffionen aunf die Binfes:
sing- und Rentenvedyniung.

§. 265. Wenn man die Sinjen eines Capitals am Cnde eined bejtimmten
Beitvaumes jum Capitale jehligt wib mit tiefem wieter vevginjet, jo fagt man:
bag Capital ijt auj Sinfeszinfen angelegt.

Gine in fejtgejetsten gleichen Tevminen twdfvend eines bejtimmien Seit-
raumes zahlbave ®elbeinnabhme, bdie man jid) dpurd) Crlegung eined gewifjen
Gapital8 evivivht, wird eine Rente genaunt, Eine Rente, welche nur auf eine
bejtimmte Seit abgefchloffen wird, beift eine Beitvente; cine Rente dagegen,
bie auf die Vebendbauer bed Cmpfingers abgejchloffen wird, Deit cine Le-
bengrente. Die Angahl ber Jahre wird bei Leibrenten nach dev walridhein-
lichen Lebensbauer, die man and bejonderen Stevblidyfeit&tabe [len
entnimmt, beftimmt. :

Alle Pieher gehivigen NRechymumgen lafjen i) anf folgende vier Haupt:
aujgaben guviidfiihren.

§ 266. I. Aufgabe. Gin Capital A, welches 3u P% n Jahre
lang auf Binfeszinsg angelegt wivd, wadfe in diejer Jeit judem

1*

B A N
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Werthe E, an. Man jude die Relation, welde zwifden ben

Grigen A, P, nund E, ftattfindet.

100 fl. am Anfange bdes Jahres geben 100 —1; P fl. am Gnbe pes Jalhres
0 .

1 " " " " " gibt 100 " " " i

P
A (i) " " " QEBCH A (1 + m) " " 1 "

; : I P
Gefst man hier und in dem Folgenden 00 =P alfol 4 i =1+4p,

jo folgt, daf man a8 Capital am Anfange des Jahres mur mit 1 4 p 3u
multiplicieren braucht, um ben Wertl) pesfelben am Enbe des Jahres zu er-
Dalten. Diefem gemdf hat man
Afl. am@nf. b. 1. Jahres = A (1 4+ p) fl. am Gube . 1. Jafres,
A (1 + p) n n " fr 2' n e A‘ (1 + p " n n n n 2' "
A (l + I))n 1 1] n " 3' n e A (1 —I_ p :1 " " " " 3' "

Die Werthe, auf weldhe das urfpriimgliche Capital A nach 1, 2, 3, ...
Jabren auwdchit, bilven alfo eine geometrijche Progreffion, bdeven erftes Glied
A (1 4 p), und beven Quotient 1 -4 p) ift. €8 ift daler bas nte Glied,
b. i. ber Werth ded Capitald nach n Jahren,

En:A(l +p)n ....1)
oft man bdieje Gleichung nach A, p, n auf, jo evhilt man

bt 1
A=ig e D
inTE
T g RIS v 3)
_lOgEn'—IOg‘A
T T lg(+p) -

Bufige. 1. Hiev wurbe die Beit ald eine ganze Jahl von Jahven vor-
auggefest. Jjt mun die Jafhl ver Jafre ein Brud), etwa n 4 'q—E, 0o neine

gange Bahl oder MNull, 'E“ abev einen echten Bruch Dbegeichnet, o hat man

suniddyit fiiv bag Anwachjen deg Capital8 A in n Jahren
E.=A (14 p)
Diefes Capital A (1 4 p)» aber wichft in den noch folgenden :-;3 Safiren

nach 8 154 anf A (1 4+ py +AQ +p). q—*’ an; folglich ift

Evy2 =A(+p) (r + %} ...... 5)
2. Gejchieht die Verzinfung halbjfifvig, fo muf man in bden obigen
Fovmeln ftatt der gamgen Jabhve Halbjahre, unb jtatt dev gegebemen mur bie
halben Procente fesen. Darnad) geht 3. B. bie Gleichung 1) iiber in

En= A (1 B we <5 6)

3. Die obigen Gleichungen fonnen audy auf anveve Gvifen, wenn die-
jelben in einem conjtanten BVerhiiltnifie anwadhfen, 3. B. auf die Junahure dev
Yevblferung cines Yandes, ded Holajtandes eined Walbes u. dgl., angemwendet
werben.

Beifpicle.

1) Wie Hhodh wird cin Capital von 2518 fl. in 12 Jahven 3uH Precent
Rinjedzing bei gamsjihriger Capitalijievimg anwad)fen?



—=2518 = 1(')0

E,t, = 9518 1055
log 1+05 = 0+021189
12log 105 — 0254268
log 2518 — 3- 401056}

log E,, = 3-655324 — log 452193,
olfs E,, = 4521 f(. 93 I,
2. Gin Perr will bei einer Verforgungsanftalt feinem Diener nad
11 Jafren einen Begug von 1000 fl. verfichern. Welde Ginlage muf ev
madjen, wenn die Anjtalt u 4 Procent ganzjdhrig vevsinjet?
n = 11, E,;, =—=1000, p =004
A — 1000

0417

log 1000 = 3-000000

11 log 1+04 = 0° 187363

lo A — P981263{ — 64958
g = 649 fl. 58 ﬁlﬁ,ﬁ
3. Gin Capital von 2000 L. tft bei 4%, Smiee,m[ua uuf 4469 fl. 89 fv.
angewadyfen. Wie lange war das Capital angelegt?
A = 2000, p =004, E, — 4469-89.
o “’g'l*"?og”l_—o‘:g 2000 — ()-849267 : 0-017033 = 20-505. .
Non fege n = 20, unb bevechie
E,, = 2000.1-042° — 438224,
2000 fL. jind alfo in 20 Jalhren auf 4382:24 {l. angewadyfen. €8 ijt bie
Frage: wie viel (t) Beit muf nod) vas Capital 4382-24 fl. anliegen, wm bei
49, s bem Werthe 4469-89 fl. amguwadyen, o i um 4469:89 —
438224 — 8765 fl. Bins bringen?

Nady der einfachen lemedyuuug (8. 154) Hhat man
1
t—:msz 24 4 = ot

&8 ift daher genau n =— 20% Jalyre.

8. 267. II. Aufgabe. %[m Anfange einesd jedben Jahres wirh
ein Betvag von r fl. gegahlt ober empfangen, und E, fei der
Werth, suweldem piefe Betvige jufammen bei P 9, Rinfeszins
nad) n Jahrven anwadfen. Wan driide den Sujammenhang aus,
welder jwifden den Grifen r, P, n und E, jtattfinbet.

Nacdhy §. 266 Hhat man

=005 Srie =S

log 1:04 — 0+017033

v il am Anf. bes 1. Jahres = r (1 4 p)» fl. am Eube des nten Jafres
r oy, " " " g' " Sl (1 ‘+"‘ P)"_l " " " " " "
Ly T " n o " =Y (1 == P)“—z noon " 0 " "

.............................

Eoris . n " (n—'l)ten =7 (1'4 P)E MiaIGE: ) " " "
= {1

1 " " " 1] nten = P) " " " " 1" "
r

baher Euowerth E, =1 (1 + p) + (1 = ) S RE R e
) v+ 4 r(l + p)e,
obey

Es=r(4+pll+aA+p+Q0+p)+. . .(0+p-24+0+pr




Der in ven flanmern bejindliche Auspru ijt die Summe von_n Glie-
pern einer geometvifdpen Progrefjion, veven crjtes Glied 1, und beven Duotient
1 -+ pift; man Hat dafer s ety

E,=r(l + P)'(] +p) (1 pp 3.4

pbev

E" o LAY (L ks pn —1] ol 1)

P
¢oft wan diefe Gleichung nach r und n auf, fo evhilt man
2 S Enp
R P .
o logrr P n p| — log l'_ a
e log (1 + 1) e
Die Bejtimmung von p iberfteigt, da man dabei auf eine Gleicdhung des
(n 4 1)ten Grabed fommt, die Gvengen diefer Anleitung.
Bufie. Wird hier ver Betvag » fl. nicht am Anfange, fondern am
Gube eined jeven Jahres angelegt, fo exhilt man ftatt 1) den Ausbrud

Bl oW s 2 )
P

Beifpicle. ,

1. Jemand legt durd) 10 Jahre ju Anfang eined jeden devfelben 230 fl.
it 5 Procent Jinfedzing an; wie hodh wivd das Capital in jener Jeit amvadfen?
r =230, )n = 10, p == 0:05.

230,105 (1°05*° — 1) 230.1:05.0°62888 __ onaqn,
Ew = 0-05 = 005 p— OOST 4:9
Das Cubeapital ift demmad) 3037 fl. 49 fr.
2. Jemand will einer Pevfon nach 15 Jahren bei einer Bevjorgungdanitalt
eite Sunue von 3000 fl. verfichevn. Welche jahrliche Ginlage muf ev bis
s jener Beit an die Anftalt machen, die Capitalijievung gansjdhrig su 4 Procent

aevechnet?
n = 15, B ;%= 3000, p==0104,
S 3000.0°04 __ 3000.0°04 4,
T 104.(1°04F—T1) T 1°04.0°80092
Die jilpliche Cinlage betvigt alfo 144 fl. 6 fr.
3. Jemand legt durc) 15 Jahre am Gnde jepes halben Jahres 75 {l. in
eine Spavtafje. Wie grof ift fein Erfparnif nac) diefer Beit, wenn bie Spavs
faffe die Ginlagen halbjdbrig su 5 %, vevzinfet?
1':751, p = 0:025, 2n = 30. _
- 1:025% —1 TROBT5T5a hoo o & L)
Eyo = 16. L0 =1 = 75 L0 = 329271 . A\
§. 268, IIL. Aufgabe. Gin ju P 9 Binfedzinsg angelegtes Ca-
pital von A fl., weldyed burdhn Jahre am Gube eined jeden Jal:
ves um den Betrag vou r fl. vermehrt odber verminbert wivd,
habe nad) diejev Beit dven Werth E,. Man fude die Relation,
welde jwifden A, r, P, n und E, jtattfindet. _
3n n Sabren widit der Werth des Capitald A (§. 266 Fovmel 1) auf
A (1 +p)r, und der Werth aller Betvige, um welde bas Capital jihrlich

vermehrt ober vevmindert wurve, (§. 267, Fovmel 4) auf r-&—_t—pp)i:—"
an; e8 it bemnad) per Cubwerth bed Capitals

By = A (1 + p)"/;tf_ilﬂ_‘_'r_[!"i).“._::ﬂ SR

06

o~
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Davausd folgt

A _E:lp:{:l'{i-l—l)\,ll-_[]

oy i p(;(..l]-.};_)u” ---------- 2)
b oo NS Bl PG ¢ L g 2
P e AR 3)

__log (Enpdr—log(ApH1) 5

i log (1 + p) it
Bufat. Nimmt man an, daf pas Capital A duvd) bie am Cube eines
jeben Jafres erfolgenve Berminderung wm ven Vetrag v nad) n Jahven voll-
ftaupig ex{dhdpit wivd, 0. h. ift A vev gegenwivtige Wevth, welden
pie purd) n Jahre am Gnubde cines jedben Jahrves jahlbaven Be-
frige von r fl haben, fo gehen, weil E, = 0 wird, die oben fiiv — r

abgeleiteten Ausdriide 2, 3 und 4 in die folgenpen iiber:

A M—_I] _____ 5
{)([]._E_P)un 'D)
AP R P 6)

s 1 ( -i-pl}" = L A'p.)“
_ logr —log (r —

] S Y () R i)
Beifpicte.

1. Gin Gapital pon 1200 fl. jteht auf Binfeszinfen ju 49, und wird
am Gube eined jeden Jahres um 80 fl. vevmelyrt; auf welche Sunme evwidit
e8 nady 18 Jafren?

A== 120050180, it == Odiain == 186
. G 80. (1:04%® — 1)
.EJ,H = 1200. 1-04"' —I-' = it -—+
= 1200. 2025817 - 2 LOB8T . 48961 fL.

2. Nach wie viel Jahren jind von ecinem auf Jinjeszinfen ju 5%, ans-
gelichenen Gapital von 1060 fl. nody 167 fl. 22 fr. iibrig, wenn am Enbe
eined jeden Jahres 80 fl. suviicgezaflt wevdben?

A = 1060, 2= 80, pr=0:05, E, = 167 22.
_ log (80 — 167°22.0°05) — log (80 — 1060.0°05) _ 0°423786 . o o
o Tog L 05 = Gozimma = 2V Japre.

3. Jemand will eive Schuld von 3500 jl. baduvdy tilgen, daf ev dem
®laubiger buvd) 15 Jafhre am Cnde eines jeven Jalhres eine gleiche Abjchlags-
sablung leijtet; wie viel muf dic jihrliche Sablung bei 5, Sinjessing betvagen?

A ==3500, 1 == 15,,ip.=— 0" 05
8300.0:05.1:052% .. 3500, 0°05..2"078928 . . wam. 14 &
1055 —1 == 1-078928 = ad 1Y r[
4. Welden gegemvdvtigen Werth Hat eine durd) 25 Jahve am Ente
cined jeven Jabres zablbave Rente von 300 fl. bei 4'%4Y%, Binjesiing?
r = 30?, pi=llatd 5, n =2
. 300 (1:045%° . — DLITISIBO0M 250064340001 0y ol &
A= g5 105" 0035, B00aa - S0 46 1L

§. 269. IV. Aujgabe. Scei a ber Betvag, welden Jemand
purd) m Jahre am Anfang eines jeven Jahrves begahlt, um jidh
nady diefer Beit bei PY, Binjedzins ven Bejug einevdvurdyn Jahre
am Enbve eines jeden Jahves jahlbaven Rente b ju fidern. Man
priide vie Bejziehung jwifchen a, m, P, n uud b aus.

e




b

Die dburd) m Jahre gezahlten Betvige Haben nach Bevlanf von m Jahren
(§. 267, Fovmel 1) ben Werth ;
oL al4pfd+pm—1f
p
Die nacdh Verlauf don m Jafren beginnendbe, duvch n Jahre ju beie-
hende Rente b hat (§. 268, Fovmel 5) den anfinglichen Werth
At HaSEp)s =l
e L
Da mm E, = A feinr mu§, fo hat man
s Hh R pia =S 190 Y [(F p)o = 1]

P 1+ pn 4
Aus viefer Gleichung exhalt man R
o p (LS P 1)
el T = vy s v R R R R PR SRR ST PTPE RSP R EE
1 LN i s s L S e 2)
log [(1 —I£lp;l"- ﬁn-{—_ al(l =+ p) l. . ‘r]' : l.o‘g G 1 o S
e ] ] Tog (1 - IJ) — (l’l + 1) ......... 3)
yaeaigitr — Yogile & o Bl R ] o s 1)
T b A T AL Ty O
Beifpiele.

1. Weldjen Betvag muf man durdy 24 Jahre ju Anfang eined jeden
Jalhves an eine Lebensverjicherungsanjtalt einzahlen, bdamit biefelbe bei 5%,
LBevginfung nach Ablauf diefer Beit durd) 9 Jahre am Cnbe eined jeben Jahres
eine Nente von 100 fl. gewdhren fonne?

r:]ﬂOO,m:24,n:9,p:0'05.
100. (1°05° — 1) L0007 5B 132 R e itk it
1°057°(1-05% —1  1-628895.2°2851 151056 fL

2. Semand 3ablt burdy) 30 Jahre ju Anfang eineé jeden Jahves 34 fl.
it eine Nentenbanf, weldpe zu 49, vevginfet; weldye nachfchufweife Rente wird
ihm die Bant durd) 7 Jahre nach dev lesten Cingahlung geben founen?

a::343,m;—::30,p:0'04,n': 2
. 34.1°04° (1-04%°— 1) __ 34.1°368569.2°243397 ;
T 104" — 1 = 0-815932 = 33041 {L

e—

4. Gouvergeny und Divergeny der unendliden Reihen.

§. 270. Wenn fid) in einer uneubdlichen NReihe die Summe dev evjten
n ®fieder wm o mehr einer beftimmten Grenze nibert, je/grifer n twird, fo
feifit bie eihe convergent, und diefe Grenje die Summe der Heibe.
Wenn dagegen die Summe ber evften n Glieber mit bem wadhfenven n fidy
nicht einer beftimmten Grenge nibert, fo Yeifit bie Reife divevgent, und ihre
Summe ift nicht beftimmbar. Eine unendliche bivevgente NReihe Hhat fiiv die
Mathematit feiren LWerth. y -
Beifpicl. Fiiv die geometrijhe Progrefjion /-
a4 aq-+aq?4 agd..
ijt nady §. 262, 2.

Byl B aqgn
N . g A9
3it nun g=>1, fo wird mit dem wachfenden n aud) q° inmer groger, und
bie Summe nabhert fich feiner beftimmten Gvenge; die Progelfion ijt aljo divevgent.

=
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/

{ v
f.-‘ Siv g =11t 5, = g, alfo bie Progrefjion ebenfalls bivergent.

f gilv g = — 1 wirb s, = 0 ober s, = a, je nadhbem n eine gevabe
ober ungevabe Bafl ijt; die Summe ndhert fid) aljo bei wachiendem n nicht
einer beftimmten Grenge, foudern fchwantt fortwdbhrend swifden O und a; bie
Jeihe ift daher divergent.

St enblich g <<1, fo nidfert fidy fiir wadyfende n, " inuner melhr ver Null,
und s, ohne Ende ver Deftimmten Grenge 1_‘_—'(} 5 Die Progreffion ijt in diefem

Falle convergent (§. 262, Sufat). :

§. 271. Beeidynet s die Summe der unendlichen Reihe

a'|+a'2+a'3+"-+a'n+afn+1+9-n+2+---r :
g, bie Summe dev evjten n Glieder, unb e, die Summe aller folgenven Glieder,
weldhe leftere Summe man aud) die Crgingung der NReihe nennt, fo ijt
T

Die Reihe convevgiert, d. i die Summe s, nihevt fih einer be-
ftimmten Grenge, fobald ficdh die Evgdangung e, Dbei bem umendlichen Wadhfen
pont n ofjne Gnbe ber Null nihevt; biefes ijt aber nuv mibglich, wenn fich Leimn
unendlichen Wachfen von n die Glieder anyr, ants, ... felbjt ohune Enbe der
Null nahern.

3n einer convergenten NReihe miiffen aljo von einer gewiffen Stelle an-
gefangen bdie auf, einanber folgenven Glieber immer Fleiner werben. Jedoch
geniigt biefe Vedingung allein nod) nidht, um auf bie Convergens einer Reihe
jdhliefen ju fomnen. Cinen Betweid bajiiv liefert die Harmonifde Reibe

T BET iyl il 1 1
1 +.3+§+‘1+ "+T+ n-1 153
peren lieber ofne Gnde abuehmen, bie aber bejfenungeadhiet dbivergent ift.
Denn e8 ijt fiiv biefelbe
1 1 1 1
b Vi e +n+2+"' +§1_1+2n+1+ o
baher
dloe piles sloh ~Sia el
G">n+1+n+2 G O
und um jo mehy

1 1 1 1
o R U T el e

Qengeidhen der Convergeny nud Divergens. ;
§. 272. 1. MNdhert jich in vev unendlichen Reife )
a +a+a; + .. oay + AL
per Quotient ‘fi-'lil einer Beftimmien Gvenge g um fo mehr, je grofer n wirk,

n

fo ijt die Heihe convergent, wenn diefe Gvenze fleiner ald 1 ijt.

Beweis. Selt man

dn4+1 and2 __ an+3

T—g‘,_“u; In_+—1 —g+a“+1r #«}-B—g + Cnt2y .00
WO oy, Gnyy,... nady der Bovausdjesung dev Null wm fo niher fommen, je
grofer n wird; fo folgt
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41 == Ay (g 4 @),
Ay 2 — Ay (g -+ ffn-}l) == dp (g "l" “n) ({5 1= aulpl)p
f Ants = ani2 (g + “n-i?) =" (g + an) (g + utr) (g + ““+2)

L

Durd) Sunnmievung evhilt man die Ergingung
€y —dy "’ﬁ.’"{ f-‘in) 4~ {1—',' aF ﬂn_)‘ (g -+ @, ';-rl) + (g = an)(g +0~’u+l) (1.5 -+ 0y 1_2) + ---]
up als Grenge, weldher fich e, ohne Enve nibert, wenn n ohne Guve u-
nimmt und daher @n, @ugy .. winendlicy flein werden, ven Ausdvud

t (8 + 8"+ 8"+ ..

e o (807262, Bujak).

Da nun 1-«—:—— eine enbliche Zafhl ift, a, aber ver Null wm o nihey
E=]

tontmt, fe grifer n wird, jo ndhert jich bei wachjenvem n aud) a,. i‘“iﬂg fo-
mit auch die Grgdngung e, ofne Ende ver Null; bie Reibe ijt fomit convergent.

2. Nibhert fich in ver Reife

. al—i—au+a3...+a.,—}-a.,+1+...

ber Quotient “{%eincr Deftimmten ®renge g um fo mehy, je gvofer n iirb,
jo ift bie Yeihe bivevgent, weun bdiefe Grenge grifer ald 1 ift

Beweis. Man findet, wie in L., fiiv die Crgingung e, die Grenge

Ul g 9 s :

weldye jepod) Dhier, weil pie Glieper der Reile g -+ g* -+ g® + ... chne Ende
sunehuien, nicht Null ift; die Reihe ift daher divergent.

3. Gine unendliche Reifje mit abwedpfelnven Vovzeidhen der Gliever ift
convergent, fobald die Gliever ohne Gude abnefhmen.

Hat man die NReife

Ay — 8y + ag —a, +...0Eay o Gpgn = e F A L
jo ijt bie Grginzung

Sy = == A1 — (E'u-}-? T !»3) s (a‘u—lui = anAH) B AL ]

oder i)

& ==t Ant1 — And2 + (;!,. e L |.;) = |
Da bie Glieder forbwdhrend abuehmen, fo find in biejen Gleihungen
alfe burd) KRlannmern eingejchlofjenen Diffevenzen pofitiv; 8 ijt aljo ver abfo-
Tute Werth von e, fleiner alg a,pq und grifer ald anpr — a,ps, er nihert
jich daber mit tem Wadhfen vou v, weil dabel a,p wid a,y unendlich ab-
nehmen, ofne Gnbe dev MNuil; folglich ijt die Neihe convergent.

Beifpicle.
D1+43+r5+7s3+: TR e
1 E2iea 12 .3 T1.2.3.. (n — 1) L2 3k (il e 0 7
antl 1
an oo
Der Quotient %‘—n{ibcrt fidh mit vem Wachjen vorr n ohite Enbe dex

®venze 0, alfo ift die Heihe convevgent.
P 3

2 X< n=—=1 xn
l+x+F+5 4 IS0
anfl __ (n—1)x 1
e =S o1 - D)= /
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Der Quotient ™% nifert fich, wemt n wnendlich wichjt, ohne Guve ver

Grenge x; bdie vorgelegte 9teihe convergievt alfo fiiv x << 1, und vivergiert
il

~ 3) Die NReihe 1 —4 44— 4+ +— &= ... 1]t convergent, weil
bavi ein vegelmifiger Beichemwechfel vovfommt und die Gliever ohne Guve

abnehuen, /

Seeunter Abjduitt.
Die Combinationslelhrer

§. 273. @egeﬁenc Dinge nadh cinemt bejtinmten Gefege in Gruppen
sufanumenzujtellen, heifit combinieven im weiteven Sinne pes Wortes. Die
eingelnen Dinge werden Elemente, und bie aus ihuen gebilveten Gruppen
Complerionen genannt. §

Bur fdhriftlichen Davjtellug dev Combinationen ift eé am jwedmagigiten,
bie Glemente durc) die in natliivlichey Ovbmung auf einander folgenven Bahlen,
weldie Beiger ober Jnbices heiffen, ju bejeichuen. Diefe Beiger bejtimmen
bie Rangordbmung der Elemente, fo daf jeues Clement dag hoheve ijt, weldhes
eimen guofeven Beiger Hat. Von jwei Cowpleyionen Heift jene die hHiheve,
wovin vont per Linfen aus zuerjt ein Hiheves Element vovfomumnt; 3. B. bdie
Gomplegion 1342 ijt hHisher al8 jene 1324, Die niedrigfte Complerion ijt
biejenige, in weldyer fein hoheves Element ver eimem niebvigeren jteht, in welder
alfo die Glemente in natfiviider Ovdbnung auf einanver folgen; und jeme
pie Hodpite, in welcher Fein niedrigere§ Glement vov einem hiheven fteht, fo-
" mit alfe Glemente in umgefehrter Crdnung vorvfommren.

Werben bie Elemente anjtatt buvch Beiger, burdh) Budhjtaben Dezeichuet,
Vo ift basjenige Glement afg ein hiheves 3u befvachten, twelche im Alphabete
jpiter vorfommt.

§. 274, Alle Gombinationen jcheiden fidh ihrer Natur nadh in Ver-
fesungen und Vevbindungen. Vei ven Vevfeungen fommt die ver-
fdhiebene. Anovbnung ber gegebenen Elemente, bei ben Vevbinbungen
ihre Auswahl in beftimmter Anzahl in Betvacdht. Witd auf bdie Anord-
nung, Anzahl ud Answahl der Clemente gleidhzeitig Ritckficht genommen,
fo fommen Verbindbungen und Vevieungen veveint vov.

Hiernach unterfcheibet man prei Wvten bes Combinievensd: das Permu-
tieven, pag CGombinieren im engeven Sinne, und bag Baviieven.

Bei jever diefer dbrei Combinationgavten fommt bdie wirflice Vildung
ber Complexionen und die Jahl verfelben in Betvacht.

1. Dad Permutieven NG

§. 275. Pevmutieven heit, gegebene Clemente auf jede migliche Weife
vevfefsen, fo jebod), paf in jeder Gruppe alle Elemente vovfommen.

Die Augahl affer miglichen Permutationen wvorn n Elementen begeidhuet
man duvch P, (Permutationdzahl von n).
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§. 276. Bilbung ver Permutationen

Um von mebreven gegebenen Glementen alfe miglichen Permutationen u
bilben, fdpveibe man suerjt die niebvigjte Complexion der gegebenen Glemente
an, leite aus diefer bie nidyjt hoheve, aud diefer wicder die nich{t Hiheve,
. §. w. ab, b8 man jur hochjten fommi. Man erhilt aber aus jever fdhon
aufgejteliten Compleyion bdie nidhjt hoheve, twenn man, in diejer Complerion
von vedhts nady (infé forvtjchreitend, das evite Glement auffucht, an veffen Stelle
aud den vechts folgenden ein hiheves gefelst wevden fann, fobaun biejes holheve
Glement an jene Stelfe fdhreibt und die [infs vovangehenden Elemente wune
gedudert ftehen, bie fibvigen abev ihm in natiivlicher Orvbuung folgen Lift. 3. B.

125 abed baed cabd dabe
132 abde bade cadb dach
213 achd becad c¢bad  dbac
251 acdb = beda cbda  dbea
312 adbe  bdac cdab  deab
321 adeb bdea cdba  dcha
abbbe babbe bbabe beabb cabbb
abbeb babeb bbach bebab ebabb
abebb  bacbbh bbbac bebba cbbab
acbbb bbbea cbbba
bbeab
bbeba

§. 277, Unzahl der Permutationen

1. Sind alfe mdglichen Pevmutationen von n verfdyiebenen Clementen
gebifvet und fvitt su diefen Elementen noch ein neued daju, fo faun vasdjelbe
i jeder der friiheven Pevmutationen bem ertew obev jweiten, . . . obev
(n -+ Dten Plag, alfo n 4 1 verfdhiedene Stellungen einnehmen, fo dbaf aud
n -+ 1 Glementen (n 4+ 1)mal fo viel Permutationen entftefen, ald aus
n Glementen. €8 ijt alfo

Pu+1 = I)n . (l’l + 1)
Da nun ein Element nuy eine eingige Stellung julapt, aljo

12 =il
ijt, o ift =12
baher e 123
alfgemein i’,. i 1, 3% .'(n'——- 1.) ;1;

b. h. pie Permutationszahl von mehreven vevjchiedenen Clemen-
ten ift gleich dbem Probucte bev natitvlidhen Jahlen von-1 bis ju
per Bahl, weldhe die Anzahl der Clemente ausddriidt.

Das Prodbuct1.2.3.4....(n — 1).n pilegt man durd) bas Shmbol n!
(Factovielle n) auszubriicten; daher

| A 6 Traae LR

2. Wenn unter den gegebenen Elementen p gleidye vorfommen, jo De-
tradyte man diefe einjtweilen al8 vevjdhieden; pann ijt die Anzahl aller moglichen
Permutationen n!. Dentt man i) nun bdiefe Pevmutationen fo in Abtheilungen
gebracht, daf fich die Pevmutationen einer Abtheilung blof durc) die gegenjeitige
Stelfung der al8 verfdjicven betradhteten p Elemente vou einander unterjcheiden,
wiifrend die iibrigen Elemente diefelbe Stelle einnehmen; jo enthiilt jebe diefer Ab-
theilungen fo viele Pevmutationen, ald man ihrer aus p Elementen bilden fanu, alfo
p! Permutationen. Wenn man nun die al8 verjchieven betvachteten Elemente wieder
al einander gleidhy annimmt, jo gelten alfe p! Complerionen einer Abtheilung
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nur fiiv eine Permutation; je p! von den n! Permutationen gehen in eine
D T : n! s 2
eimgige iber, und man Hat fomit nuv ol verjdyiebene Permutationen.

Wenn fid) unter den gegebenen n Elementen aufer den p gleichen
Elementen nod) ¢ anbeve gleiche Clemente befinden, fo wiederholen fich die
Sdiifle in gleicher Weife, fo daf man als die Anzahl alfer verjdyiedenen

' O
Permutationen T evhalt. ,%P
2. Das Combinieven. .

§. 278. Combinieven im engeven Sinne heifit, aus gegebenen Gle-
menten alfe LVerbindungen u einev bejtimmten Angalhl von Clementen bilben,
ofe daf fedod) in 3tvei Complerionen diefelben Clemente, auch nicdht in andever
Reihenfolge, vorformmen diivfen. Die Elemente felbft fonnen ald Combina-
tiomen dev eviten Claffe angefehen werben, und heifen al8 folde Unio-
nen; die BVevbindbungen zu zwei, drvei, vier, ...GClementen nennt man Com-
binationen dber zweiten, bdritten, vievtem, . . . Glaffe, ober aud
Amben, Ternen, Duaternen u f. fo.

Man unterfdjeivet Combinationen ohne und mit Wieberholungen,
je nadhpem in einev Complerion ein Glement nuv eimmal, ober beliebig oft vor-
fonmmen barf. \

Die Anzahl aller mbgliden Combinationen. der rten Elajje aud n Elementen
ofe Wieberholungen toivd durd) C:, die Anzahl devjelben mit Wiederholungen
burd) Oy r, begeichnet. \

§. 279. Bilbpung der Combinationen.

1. UWm qus mehreven gegeberen Glementen afle Amben ofhne Wiedber-
holungen zu bilven, jtelle man jedes Glement vov jeved Hisheve Glement.
| Sind einmal die Combinationen einer beftimmten Clajfe gebilvet, fo er-

j ’[}Ei[t man davaus die Combinationen der nddyjt hisheven Clajje, wenn man jede
{ |fvithere Gomplexion vov jeves Glement fett, welches hdher ift al8 bdie davin

tporfommenber.

. So erhilt man aud den finj Elementen a, b, ¢, d, e nachjolgende

Amben ohne Wiedberl). Ternen ofne Wieder]).
ab, ac, ad, ae; abe, abd, abe; acd, ace; ade;

be, bd, be; bed, bee; bde;

cd, ce; cde;
de;
. §. .

2. Um aud mehreven gegebenen Glementen alle mben mit Wieder-
Holungen zu Bilden, fette man jebes Glement vov fich felbjt und vov jebes
hihere Element.

$at man einmal die Combinationen ivgend einer Claffe mit Wieber-
holungen gebilbet, fo erhilt man barvaus alfe Combinationen ber nddijt Hisheven
Glaffe, wemt man jeve fritheve Combination guerft vor das hichite davin vor-
fommende Glement und damn nod) vor jebed hishere Clement ftelit,

©o geben bie vier @Ielnllente 1, 2, 8, 4 folgenbe :

11,12, 13, 14;

Mmben | 95" 95, 94
I 33, 34;
Wiederl), I 44;
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Tenen | 111 112, 113, 114; 192, 198, 1245 135, 134; 144;
*““.‘t‘" | 299, 293, 224; 238, 234; 244;
aicberh. | 333, 334; 344;
Wieberl, J A4

==

ST

g 280. 3ahl ver Combinationen ohne Wiederholungen.
Sind n Glemente gegeben, fo wird man alfe Amben olne Wieber-
Dolungen evhalten, wenn man jedes Clement mit alfen iibrigen verbindet, mur
mit jich felbft nicht; davuvch entjteffen aus jedem der n Clemente n — 1
Amben, alfo im Gangen n (n — 1) Amben. Alfein unter diefen fommt jede
Ambe 2mal ver, 3. B. die Ambe ab, intem man amit b, und b mit a ver-

bindet, dafer geben n Clemente nuy 1—1(“9_1) verfchiedene Amben.

Denft man jich itberhaupt alfe Combinationen der rten Elajje ofhne Wieder:
Dolungen von n Glementen gebilvet, fo wirdb man affe Combinationen ber
(r 4 Diten Glafje exhalten, wemn man jede fritheve Combination mit alfen in
ihr nicht vorfommenden Clementen vevbindet; jeve bev fritheven C; Combina-
tionerr wird auf odiefe vt mit n — v Elementen verbunden und gibt fomit
n — r Gombinationen der (r 4 1)ten Glaffe, fo daf man ihrer im Gangen
Ci (n — r) befommt. Alfein jeve nene Combination wird (r + 1)mal vor-
fonumen, weil man immer je r anberve Glemente davon mit dem (r 4 1)ten

vevbinven fann; e8 wivd fomit mw Gy ot | vercpievene Combinationen vev

(r 4 Dten Glaffe geben; man Hat jomit
Ur+1 — Cl’-ll -1

r-1 .
Da mm
(A’ (m—1)
BT 2
ijt, fo hat man -
€ 25— HL v 2
e T TV PR ST \
folglich
(2 (n—1)(n— 2} (n — 3)
ey R RS R
aligemein

w_ nm—1)n—2),. (n—r4+2m-1r -[- 1)
e 1 e e e P LR
Ten [epten Bruch, defjen avithmetijdher Vau leicht qu iiberblicten ift,
pifegen vie Mathematifer duveh) das Shmbol (:1). welched gelefen mwivd:
ontiber ¥, ausgnoviiden. €8 it baler ; \

o T By LRt

§. 281. Bahf der Combinationen mit Wiedevholungen,

Sind n Glemente gegeber, fo wivd man alle Amben mit Wieberholungen
exhalten, wenn man jeves Element mit fich felbjt unb nod) mit alfen n Gle-
wenten, audy fich felbjt nicht audgenommen, verbindet; jeded ber n Glemente
aibt auf tieje Weife verbunben n 4 1 Amben, alle n Elemente geben aljo
“n(n 4 1) Amben.  Weil nun davunter jede Ambe weimal vorfommt, fo ift
nn-1)

——5—— bie Amsahl aller vevichicvenen Amben mit Wieberholungen.
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Dentt man jich iibevhaupt alfe Combinationen ver rten Clajje mit Wieber-
holumgen von n Clementen gebildet, fo wird man davaus alfe Combinationen
per (r - Dien Clajje evhalten, twenn mur jede fuiiheve Gombination zuerft
mit ven r Glementen, tweldhe davin vovfommen, und damn nod) mit aflen
n Glementen verbindet; jeve dev C " friifeven Combinationen gibt dadurd
n - r nene Combinationen und man wird fomit jufammen CF© . (n4-r) Gom-
Binationen dev (r -+ Dten Clajje exhalten. Hber jeve foldhe Combination fommt
(r + Dmal vor, weil man inmmer je r anbeve Clemente daven mit bem

(r -+ D)ten vevbinven fann; ed ijt daher

W, r-fT T e | —I— I
/n e e T e ey e
v~ 1
Da mm
aw, 2 n (;] + ])
/n R

ift, o hat man
o B eyl (n+41)(m+4 2

IO R L
folglich
oVt — nfn+1)m+ 2) (04 3)
W5 =051 Riokns s A
alfgemein

w,r __ nm-pE)n42)...n+r -2)n+fr—1)
R e T RS S T AR !
Wenn - man in diefem Brudye die Factoven ved Zdhlevs in umgefehrter
Ordnung jehreibt, wodurd) dev Brud) vie Form
m+r—1Dm-4fr—2)..m4+2) (n+1).n
[ NS i = O =i
annimmt, jo famn man denjelben nach dev in §. 280 angefiifrten BVezeichnungs-

weife puvd) (H':_ ') ausbriiden.. €8 ijt baber
“}“"2 _(n -+ ])’ (‘w,a__"(n + 2) Cx-!,r:(n-{-r—-l)
n B 9 = 3 g " .

=]

3. Dasd Vartieven.

§. 282, Baviieven feift, aus gegebenen Clententen durd) Verbindung
und Vevfepung devfelben affe miglidien Sujammenitellungen bilben. Dad Ba-
viieven ift demnad) da& Combinieven in BVerbinbung mit dem Permutieven.

Wie die Combinationen, unterfdheivet man aud) bie BVariationen in bie
ver evften, gweiten, dritten, ... Clafje, feyner in Baviationen ohne und
mit Wiederholungen.

Die Anzahl alfer miglichen BVaviationen der rten Clajfe aus n Elementen
ofjne Wieverholumgen wivh durd) Vi, unbd die Zahl berfelben mit Wieberfholun-
gen purch Vo " beeichnet. ‘

§. 283. Bilvbung dber Bariationen.

1. Um ausé mebreven gegebenen Glementen die i’;ariutionen ber 3iweiten
Clajje ofhne Wiederholungen zu bilven, felt man jebed Clement vov jedes
ber 1ibvigen &lemente.

Sind iiberhanpt die Vaviatienen ivgend einer Clajje ofie Wiederholungen
gebilbet, fo exDilt man bie i’Snrm‘hm}eu bgr nidyt Hiheven Glajfe, wemn man
jeve friihere Baviation vov jeves in fhr nicht wovfommenve Glement jest,
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S geben die Glemente 1, 2, 3, 4 folgende

Baviationen ber 2. Claffe ofne Wieberholungen:
12515, 1
21, 23, 24;
31, 32, 34;
41, 42, 43;
Baviationen ver 3. Clafje ofhne Wieberholungen:
123, 124; 132, 134; 142, 143:
213, 214; 231, 234; 241, 243;
512, 314; 521, 324; 341, 342;
412, 413; 421, 423; 431, 432;
u. §. w.

2. Um aud mehreven gegebenen Glementen die Vaviationen ber jweiten
Clajje mit Wiederholungen zu exhalten, fetit man jedes Element vov jeded
Glement, andy fich felbjt nicht audgenommen.

$Hat man beveits die BVaviationen ivgend einer Clajje mit Wiederholungen
bavgeftellt, fo bilvet man davaus die Vaviatiowen ver ndchft hisheven Clafje,

~wenn wan jede friiheve Baviation vov jebes Clensent fefst.

Aus ben brei Glementen a, b, ¢ evhilt wian daber folgende

Daviationen der 2. Claffe mit Wieberholungen:
aa, ab, acy/ '
ba, bb, bej
ca, cb, cdf
Bartationen der 3. Clafje mit Wieberholmgen:
aaa, aab, aac; aba, abb, #be; aca, ach, ace;
baa, bab, bac; bba, bbb, Wbe; bea, beb, bee;
caa, cab, cac; echa, ebb,ifbe; cea, ceh, cee;
o fe : .

§ 284 Balhl ber Variation®n ofhue Wiedberholnngen.

Man erhilt die BVaviationen dew rten Claffe ofne Wieberholungen ans
vent Combinationen der rten Clafje ofne Wieberholungen, wenn man in jeder
Combination bdie davin vorfommenden Clemente permmtiert.

Die Anzahl der Combinationen der rten Clajffe aus n Elementen olne

LWieberholungen ijt (:), aud jeder folchen Combination lafjen fich duvch Per-
mutation dev r Glemente r! Baviationen ver rten Clajfe ofhne Wiederholungen
bilven; folglich it

V:,:(“) l=n(m—1)n—2)...0—r+2) (a—r+1)

r

§. 285. Bahl per Baviationen mit Wiederholungen.

Sind n Glemente gegeben, jo gibt jedes devfelben n LVaviationen vev
sweiten Clajfe mit Wieberholungen, jomit ift n* die Wngahl aller folcher
Baviationen.

St diberhaupt vie Angahl aller Baviationen der rten Clajje mit Wieber-
holungen vou n Glementen befannt, fo ift, dba jebe folche BVaviation durch Ver-
bindbung mit allen n @!emont‘efn nfSariat\ironen pev (r 4 Lten Clafje gibt,

G R R
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Da mun
V‘:' == nl“'r
iit, fo bat man
V‘|‘|’ = nﬂf
folglidh
V‘:, 4 — pt /
allgemein . 4 _ /
N == b

4. Der binomifdhe Lehriat.

§. 286. Unter bem Dinomifdhen Lehriate verjteht man die Gnt-
wictfung dev Poteny eines Binoms in eine Reihe, welde nach den fallenden
Potengen des erjten und den fteigendent Potenzen bes weiten Gliedes bes Bi-
moms georbduet {ijt.

Jebe Potens eined Binoms mit einem gangen pofitiven Crponenten Fann
aug pem Producte mehrvever Binome, iwelche bas erfte Glied gemeinfchaftlich
haben, hergeleitet werben, indbem nman in denjelben aud) die zwetten Glieder
gleichjetst. So geht bag Prodbuct

&+ 8) (x 4+ b) (x + ) (x + d) (x + o),
werm man b =c =d =e = a fept, in bie Poten; (x + a)® iiber.

§. 287. Das Probuct mehrever Binome.

Um bas Prodvuct (x 4+ a) (x +b) (x + ¢) (x + d) ... 3u entwideln,
miltiplicieve man guerft dbie gwei evjten Binome mit einander, ihr Probuct mit
bem oritten Binom, u. {. w. Wan evhil
(x 4 2) (= + b) \

— x® 4 {‘g} SR
(x+a) x+b) x40 \
a ab \
= x% b} x? 4 {&c}x + abe,
b \

e e
(x+a) (x+b) x+0) &+ d)
ab

a ac abe
= x* 4} !(13)’ x3 4 %2 x% + !:Eglx + abed, u. {. w.
la bal (bea
cd) :

Das in bdiefen Producten Hevrichende Gefets ift leicht zu evfehen. Das
evite ®lied eined jeden Prodbuctes ijt die fovielte Poteny von x, al8 Binomial
factoven gegeben find; in den folgenben Gliebern nefhmen die Erponenten von x in
natiivlicher Ovdnung ab, bis im leften Gliebe x*—1, b. i. gav fein x erfcheint,
Der Coefficient bes evften @[i'ebeé .ift 1, ber Coefficient bed ‘gweiten, britten,
ievten,... Oliepes ift besiiglich die Summe der Combinationen der eviten,
sweiten, britten,... Glaffe aus den jweiten Gliedern ber Binowure, jede biefer
Gomplerionen al8 ein Prodbuct dev davin wvorfommenden Clemente aufgefaft.

Gilt nun diejes Bilbungdgefes fiiv ein Product von n Binomialfactoren

X +4a, x4+ b,... x + p {0 baf

SE ) "b...x—{— )
E—]fi?lg{:.l)))xn(—%gg(a--p)x“—ﬂ%-..+Sn_(a..p)x+sn(a..p)

Moindt, Arithmetit und Algebra, 11, Anfl 12
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fet, wo alfgemein S, (a...p% die Summe aller Combinationen der rten Clafje
aug ben n Glementen a, b,...p, die eingelnen Compleionen al8 Prodbucte
aufgefafit, bezeichnet, fo gilt basjelbe Gefets auch, wenn nod) ein neuer Factor
x -+ q bagu tvitt. Wan erhiilt nimlich
(X+a) x+b)...c+p) &+ 9

“en AL R e G

(&..p
5a (a- p) .q.
Nun ift
S, (a.. )+ =a+b+...+p+qg=5 (a..9
Ferner 1ft (a .p) bdie @umme ber Amben von a, b,..p, und

S, (a..p).q bie Summe ver Amben, welche man erhilt, wenn man bdie
Unionen a, b,..p mit bem newen GClemente q verbinbet; folglich ijt
S, (a..p) + S (a..p).q Ddie @umme alfer Gombinationen ber jweiten
@Iaﬂe aug den LISementen a b,. . p, q; alfe

) — 8,
Ehes o folgr p) 4+ 5, (a. p) q=2=, (a..q)

Sy (a..p) + 8, (a..p) 9 =S4 (a..q),
Sy (a..p) + 8, (a. qu—s (a..9),

Qe t L8 ) g =BG ).
Gunli i (a--p) a--p) g (8. .9)
Si(ap)aq = abr.pq =S5 ca g
Wan hat daher
G149 EFD EEDEFY

=wt 48 .9+
+S (a. q) X+Sn+1 (a q)

Das oben angefithrte Bilbungsgefet; gilt alfo fiir ein Product von n 4 1
DBinomialfactoven, wenn ed fiir ein Probuct von n folchen Factoven richtig ift.
Nun gilt e8 aber nach dem Obigen fiiv 2, 3, 4 Factoven, folglich gilt es qudh
filv 5, folglich auch fiv 6 Factoven, u. . w., mithin allgemein fiiv jede Sabl,,/ )
von %actm:en Y/

§. 288. Die Poteny eines Binoms.

et man in bem Probucte von n DBinomialfactoren
u+ﬂ@+m§+® .(x+p)
= x2S p) 28 e p) x“~=3 + Soil(al {)) xn—8

Si—1 (a. x S., a..

bie aweiten Glieder a, b, ¢,..p alfe =43, fo wird flegis ( L
%x—t«a) (x4 b) (x+c) (x+p)":(x+a)",
evner

S, (@-p=atbt.. +p=atat..+a=(j)e
S; (a..p) =ab+4ac+ ..+ op=a?4a%+. +9‘2=(2) i
S, (a..p) =abc+abd+4 .. +mop=adta’}..fa’= ()a.,

—~~
©

........................

Su—1(a..p) =abe. . mo4..=art a4, . fal= (njl) Al
S (a..p) ="abe.. .mop == a :-(:).an_
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Durd) Subititution in dem obigen Ausdrudt erhilt man dajer fitv den
binomijdhen Lehriatk bie Fovmel
n n n e
x4+ ar=zx*+ {1) ax 1 - (2) a?x"—? | (1) APXEELLD L
n n n
+ (n_l) gt X (n) a’.

3n biefer Fovmel hevrcht folgendbes Bilbungsgefes:

1. Die Potengen ded exften Gliedes x bed Binoms erjdyeinen fallend,
fee bes iweiten Glicbes a fteigend geordmet. Der Crponent von x ijt im
erften Gliepe gleich dem Potengerponenten n des Binoms, in jebem folgenden
®liebe um 1 fleiner und wivd im lepten Glieve = 0, woraus zugleich folgt,
baf bie gange Reihe ein Glied mehr fat, als der Potenerponent n des Binoms
Ginpeiten enthilt. Die Crponenten von a nehmen umgefelrt von 0 Hi§ n u.
Die Summe der Cyponenten bon x unbd a it in jebem Gliede gleich n.

2, Der Coefficient bes evften Oliebes ift 1; ber Goefficient pes
sweiten, britten, vievten,. .. rten Gliedes ift beziiglich gleich der Anzahl alfer
Gombinationen bev evften, gweiten, dritten,. . . (r— 1)ten Claffe von n Elementen
ohne Wieberholungen.

3. 3ft a negativ, fo wird das jweite, vievte,.. itberhaupt jebes gevade
®lied negativ; man Hat

(x — a)t = x* — (I]l) a,x“—.1 + (;) Atz .,

o e (2 et x A (e (z)
4, DBegeidnet man bdie Glieber dber Binomialveihe folgeweife durd
A, A, Ag,. .., fo nimmt biefelbe folgende Geftalt an:
Eap— A ccbolde o R, oA et s
obey
: —1 —2
(xebap=x"=£7.2 A +2- 2 A 220 A 4.
welche Form jur Ableitung eines jeben Gliebed ausd dem ndachjt vorhergehenden

befonpers bequem ijt. : '
Aur unmittelbaven Beftimmung ivgend eines Glieves der Binomialveife

bient bas allgemeine Glied (:} af X",

Beifpicle.
- 1) (a+b)’= . ;

e (s e Qe (v (s
— 8%+ 6a°h 4 15a5b? - 202°b°® 4 15a2b? 4 6ab® - be.

2) (@a—b)’= ]
2 (e G (v 4 (o
— a% —Ha*b -} 102 b®— 10a%bh® -} 5abt — b%.

3) (3x—2y)'= 5 : x
= 32 —(1) - 60% 2y + (3)- Gx*. @2 —(5) - 3x. @y + @y*
= 81x*—4.27x%.2y+6.9x%.4y2 —4.3x.8y® 4 16y*
= 61x% —216x3y + 216x2y* — 96xy? |- 16y*

Sl

4) Das Tte Glied von (2x2 — 3y)° it () - @x3)-2.(— 3y)°

= 84 . 8x% . 729y° = 489888x°y°". \
12#
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289. Gigenjdyaften ber Binomialcoefficienten.
1. Jezweivom Anfange und vom Endbe gleidy weit abftehende
Coefficienten find etnanber gleid.
Der (r + 1)te Binomialeoefficient vom Anfange ift
ny _nm—1)...m—r4+2(n—r-41)
e 1R2 L ()Y 4
Der (r 4 1)te Binomialcoefficient vom &nbc ift ber (n —r 4 1te
vom Anfange, aljo
n ) —n@—1...(c42) 1)
1)'==-T 1.2 ..n—r—1) (n—1)"
Multipliciert man Bdhler und Nenner ves evften Vrudhes mit
C+1)+2)...0—r—1) (n—T1)
fo erhilt man
n

)_n m—=1)..n—r4+1)n—r)...042) ¢4 1),
3 BT 1.2...r(r4+1) ... n—r—1) (n—1) 4
n n

folglich ift i At

Davaus folgt, daf man bei der Entwidlung der Binomialveile bdie
Binomialcoefficienten mur bis jum mittleren Glieve, und fiiv ein ungerabes n
bi§ su ben zwei mittleven, mit gleichen Coefficienten verfehenen Gliebern u
beftimmen braucht, weil {ich dann bdie Coefficienten in umgefefhrier Orbmung
wieberfolen.

Bufaty. Aus (:) = (nir) evgibt fich fitx r =0

n n
() =)=1
2. Die Summe ausd dem (r 4 L)ten und bem ndadjtvorher-

gehenden Binomialcoefficienten einer Potenz it gleid) bem
(r -+ Dten Binomialcoefficienten der um 1 hoheven Potens.

. n ) nim—1) i 8 n—r - 2)
Es it r--]) ot SO ®—2) r—1) 0
n) _n{n—1)....(n—r+42) (n—r41),
(r i ek s KT TR (r—1r z
bafer

n oy om(m—1).. .. (0= . ’
(r—l)+(7]r)‘ TR arn: Ft@—rxl)
_ (@4 1)n@m—1)....0—r+2)
) +1)2.3 .............. r
~ n=El

L
Mittelft diefes Sakes fann man aus den BVinomialcoefficienten ivgend
einer Poteny jeme dev ndch{t Hisheven Potemy odurch blofe Addition ableiter
Man erhilt dadburch fitv bie auf einander folgenden Potenjen eines Vinoms
folgende Goefficienten:
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Diefe Jahlen find unter vem Jtamen ded Pascalfdhen Dreiedes

betannt.
3. Die Summe aller Binomialcoefficienten fitr die nte

Poteny ift gleich 2.
2=+ =)+ () + E)+ ()

4. Die algebraifde Summe dev abwed)felnd pofitiven unbd

negativen Binomialcoefficienten ijt gleid) Null
3 ne s il n o %) ¢
0= — 1 =) = () + (&) — - + =2 ().

§. 290. Die Binomialveihe fiir gange negative Erponenten.

1. Die Binomialformel ijt bisher nur fiv gange pofitive Exponenten
eviviefen worben; e8 wurbe ndmlich von ber Vovausjesung ausdgegangen, daf
n die Anzafhl bev gleichen Binomialfactoren bedeutet, unter weldher Aunahine
n notfvendbig eine gange pofitive Babhl fein muf.

&8 [afit fich nun zeigen, dbaf der binomifche Lehrfafy audh) fiiv negative
Grponenten giltig ift,

Wenn n eine gange pojitive Safl bebeutet, fo ijt

ey n n ! n
(k2= 17"(1)"‘*‘(2) x? +(3).x3+

: Man dritde diefe Retfe, welchen Werth audhy fmmer n Haben mdge, duvd
R, (Neihe n) aus, fo ijt
n n « n P
Ro=1+ (Jhe + (5) =2+ (5) =* + - -

Dentt man fich) etne zweite. Reihe, weldpe auf biefelbe Avt von p abhingt,
ivie bie friffere von n, two p wad immer fiix eine Bahl bebeutet, fo wivd
biefe Jteihe der frilheven Begeichmimg ju Folge R, fHeifjen, und man Hat

g D o
TR (E) x +('J x* -+ (g) L

Multipliciert man die beiven JReihen R, und R, mit einander, jo iwird
aud) bas Probuct ald ein nach x fteigend geovduetes Polhnom ericheinen.
Diefes Product wird nach den Gefesen der Neultiplication auf einevlei Avt ge-
bilbet, was immer fitr Werthe n und p Haben mbgen; man braudt alfo nur
bie Bejohaffenteit des Probuctes filr ven Fall su fennen, wenn n und p gange
pofitive Babhlen Dbebenten, tweil pasfelbe Biloungdgefes auch in den iibrigen
Fillen ftattfinben muf. Sind n und p gange pofitive Bahlen, fo fann man
bag Product ber beiven HReifen auch ofme wirliche Meultiplication derelben
finden; es ift namlich unter diefer Vovausfesung

BR.= {d + x)°
R, = (14 x)r
bﬂ[}et R,n . .Rp = (1 —i»- X)"+l'_

Weil aber n + p eine gange ahl vovjtellt, fo ift
(1 4 xynte

() ()R (T =

fomit
Ro By = Boss
Diefer Ausbrud ift fiiv gange pofitive Werthe von n und p abgeleitet
worben; nach bem oben Gefagten nmuf ev aud) gelfen, wenn n und p was
immer fiiv anpeve Wevthe Haben, folglich muf ev allgemein giltig fein.
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Set man in diefem Ausdrude p = — n, jo ijt
R" R.,n == Rn—n - RO
Aber
Ro=1+@x+@x"+ ... =1,
baher
I A = L iy [ == .

Ra
Beveutet nun n eine pofitive gange Jahl, o ift
Ry 1 +(T)X+(;)x“+(g)x3+ oo =(1+ 3P,
baher hat man
R_n = + i (1 + x) n,
Aber nach ber obigen %egetd)nung ift

Ra= 1+ (7) 5+ ()2 + ()50 o
bafer
(1-}~x—n—}—|-( )x-%—("n]xz (‘én)x“—l-...,

o —n jebe beliebige negatme gange Rahl bebeuten faun,

Davaus folgt, daf bie dburd) R, ausgebriidte Reihe auch) dann, wenn n
eine negative gange 3abl ift, die Poteny (1 - x)" vorftellt.

Dite lete Neihe fonn man auch fo davjtellen:

(l'k—‘{)ﬂ]_]'_— +n{n+l) pa L n(n-l-llz(sn-}-2) 3""‘
2. Sft ber Grponent n eine gange pofitive Bahl, fo muf die Entiwvid:

lungdveihe mit dem (n - 1)ten Gliebe, welches (n) b ijt, abbredjen, da ber

Coefficient ( -lll-l) pes nachitfolgenven Glieded und die aller folgenden Glieder

gleich) Jtull werden. It bagegen n eine negative Sahl, fo wird fein Glied
fommen, befjen Goefficient gleich Full wdve; man erhilt baher eine un-
endliche Reilje, und diefe ift nur bann Bmucf)bm, wenn fie convergiert. nter-
jucht man bie Bedingung ifrer Convergeny nady §. 272, fo findet man al8
Qutotienten jweier auf einander folgender Glieber

A;tl——lz_!—:“l-x—-—(n—l-{-l)

Der Duotient {\:'1 nibevt fich nun, wenn r unendlich widhjt, chne Gnde
per Gremje —x; die NReihe convergiert alfe, fobald x << 1 ift.
Bufap, Da (x+a)yr=x" (I -+ :’)_n ift, fo hat man

& o= 1T+ 2 G) = +

= x—n + (_1 )&x—ll l+( J)rlz x—n— 2+( )ax—n—"l_,‘_-” ;
weldye NReibe fiir ; " <1 ober a << x convergiext.
Brifpicle. -\
Dot =1L—x-xt—x"-Lat—,,
2) 1—x)'=1+4+x4+x*4+x*+x'4 ...
3) (a+b)?=a?—2a3 b4 3a4b?—4ab%+}.
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§. 291. Die Binomialveifhe fitr gebrodene Erponenten
1. Haben R, und R, bdie bafiir in §. 200 eingefithrte Bedeutung, fo ijt
Ru . — Ivp{p-
@8 feien mun Ry, Ry, Ry, - .. é‘ff;nﬁcf)e HReihen wie R, und R;, {o hat man
R.. By Boi= Ruj,* Ra = Bugptq,
Ri- By By, Be= Buppiq B = Rotptate;

allgentein
Ru + RP . Rq L Rr B Rs el bt Ru+P+q+r+g+ St
Cest man MU N=—Pp=Qq==r=—85= .... fo it
Rn «Ro: Ba. R, Roo... = Rn+n+n+ﬂ+n+

ober wenn die Anzafhl folcher Factorven k ift, 00 12 pann offenbar eine gange
pofitive 3afl vorftellt,
(Rn)k == le

Da n wad immer filr eine Bahl bedeuten fann, fo fei n :E, wo h

unp k velative Primzahlen find, und h irgend eine gange pofitive Sahl vor-
fteftt; man erfhilt
?&‘ :?-‘?‘:’%E R.'E)k e Rh.

k
R ift fifv ven Fall, wo h eine gange ahl bedeutet, nadh §§. 288 und 290
Ru=(1+ )"

o) =a + =

ober, wenn man beibe Theile zur Poteny -11; erfebt,

pafer ift andh

h
= (1 + X)E.
E
Bermbge der eingefithrten Begeichnung ift aber
Lo L LYy X s
aljo aud :
* T s l_l E 2 E 3
| (1 +xF=1+ )=+ () = + ()= +
0 11—: jeben pofitiven ober negativen Bruch beveuten fann,
Davaus folgt, daf die dburcdh Ra ausgedriicte Reihe aud) bann, wenn n
einen Brud) i: bebeutet, bie Poteny (1 + x)* vorftellt.

Die leste Reihe fonn man audh fo davftellen:
h
- h h(h—k h (b — k) (b — 2k
A4+zxF=1+g-27F é‘_k,) Gk hfle s e s 2_;(.]{, ) 1 ROl .
2, Die Entwidlungsreihe fiir (1 4 x) ;hift unendlidh, weil hund k relative

Primjahlen find und folglicdy Feiner ber Binomial - Coefficienten Null werben
fann; fie ift dafer nur brauchbar, wenn fie convergiert.
Da fich bev Quotient giveier auf einander folgenver Oliever
Arpi oo B DE g (h+k 5 Vi
A GRE e
bei dem unendlichen Wachfen wvon r ohne Ende ber Greme — x nibert,
jo ift nach § 272, 1 bie Reihe convergent, wenn x <1 ift.




g g}k ift, fo hat man
@+@E;ﬂ{%+ﬁy§+&y$+t' s+ -

&x®
=
A
e

=
P

;4
\-l
1

li
R

—

h 5
=x"_+(£) e —|—([{) a2 xR
1
welche ethe fiiv ;< 1 ober a << x convergiert.
Beifpicle.
e ey SRR e G T o el
it 2° T ZgIo i

ol x x? X
P e A

2Mmﬁ=ﬁﬁiwszHﬂhﬁwj

ober

m 1
o o A Loy m—1 b? (m—1) 2m—1) b?
Va"tb_a {1i1n°'|.—_2m"a‘i 2.3.m? ‘ii"‘-}'
Mitteljt diefer Fovmel fann man eine fvvationale Wurgel )/ A annibe-
rungdweife beftimmen, wenn man A = a™ + x ober A = a™ —- x feht, wo-
bei a™ fo u wahlen ift, dbaf e8 ber Bahl A miglih nalhe fommt.

3. Vio=)81—2-= WlVL”_ B

81

=9'{1 2 bl 37 (5;1) _1(,(-) e }

—\95 (1——0'0123’456—0‘0000762—0‘0000009——. &)
= 8-88819. .

5 @lemente ber Wahrichetnlidteitdrednung.

§ 292 Die abolute und einfacdhe Wahridyeinlidhleit.

Sind unter mefreven gleid) moglichen Fillen einige bem Eintveffen
eined bejtintmten Greigniffes giinjtig, bie ibvigen dagegen ungiinftig, fjo
heift bag Verfiltnis bev Anzahl jener Fdlle, welche dem Cintveffen des Creig-
niffes gitnftig {ind, ju ber Angall allev gleich mbglicdhen Fille die mathema-
tijdhe Wahridheinlidhfeit filv pad Cintveffen diefes GCreignijjes.

Begeichnet a die Bahl bev einem Creigniffe giinjtigen uud b bie Jahl
per ihm ungilinftigen Falle, fo ift, wenn die mathematifche ﬂBat)xicT)cmhd)fc:r
fiiv bag Gintveffen jenes GCreigniffes bmd) w audgebviict wird,

L e FIEIETEL

Je mehr Fille vem Einfreffen bvs @reigniffes giinjtig find obev je grifer
a ift, befto grdfer ijt die Wabhrjdheintichteit fiiv dad Stattfinben ves Creig:
niffes; find alfe Fille giinftig, jo ijt va8 Stattfinden gewif und man hHat, da
b = 0 ift, alé¢ da8 mathematijhe Symbol ver Gewifheit

a
W'—'—"—!_'—"]..
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Je weniger giinftige Falle vorfommen, defto gevinger wird audy die Wahy-
fcheintichfeit; ift gav Yein Fall giinftig, fo ift dbas Cintreffen bes Creignijjes
unmidglidy, und man Hat, dba a = 0 ijt, fiiv dad mathematifche Stymbol ber
Unmdglidyfeit L lelfor s

=:=0.

Der Begriff des Walrfdeinlichen im gewdhnlichen Leben ift, wie ans
biefer Davftellung hervovgeht, ein befchvinfter, und begieht fich muw auf den
Jall, wo die Wabhrfdpeinlichleit grdfer als L ift; wogegen man ein Creignis,
veffen Walhrcpeinlichbeit Fleiner als 1 ift, unwalhrjcheinlich zu nennen pflegt.

Die Wabricheinlichleit, daf ein Cveignis nicht eintveffen werde, heift
bie entgegengefetste Wahrideinlihfeit. Sie wird duvch einen Brud
pavgeftellt, veffen Bdhler bdie Angahl aller ungitnftigen und dber Nenner bie
Anzahl alfer gleich miglichen Fille ift. Begeichuet man bdie entgegengefetste
Walrfcheinlichteit duvch w’, fo it

e
W TaAeb
und man Hat W w = : 1’ ]':
b.§. bie Summe der Wahrfdeinlidhteit fitr bas Cintveffen eines
Greigniffes unb jener fiiv pas Nidteintveffen gibt die Einheit,
fomit die Gewifheit; was aud) gany natiivlichy evjdheint, da e gewiff ift, daf
jenes Creignis entweber eintveffen obder nicht eintveffen muf. :

Aus w + w/ = 1 folgt w’ =1 — w. Rennt man daher die Wahridhein-
lidyfeit fiir bas Cintreffen eines Greiguiffes, fo wird die Walhrjcheinlichteit fitv
bag Gegentheil exhalten, wemn man die erfteve Walhricheinlichfeit von der Cin-
Deit fubtvabiert.

Aeifpicle.

1) Wirft man jwei Spieliviivfel A und B, deven fedhs Seiten nach ber
Reihe mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 Puncten ober Augen begeichmet find, aufs Ge-
rvathewohl auf den Tijch, fo find in Bejug auf die Sahlen, iwelde anf der
oberffen Seite per beiven Wiivfel ftehen, folgenve Fille gleich moglich:

A S ABY TATBWE AR ABEATE
14 21 Bil 41 51 61
12 22 32 42 52 62
13 25 4y - 53 63
14 24 34 M 54 64
15 25 35 45 55 65
16 26 36 46 56 66

G find alfo 36 Flle gleich miglich, und e laffen fidh leicht folgende
Yufgaben [Hfen:

a) Um bie Summe 5 zu werfen, finb vier Fille giinjtig, ndmlich 14,
23, 32, 41, Die Wahr|cheinlichteit, mit beiben Wiirfeln 5 Angen ju werfen,
ift alfo 5 = 4. Diefer Ausbrudt, welcher angeigt, daf in 9 Wiirfen bie
Summie 5 einnal getworfen werbe, ift jeboch nicht fo ju verftefen, alg wenn
man in pen erjten neun Wiivfeln dbie Summe 5 gevadbe eimmal werfen miifte;
man fann biefe Summe vielleid)t gar nidht, ober gerade eimmal, ober aud
mehr al$ eimmal werfen; aber wenn man fehr viele Wiirfe madht, jo wird fich
bas Verhiltnis der Angahl der Witrfe, wo man 5 wirft, u der gefammten
Anzahl ber Wiivfe um fo mehr dem Verhaltniffe 1 : 9 nibern, je linger das
Shpiel fortgefesst wivd. Der wivklicdhe Crfolg wird ver burdy Bahlen ausgedviictten

e,
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%abrfcﬁemhcﬁf&rt um fo niher fommen, je grofer dte Anzafl bev Berjuche ift;
und i biefemn Sinne ift bie mathematijche Wabridheinlichteit ftets auf;,ufaﬁen

Die Wahr{dyeinlicheit, die Summe 5 md)t ait foerfen, ift 1 — L = &,

b) Die Walhr{dyeinlichfeit, bie Bafﬂen und 5 ju werfen, ift, da mur
swei Falle 35 und 53 giinftig find, 75 = 1

c) Die Walhrjdheinlichteit, einen ‘Baicb, D, 1. jwei gleiche Bahlen ju
werfen, ift 45 = 1.

2) Ju einer urne befinben fid) 10 ieifie und 6 vothe RKugeln; weldyes
ift bie Wahridheinlichleit, davaus eine weife @uge[ ju siehen?
W= 10 e _

Gben fo ift bze entgegengefegte ifBufprfcbem[nd)fett nimlich bie, eirte vothe
Rugel 3u ziehen, 1 — 3 =4

3) Die 90 Nummern unfever Bahlenlottevie geben 90 Unionen, 4005
Amben, 117480 Levnen, wihrend die 5 gejogenen Nummern nur 5 Unionen,
10 YUmben und 10 Ternen zulafien.

Die Wabhrideinlichfeit, eine beftimmte genannte Nummer (Nominate) zu
treffen, ift, dba jede ber 90 Nummern gevade die fo vielte gevufen werden fann,
al8 vorfer beftimmt wurde, Y.

Die QBaf;r{d;emIzdjfett paf ﬁberf;aupt eine beftimmte Rummer inter den
gezogenen vorfomme (&Egtrate) it %5 = %

Die %abrfd;em[td)fett mit jivet genannfen Nummern einen Wmbo ju

10 1
madyen, it 2005 — 300°57 und jeme, mit brei genmannten Mummern einen

10 1
Terno gu maden, iee = Jirag

§. R93. Begeichnet a, die Anzahl bevjenigen Perfonen, bdie von einer
gewiffen Angahl gleichzeitig Geborner in einem Alter von n Jahren noch leben,
fo ijt die Wahrfdheinlichfeit, daf eine Perfon von n Jahren dbasg (n -+ r)te S‘ai)r
erveichen werde, e an+r
el von a, tm Alter von n Jafhren mdﬁp Iebenben Perfonen nur a,y, in ber
gitnftigen Qage find, ein Alter von n 4 r Jahren ju evveichen, fomit a,y, die
Anzahl ber guni’ttgen und a, die Anzahl aller miglichen Falle ift.

Wie viele von einev gewiffen Angahl gleichzeitig ®eborner in einem be-
ftimmten Alter noch leben, finbet man in den jogenannten Stevblichfeits-
tabellen angegeben. @ier folgt bie

Sitfmild- Banmann'jhe Stevblidhfeitstafel

v R R e O | | an n | an n I Aol e G An ] o
0 {1000 | 14 | 515 | 28 |451 42 | 360 | 56 | 246 | 70 | 112 ] 82 | 20
1 | 750) 15 511 | 20 | 445 | 43 | 353 | 57 | 237 | 71 | 103 | 85 | 17
2| 661| 16 | 507 | 30 | 439 | 44 | 346 | 58 | 228 | 72 | 94| 86 | 14
3 618 | 17 | 503 | 31 |433 | 45 | 339 | 59 | 219 | 73 | 85 87 | 12
4 |592| 18 (499 | 32 |427 | 46 | 332 | 60 (210 | 74 | 77| 83 | 10
5|579| 19 | 495 | 33 [421 | 47 (324 1 61 [201 | 75 | 69[89 | 8
6| 567] 20 [491 | 34 | 415 | 43 | 316 | 62 |102 ]| 76 | 62| 90 | 6
7 | 556 | 21 |4s6 | 35 [ 409 | 49 308 | 63 [182 | 77 | 55|91 | 5
8| 547! 22 |ag1 ! 36 | 402 | 50 (300 | 64 | 172 | 78 | 49) 92 | 4
9 | 530 | 23 |476 | 37 | 395 | 51 [201 | 65 | 162 | 79 | 43| 93 | 3
10 | 532 | 24 |471 | 38 |38 | 52 |282 | 66 | 152 | 80 | 37| 94 | 2
11 | 527| 25 | 266 | 39 |881 | 53 |273 | 67 | 142 | 81 | 32| 95 | 1
12 | 523 | 26 | 461 | 40 | 374 | 54 | 264 | 68 | 132 | 82 | 28| 96 | ©
13 | 519 27 | 456 | 41 | 367 | 55 | 255 | 69 | 122 | 83 | 24
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3. B. Nadh diefer Sterblichfeitstabelle leben von 1000 gleidhseitiy Ge-
bornen im Alter von 24 Jahren nodh 471, im Alter von 50 Jahren noch
300 Perjonen; die Wahrfcheinlichfeit, daff eine 24jdbhrige Perfon dag 50jte Jahr
eveichen twerbe, ift bemmnach 299 — 0-637..

Unfer ber wabhrideinlichen Lebensdbauer einer Perfon verfteht
man bdiejenige Anzahl von Jahren, nach veven Berlauf die WalhridheinlichEeit
noc) su leben ber entgegengefetsten Wahrfcheinlichfeit gleich ift. Begeichnet man
bie wahrjdeinlidie Lebensbauer fitr eine Perfon von n Jahven mit x, o ift die
Walhrfcheinlichfeit, daf diefe Perfon nach x Jahren noch leben werbe,

an--x

an ’
unp bie entgegengefesite Wahricheinlichfeit

e ﬂn-{—x;
an
baher
n4-x ___ 1 o an4-x
an Gy an !
worang
—trin
Aptx — E
folgt.

Wi daher bie walrfdheinliche Lebensbauer eimter Perfon von n Jahren
mitteljt ber Sterblichfeitstafeln su finden, fudhe man die Angahl der im nten
Safpve nody Lebenben, nelme bavon die Hilfte und fudye dbag Lebensdjahr auf,
in welchem bdie Anzahl der nod) Lebendben jemer Hiljte gleich ift; bdiefes Jahy
seigt bas wabrideinliche Alter an, weldhes bie Perfon erveichen ivird.

3. B. Welches ift bie walhridheinliche Lebensvauer einer 2Tjibhrigen Perfon ?

Nad) der obigen Tabelle ift

8,; — 456, bafer 2 — 228,

Sudyt man nun davin die Jahl 228 auf, fo finbet moan fie bei bem
Alter von 58 Sahren. Die walhricheinliche Lebensbaumer einer 27jdhrigen Perjon

betvigt alfo 58—27 — 31 Jakre.

Die rvelative Wabr[dheinlichheit.

8. 294. Die bisher betracdhtete Wabhridheinlichfeit, wobet mrr ein Ereignis
an und fiiv fich betvachtet wivd, heift die abiolute Wahridheinlichleit, im
Gegenfaze 3u der velativen, welde fich auf bie Bergleichung zweier beftimmiter
Greigniffe besieht. Gefest, e8 fpielen wei Spieler mit jwei Wiirfeln fo,
bafi A gewinnt, wenn ex 10 Augen wirft, und B, fo oft er 7 Augen wirft,
wdahrend alle andern Wiirfe wedber Gewinn noch Verluft bringen. Wan wilf
mn die Wahridpeinlichfeit wiffen, welche vorhanden ift, mit ziwei Witrfeln auf
einen Wurf eher bie Summe 10 al8 7, ober umgefehrt, eher 7 als 10 s
werfen. Offenbar braud)t man hier nidht jo wie bei der Beftimmung ber ab-
foluten Wahrdheinlichfeit, alle mdglichen Falle in Vetvadhtung ju ziehen, fon-
pern nur diejenigen, weldye ben beiven Greignifien giinftig find. Der Summe 10
finb 3, der Summe 7 dagegen 6 Fdlle giinjtig; 3Pt man daher diejenigen
Fille gar nicht, wo weber 10 nody 7 fillt, fo find nur 9 Fille mdglich, und
e8 ift die velative TWahrdheinlichleit, eher bie Summe 10 al8 jene 7 ju fwer-
fer, 3; und bie velative Walhricheinlichfeit, eher T al8 10 zu werfen, §. Die
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Sunune per beiven Walhrjdyeinlichfeiten gibt die Cinheit, wie e8 andh fein mup,
pa e8 geiwif, ift, daf man entiveper efer 10 al8 7, ober eher 7 al8 10
werfen mug.

Sind itberhaupt s gleich mdgliche Fille, welde verichiedene CEreigniffe
Deubeifiifren founen, und vergleicht man nur die Creigniffe A und B, bdeven
einem m und dem anbern n Fille giinjtig find, fo ijt die velative Walrfdyein-
lichteit W fiiv das evjte Greignis in'i".;' unb bie velative Wahricheinlichfeit W*
filv bas jweite Creignis ;ﬁ%_:.

Mean fann die velativen WahrfdpeinlichFeiten auch aus den abjoluten Hevr-
feiten. @8 ift nidmlich), wenn man bdie abfoluten Wahrfdheinlichfeiten fitv die
Greigniffe A und B begiehungsweife durd) w und w begeidhuet,

m

W m 8 w

=m+n:m n=w-+-w‘
sTs
n
ity gt GCETEEE st o
W_m—}-—n”m n~ wHw"
515

Die velative Wahrideinlidhfeit eines Creignifjes ijt aljo
gleid) bem Quotienten aus der abfoluten Wahrideinlidfeit
jenes Greigniffes und der Summe dber abfoluten Wahrjdein-
lidyfeiten dev beidben CGreigniffe.

Brifpicle.

1) Die abfolute Walrfdheinlichfeit, mit 3wei Wiirfeln die Summe 5 ju
werfert, ift 4%, und bie abjolute Wakejcheinlichfeit, T su werfen, 5. €8 ijt
paher bie velative Walrfdheinlichteit, eher 5 al§ T zu werfen,

W = --1% — -L = & — 2
; . e S R T
und bie velative Walhrjcheinlichieit, efher 7 al8 5 zu werfen,
W/ —=- _}ﬁﬂ_-:y __G_E.f‘ = 3
3‘,1“ + nﬂn 4 + 6 Ly o

2) 3n einer me find 4 weiffe, 6 blaue und 8 vothe Kugeln. Die
abjolute Wahricheinlichfeit,
eine weiffe Kugel zu ziehen, ift 1,
’ " wtf;e " ] " " '1'885
bafher bie velative Wahrjcheinlichleit,

g
(03

eher eine weife al8 eine vothe Kugel ju iehen, oo o & =4,
&} 18

eher eine vothe a8 eine tweiffe Kugel ju ziehen, ,—‘_T%—g— = f# =}
18 18

Die jufommengefebte Wabrfdyeinlidheit.

§. 295. Wenn die Vejtimmung der Walhrjdeinlichteit eines Creignijfes
auf ver Bevechnung mebrever einfacher Wahrfcheinlichfeiten bevuht, fo heifit
cine foldpe Walhrfcheinlichteit eine jufammengefente. Sie ijt yweifacher Avt;
entweder fchlieRt jich das Cintreffen der eingelnen Creignijje gegenfeitig aud und
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e fann unter mehreven fraglichen Greigniffen nur eines ftattfinben, ober es
jolten 3wet ober mefhreve Greigniffe in Verbindbung mit einander
gleichseitig ober nach emmanber emntreffen.
§. 296. Wahrideinlidieit fiir basd Cintreffen eineg von
mehreven Greigniffen, die fid) gegenfeitig ausjdliefen.
Wenn in einer Urne 3 mweife, 4 vothe, 5 gelbe und 6 blane Kugeln fich
befinben , fo ift
bte abjolute Walrdpeinlichfeit, davaus eine weifie Kugel zu iehen, 3;
" " " " " rth}E " n " 748“5
" 1" " " elbe " " 1" e
Will man nun die Wahrfdheinlichfeit wiffen, bdafi entiveder eine iveife
pber eine vothe ober eine gelbe Kugel gezogen werde, fo fiud dem Cintveffen
piefes Greigniffes 3 4 4 + 5 —12 Fille giinftig; die Walhrideinlichfeit, eire
weifge, rothe ober gelbe Sugel zu ziehen, ijt dalher
: H=%+ &%+
3ft allgemein s bie Angahl aller gletch mibglichen Fille, von denen m
bem Greigniffe A, n bem Creigniffe B, p dem Ereignifje C,. . .alfo m+n-4-p...
fiiv bas Gintreffen ivgend eines unter ben Greignifjen A, B, C, ... giinjtig
find, fo ift, wenn man die abjoluten Walrideinlichfeiten fiir bdiefe Creigniffe
ourd) w', w", w', ..., unb bie ufammengefetste Walricheinlichleit fiir das
Gintreffen irgend cined diefer Creigniffe durdy W begeichnet,

m n D
W‘:;r WIJ:;’WM::__:%' e
unb
m+n-4p+4... m n P
Mesett o o G
ober

W=w 4 w4+ w +...
b. i. bie gufammengefetste Wahrideinlichfeit filv basd Eintrefjen
irgend eined von mehreven fich gegenfeitig ausfdyliefenden Gr-
eigniffen ift gleidh dber Summe der abfoluten Wahrideinlicy
feiten bex eingelnen Greigniffe.

3.8. Die abjolute Wahricheinlichleit, aus einem Spiele von 32 Kavten
3

eine Coeur-Figur su ziehen, ift.............. 20,
eine Coeur, die feine Figur ijt, su ziehen...... L2
eine Careau-Figur su ziehen ................ 35
eine Careau, die feine Figur ijt, su siehen..... o

Daher ift bie Wabrfdeinlichleit,

eie Coeur iiberhaupt su giehen % + % — 5 =

eie vothe Figur zu ziehen .... % + & = &% =

eine blofrothe RKavte ju ziehen . 5 -+ 5 = 31§ =

ein vothes Vlatt gu ziehen .... H + %+ H+ & =1

§. 297, Wahrjdeinlichfeit fiir dpas Bujammentreffen melh-
vever Greigniffe

3n einer Urne A befinden ficdh 4 weifie und 6 vothe Kugeln, in einer
seiten B 6 weifie und 8 vothe Kugeln. Wie grofi ift die Walricheinlichfeit,
baf man, wenn man and beiben Urnen gugleid) zieht, ous jeder eine weife
Kugel 3iehe?

Beim Bichen aus der Urne A find 10 Fille, aus ber Urne B 14 Fille
miglich; alfo gibt es, da man bei jebem ber 10 miglichen Biige aus A jeben



ber 14 migliden Biige aus B maden fann, Dbeim gleichzeitigen Biehen aus
beiben Urmen 10 . 14 — 140 gleich mdgliche Falle. Fiv dag Siehen einer
weifen Kugel ous A find 4, aus B 6 Flle giinjtig; man hat daher, da jeder
per 4 evfteven Fille mit jebem der 6 lefsteven zufommentveffen fann, fiir dag
gleidhzeitige Biehen einer weiffen Kugel aus bLeiben Urnen 4.6 — 24 giinjtige
Falle. €8 ift fomit die Wahrjcheinlichfeit, and beiden Urnen jugleich eine weife
Kugel zu 3iehen,
4
¥ = ]"0—_% = 5. 1
Es fei nun allgemein W die Walhrjcheinlichfeit fiir das Jujommentreffen
sweier Creignifje A und B, beren erjterem m’ Fille gitnftig und n’ Falle un-
giinftig, Ddem legsteren m" Fdlle giinftig und n* Fille ungiinftig find. Die
abjoluten Wahricheinlichfeiten diefer beiven Cveigniffe find
m' m*

wli= A W —

m’ + o’ m” 4 n**

Da nun jeder der m’ dem Ereigniffe A giinftigen Falle mit jedem der m"
pem Greigniffe B giinftigen Fille jufammen eintreffen fann, fo gibt e8 fiir
bag Bufammentveffen beiber Ereigniffe m’ m" gimjtige Fiille. Die Anzahl
allex moglichen Falle ift

(m’ - n’) (m" - n*),

weil jeber ber m’ - n’ bet A miglichen Falle mit jebem der m" - n” bet B
mdglichen Fille zujommentreffen fann. €8 ift dbaher dbie Wahridheinlichfeit, daf
bie beiben Creigniffe A und B zufommen eintreffen,
e m' m* e m’ m ek gl

(m. _+, l'l.‘) (mu + 11“) m’ _I_ n' - m* + n* =

Sind eben fo w’, w", w, . . . die abfoluten Wabr{cheinlichfeiten fitr
bas Cintveffen bev eingelnen Greigniffe A, B, C,..., fo exhilt man bie Walr-
{cheinfichleit filr das Zujammentreffen aller biefer Ereigniffe

— w W' W, &
b, h. die Wahrjdeinlichfeit filr das Sufommentreffen mehrever
Greigniffeift gleich bem Producte aus den abjoluten Wahrjdein-
lichfeiten fiir das Gintreffen der einzelnen Creignifje.

Beifpicle, 1) E8 feien die 32 RKavten nach ben Favben in viev Padete
eingetheilt; wie grof ift die Walhrjcheinlichleit, ven Coeur-Kinig zu ziehen?

Die Wahricheinlichfeit, bdie Hand auf dbag Padet ber Coeurs zu legen,
ift +; die Wahrjdpeinlichfeit, aus bdiefem Pacdet den Komig ju siehen, 1; dahev
pie Wahridheinlichteit fiir das Sujammentrveffen biefer beiden Creigniffe .1 = .

2) ©ie Urne A Hat 5 weifle und 7 rothe Kugeln, die Uvne B 3 weife
und 4 vothe; wie grof ift die Wahricheinlichteit, auf's Gevathewohl aus einer
biefer Urnen eine vothe Kugel zu iehen?

Die Wahrfdheinlichfeit, in bie Urne A zu greifen, ift 4; jene, davaus
eine vothe Kugel gu zichen, [Yz; folglich die Wabrfdheinlichleit, aus A eine
rothe Rugel 3u ziehen, L..%. Gbenjo ift bie Wahrjcheinlichleit, aus ber Urne B
eine rothe Kugel zu siehen, 1 . . Die jufammengefeste Wahricheinlichleit,
aus Dder evften ober zweiten Urne eine vothe Sugel zu giehem, ift daher
=it it=&h+ 1=

8§ 298. Waphridetnlidhfeit fir bas wieberholte Cintreffen
pesfelben Ereigniffes.

Die Wahridpeinlichfeit, mit zvei Wiivfeln tm exften Winfe einen Pajdh
au werfen, ift 4; jene im gweiten Wurfe wieber einen Pafch ju werfen, auch ;

"
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bie Wahricheinlichfeit fiiv dag Jufammentreffen diefer beiben Greigniffe, . i.
vie Wahricheinlichfeit, daf man jweimal nad) einander Pajdh werfe, ijt daher
2.3 = (%)% Gben fo wird die Walrfdheinlichfeit, dreimal nach einanber einen
Bajch zu werfen, 1.2.1 = (3)3 fein.
it diberhaupt w die abjolute Walhricheinlichfeit, baf irgend ein Creignis
eintreffe, fo ift die Walrideinlichfeit, baf jenes Creignié 2-, 3-, 4-,...rmal -
nady einander eintreffe,
Wy — W. W = w?

W == W. Wl » oSOl ==

b. b bie Wahrideinlidyfeit, daf ein Creignis mehrere Wale
nad) einanber fjtattfinde, ift gleid) dber Wahrideinlidfeit fiir
pas einmalige Cintreffen, erhoben zur {ovielten Potensz, als
Wieberholungen ftattfinden follem

8. B, Wie grof ift die Wahrjdeinlichfeit, mit zivei Wiirfeln 3mal nach
ettanber die Summe T zu werfen? — Die Wahridheinlichfeit, die Summe 7
einmal zu werfen, ift &, aljo bie Walhricheinlichfeit, diefe Summe 3mal nach
einanber ju werfen, (})® = sis.

§ 299. Wahrideinlichfeit filr die verfdpiebenen Combina-
tionen mehrever CGreignijfe.

€8 feien s gleich migliche Fille, von bemen m‘ dem Ereigniffe A, unbd
m‘ pem Creigniffe B giinftig find; fo ift, wenn bie abjolute WabrjcheinlichFeit
filr bag Staftfinben von A burd) w’, unb jene filv baé Stattfinden von B
burdy w’ begeichuet wird,

I_m‘
W

€8 ift nun bdie Walhridheinlidyfeit,

il
L

8

bofi A einfrifft . o0 oLt w
s A nidi embeliit . . o 1—w
5 T T T Bl i s w'
SRl Ee iy T TR 1— w"

p A eintrifit, B oidtc.o o W (L —wl)

o A nidt eintrifit, aber B . (1 — w') w*”

s A b B oeintreffen s, . . W W

A und B nidht beive eintvefjenl — w’ w*

weder A nodh) B eintrifit . (1— w*) (1 — w*)
entiveder A ober B eintrifft 1 — (1 — w') (1 — w*).

Auf gleiche Weife Lift fich, wenn die abfoluten Wahrideinlichfeiten w,
w', w' fiiv bag ©tattfinden breier Gveignijfe A, B, C befannt find, barvaus
pie Wahr{cheinlichfeit fiir jebe Combination finden, die in Bejug auf bas
wedhfelfeitige Gintreffen und Nidpteintreffen jenev drei Creigniffe miglich ift.
So erhilt man 3 B. filv die Walrfcheinlichfeit, daf unter diefen drei Greig-
niffen tenigfteng eines eintreffe, den Ausbrud

1= (1 T W’) (1 — w') (1 R -wm).
Beifpiele.
1) Wie grof ift die Wahrjcheinlichfeit, mit 2 Witrfeln, wenn nidht auf
ben exften, fo dod) im zweiten Wurf 9 Augen zu werfen?
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Hier ift w' =3 und w’ = }, daher die gefuchte Wahrjcheinlichfeit
1—1l—w)(1l—w)=1—3.5§=14%%L
2) Gin Mann ift 28 und feine Frau 21 Jafyve alt. Man foll den Grad
per Wabhridpeinlichfeit bejtimmen, baf nach 20 Jahven noch der Wamn, ober
bafy die Frau, ober daf beide noch am Leben feien; ober daf ber Wann fdhon
tobt fei, ober baf die Fvau, odber baff {hon bLeide fobt feien; ober baf bie
Fran den Mann, ober der Meann die Frau tiberlebe; ober daft wenigftens eines
pon beiben lebe, ober baf ivenigitend eined von ihnen fchon fobt jei.
Nady ver Siifmild)-Baumann'fhen Sterblichfeittabelle leben von 1000
sugleich gebornen MWenjchen
nad) 21 Jafhren noch 486,
1 28 " " 451’
bl e e ala
: " 48 " " 316.
@6 ijt baber bie Wahrfcheinlichfeit dbes Mannes, nod) 20 Jalhve zu leben,
w'= 323 = 0-7007.
Gben fo ift die Walprjcheinlicheit, daf die Frau noch 20 Jahre lebe,
it aeT i
w' = Eé-f: 0 7051,
baper bie Wahricheinlichfeit, daf nadh) 20 Jafven beide nodh leben,
i =308 3 _ 0-5991
AW == ] e s
Die Wahrdeinlichteit, daf nach 20 Jahren der Nann jdhon fobt fei, ijt
1 —w=1— 58 18 _ 9993,

451 — 451
jeite, baff die Frau fcdhon todt fei, (
1 wr=1—38 19 __q.0449

486 — 486
und bafi beide jchon todt feien,

; I 135 119 g
(1 o w‘) (]__W‘)=E‘{-,r%“:0 0¥85,

Die Wahrfchetnlichfeit, daf nach 20 Jafren der Nann fdhon tobt fei
und die Fraw noch lebe, ift d
185 367

(1 75 W') W= m.é—'%—-o2260,

unb fene, daff nach diefer Beit ver Mann die Frau iiberlebe,
w (1 — w*) = 32 . 29 =0-1716.

Die Walrfdheintichfeit, daf nach 20 Jahven wenigftensd eines von beiden

todt fei, ift o il
] .
1w w'=d —~m.4—8—6=0 4709,
und jene, bafp wenigitens eined von ihnen nod IC._BB,
1—(1—w)(l—w)=1—12 25=00267.

8. 300. Mathematifde Erwartung und vedhtmifiger Einjat
bet Wetten und Glidsfpielen.

Wenn mit vem Gintveffen eines Greigniffes ber Vejits eines phifijchen
Gutes ober ein Gewinn eviworben werben famn, fo hat devjelbe vor bem Cin-
treffen jenes Greigniffes einen Werth, welcher von dem Grabe ber Walhridein-
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lichfeit abhingt, die fiiv a8 Stattfinben bded Creigniffes vorhanven ift; man
nennt diefen Werth die mathematifde Evwartung ZTvifft vag Creignis
gewifi ein, o wird auch ber Gewinn mit Gewifbheit evworben und der ju
evwartende Gewinn hat auch) vor dem Eintreffen ded Cveignijfes feinen volien
Werth. Sind aber unter ven Urfachen, wovon bad Stattfinben ves Creignijjes
abhdngt, a giinftige und b ungiinftige, jo wivd dad Creignisd nidht mit Gemwif-
heit, foudern unter a - b Fillen nuv in a Fdallen eintreffen, und e wird
baher anch der zu evivavtende Gewinn nicht mit dem vollen Werthe in Aus-
jicht gejtellt wevden fonnen, fonbevn muv mit dem fo vielten Theile, als bie
Walricheinlichfeit w, 1hn 3u evhalten, angeigt. Heifit daher e die mathematijche
Grivavtung und g der i erwartende Gewinn, fo ijt

a
i a-t+b ° Rt

b. h. bie mathematijdhe Crwartung eines Gewinnes ift gleidh vem
PBroducte aud bem Gewinne und ber Wahricheinlidhfeit vesfelben.

Beifpicle. 1) Jemaud fann, wenn er mit jwei Wiirfen die Summe 5
wirft, 2 fl. gewinnen; wie geof ift feine mathematijche Crwavtung?

Die Wahricheinlicheit, 5 Augen zu werfen, ift 1; baler

e=1.2=21{l

2) Jemand fept auf zwet Nummern unjever Bahlenlotterie 1 fl. und hat,
wenn jeine beiben Nwmmern gezogen werden, 240 fl. zu gewinnen; welches ijt
jeine mathematifdhe Crivartung?

Die Walhrideinlicheit, mit 3wei Nummern einen Ambo ju machen, ijt

10 2 a
4005 — 801" baber

2 480 160

§. 301. Bei Wetten, Lotterien und andeven Glitdsipielen wird eine De-
ftimmte ©umme eingefest und dafiiv im ghidlichen Falle cine beftimmte
Summe gewonnen. Soll mun ver Einfat dem zu eviwartenden Gewinne gegen-
iiber auf vichtiger Grunblage beruben, fo muf die mathematijche Crivartung
bes Ginfepers denfelben Werth Haben, wie fein Ginfas. Der Grundfas, auf
weldhem jeve vechtmifige Wette und jeved vedhtmdpige Spiel bevuht, ift alfo:

Der Ginfat muf ver mathematifdhen Crwartung gleich fein.

Man hat vaher fiiv ven CGinfah e bdiefelbe Fovmel, wie fiiv die mathe-
matijhe Crivavtung, nimlid)

6 —wg
woraus
—
E=v

folgt, ©. h. ber Gewinn ift gleich dem Cinfafe, dividievrt duvd
bie Wahrideinlichfeit bed Gewinnens.

Heifen e’ unb e die Cinfike weier Spieler, weldhe beziehungdweife
bie Wabrfcheinlichfeit w’ uud w* haben, einen Gewinn g ju evhalten, jo ijt
e' = w'g und e’ — wg,

baher

el el = wliew!,
b. ). bie Ginfage mitffen ben Wahrideinlichfeiten, ju gewinnen,
propovtionievt fein. ,

Diocnit, Avithmetit unb Algebra, 11, Yuf, 13



e

Beifpicle. 1) A tvettet gegen B, baf er mit jwei Wirfeln einten
Pajdy wirft. .

Die Wabrideinlichfeit, su gewinmen, ift fiiv A ¢, fix B ; e8 miiffen
fih alfo auch die Cinfige ber beiven Spieler, wenn bie Wette rvechtmifig
fein folf, wie 4 : 2 obder wie 1:5H vexhalten, d. . B muf Smal fo viel ein-
fezen al§ A.

2) Sn unferer Baflenlotterie ift die Walrfdheinlichleit,
1

H Sty 9 o
einedGrivate e UEHEIIT - wpon  sprboifind  sapsiile &
eite Nominate 3u machen sTIJ’
. ' . 1
mit goei Nummern ecinen Ambo u madyen . T
; : ; 1
mit dret Nummern einen Terno zu machen . e

RNimmt man nun 3. B. 1 . al8 Cinfats an, fo miifte, wenn pie Gewinne
mit tem Ginfage in einem vichtigen Berhiltnis ftehen wiirden, ald Gewinn
-~ gegahlt werben

fiiv bie Gytvate .

—

18 j5= = 18 f{L.,
fiir bie Nominate . 1 : (,lu =90 {l.,
- H - 1 —— .
fitr bie Ambo e e 400+5 {L.,
fitt bent Texno . . 1. 11;45 = 11748 {l.

Da mm nach ten Lotto-Gefepent fiiv die Gytrvate nur der 14fache, fliv
bie MNominate der 6Tfache, fiiv ten Ambo ber 240fache, fiiv den Terno der
4800facye Cinfats als Gewinn Lesahlt wivd, fo ift leicht zu eriehen, daf fid
bag Lotto ungeachtet bev Verwaltungsfojten bdem {pielenden Publicum gegens
fiber tm Bortheile befinbet.




11.

13.

15.

S ST Sung =

Anbhang.

Hebungsaufgaben.
I. Grundoperationen mit abjoluten gangen Bablen.
1. Summen,
(8§ 1821160
gx+2)+6= 2. (4a+T7)+56=
+ (6 + a) = 4. 15 + (6a + 5) =
x4 3x = 6. 6a -+ 9a=
bx + Tx + x = Bz 3@l =
gi i 22} Sumimanben w'éi_i_;;
14x + 3a Gumme
a4+ 5 12. 6m + 5n
Ta 41 m -4 Tn
i ot el
b(a+ m 14. a4+ 2b -+ 3¢
3(a+m 2a+4+3b+ ¢
4 (a +m 3a+ b4 2¢
3x + 5 (3m + 2n) 16. 8m - 7n 4 6p 4 5q

5x + 6 (3m + 2n)
x4+ 9 (3m + 2n)

Man fubitituieve in folgenben Summen a =4 b =75, ¢ =6,

9m + 6n + Tp + 49
Tm + 5n + 8p + 64

und gebe bie Werthe berfelben au:

.(3a-——4b)~—(c—2d)=
.(a+b)f (a—Db)=

. da— 2a =

. x4+ (8x — 5x) =
F{iep —p)—8pes

. 3b -} be; lB.3(a+b + 5¢;
.;j—l—B(b—[—c); 20. 3b 4+ 5 (a 4 o).
2. Differenzen
(8§. 19 — 29.)
.(a—2)+b6= 22. 64+ (a—4) =
.§2x~4)-]—(3x——1): 2. x+0)—2=
.(8a—4) — b= 26. 12 — (4 4 m) =

28. (bx — 2y) — (x — 2y) =
30. @+b)—(@a—Db)=
32. (Ta — Bag + 4a =
34. O9m 4+ m) —4m =
.7y —0By+ 1=

13%



37.

196

5a — 3b Min. 38. 7b 4+ 3¢
2a — b Subtr. 2b —2¢
— +
3a — 2b Diff.
. 2x — 3y 40. 20x — 27y + 122
x — 2y 16x — y+ 122
.Tn4+n—6n= 42, ba — 4a + 8a =

68,
70.
72,
74,
76.
78,
80.
82.
84.
85.
86.
87,

L Tx —3x 4+ 4x — X =

.3m —m-+ 9m —4m — 3m =

.ba+T7b—2b + Y9a—3b—4a =

.8x 4+ (6x —8a) 4 (8Ba— 3x) — bx =

. 7a - (8a—2) 1 (9 —28)—10=

. 9x—Ty)+ (2x + 3y) — (ox—-—Sy) =

. (12x —Ty) —[a—(8x —2y

.3+ T+ (4b—2u)+(zc+8)j—

. 8m —b5yi+ [(2y — Tm) + Bm —y)| =

. (2x — 3y) +(2y—x)+[5x 4+ 6y —1)| =

. Tx —[(Ba —4x) — (bx —1)] — (x—Za—}—2)-——

. (5a—|—2b-——3c)—(2d.-43b+5c)-——(a——2b-—4(

. [x— ([ P o [ (04 ) =

.(a+b+e)+@+b—c)+(a—b c)+(b+c—a)

. 7a — (8c—6b) — (6a — 3¢) — 3b 4 (3a—8e¢) =

: (7m——5x)—[(4n—3x) (4m + x)]—(2n|w3n+4x)

. (a4 2b—3) + [(2a — b) — (6b — 4) — (a = b)]
—i(4a + 3b) — [(Ta — 2b) — (a — B} =

Man beftimme die Werthe folgendber Ausdriide filr a—=4 und b=23

. 8a 4+ 6b — 5a—4b — 2a |- b;

. (8a 4 6b—5a —4b) — (2a + b);

. (8a 4 6b — Ha) — (4b — 2a | b);

. (8a 4 6b) — (ba — 4b — 2a + b);

. (8a 4 6b) — (ba — 4b) — (2a 4 b);

. (8a + 6b) — 5a — [4b — (2a + b)];

. (8a 4+ 6b) — E(5a.--~ 4b) — (2a + b)];

. (8a 4+ 6b) — [(a -— 4b) — 2a] + b.
3. Probucte.
(§8. 33 —40.)
4ab + 8ab = 69. 5x2 | 9x% =
8abe + abe = 71. a.10% 4 b.10* =
2n? 4 3nt= 3. 3@+x)+4(a+x)=
7mn + 3mn 4 mn = 75. ax? 4 bx® 4 x? =
10ab — Tab = 77. bm® — m® =
a.102 — b.10% = 79. 43 4 4b =
3x — 3y = 8. Tx+ Ty—T7=
am—'bm-i—-m: 83. my + bmy — 3my — 8my =

3n* —n244n2—3n24 Tn? =
a(x+2)—-3b(x+ 2) 4 3a(x+2)
(13ab—5ed) + (12cd —4ab) =
Ba®—4a+45) — (3a% ~ba+44) =
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88. 8mx + 6ny 89. 20a* 4 3a% — 4al
3mx — Tny —2a? }-3a%—4a .
mx —3ny 4. 922 39 -4

90. (6ax—5by) — (by -+ 3cz) + (3cz—bax) =

91. (x? +3x2y + 3xy* 4 y¥) — (x* —3x’y + 3xy? —y%) =

92. Weldpen Werth hat der Ausbrud
4a(3x® —5xy +4y*) — 5b(2x* —3xy + y?)
fiiv a=—06,b=3 x=17, y=47

93. A hat (4n* — 3n? 4+ 2n — 1) Gulben, B hat (2n® -20? —4n 4 %)
Gulven tweniger ald A; wemn nun A vou feinem Gelde (n® — 2n®
+ 4n — 6) ®Gulben an B abtvitt, ivie viefe Gulben Hat vavnach ein
jever? Wie viele Gulven Hatte jeber anfinglich, wie viele juleft, wenn
n = 8/

94. 3a.b = 984 2a.5b =

96. 3ab.7 = 97. mn.u p=

98. 8mn.7Tm = 99. 2ab.Tced =

100. a.5abec = 101. 9x.5x =

102. 2x3.4x = 103. 3a2.8b% =

104, Ta%x.ax? = 105. 6m?%n®.6mn® =
106. 2.2a.3a = 107, xy.xy.xy =

108. mn.mp.np= 199 Ba 7a 2ai=

110. 6ab.bab.4ab = 111. a%.ad.a* =

112. am. an aP gl — 113. a*b.5a2b.8ab® =
14, 4m%np.5mn®p.6mnp?== 115 x%.3x%y.3xyt.y3 =
16. (a+1).b= 7. (2 =1).b =

118. a.(b—1)= 119. (m +n).2p =

120. 3x.(a — b) = 121. (3a— 4b).5¢c =
122. (1 + 3x).4x = 138, (2x? —x):3x =
124. (a%b +ab?%).ab= 125. (ba—2b 4 1).7 =
126. 6a.(a% 4 5a—0) = 127. (m + 2m? — 3m?).6m® =

128. 2mx—5ny + 3pz).3ab =

129. (3z* 4223 -—b52% 4 42).62% =

130. monp.(bmx —4ny—b6pz) =

131. (8xy?® 4 Hx%y? — 3x%y).12x%2y=

132. (4w?® — 3m?%n 4 2mn? — n%).3m%n% =
133. (5a2b% 4+ Ta3b® — batb— 3a%).4at bt <

134. (a 4 1) = 135. (a — 1) =

136, (a + 2)2 = 137. (22 — 1)? =

138. (4a — 2b)% = 139. (2a% 4+ 3b%)? =

140. (a + 1) (a —1) = 141. (a + 2) (a — 2) =

142. (3a 4 2b) (32— 2b) =  143. (5a + 2b) (3¢ — d) =
144, (a% — b) (2a% + 3b) = 145, (3x2 +2y?) (4x® + 5y2) =

146. (a + 2b 4 3¢) (3m + 2n) =
147. (2a — b 4 3¢) (bm — n) =
M8, (x2 +xy+ y2)(x—y)= ML x*—xy+y)(x+y)=



150.
151.
152.
153.
154.
155.
156.
157.
158.
159.
160.
161.
162.
163.
164.

173.
175.
177.
178.
179.
180.
182.
184.
186.
188,

198

(x*—2x 4 1) 6x - 3)=
(2a%b — 3ab? — 4b3) (a— 2b) =
(a*—a%4+-a?—a+t+1) (a4 1)=
(a*+a*+a?4+a41) (a—1)=
(x —2y—3z) Bx+ 2y —2)=
(16x¢ -+ 3x2y® 4 y9) (&x? —y)) =
(4al — 122207 4 9bd) (2a2 —3b%) =
(x—l—lg (x+2) x4+3)= 3
x—1)(x+2) (x—3) x4+ 4) =
(3a® — 4a%b 4 6ab? — 2b3) (4a? — 3ab + b?) =
(32— b) (a% — 2ab -+ 3b2) (2a% — 3b%) =
5x7.(a? — 3a 4 4) + ba?.(x — b) 2x } 3) =
(m* 4 2m® — 3m? — 2m -+ 1) (m? — 3m? + 3m—1) ==
(a+b+4c)(a—b+ec)(@a+b—c)bxyz=
(a% + b2 4 ¢2 4 2ab —2ac—2bec)
(a% + b2? + ¢% 4+ 2ab + 2ac + 2be) =

4, Quotienten.
(88, 44 — 56.)

= e 20
®
. 0. &5
h e e
a-;—b_!i_a;h:a’ 172, a—gb__a;bzb;

p. §. bie Dalbe Summe jweier Bahlen um bdie Hhalbe Diffeveny der-
felben vermelrt ober bvermindert gibt Dbeyiiglih bdie erfte ober bie
yweite jener Zalhlen.

2a—Db b a 3x 6x 9%
e 14 o=+ seim @i
x+1 X 2. Ga 4(a—2) 40 — 2
2x+1+2x+1“‘ 176. Wb b 2l b £5
7a—2b 2a—3b a42b
a—b R N T
!7x+12y_37zw7y+2x——-3y__“
Xy ) = by T
ac—+ be—c +ab—b“+bc+ab+acﬁa‘__
abe abe abe
a a
g.bm-— 181. E-E'.abc_
g;jax: 183. mn.;mls=
4 4
16x 2L = 185. ;-.18b8 =
. 3x 9b
b
Sam.) = 185 BICa =
a A y
mn mp np yoy B0k dAnt L
[ | * tmn?’ 8bm*®
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190.

192.

193.
195.
197.
199.
201.
203.
205.
207.

208,
210.

212.

214.
216.
217.

218.
220.
222,
224.
226.
228.
230.
232.

233.
234.
235,
236,
237,

238.

239.

240,
241.
243,

19

(45am—2)bm+35cm) Hm =

(2a® — Gaﬁb—|—aOa.b"-) o —

(am x — 4m?*x? ~3m?xYH:imlix =
(205\.’bm3 4+ 16a%cm® — 8adm):4am =
(10x® y 2z — 25x%y%z® — 15xy%2®):6xy? =

m - mnp __
Bl
(Mx ‘%y+ 9a.z bz bz__

5. 10bx "%

(6am — 12bm i—5¢n ~10bn):(a — 2b) =
(a? -+ 2ab + b?): (a 4 b) =

(a® —2ab + b¥):(a—b) =

3
(f—--—--l—5) 4mn = (a.+1)x E:
a(x—1) m—n b(a+1}
SEFD T 15 A
"Bab:a = 194. 15mn:3m =
Samx:2ax = 196. 8a%¢:bde =
Indp4ati=s 198, 12x":3x* =
10ax”rax = 200. mx"Hx"=
28akhty Ta2b = 202. 4x.5y:56x=
9a.8b:12h — 204. (Gab 4 4be):2b =
(3mnp-«—~4mnq) mn = 206 (a"b—ab'—’) 85 =
(24x°y*z® 4 8x3yz®): 4x%y
22:2a 209. (’” b =
fiox= 211. ‘33’—3.3ax-=
.)0 2 rbj; 3
%":‘I:Em?y: 213. ]R;? A —
(1ox*y!ioxy 3y = 215. 8m?x?:4):2mx =
2a(m—1):a]:(m —1)=
(a%b —ab?):ab]:(a —b) =
ab:—: 219. 3z:§=
2a 2
Gabe: "E": 221. 5:1‘:7:
Omd: 3 = 223, 6am?x: T =
m _. 5 §_§___
2m.m o= 225. l5ky.3y-
ab ab an
abc .c == 227. —n: * Tt
SRO 2T nvy Gam .S_I_L s
B wol 229. 55bu'sh
ki TR IR v
i g S A g
dxy  hattis
FPERST TS



243.
245.
247,
248.
249,
250.
251.
252,
253.
254.
255.

256.
257.

258.

264.
265.
266.
267.
268.
269.

270.
272.

273.
274.
275.
276.
278.
279.
280.

281.
283.
285.
287.
289.

290.

200

(x‘—l):(x+1): 244, (x‘-—l):(x—-l)::

(a®* — b% :(a—b) = 246. (a® +b%:(a 4 b) =

(Sa x? —abxy — 2b%y®): (&x—‘b))—-

6x* — 11x?® — 9x*% - 193 - 5) Bx—1) =

(209. — 18a%b 4 4a%bh?):(4a% — 2ab) =

(2x® — x%y — 8xy” — 3y%): (x* — 2xy — y%) =

m* — 2m*n® 4 n*):(m? 4 2mn + n*) =

4x* — 12x* + 15x‘ —6x 4 1):(2x% — 3x - 1)=
(15x*+8x y —41x%y "+10xy +8yY:(5x% 4 6xy—8yH)=
(Blx® — 16y%): (3x? — 2y?) ==
(52—80x—|—80x1~—40x3+10x —x%):(8—12x4-6%x24x%) =

(==l y) -
(m +43'§+ 1) oy e 1) =

5. @runboperationen mit befadbifchen gangen Jahlen
(8. 60 — 67.)

240978 4 97477 - 504336 4 378264 - 615089 =

PMan abbieve bie nachfolgenven Bahlen zuerft in verticaler, bann in
Yorigontaler NMidfung:
259. 260. 261. 262, 263.
81312 - 433664 + 243936 -+ 596288 - 406560
542080 + 216832 4+ 569184 - 379456 4 54208
189728 - 677600 - 352352 -{- 27104 - 514976
650496 -+ 325248 -+ 135520 - 487872 + 162624
298144 -+ 108416 -+ 460768 - 271040 + 623392
Man fudhe die Summe von 6 Jahlen, beven exfte 235078, unb jebe
folgende wm 58505 gvifer al8 bie vorhevgehende ift.
8754219 — 1970862 — 271. 33557799 — 8866442 =
Man bereche 3874920 561083 - 6721859 - 55462873 - 9036198,
und fubtvafieve dann von der erbaltenen Summne ven evjten Simmand,
bont bem Jefte ben zweiten Summand w. f. f.
T19308 X 2 X 3 X 4 XHX6XTX8X 9=
GG [ e e T L e —
146637 99 > 991" X 299 —
784552 X 84369 x 100 =  2i7. 58379 X 25726 X 432789 —
291728 X 740634 X 12500 X 7999 =
5647830 X 710744 X 918497 =
Mean multipliciere jede ber Bahlen a) 428792, b) 920664, ¢) 371963
wit jeder ber Zahlen m) 991096, n) 140846, p) 296557.

897715:91 = 282, 134676:29 =

aT9I1388 63 — 284. 309644 : 778 =

3552264 : 309 = 286. 5606912 : 752 =

6245425 : 25 = 288, 222551251125 —

Man dividiere jebe der Sahlen a) 23900625, b) 119503125,

¢) 167304375 purd) jebe ber Zahlen w) 607, n) 315, p) 125.
1472692768 : 14734 = 291. 36363918357 : 62883 =



292.
294.
296.
298.
360.
302.
304,
305.
306.
307.

309.
310.
311,

312.

313,
315.
317.
319.
321.
322.
323.
325.
327.
328.
329.
330.
332.
333.
334.
335,
336.
337.
338.
339.
340.
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IL Gruudoperationen mit algebraifden gangen Sahlen.

(88: 70— 17b.)

298. (— 2x) + (+.y) =
295, (— 5a) — (— Ta) =
297, 4m? + (— 3m?) =
299. — 10ay® — 2ay®* =
301. 5m? — 9m* |- 8m? =

(+ Ta) 4+ (— 3b) =

(+ 5m) — (+ 2n) =
— B6ab — (4 ab) =

— ath 4 3a%b =

— 3x2% 4 8x2—10x%=
8a — (Ba 1+ 2) =

2a — 3b 4 4c
—3a+5bb—Tc
a4+ 4b —be

Ta.—4 =

— 4x3.2y =
Hatxt3nbxs—

2 g Sieh I hiat r—

(5x el 4}’)-—-3&:
8x — 2 8y + z) =

341. a+b+4c)@a+b—0c(a
342,

343.

34, —4dx:44=

346. 24be: —6be =

348. —8abx:2ab =

303. 8a — (ba—2) =

(—4m) + (—2m) — (— m) 4 (4 8m) =
(2x? — 4xy 4 3y?) — (@x® — 2xy) =
(x? —2x% 4 3%) + (— x* —3x + 4) =

308. 25x 4 3ly — 172
x — 29y — 192
— 22x + 8y — 3Tz

314. 22.—3a =
316. — 6a*.— 3a’x =
318. — ab%c®.4a%bec=

@® — ab—b?) + (a% + 2ab + b?) — (a® —ab + b?) =
12a — bb — [4a — (2¢ + 3a)] =

x — |2y — x —~ 82 — 8y — 8%+ byl =
3m — 2n — {Bn - [4m — 18n — [6m — (bm — 4n)]l]} =

320. 4x%y%z.2xy%z%, —3x%y?z% =

a?lu—n+‘a‘ b3n+2 j s am-i-n—?- bn-|—3 e
3 a2x—3 b2n+1 " ___4 a'x+5 bn—l. 5} 32: bﬂ —

324, (3a —5b+ 7).—2m =
326. (4x* —3x%43x+1).5x%=

(a® — 4a%b | 6a%b? — 4ab® + bt).—2ab =
3x? (6 — Tx - 6x%) —5x (2x 4 x* — k) ==
(4b2c? — Ba).4a?bc? — (3ab%e? — Ta%e?) 3ab =

33l. (a+b—c) (—at+b+te)=

—3x+ 2y —2) (—x—2y +32) =

(a—b) (m'—n)— (a—2b) (m +n) =

(4x2 — 4xy + y?) (4x* + 4xy + y%) =
(1—2x -+ 3x% —4x* (1 —3x + 5x% — 1x%) =
(b2m £ %) zbm om + G‘Jm) 4bm nche 5(‘;"’) —

(a2 — 2a — 3) (a2 — 2a + 3) (a® 422 —3) =
(Ta —5b) (a + 2b — 3) — (3a — b) Ba—Db 4 5)=
(2a%b — 3ab® — 4b® 4 5) (2a%b — 3ab* +- 4b® — ) =
(4x? —3x + 2) (Bx* + 2x — 1) (x* —2x—3)=

- b4+e)(—a+b+ec

(a4+b—c) (a+b)+ (a—b+c) (ad-¢)+ (—a+b+c
(5x+a) (Bx—a) + (4x — 3a) (Tx +a) — (2x — a) (4x + 2a) ==

345. Sab:‘—2&=:
347. —4mnp:4n =
349. 18a7:—6at =

)

(b+4c)=
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350, l4xy®:—2xy= 351. —12m*: —-Gm
353 — 16x%y%rBxyt= 353. —14a*b2:2.4%b=
354. —9ab%c®x:3ab%ec= 855, — 28R ;3n+x—° gain—x+l —
356. 32 xm—2n+3p. y2m—n—p s B xm—dntip ym—nw-‘.’p —
357. (24a%b% — 15a%h?): — 3a®b? =
358. (18am?y® — 2Tbmy? 4 36cy): —3y=
359. (6x3 — 23:{g 4+ 24x — 10): (2x — b) =
360. (Ga.* —b5ad 4 4a? 4 11a —4): (222 — 3a 4 4) =
361. (m®* + 6m* 4 4m?® -—4111-—!—111—1) (m® 4 5m -+ 1) =
362. (2 — Tx 4 16x2 — 25x3  24x* — 16x%:(2 — 8x + 4x?) =
363. (321“‘15—243 1 (2a%x — 3y) =
364. (12a* 4+ 5a’b — 16a2b? — 13203 —6b*): (402 —ab—6b?) =
365. (243x% 4 405x* 4 270x3 —90x2 —15x—1):(9x%* —6x 4 1)=
366. (4 5a— 16a? —4a3+ 4a*—5a®4-4a%):(4 —3a+2a%—ad)=
367. (2a® 4 a'b — 12a%b? — 22a%b® — 14ab* — 3b%)
:(a® 4 3a%b + 3ab® + b%) =
III. Theilbarfeit ganmzer Bahlen.
(88. 88 — 93)

Pean zerlege in einfache Factoven:
368. 420; 369. 660; 370. 760;
371 2046 372, 210113" 373. 72a°b3,

Man fucﬁe alfe einfachen wunbd 511Tammengefef§tm Factoven
374. von 180; 375, von 228; 376. ven 810;
377. von 36ab; 378. von 165xgy, 379. von 315m?n.

Man gerleqe nad) §. 89, 2. a) in wei Factoven:
380. 18ab — 15ac + 12ad; 381. 9x? — 24xy;
382. 18x%y? 4 156x2y® — 25xy*;
383. G‘m“b“x — 3ab%x® + 9 t'lb3x"

E]'Ran sevlege nach §. 89, 2. b) in zwvei Factoren:
384, x? -+ 2x | 1; 385. m? —2m + 1;
386. 4&" -12a + 9 387. 9b? — 12b 4 4;
388. 4x% —1; 389. 9a? — 4b2;
390. a2 — (b w‘r c)?; 391. (b —c)? —

Man gerlege nady §. 89, 2. c) in jwei Factoren:
392. x* + (a + bix + ab; 393. x% 4 (a — b)x — ah;
394. x2 —(a + b)x + ab; 395. x* — (a — b)x — ab;
396. x? 4 Tx + 12; 397. 19 + 8m?2 4 m?;
398. 12a% —41a -+ 35; 399, 4a% — 9b2;
400. 36 — 4x*; 401, x* | x? — 2.

Man fuche mittelft Serlegung in Factoven dvas grv. g. Neaf
402. von 320 und 400; 403. von 860 unb 680;
404, von 108, 450 und 540; 403, von 560, 620 unb 760;
406. von 12acdx, 14a%cdx mbd IGade 7

407.
408.
409,
410,

von 10x?y3z4, 20x3y%z* unb 5x%y3z

bon m? — n? und m®* 4 2mn 4 n?;

pon x? + 2x 4+ 1 und 2x? --x——3

bont a% — 2ab — 8b% b a% 4 2ab — 3ab? — 6bl



i11.
413.
415.
417.
419.
421.
422.
423.
424,
425.

426.
421,

428.
429.
430.

431.
433.
435.
436.
437.
438.
439.
440.
441.

442,
444.
446.
447.
448.
449.

450.

451.
453,
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Man fuche ofhne Jerlequng in Factoven vad gr. g. Mafk

bon 2091 und 1353; 412. von 637 und 4277;
pon 8658 und 1405; 414. von 3552 und 5143;
von T774 und 3718, 416. von 27671 und 21708;
von 24955 und 338625; 418. von 50149 und 51119;
pon 39215 und 73997, 420. von 55660 und 66055;

pon x3 — 49x — 120 mp x* 4+ 10x 4 25;
pon 4x% — 16x2 + 23x — 20 und 6x% — (x — 20;
pon a3 — a2b + 3ab? — 3b% und a2 — Hab — 3b%;
bont 6y® - 16y — 22y + 40 und 9y® — 27y* + 35y — 35;
pont 6x% —4xt— 11x% — 3x% — 3x — 1 und
4x* + 2x* — 18x? 4 3x — §;

von 36a® — 18a% —— 27a* 4+ 9a® und
272%b2 — 18a*b? — 9a®b?;
pon 15x° 4 10x%y 4 4x3y® + 6x%y® — 3xy* und

12x?y2 + 38x%y® — 16xy* — 10y°;
pon 1701, 6447 und 10521;
por 120582, 145530, 167706
pont 6x* — 5x% — 1, 5Hx® — 4x — 1 und 2x* — 2.

Man fudpe mittelft Serlegung in Factoven vas . g. Bielfache:
vont 300 undb 620; 432. von 240 und 486;
pon 120, 168 undb 182; 434, von 105, 144 unt 270;
pon 6amn, 10am®%n unb 5a%n?; '
von 48a2xy, 60a%x%y und 72axy?;
pon 3, 4, 6, 10 unb 25;
von 2, 5, 9, 3, 20, 24, 4 und 21;
pon a, 2a2, 3ab* 12abm;
pont m, 2m?, 3n, 8mn, 12m (m—n);
von 3x, x — 2, x + 2 unb 9 (x* — 4).
Man fuche ohne Berlegung in Factoren das fL g. Bielfache
vort 880 und 904; 443, von 1479 und 1769;
pon 2222 unb 1717, 445, von 561 undb 1530;
pon 816, 765 und 697;
pont a® — 49a — 120 und a* + 10a + 25;
pont x° — 3x%y -+ 3xy? — y° umd 2 (x* —y?);
pot 2a% — a* — 2a% — 2a% — 4a— 1 und
2a8 — a® — 5a® — ba® —aj
pon 4x% — Tx — 3, 2x% — 3x% — 10x -+ 15 und
2x2 4 15x — 27.

IV. Gebrodene Bahlen.

I. Gemeine Briide.
(8§. 97—108.)
Man bringe folgenve Briiche auf ven einften gemein{dhaftlichen Nenner:
1 %’ 3 5 a T 452_ 1 k) 11 I% 8 %-
Tr 9r T 61 81 139 i i §r T6¢ T8r 207 TH/ 1
Ts’l’ "I%f %%r %‘3.’! #&r %Uf 120
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1_ sa 3be ddef

. higoesr ool 3
4 5 3 ¥ va br ap 195, 3 5w Thw Buc)

a—1 a—2 a--3, x+l x? 4 2x 3x =1,
456. a+’a_+2"a—"3 i X — 1/ xF 1 241!
458 a a a’ a?

; l+a'l~—a'l——a“’l—}—2a+4'

Man fitvze fo[genbe iBrﬁd)e ab:

459. 34; 0. 383 461. 43; 162 3345
abx 2a’x am X : S

163. 12bmx’ 464. 28a x?’ 165. A hmx’ 466. 96nxy??
467, 78%%; 468. 1y ! 489, '
G ot b gl o =

a4 22417 Cox*t5x — 24
472, Man beftinume ben Werth von

nn—1) (n—2)(n—3) (n —4)
1.2.8.4 5

filt n = 8 und Ffivze den erhaltenen Bruch ab.

a-tb a—b . a+bde a~ b a—¢e¢
473. n + Hlice e 174. 3m ik 3m £ C iy
e +-= R

a-|-b —b B¢
il = —oR o 418 = — 4 ;

a+4b , 2a—b ¢ 4a+b a—2b
4. —— | ——= 480. — e

a—b a—b __

Ll PN L R e M
188, 4— —— == 184. — b =

H+ liegt alfo mitten awifhen a uub b, von beibem wum Ddiefelbe

i)lffeteug verfchieven, unb Beift dbarum bdag avithmetifche Mittel

_:,mifd;en a unb b.

485, x + T=L = 486, x — =1 =
2y° & 1
6. 2k y+ o= 488.3—1+::_]i:—1-:
: 2 —2b
489.m+n—";i;'—_- 490, az_}_h2+’?;;__52_:
: al<= b —o® _ 8 — T gt

a.+b 8—=h o a+b A=Datn
e a+h . T atb

a.—}-x - 1 i 1 s
495, — —{-u—_x._ 496. Pt — g —

x i iarles A et ) S
497. x-—_}_;—y—_l_l_ 498. x—l y-—l

2 —3x* | 6—8x2 =
199. 3+4x,-|—2+3x,_; 500, - + +x3"_

g g i b e
). 28yt A
x}—6x*+5

502 x? —2x | 2 — —-—=

x—2



(Gat3btie) +Eatib+3
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ab

. (amc)(bH(=)+(n—b)(a—c) A= Tl XL
1 1 b

2a

'a—l—b+a—b_n’—h"+a"+2ab+h"'=

ak2b—{—30+3u+b—20 3b4-e—2a

" a-—b+te at+b—c¢ +_h_;}-c--a ¥

1 a’+ a1 a1 a“--«a—|—1+a-—1

CE O gt +a—1_ a? + 1 a+f 1
2, 30

‘3x’ 2xy y? 5x 3x 1
—5 =pnlz St

5
; (28 '3b 4(,)__(5_‘2_5{"_}_:'}_ 13

. 3a
i—?‘+}"+4).~“3X3:

x3

: (x’+2xz+z" -"1) e

4xz

e e D

: (E-;-E.-rl_—“—ej).n(n-{—])-:.

2 3 4
Sxs 42 x 212 2x —
1 b L) el 3 b i
ba 4ab , 3b*)}  (4a’ 3ab __Z_b’)
(4 S0 2 (5 e gk
LAY P 534, . Om=
m 2m
24x? o a+b
X 0_2 e y- _— 526. - (a.—b) =
Zaix: —b
© TBbLyT LDyt = 528. __aaab o
b?— »
(a+ ) o= 530. (14 14) - A+0=

el 4x*—3x*+5 a'+ 5ab—b? a—b
< 2% 1= ix* t4x+ 1 T 5?4' a‘9+4ah+4b"_'a+2b =
L L B

#4b—c a—b+c+b—|—c—~a_

y -+ ac be %

ab ac e h a1 a2 a3
'a+b+a+c+h+c—'" 8. - e e

YA RdR Yy — Lk §dy bl oyR— By <1
; + i+

y—1 y1 yi—1 2 [

2x 3x41 4x—3 TR
S e —2 - x—8

3a? — 2ax 2a* —3ax

2a++2x —at iz - s =

ba~-8b 3a—D a,—4b a—3b

a+h i a—b a+b 3l a—b

ab be ae



I 2h? _9abe? 4
535. (1 AR L ""’) .(ath? — 2abe? 4 of) =

536. (2 —2b + 30). > = 587. (a —x)  XEE
2ab Sax
538. 3ax. (a £ 33m&)— sg9. 280 3%
a<tb a--b__ b a—Db
540. m_n S sl (1) =
I )(2 +-) 543. (9.-{—!—;) (a_g_z’_)=
‘7n Lgx | atx?=—axh - x?-k2x4-4 x4 8
a4, 2 = 5. oy e =
if Do REREE e 51 x
04. ;}'—53—‘1‘ i6a " Ga__.

a a a b
1. (1+3)(1— 1) o ==
a? a? a 3b?
848, (fb—:rﬁf—zaé)~m—~
xlbm? T
3m 2m m?* ) m*—1
PR RS e e R T BT
3a 2h c) [2a 3b 4c
851. (I_"ﬁ +§)(3 53 4 _—")—”
= 5 x?* 2z 7x“‘ ok
2. (X 4+ -2 (T +5 +3)=
il 2 3 4 a? —1
§53. (;4‘5‘"-1”3&4“1 a+2)'a‘+5a—6
252 2
554, px’+2px 3x)(4p x*  3px® 2x

gy T30y —4q) Goy " 2ety T
555. 220190 = 556. “;‘;’"c" :— dax =
557. éﬂc— 8y 538. 10m3:1? T e —
my xy
b
859 (1 4+ =): A +b)= 560 (1 +3):2m=
561. (a+ b + Z+‘;) atb) - 562 (Fn--m):@x—2a%)=
* __ 18ab
563, 21820 F 0%, (3a — 21b) =
f 3t By 3
s64, T IREEE R (14 2m 4 mh) =
565, (a°—b?): 210 — 366. 3y: (1 1) =
2ab - Bmn 4, 21bx?yd 14afy?z®
567. 3¢d'~ Tpq 368, 25alcz’ ' 4bb'eix
a?—b* a—b b S T
569. m c+d 570- (a+ c).(ﬂa_'z)__

= i 1 T, 3x? 9_52 XVAwiox |
571, (x_y+x+y).x,_y,__ 572. (4—y—15+w B
573 2a° _ax dx’) : (_2_5 £ 3_x) St

: ( 2 16 T =

574. ‘9 f;ﬁ)( 2
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57 (Bx“ H?Ta“)‘ Pt 3a)
27y* &b )° Tyﬂz_hﬁ’)_’

576. (3x T “”‘_;if_‘*_z) '(2x _"‘"3):

x?L2x —1)"° x+ 3

-

577 a' 4 6a’y + 12a’y’ + 8ay® a®- 4a’y 4 4ay®
5 5 o.l:ym 27y* . 2' a——say T
a2 — 2a 3ab—b : 3at 5a en
978. %ia’b —b* Za*~—4a’bh A ab*} § {é_a’—bs B 12a? — 31:2} r
1 + ]3 a x—1
579. £ 3 G 581, TH1
i e x
a = o — M ¥ k
= hx ey ety
5892 4___3"_ — 583 ii__f_t_?; Laf ERY ST
k 3_4X+J5H 3 bx —ay % ST PR T
s e i x
585. = 5868 4 o — =
1 b
PR g b
5
2. Decimalbriide.
(§5. 110 — 123.)
Man vermandle folgenve Briidhe in Decimalbriiche:
89 o . 63 . 1359 . . 29084 ,
587. 167 588. 20’ 389. 330 590, T 7 391. 55
19, 340, 5 = 503 19631
892. 75 593. =55 a0 =5 595. — 596, ——;
5 905 - 37 6 5
597. 2, 598. X2 599. 3; 600. ——; 601 2>,
169 93 . 1043 . 3177, 50713
602. = 603. o= 604, ——; 605. S5 806. ———.
Man vermandle folgende Decimalbriidhe in gemeine Britche;
607. 0°25; 608. 7°75; 609. 32-175;  610. 0-9518;
611. 0-9; 612, 2:54; 613. 15-350;  614. 0-461533;
615. 0-73; 616. 0-2974; 617. 0-428533; 618. 0-79324.

619, 13-5782 4 0-91507 -+ 81:06615 4 8-15672 +- 40-93378 =
620. 0-987654 - 0-876543 + 0° 765432 - 0-654321 + 0-432100 =
621. 19-3875.. 4+ 23°473.. 4 38-378.. 4 9:4531.. =

622. Man verwandle die Glieder der eibe

1 1 1 1 1
= 2.5.4 aa 3.4.5 R o T T G 10.11.12

in Decimalbriiche und bevechne die Summe auf 3 Decimalen.
623. 58-2307 — 19°5284 = 624, 123°458 — 92- 78459 =
625. 748625 — 283 = 626. 1 — 07172635 =
627. 8-2345.. — 8:5678.. =  628. 35-79.. —10-809.. =

629. 79-24405 — 1°7786 -+ 88 —- 98-305566 — § =



630. Man Be[timme

—a+b—1-c, B—=a4+b—e¢
C=a—b+e D=bie—s
e = 234567 8h — 59 0703, 51-809.
631. 48:326 X 9 : 632, 124-:0175 X 28 =
683. 9:10993 x 340 — 634. 3:14159 X 36 =
635, 27-3482 X 2 = 636. 0-33044 X 3} =

637. 1 EIReter__3 163749 Wiener Fuf; wie viel Wiener Fuf find 10,
100, 1000 Metexr?

638, 7- 89123 X 2:160624 — 639. 815:2791 X 0:09156 —

640. 5-37034 X 8:10936 X 2:51446 — (auf 5 Dec.)

641, 1-045 X 1:045 X 1:045 X 1-045 — (auf 6 Dec.)

642. -Man beftimme auf 4 Decimalen
m—(+bte)(at+b-—o0c ('L——b+b) (b+c—a)
file a = 1-80785, b — 2:09122, ¢ — 2* 80116.

643, 834 X 2-1335. . 644, 37 X 150816 .

645, 2-95025.. X 0-1563.. — 646, 28136.. X T- 089. . —
647. 6:04.. X 0-0085.. — 648, 0-1956.. 5 08091.. =
649, 9-25648:8 — 650. 329°2406:25 =

651, 6350024 ;129 — 652. 17-049: 836 —

653, 73:2105 = 654, 1:3°14159 =

655. 3°80157:1 = 656, 91-0744 1=

657. 1346-76:2'9 = 658. 435°6486:13'34 =
659, 7-242576:19 14 = 660, 14582°136:0 474 —
661, 507-78576:2+16 — 662, 0-4368619:8°547 =
663, 3-187:5°3185.. — © 664, 912+857:0-118.. —
665, 53-4498.. :9 157 — 666, 71-293..:0-08566 —
667. 0°3497..:14-2844 — 668, 9-2737..:9-8167.. —
669, 0-00368. :3-14159. —  670. 390-2582..:0°08135.. —

3. Rettenbritche.
(8§. 127 — 135.)
Man verwandle folgenve Briiche m @ettenbrlid;e

671. s 672. %22, 3. 2495 - 388
o75. 131%; 616 & o7, 113 678, 337;
679. 137; 680, it 681, 0°513; 682. 6-0934.
Man vevivandle folgende Kettenbriiche in gememe Dritdhe:
i
683.§—|-§_|_1; 684. 1 4+ ; _|_1_11
1
685. - -1 686. +1 :
6 " St 141 14y | G +1 + 1
Man verwandle fo[genbe Briiche in Kettenbriiche und Befttmme beven
Niherungsmwerthe:
687. 134; 688 15\ ; 689. 133 690. 331;
691. $33; 692. 2-357; 693. ffy; 694, 1807,



695.
696.
697.
698.
699.

700,
702.
704,
705,
106.

707,

709.
710.

1L
712,
713,

714,
715,
716.

717,

718.

719.

Sl b R
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Pean verwandle 378 in einen Kettenbrudy und weife an den Niherungs-
briichen die in ben §§. 132 und 133 begriindeten Cigenjchaften nad.
Gin Wiener Megen = 1:9471 Wiener Cubitfuf. WMan fudpe die Ni-=
herungsiverthe.

Cin Wiener Pfund Hat 0-560012 RKilogramm. Weldhes find bdie fiinf
erften Naherungswerthe diefes Berhiltnijjes?

Der Wiener Cimer Dot 1-792 Cubitfuf. Wan gebe die angendlerten
LWerthe biefes BVerhiltniffes an.

Der Werth ver nach dem neuen Miinzfhiteme ausdgepragten Krone ift gleid
2:9052 Ducaten. Welche Niherungsmwerthe hat diefes Berhiltnis?

V. Berhiiltnifie nnd Proportionen.

1. Proporvtionen
(§. 148,)

Man (Bfe folgende Proportionen auf:
: 18 701. 3}:x=15§:5;
i x: 85 03. 3} :63 = 7§ :x;

S S ABYIT = IS L5

8:91375..: 17-2104 . . = x : 42-90665 . . ;

b 2
%:}—?=§1:X; 708.x:32~:5m3:1£2—;
X:(m—2n) = (9m + 8n) : (3m — 4n);

(62— 5b) : x = (12a® — dab — 5b?) : (8a? — 2ab — 3b7);
ai=— Ui e st 2abihe

a’~+b*"a—b a-b i

x =l Ramesia heeta .

a b % a — x [ mit Ridfidt auf § 143, 1.

2, Cinfacye Regeldbetri.
(88. 151 und 152.)

Wenn 17 Pfd. einer Waave 5 fl. 78 fr. foften; a) wie viel foften
43 Pfo.; b) wie viel Pfund erhilt man fiiv 10 fl. 54 fr.?

Wenn bdie Luft auf eine Fladye von 14 ) einten Drnd von 27:65 Cir.
ausiibt; weldher Drud laftet auf einer Fliche von 20[7)?

Gin Land von m Quadbvatmeilen 3aflt r Cinwolhner; a) wie viele Gin-
wolner treffen bei gleidjer velativer Bevilferung auf n Quabrvatmeilen;
b) auf wie viele Quabratmeilen treffen s Cinwohner?

Dag Borbervad eines Wagens hat a Meter, das Hintervadb b Wieter im
Umfange; wie oft hat {ich evjteved umgebveht, wenn lesteres m Umiinfe

gemacht hat?

a="0:8""b=1902."m = 170,
Gin ficd) bewegender Krper legt tn a Gecunden b Fuf zuviicf; a) wie
piel Fuj legt ev in t Secunden guviicf; b) in wie viel Secunven legt
er s Fup puviid?
Die Gejdywindigleiten jweier fid) bewegenber Kbrper verhalten fich wie
c: c’; wie viel Beit braucht dev jweite ju einem Wege, su welchent ber
evfte t Secunden brancht?

DMoénil, Arithmeti? und Algebya, 11, Aufl, 14



720,

721

722.

723. %

Ywenn mum vev evfte in 15 Tagen 182 fl. verbient, wie viel verbient ber

124,

210

Bon einemt Gafometer, welcher 345 Cubiffuf foft, werben fiir eine ge-

wiffe Beit 92 Laternen mit Gas verfovgt; iwie viel Gubiffuf muf ein

®ajometer Halten, wm 148 Latermen anf eben fo lange Seit mit Gasd

s verfehen ?

Gin Mannjeript gibt 162 Seiten, jedbe zu 35 Beilen; wie viele Seiten

wird es geben, weun auf jeve Seite 45 Reilen fommen?

Gin BVorrath von Lebensmitteln veicht fiiv a Perfonen auf b Tage; fil

wie viele Perjonen veidht der nimliche Vorvath ¢ Tage ldnger?
8.=—12, b = 52, c— 65,

Ein Avbeiter verbient in 4 Tagen fo viel, al8 ein anbever in 5 Tagen;

seite in bevfelben Heit?
Gine Stabt hat 13750 Cinwohuer; wie viel find 12 9 diefer Bevdlferung?

7254 Das falzhaltigite Meer ift der Ocean jwifchen Europa und America, ev

726,

21,
728.
729.

730,

731.

732.

733,

734.

735.

736,

enthilt 36°7 9 Salz; wie viel Saly ift in einem Cubiffuf Meerwaffer
enthalten, wenn biejes 683 Pib. wiegt?

Nach per Duvillard’jchen Stevblichfeitstafel evveichen von 502216 20jih-
vigen Menfdhen 297070 bas 50jte Jahy; wie viel 9/, ftevben hievnad
in pem Ulter von 20 bis 50 Jahren?

Wie viel betvagen 3 %, «) auf Huudert, §) von Huubert, ¢) in Huubdert
a) ton 37568 fl.? b) von 29082 THx? c) vou 5230° 65 Francs?
Jemand Fauft eine Waave fiir a fl.; wie thewer muf er bdiefelbe wver-
faufen, um p 9/, zu gewinnen?
Gine Waare wird mit p %, Gewoinn fiiv a fl. verfauft; wie viel foftete
biejelbe im Ginfaufe?
Wenn p procentige Staatdpapiere den Curs o haben, welcher ift bev ent-
fprechenve Gurg won p’ procentigen? '

il o= 82 0l pf =4,
Wenn ein Staatdlood den Curs 93:25 fat; a) wie viel finb 250 fl.
jenes Papiers werth; b) wie viel in folchen Staatsloojen erfhiilt man
fiic 885875 f(?
Jemand vevivenvet ein Capital von a fl. jum Anfaufe von p procentigen
Staatspapieren, deven Curd c ift; wie viel nimmt ev davon jEhrlich an
Ainjen ein?

a =* 12656, p = 4, ¢ = b63.
Gin Capital bringt in t Jahren z fl. Bins; a) wie viel 3ing bringt e
bet gleidhem Procent in t Jabren; b) in wie viel Jabren bringt ed
z' fl. Bing?
Bu wie viel Procent muf ein Capital angelegt werben, bamit es in t Jahren
ehen jo viel Bing bringe, al8 e8 in t Jahven ju p % Bing bringt?

=40, ‘b == api=t 0

Semand fauft fiiv 3480 fl. Waave, evhilt aber bei contanter Begahlung
2% % Sconto (Nachlaf); wie viel betriigt ber Sconto, wemn er a) von
Hunvert, b) auf Hunbert gevechnet wivd?
Jemand exhalt fiiv eine vevfaufte Waave nach Abzug von 2 95 Provifion
2174 fl.; wie viel Detviigt die Provifion? (Hehmung in Hunbert.)



i37.

738.

739.

740.

741,

742.

743,

V44,
745.

746.
747,

748.

3. Bufammengefette Regeldbetri.
(§§. 153 und 154)

a Piund Garn geben b Ellen Leinwand von ¢ Ellen Breite; «) wie
biel Elfen Leinwand von o Breite geben a’ Pfund desjelben Garns;
g) ivie breit fann bdie Leinwand werden, wenn aud a’ Phund Garn be

lenn gefertigt werben follen; 4) wie viel Pfund Gavn find erforverlich,
um b* Gllen Leinwand von ¢ Breite ju erhalten?
Aus einer gewiffen Duantitit Gavn fonnen 16 Stitde § breite§ Tudh
verfertigt werberr, wenn bas Stild 54 Glfen hilt. Ans einem Theil pesd
®arné werden 2 Stiide 13 breites Tudh) verfertigt, jebes Stid zu
48 Gllen; iie viele Stiife 21 Dbreites Tudh, das Stiid gu 47 Clfen,
founen aus bem NRefte verfevtigt werben?
Cine Majdyine hebt in a Secunben b Pfund auf eine Hihe von ¢ Fuf;
in welcher Beit fann fie b’ Pfund ¢ Fuf Hhod) Heben? .

a— 93, b=—4185,.c = 13bi=—=0917 letli== 31

Gine Meithle mablt auf a Gingen bei b Umbrehungen pr. Minute in
c Stunben d Neten Setreive; auf wie viel Gdngen finmen bei b’ Um-
prefungen pr. Winute in ¢/ Stunven d Wiegen geliefert werben.
DBon gwet NRiibern, weldye in einander greifen, hat bas eine a, dag andere
b Aiihne; wenn nun das erfte Rad in s Minuten m Wmliufe madt,
wie dielmal dveht fich dad jiweite RNad in t Minuten um?
12 Gentner werben 10 Meilen weit um 6% fl. gefiihrt; a) wie teit
werden 243 Centner wm 30% fl. gefithrt; b) wie viel Centner wird ber
Fubhrmann wm 133 fl. 181 Meilen weit fithven; c) wie viel Fracdhtlohn wird
man 3ahlen mitffen, bamit 37 Gtr. 25% Weilen iweit gefiihrt werden?
6 Arbeiter vollenbeten in 4 Tagen einen Graben, welher 900’ lang,
21 breit und 2 tief ift. Bei einem weiten Graben erforbert die For-
pevung von 24 Cubiffuff eben fo viel Beit al8 beim exften bie Forbevung
von 4% Cubifjuf. a) Wie viele Avbeiter vollenden ben jweiten Graben
in 9 Tagen, wenn ev 735 lang, 33 breit und 13 tief ift; b) in wie
wie viel Tagen volfenden bden zweiten Graben 10 Arbeiter, wenn ber=
felbe 8507 lang, 23* breit und 2}/ tief ift?
Wie viel 3ing bringen 3791 {l. ju 4 % in 3 Jahren?
Wie viel Bing geben a) 1287 fl., b) 37451 {l., ¢) 8391 fl. 34 fr. 3u
5% 9 in «) 2 Jahren, B) 35 Jahren, ) 2 Jahren 4 Monaten 18 Tagen?
Bie viel Bing tvagen C fl. Capital in T Tagen 3u 6 9 ?
Wie viel Ring bringen 3609 Thiv. Capital in 125 Tagen a) ju 6 %,
b) 3u 4 %, c) 3u 4% %, d) ju 2 °%?
Gine 5 % Ctaatsjchulbverichreibung von 500 fl. wird am 17. Augujt
sum Gurfe von T1 eingefauft; toie viel muf man dafitr begahlen, wenn
bie vildfjtindigen Sinfen (bes Nennwerthes) feit 1. Weai u vergitten find?

. 3n weldher Beit geben 4844 fl. Capital, 3u 4§ % angelegt, 8865 fl.2
. Wie grof muf dad Capital fein, weldesd su 65} % in 2,5 Jahren

9502 fl. Bing bringt?

. Bu wie viel 9 miiffen 1424 fl, angelegt werben, damit fie in 3} Jafhren

23TL fl. Jnterefjen geben?

. Wenn ‘¢ fl. Capital in t Jabren z fl. Bind tragen, a) welden Bing

bringen ¢ {l. Capital in t Jabhren; b) weldhed Capital bringt in t* Jahren
z' §l. Bing; c¢) in wie viel Jahrven bringen ¢ fl. Capital z* fl. Bing?
14*
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Gin Gapital ¢ wird nadh t Jahren guvitdgesallt; su weldher Summe (s)
ift e8 bei bem Binsfufe p angewachjen?
100 + tp
s = C. 100 : g
Gin Capital c, weldpes nady t Jafren ofne Binfen fillig ift, joll 3u
Anfang biefer Beit ausgesabhlt werden; wie viel (r) hat ver Gliubiger
bei p % einfacher Binfenvergiitung angufprechen? i >
cp i c

Bei ver Recdhuung auf Hundert it r = ¢ — 100 £ pt — T00FpF
o 5 pow Dunbert™ = ri="te'<— clé)ot.

Welche Recynung ift die vichtige, weldje die bequemere?

Qauflente bevechnenr ben Discont bei Wedhfeln und den Sconto bei
Waavenbetrigen immer von Hundert.

Wie wiel betrdgt die Vavzahlung eines Waavenbetrages von 1976 fl.
nach Abzug von 1% 9 Sconto?

Gine Wechfelfumme von 2813 fl. 15 fr. wird 2 Wonate vor ber Ver-
fallszeit mit 4 94 discontiert; a) mwie viel betrdgt ber Digcont; b) iwie
viel hat ber Riufer u bezahlen?

Wie viel muf man Heute gegen 6 95 ausdleifen, bamit man nach 3 Jafhren
fammt Binfen 2950 fl. zuviicerhalte? (A uf Hunbert.)

Jemand legt ju Anfang eined jeven Jahres ein Capital von 2000 fl. an
und fetst dies burch 5 Jahre fort; wie gref ift der gegenwdvtige Werth
alfer Capital-Anlagen bei 5 95 einfacher Verzinfung?

Auf ein beftimmtes Kaufobject bietet A 24000 fl. fogleich 3ahlbar;
B 16000 fl. contant unb ferner je 3000 fl. nach 1, 2, 3 Jahren un-
pevginglich aflbar; C 17000 fl. contant und ferner je 2000 fl. nach
1%, 3, 4% und 6 Jahren unverzinslich zahlbar. Weldes ift bad bor-
theilhaftejte Anbot, wenn 4 9 einfache Binfenvergiitung angenommen wird?
Die Capitalien ¢/, ¢, ¢“... find begiiglich nadh ¢, t“t*,... Zeit
einfieiten (Sahren, WMonaten, . . .) unverzindlich su zahlen. Alle Bablungen
follen auf einmal geleiftet werben. Wann muf de Sefammifumme
s=c' 4+ ¢ -+ ¢ .. gepahlt werben?

Deifit m der mittleve Bahlungstermin und nimmt man einfadye
Binfen 3u p %, an, fo ijt

bei ber Rechynung auf Hundert

e!t! el el gl
m — 100 +p#* T 100 + pt¥ +100+pt‘”+ e
cl cﬂ cl“
100 + ptf + 100+pt“ + 100 + ptul + LG
bei ber NRechnung bon Hunber
Yag cltl + cﬂtﬂ + cllfth‘l + oL

m fo~ cl’ + clf + clll _|_ "-‘

Diefe Rechnung nennt man die Terminrvedynung, und wendet

babet gewdhulich die vom Procent unabhingige Vevedhnung von Hiums
pert aim. ;
Semand Hat 2000 . nad) 2 Monaten, 1500 fl. nach 5 Deonaten, 2400 fl.
nad)y 1 afre, 2500 fl. nach 1 Jahre 3 Monaten unverzinslich zu zahlen;
wann muf die ahlung gejchehen, wenn die Summe aller jener Tevmin-
sablungen auf einmal exlegt werben foll?
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4, Theilregel
(§8. 155 und 156.)

Bu einem Unternefhmen gibt A 3100 fl, B 3500 fl, C 4200 fl. fer;
fern mum dabei 324 fl. gewonnen werden, tie viel fommt auf jeben?

&8 foll die Bahl 8710 in 4 Theile getheilt werden, welche fich zu einanber
berhalten, wie bie Briidye L, 2, 3, &,

Patfong bejteht aus 533 Theilen Kupfer, 29 Theilen Jint wnd 174
Theilen Nidel. Wie viel von jevem biejer dret Beftandvtheile braucht man,
um 28 Pfund Patfong su erhalten ?

Bier Gemeinden, von denen A 738 fl. 42 fr,, B 815 {l., C 513 {l. 65 fr.,,
D 618 fl. 83 fr. Steuern 3afhlt, jollen nach) BVerhiiltnis ber Stewern zu
eiter Schulbaulichfeit, deven RKoften fich auf 924 f{. 30 fv. belaufen, bei-
tragen ; welcher Beitvag entfdllt auf jebe Gemeinve?

Gine Summe von s fl. ift in drei Theile a, b, ¢ fo ju theilen, daf fich
atb=m:n ub b:ec=7p:q verhalte

Unter 3 Perfonen find 3960 fl. fo zu vevtheilen, baf B doppelt jo biel
als A, und C preimal fo viel al8 B befomme; wie viel befommt jeber?
Drei Perfonen folfen 9150 fl. jo unter einander fheilen, baf A o oft
51l als B 3 fl, und C fo oft 3 fl. al8 B 4 fl. exhalte; wie bviel
befommt fede Perjon?

Gine Grbjchaft von 18420 fl. foll unter & Perfonen fo getheilt werben,
paf AL B1, C12 undb D ben Neft erhalten. Bovr ver Theilung ftivbt
feboch A, unb bie itbrigen trei thetlenn mum auch ven Untheil des A im
%erbgftnifie ihrer wefprituglichen ntheile unter fid). LWie viel beformmt
jeber?

Drei Gemeinden evhalten fiiv geleiftete Grbavbeiten 250 fl. Aus der
Gemeinve A avbeiteten 11 Mann durdh 10 Tage ju 9 Stunben, aus
per Gemeinbe B 9 Mann durch) 9 Tage ju 10 Stunden, aus der Ge-
meinve C 15 Mann durch 5 Tage ju 6 Stunben tiglich, Weldhen An-
theil an jemem Cofne wird jebe der drei Gemeinden haben ?

A beginnt am Anfange des Jahres ein Unternehmen mit einem Fonbe
pon 8000 fl.; nach gwei Monaten fritt B mit 5000 . bei, und nody
swet Monate fpiter gefellt fich auch C mit 3000 fl. bagu. Beim Jahres-
jbluffe geigt fich ein Gewinn von 1059 fl.; wie bviel befommt jeder
bavon ?

Bu cinem gemeinjchaftlichen Gejchifte gibt A a’ fl. und nach m’ Niona-
ten nodh b’ fl.; B a” fl. und nach m* Monaten nodh b* fl.; C a fl.
und nacdh m’“ Monaten nody b’ fl.; twie ift noch m Wionaten der
®ewinn von g fl. zu vevtheilen?

5, Kettenvegel
(§. 157.)
Wie viel LWiener Fuf find 2135 preuf. Juf, wenn 329 W. Fuf
= 104 Meter und 223 preuf. Fuf = 70 Weter {ind?
Wenn m Pund in M einen Preid a Haben, welches ijt ber entjprechende
Preis pon n Pfund in N? (m’ Pijb. von M = b Pidp. von B, b’ Pfb.
pon B = ¢ Piv. von C, und ¢ Pfo. von C = n’ Pfb. ton N.)
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Wenn 84 bGaier. Gllen einer Waave 1942 fl. flibb. Wahr. foften, wie
viel fl. dftevr. Wihr. foften in demfelben Verhdltniffe 56 Wien. Cllen?
(18 baier. Gll. = 25 bab. G und 309 bad. €. = 278 preuf. EIL,,
111 preug. Gl = 95 Wien. Elf. und 6 fl. s{tery. Wiihr, = 7 {L. {iivd. W.)
Wie hodh fommt 1 Wiener Cfr. einer Waave ju ftehem, von welder
1 engl. Gtr. 42 Qivres Sterl. fojtet? (1 engl. Ctr. = 128 engl. Pid.,
100 engl. PBfo. = 81 Wien. Pfo., 1 Livr. Sterl, = 111 §l. 8. BW.)
Wie viel in 8. W. ijft ein Silberbarven werth, weldyer 183 Wiart wiegt
und 13 [6thiges Silber enthilt, wenn die Warf feines Silber ju 211 fl.
. B3, gervechnet wird?
Weldhes BVerhiltnid findet in Oefterveid) jwifchen Gold nnd Silber ftatt,
wenn aud einem Miingpfund feinen Golbes 50 Kromen, aud einem
Mitngpfund feinen Silbers 21 fl. gepriigt werben und man eine Krome
= 13% fl. fewt?
Ein Wiener bejieht von Hamburg 2714 Hamb. Pio. Baumivolle, das
Pfo. u 61 Sdhilling. Wenn man nun die Spefen mit 81%, annimmt,
wen 100 Hamb. Pip. = 893 Wien. Pfv,, 16 Sehill. = 1 Maxf,
100 MarE = 84% fl. 8. W., und in Wien ber Wiener Ctr. ju 45 fl.
B, W. verfauft toird, wie viel °|, werben gewonnen oder verloven?
Moan beginnt ven Anfap: =< {l. Cinnahue geben 100 fl. Ausgabe,
wenn . . w.
Gin Wiener Kaufmann [Gft in Berlin 100 Shitd Friedvidhsd'or mit
19/ @pefen verfaufen und fidh) fitv ben Evlia faif. Ducaten formmen. Wenn
nun die Friebrichgd'or in Wien gu T, in Berlin ju 53 Thiv., und eben
fo bie f. Dufaten in Wien zu 51 fl., in Berlin ju 3} Thiv, jtehen; wie
thewer Tommt fiiv ben Wiener ein Friedrichsd'or und twie viel 95 werben
baher gewonnen ober verloven?

VI. Raugoperationen.

1. Potengen
(8§ 159 — 169.)

3a? 4+ 4a2 4} 6a’* — 782. Ha* — 2at —

2b% 4+ 7h® — 9b% — 784, ax® — bx™ 4 cx™ —
Ta?, —3a% = 786. 3m?*n®.5m3nt —

3 (a+b)2.4 (at+b)P= 788 ax™.bx".cxP—
a8, —ab? — 290, 25444 —

(x +a)’.(x—a)P= 792. 3x8.—b5y%.42° —
X".(l)“ e 794. (1 -+ E)n.a.“:

24 3x 5x)8 3xy Gn 10xz)6 (6b)6
(%) G = e, (33) - (55) - (5) =
Gantiydal— 798, 8xmy': —4dxPyl =
(8ab)t: (2b)t = 800. (3a°b?*)*: (ab)’ =
(a® — b%)%: (a + b)® = 802. (x* ——gys)“: x—y)=

i AR G 3ax)?, {2x\?
i 0k (5)': (55) =

5 b)m : (g#))m = 506, (x — y;’)": (1 = ;)“ w

R
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807. (2ax)® — 808. (abed)r—
809. (—32)% — 810. (— 3a)* —
811. (-——4a,b)3.(89,)2: 812. (’5mx)“.(-—3my) e
8]3 (73)3.(3&)‘.(23)4: 814. (a,b)m—h (ac)2m—-n (hc)n——m S
3a)\3 4
s15. (32) = 816 (— ) =
8mn)3 ab)}4 42c)® (3be)?
8'7. (51)%) ....? 818. (m‘ 3. gga—abb .4(“‘::1")  ame=S
3x)¢ IR a-2bx)¢
s1. (32) - (55) = 1 s20. (1— 222 =
82k (o = 822. (2a%)* — 823. (ax™)P —
s, (@)= 85 (a8 (2atxd=
827. (—b5x*y’z)® = 828, [ 2(b — )3t =
829. [(xyf):.zzj‘ = 830. (am-| n bm—n)m+n —
sl o) = s (— feF) =
IxN Y2 92,2 984 2
833. [(_* 2:11?;)3 = 834. Be 2 ) Ll .(21;)5‘)”;534:1; )5_
2a2x*)\3 6ax®\2 [3b2\4
835. (5557) (—ob—y) G =

(2xyyt.(3x*z)t.(57%2)%)2
i v
837. Man befreie von den negativen Crpomenten:

a)-8aPbPig. blsabrizsidvi:  g) ::::

838. Mean bringe auf die Form von ganzer 3af)[en
5x 2ax—2 mix*
2) 2% b) 0 2%,

¥ b2 ; $g—2°
830, aliat— 840. a—*, a3 —
84, xR — 842, 3a2b—5.4a—3b?* =
843, (53*‘1)—9.(23)””: 8445 (mx=2) . (ny= 0=
815 x 0 = 846. 6a’b—2: Qa*b—* =
x e > Gl 4 (c 2 (])-—3
= (x +1y) L (x —y) v _848' Ay bR
849, (}()‘ = 830, (3) —
851, (x—2)* = 852. (a1~ =
s53. [(3)” ¥ 2l 854, [(am)1] =
855. (Ba’bx?y)? = 886, (—2x7°y 2 Hi =
2atbit=3 axm z—P\n+P
867, (p) = 858, | =T =
859, (3x 4 2y)' = 860, (24 — 4b)? —
1\2
sol. (2 +3) _2_ 862. (a—g) =
s63. (22 —37 ged, (2% —%) =
865. (a+2b_3(.)‘"— 866, (4+2 Lyt —
867. (3x — 5y -+ 8z)% = 868, (6x® —Hx? 4 4x—3)? =

869. (27x°® — 54x -+ 36x — 8)2 —
870, (4 — 8a — 3a® 4 a® + 2a%)? =
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25." 2a 3b 4c2
871. (2 B 872. (B +32 -t

873. (W+ .-)2= 314, (5252 _yq)
875. (w—a+b+c)9 Fe=b e+ (atb—df=
876, [(a+x) —{—(b—y} ] [(a.-i—x) —(b—y)%2 =

877. = 879, 729022 —
880, 5 91 881 0 877‘1 — 882, 00135792 —
883, 45-96..% — 884, 0-7384..2 —  885. 3-14159..9 —
886, (a — b)3 — 887. (2x 1 3y)3—

888. (m? — 2n?%)? = 889. (5a2 4 4bx%)3 =

890. E+1)3: 891 (25, —2%) —

892. (y® + 2y — 3)3 — 893. (x? — 3xy + 2y%)° =

894. (1 — 2x — 3x2 4 4x%)% —
895, (1 — 2a2 + 4a* — 82%)3 —

2 x 3 2x? 9x5\8
86. (3 —3—1) = 897. (4ab — 35 +25) =
898, 038° — 899 15858 — 900. 66045% —
901, 01388 — 902, 45:093 — 903. 5-99203% —
904. 9:336,.2 — 905. 0-8583. .3 906. 0-088645..° =
2. Wurgeln
(8. 172—210.)
3 m m
907. ]/a—i—4 ]/a+5]/a-— 908. TVx" —3 )V x =

909. a+blVm+c—dm=
90. 3Y/2—TY5+4)24+5V5=

911. 3YVa—6Va+m)a4n)a=
8 8 8
2. 5Va*+2Va—3 a3 =
913. a]?b—?b]/a—?a[/b—{—sb]/a—;ﬁbg/a—{-ﬁa]/b -

914, ]/a= Va= 915. 1/5.1/200 =
916, ]/m 7. (Va—2Vh). Vx=
918, §a+vb) (a—Vb) = 919 8—3V5)T+2)5) =
920. (4+31/2) B—21/2) =

921. 2V3a—V3) BV3a+V3) =

922. V3 V5.V3—Vb= 9. VaFVb.Va—Vb=
924. (Va+b —Va+ Vb (Vatb+Pa—Vb) =

925. aVa+Vb—Ve) 2Vabe —ch+c]/b) =

926. ' Vatx+Va—x.VVatx—Va—x=
027. BV5+2V6) (2]/5—3}/6) (2 V38—4V10) =
928. 1/1 ]/a—]/.y ]/1 929. Vx Vxe?'—

930. ]/a"‘ l/a" = 931. 416.5 )2 =
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3Yb1.51/b%. /b =

8 & 2 L
X. ;_.VX .]/x_._

(6 —Vb). Vet =
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3
933. 3 Yy x el ety
935. — mn —n-}n— =

ab’e? l/b“1 e—2
037. 2 =

939. 3V5a+ 4. VEa=

(31/7+4y3) @V1—3Y3) =
(Vab il VXY) GVab+4 I/xy)

Va»; Vas e

(Va‘bu—]/ab‘) ]/ab-——
Vax—Vex+ Vs —Ven: (Va— Vo) =
Vas: Va=Vat: Vat =

mVa:]/a-:
4
Va+ x:})/a? — x?
3

943. 1108 : /4 —
945, J/a® — b*:)/a - b =

948, ]/:a.z ]/a‘ —
950. Vax“‘ : ]/x*‘ =
: 952. (B—b): (VB — Vb)) =

(4xVx = 6 ]/xi—l— 8x)5: 2 ]/xﬁ:

Va—Vya®—Va?
3

(]/ ,LQ)%

(422 Vaxz)s =
(V=)=
@a + 3V/D)? =
BY2—2V3)? =

1—2V243V32=
x+Vm_x—Vﬁ__

+Va9:Va =

=

Vm-—-'l/n}__
AL

957. (J/abToh)® =
959, (f/ambﬂ)v iy

961. (l/z,&i}/ii =
5bVbx

963. (2 —35) =

965. 3x* )y — 2y2 V/x)® =

967, (J2x+a— ) 2x—a)? =

TP = x—}—me-—ml_
1—Vx 3Vx 3x+Vx
1—|-1/x+1—]/x+ 1—x

{l/a+Va —b_4 ]/a—l/a’—br:

[VVa+b+Va—b+VVa+b~]/a-b]

(s Vb — 3B Va)P =

978. (a — 3 ’l/a2 + 4 ]/a)3

Ve + yas—o° —

L

V as — b{] ==
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Vs 976. Yo" b =

3 8 i ——
Va,"’::l/aa_a, ] 978. 1;2():1/45 ==
3

/81 = 980. }/27a®b® =

VZ+V8+81V50=V2+2V2+16V2=
BY/50+2)/12—)128= 983. 61/125—31/80 +2}/20 =

4]/3—2]/24—}—1/192-— 985. Ha 1/12x% — 2x |/ 2Ta’x =
m+n

Va'mx-q my — 987 'Vx‘tru -+ an =
 JESEITes ¥ N
/(@ bici-— 989. V(tixy T ]/(21{’s A E=
3
o 8a'b
%—‘5: ; 9L Zf;c T
e amn pwp ¢mq b a? - bh? arcf bt i
]/ xmr yms 993. l/ a? = b TR

m

]/f’/:: 995, l/ y V

| o1 Jsyne

998. |/ 52 Pas = 999. |/, ]}
1000, 2 /372 = 1001, x l/ Vsl
3 7 gl
1002. 31/32 Va+ [/ a Vat =
1003. 4a Va.l/a. Va— 2Va‘ af ]/ a’ =
1004. Man BGeftimame:
25%; 25—4; 16%; 81-% (;45)7% (RDH
1 m n
1005, (x° ) = 1006, (x y» = . 1007, ] i AN
mipy
1008. (x o = 1009. /x ° =
BLEA
1010. (4.25)F = 1011. (xy2 2% = 1012, xiyt. Y x%y? =
m 1
1013. am—1 : an—1 = J0l4. al:at = 1015, af:at =
m 1 — mp —n? m . m—1
1016, a? .aP .a TP == 1017, x* . x":x ® =
81 2nSnt 3
1018. {F:—:T‘;—s} = 1019, (x! + y) (xt — yt) =
1020. (2af — 3bt) (5at + 6bt) =
1021, (6x% — 8xt 4 3xit —4x¥) : (3xi — 4xl) =
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iﬂlan ftelle folgenbe Briiche mtt einem vatiottalen S)Eexmer bax:
1023, -— = 1024, — =

1/2 Va’ Va“
145, 1k e 162, 1 X1 10372t =
I ViTs 313
1028, 22> — 1029, 32V52 1030: 2XE
31/3x 2V2a 2b V5
i V2x 3 Vo
1031. a]/ N (1 oes b | T R ey =
al/ab V2x — 3y V1—x?
1034, 5 = 1035, ;2 = 1036 3EVS =
3+VT _ 2a+3Vb m =
1087. 555, = 1038. .= 1039, o =
2Y54+V38 x+Vx*—1__ V10 o
1040. —7—m = 1041, = 1042. V———w =
e e V2+vs+vs 2+g-
1046, 4;4: VT et a e SRS 1T Sl T, 3
Vx— Iy V3+ Vs V54 V3
T I sl Al 1050, VEHVE ¥ _
Vm+n—7}Pm—n Vx—yx—5°
1051, V2= t8V=Ey 1052, :
V32x——31/xv Vs—vz
1053, Y1 — 1054, EEIHP
2+V7 V3—16
Man vertvandle folgenbe Summen und Diffevenzen von Dias
pratiourgeln in eine Quabratwurzel:
1055. V2 + 13+ V2 —) 3 =
1056. V12 + V28 — V12 — /23 =
1057. V5 +2V6+15—2 16 =
1058, T2V 10 £ VT —2 110 =
1059. 1+ 21T —at £ /1 —2aVYi—at =
1060. 1723+ 21a? — b2 &= /22— 2 Va? —b* =
Wan vermwanbdle jeve dev folgenden Quadbratiwiurzeln in die Sumimne
ober die Diffevens ziveier Quabrvatvuvgeln:
1061. 1/6 + 11 = 1062. V7T —4V3 =
1063. 8 E3 V1 = 1064. V11 £2 )10 =
1065, /11 == 2 /30 = 1066. Y18 X812 —
1067. /37T 2015 = 1068. /99 =54 2 =
1069. VT2 4)6 = 1070. V3 Y3 £V12 =
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V3V £1 = 1072. V429 X£216 =
Vx+y+2V¥xy=
1/ (10 a% + a?b?) + 6a® J/a® + b2 =

V=14+3)V—1= 1076. 5)/—2—3) —2= _
=4+ V—9—)Y=16=2)—T+3Y—1—-4V—1=

V—4—-2)/—164+5V—386 =
a)/=x2—bVY—y —cV—z0= 2o

5 1Vi=1.8 = 1081, —7.2)V/—1=
Vezali) i hes 1083, aY—a.—bl/—b =
V—xy . V—xy'. V—-x*y’=

(a—3H) Y =1. Bat b V1=

(/=20 Vi) (Vo= =l ons’ s
V=2 +V=3—V=—B¥—2—-V—3+V—D=
V—ab: )b = 1089, — x: )/ —x=
VS o

(V -20—1—10) : V—=56=: kIS

O AT B ST L i () e O

(=15 1094. () —1)° = 1095. (—1)'* —
(V=9 = 1097. (V) —3)t= . 1098. (-—5}/2_1')w=
GV=ba= 1100. {(a ) = Tarwp} =

(da+ b)Y/ —1)E=@s —8b)/— 1) =

@+ V=1 (m—Y=—n =

G+6y—1) B—4y—D0=

Va+ V=0 Va—V—h=_

x+14+V=3) x+1—-V=38 =

@+ E—D+V—Da—V-D= e

@+ V=D e—bY—=1) +dV=1) (¢c—dV—-D=
Multipliciert man bier ben evften unb jweiten, ben briften und vierten Factor

und bann biz Prodbucte miteinanbder, bierau% ehen fo Den erften unb bdritten, benr

stoeiten und wievten Factor, und bamu bie evhaltenen Probucte, fo geben bie beiben
Enbprobucte bie merfwilrdige Gleidung

(a2 + b?) (¢? + d*) = (ac — bd)? 4 (ad 4 be)%

@ —3)y=1)¢= 1109. 83—} —5)% =
V2—V—2?2=_ ML (Ja—bY—1) =
a+V—~h+a_V—b__

a—Vt-:-ll_ n.-}—'[/_:—b_ ol
A+V-—-32= 1L 2 =



1115.
1118.

1120.
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Man befreie bie folgenden Vriihe von ihren imagindven Nennern:

ict (AN b 1116, sE¥ER - [1ped e HieB -

Voives N v U
=0 g — b

V% — V=8 NS V—"+V“—

6V—-6+5V—5:

8l =5 5) 6

Pean vermandle folgenbe Summten und Differenzen von Duabdrat-
wurgeln in eine Quabratwurel:

mL Ve v=s+lVe—yv——:s=
nm.) —s+4Va -+l —3—4djy-i=
NV —sFiy=i—V=35—dy=—i=
N Ve reV—s+t)2—2)=—%=
Nean  vevwandle folgende Quabratrwurzeln in Summen ober
Differengen von Quabmtmuvge[n
ns. Vi+iv—s 112. )/ =3+ dV—i=
1127. l/_3—41/:1": 28 B0y =1
1129, |/ 4a® —12ab+ 9b% = 1130, /9Im* — 12m?n? + 4n* =
1131. V' }x* — 6ax® 4 11a%x? — 6a’x + at| =
1132. 1/ }16m® + 16m® + 4m* — 16m® — 8m? + 4| =
1133. Y1 —dx = 1134, 1/ %4a® — 16a )/ —p— 16b =
1135. }/|16a° — 24a% | 25a* — 20a® + 10a% — 4a + 1} =
1136. 1/ 10y° — 12y° + 10y* — 2852 4 1792 — 8y + 16 =
1137. |/ 120— 70a + 139a% — 236a% + 154a% — 1982° + 121a%} =
1138 ]/[" Dyl e[~
25a 10a% 3la* 38a? 38a? 8a
e o
x5 26x! 53x3 20x
i ]/[ﬁﬁ—fy‘ﬁ"‘ = Twert +25]_
1141. /135424 = 1142 ]/1920996__ 1143 V140625 =
1144, /53993104 = 1145. )/ T85°6809 = 1146. }/0-00228484 =
147. V28 = 1148. V35 = 1149, |/ 1150. /2513 =
1151. 3-1907.. = 1152, /335" 779.. =
1153, 1/35°8423 . = 1154, 1791794563 = (3 Dec.)
1155. }/0-00083619.. = 1156, }/3181-3742 = (6 Dec.)
Man beftimme mittelft bev RKettenbriiche auf 5 Decimalen:
1157. V11 1158. 1/ 23; 1159. /48; 1160. 1/ 120.
1161, ]3/3. x*—3a*bxiy’ + 3ab?x’y —hiy® =
1162, ]/ 18x% — 36x° 4 7T8x* —99x3 4 T8x? —36x + 8| =
1163, l/a"’+x3— 1164, /X — a==
1165. J/ 188 — 60 V'aTh — 125b 4 150 /ab?] =



1166.
1167,

1168.
1170.
1172.
1174.
1176.
1178,

1180.
1182,

1184,
1186.

1188.
11990,
1192.

1194, lo

1196.

1198.

1200.

1202.

1204,

1206.

1208,

1214.

Vs~

15
[1+6x+z;_

Sac’
b’d Sb&‘

V262144 —
V247673152 =

1/0-068427 —
3

b zp
8mn?x3?

1 e
°8 TR G

3.

Fhqys T

log J/'x%a® =

2Va

log =5 =

31/13

log V/ (@7h2¢") =

088

L kg
it i T b
1169. /8615125 =

1171, /100 =
1173, 1/54-637281 =
1175. ]ZS-;

1177. 1/601-344271. . =
1179. 1/ 1-9742 = (3 Dec.)

Rogarvithmen
(8§. 214 — 224.)
1181. log 12xyz =

1183. loga (x9 —1) =

1185. log
1187, log —5—-
1189. log

X‘“-Y

(3a+ 2

3_(*‘,3_'*_"’)_5_

bty *iil

1191, log 6a%x®=

1193, log 22 =

1195, log [(g)g. (?)3] =

11977 fopdai

5b7 (x*

—1) __

1199. log | /2 =

1201. log Vx» Vy? =

1203. log V(]}av)q =

1205. log :E’l‘)‘*

1) Var
1) /b

1207, log —ri 55

5

b Va.

1209. log l////

c

8%, V17 1'% =

RIS V69

Man fuche aus ben Logarithmentafeln ju folgenden Safhlen bie Brigs
gifchen Rogavithmen:
1210. 7;

1030,

1211. 38;
1215, 4719

1212. 218;
1216. 5755;

1213. 983;
1217. 7899

l

//y\;af gy

fr;:mtlr

\
._)

t?ni S Q\



1218, 39070;  1219. 586100;  1220. 59°13;  1221. 9-015;
1222, 86127; 1223, 78009;  1224. 0-68315; 1223, 85-201;
1226. 0-091457; 1227. 364228;  1228. 17-8193; 1229, 4-48197.

WMan fuche ju folgenden Logavithmen bdie jugehbrigen Bahlen:

1230. 0-240549; 1231. 1-572872; 1232, 2-985471;
1233. 3-890086; 1234. 0-660581; 1235. 0°271609 — 1;
1236, 2-957431; 1237, 1-013967; 1238. 0-463702 — 3;
1239. 0-730486 — 2; 1240, 2-813503; 1241. 3-910012;
1242, 4°553429; 1243. 0-680119; 1244, 1-856036;
1245. 4-891950; 1246. 0-051683 — 2; 1247, 2-699608,

Man berechne mit Hilfe der Logavithmen jolgende Ausdritde:
1248. 1-2345 X 1°3456 = 1249, 9:68453 X 020768 =
1250. 1:025 X 1-0792 X 1-056625 X — 1-07561 = ;
1251, 0-35679 X 1-0765 X 1-92234 X 0-33258 =
1252. 2-00415 X 056 X 00741 X 0:09072 X 1°25463 —
17-846 __ 1

1253. T = 1254, e =
2483 X — 1926 ___ 2:3456 X 52913 -
e e 1256. o185 —
413 X 5124 % 21358
1257, — 21368 _
425 X 4998 X 76143
1258, 21457 XX 9°1248 X 1385 X 31-278 __
© 277 3¢ 107285 3¢ 2-2812 ¥ 125:092 T
1259. (1:05)1% = 1260. (1°045)° =
323 17_ 54139 II__
1261. (?1“3) = 1262. !F‘fé 81},) —
1263. 1-0756° X 1- 008584 = 1264, >o00. =
1265 3:14159% 3¢ 2:04892% 3¢ 1°07938* __
% T409327 % 08507 % 210805° 3
1266. /29 = 1267. /918 =
b v 6
1268. 1/7136 = 1269. )/1-8354 =
8 . 126
1270. )/ 314-2789 = 2. /2=
T e VI VS
1272. ]/1—3]/6: 1278, | =
12
395)7 =g
1274, ]3/(172—9)4 = 1275. 5 5=
e - A 5
1ane. AR o 1217, 1/ 340.] /3105 X 56 057 _
Vi 1°479388°
] ]/_8119_*1{0 2 1299, 347 VO T + VETET =
]4/27-@ 492754

1 A i BTY
4-31957%. 1/3°19338. 1/ 17°39
1280. l/ 4 ,, =
154, 1/91°34 =9 V34071
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VII. Gleidungen.
1. Ocrbnen der Gleidhungen.

(5. 227.)
Man orbne folgende Gleichungen:
1281. a — b — 2 =0; PUNEL LI S
1283. ;41_3 =—";
1284. 5+ =5 . +x—;-"1_‘2?x+5;
5 3x—4

- —x e 3
1285. —— +3=3 Z 7
x X X x X
1287. 3x = +
1288. (24——::) (321——1:) ? 44 x) B+ x);
"we. K_- a x s.—-x__ a8 .
1289, 1;?01—'—;-}-_;“;:_1, 1290. a—x+a—}-x—a‘-—-x”
Bk, & 2a+x 8a—x
12901, 55 +4:_5x2—-3—6:; g 3a+2x  3a-Fx’
T M e B L o

tx—1 x—2 x—38 x—47
1294, 1/4x? + 8x + 13 =4x + 1;
1295. a)s+ b+ bVx+a=c;
1296. /33 +x=)x—13;
1297. 5Vx—1+2Vx +1=6;
1208. V(x + &) +y* + V(x —€)* + 3 = 23;
1299, aYbx +c+ b Vex+a-tclax4b=d

2. Beftimmte Gleihungen desd erften Grabdes.
(§§. 229-—-235.)

1300. 5 4 (2x — 15) = x. 1301, 8 — (b — 2x) = 3x -+ 1.
1302. 5(x—2)—2x=2(x—1). 1303. a(x—Db)=b(@—x) —ec
1304. m(x —a)—n(x—b)=(a+ b) x.

1305. 18(y —2)—5{.5—4 (2y — 6) =y — 16.

1306. (z +1)(z—1) =242z 4 1.

1307. x (x — 2a) — (b — x)* = 3b% — 4a.

1308. 3“72"+1=4x+42“54".

1309. 3+ 2+ 3+ 5+35+9=2x—2L ]
X—a x—h a— a

1810, = ==—. 1811 2= ==

By o (313, fm TRET RS,
.4 x

m
o T s
__In—nx

a—xX b—x a—hbx
1814 x—SFE =2 od e 2 REE
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1s16. 22240 — x5 s B4 =2
1318, 220 p1=2_24%

s 26220 4 gt

1920, s 0 5 EEE 2o 8 x

1321 S+ =5t tae

1323, 2802 _BE .

e

1334.:‘5’;—%4-;&3:& +5

1325, L0x L X008 3% 00079,

1326. 3x — 5 215xm23_—128’i‘.

1046
1327. (x+a): (x—a)=Db:ec
1328, 4;’5—1-( 15 —3).
1329, 8x—1): (4x 4 2) = (6x—9) : 3x — 4).
Man Id[e jebe ber folgenben fieben @)Imd’;ungen nach alfen bdavin
vorfommenben allgemeinen Bahlen auf:

1330. 100Z = CPJ; 1331, 25 = n (a 4 2);

1332, T (¢! — c") = 't +d; 1333, v(M—]—m)——M(J—l—mc,
1334, ¥ =1 4 0-00367¢; 1995, = = .‘2%:—'1%

1336, av[n+q |(1+ ) r + p + ] = ks.

1337. 3]/x—1__4 1338, 1/ 6x7:)/5x —6=>5:3.

1339. /1 + 2x + I/T_”"%E‘Q = V8 + 2x.

1340. V2 X2 Vx=2 I3 4 Vx= Vi+=
1342. Vx4 a4 Vx —a= Viee

1343. Va+=— 1/51"-"2 = V% +x

1344. 8x — by = 25, 1345, 3x 4 4y=/4,
3x 4 7y = 36. 12x — 6y =b.
1346. 16y — 25z = 5, 1347. 28x + 6y =9,
5z — 24y = 12. 9y —4x=2.
1348, x | 2y = 30, 1849. =+ L =2,
3‘—5:'{‘“1‘22:11- cx—ac=b—y
1350. 5(8x —2y) =10 —3x 1351 [+ 5 =5,
142y 1-—2y _ 0= Sen g
----—ﬂ_--e'_—._...Sx--l. x—y--d

Moinit, Avithmetit und Mgebra, 11, Aufl, 15



1358.

1361.

1363.

1365.

1367,

1369,

1370.

1372,

1374,
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|
|

28 6 3 5
— S 5 - — =3
; +4y 9, 1353 ?+32, i
= — = 2 S 2
5o & S
m n WEE aFt A 4
Py T mE LA G
R e T 5 A
m;—y__ n —x'™ ! e a
E - Y e —— 3 i y —
a-+b A h u.—Ji-b' 1357 a+ b +:L—wb &) 2’
= Jeeh L % 7 gx Aib
"’+b+u—b—(1_,,b1.)2 ; llﬁ])H2L+l]ﬁﬂq'—qu.
i a=— 2h)2—a
X—y—2+ a"l_hi_'___f
0L 3ab(a—D ab
ax —by—a-+4b— e
x - 42 _ / — 0
2}y 49y, 1360, 41x — 3275y = 9°92,

1
X'—Qggzy;i—g%zg.

Gx+ y):@x— y)=16:5,

527x — 36y + 434 =0,
1360, LY — oy,

@x + 7y): (x 4+ 2y) =14:5. ]x/iyy_n

. e g
3z 4+ y-+ 2z=13, 1364. 6x — 4y + 3z — 28,
x + 2y 4 3z=17, 4x — y—3z= 1T,
2x + 3y + z—12. 9x — 8y + 6z =12,
3x —4y= 8§, 1366, 6x 4 5z= 8,
2x + 3z=24, 20y — 5z =11,
5y — 6z =3b. 3y —3x= L
x4+y+z=s, 1368, x4y =30,
iap=iaulh, 3x -+ 2z2=25,
yiz=Db:c. %= 23
a,x+by+tez=d, Man gebe das Gefes an, weldhed in

8, X + by y 4 coz =dy,
agX + byy +egz + dy.

x 3y il ‘
T E 4 =18 1371.

R
BT =
—l4iti=n 1373.
Lt i=h
Ly —i=e
]12_,[_31,_:3’ 13%5.
sF =8
i

et fitr x, y und z erhaltenen 2Aus-
pritcfen vorherridht.

x+3+4 5 =612
X z :
5+ 7+5=0612,
X Y e [
Z"‘l“i-‘"‘qz-—-—(}l?.
g Pe-bed
£ g Tl
G RE i aBa
— et s
R
E_f_y...ﬁa:_—.—l‘.).
v+ ix = 112.
1x + tz =36
2y—z:3.
&y



1376

1378

1379.
1380,

1381.
1382,

1383.
1384.
1385.

1386.

1387.

1388.

1389.
139¢0.
1391,

1392.

1393.

227

— s

3u—2x+4y—5z=17, 1377. 3w —x+4 y4+22=20,
du++x—3y-+ 2z2=—1, 2w+ 3x —y4-z=17,
6bu—>5x4 2y—z=13, w4 2x 4 3y—z=21,
u— x4+ y—z=60. —w+x42y}3z2=12.

2x —3y+4z—5bu-+6w=6,
3x+ y+b6z2+4+ u—3w=3,
—x4-4y+2z—du+4+ w=3§,
o y—l— Z— u- W.’:3,
x4+ y+ z4+ v+ w=15,

Dag 3fade und 4fache einer Sahl betvigt zufammen 196; wie grof ijt
bie Bahl?

Welche Bahl gibt, wenn man fie mit 2 multipliciert und von bem Pro-
pucte d jubtvabiert, 13 als lejultat?

Bon weldjer Zahl ift vev fiebente Theil um 8 fleiner ald dex britte Theil?
Wenn man etne Bahl mit 15 multipliciert, zu bem Probucte 20 adbdiert,
bie Summe durd) 4 bividiert uno vou dem Vuotienten 14 fubtvahiert,
{o erhilt man das Sfache ver fraglichen Zahl; weldye Bahl ift es?
Die Bahl a joll in pwei Theile jo getheilt werben, daf das mfade des
evjten ‘heiles um d gdfer fei al8 vag njache des jweiten Theiles.
Sn weldpe gwei Eheile muf wan GO gevlegen, damit ver grofere Theil
duvd) ben tleineven diviviert 2 jum Quotienten und 3 zum Ylejte gebe?
Gine Jahl a in jolche 2 Theile ju zevlegen, baf ihr Quotient ber ge-
gebenen Zahl felbft gleich fet.

Welche Bahl muf man vom Zihler und vom Nenner bdes Vruches
% (i%5) fubtrabieren, damit ev gleich (51 (4) wird?

Welche Bahl muf vom Bihler des Bruches g jubtvabiert und um

Jtenmer besfelben abdievt werben, bdamit ber evhaltene Brud) bder ve-
ciprofe Des fritheven fei?
Benn man zum Sdhler und Nenner eined Brudyes 7 addiert, fo evhilt
ev ben Wevth #; jubtrabiert man vom Zdhler und Nenner 2, o erhilt
ev ben Werth 1. Weldpes find Zdhler und Nemner bes Bruches?
Jemand wivd nach 10 Jahren doppelt fo alt fein, al$ er vor 4 Jahren
war; wie alt ift er jest?
Gin Vater ift jept 48, fein Sohn 21 Jafhve alt; vor iwieviel Jafren
wav ber Vater 10mal fo alt als fein Sohn?
Gin Bater ijt 36, fein Sohn 10 Jahre alt; wieviel Jahre muf der
Later nod) leben, damit er gerabe boppelt {o alt werde, al$ es dann
jein ©olm jein wixd?
A ift jest mmal fo alt und wivd nady a Jnhren nmal fo alt fein al$ B;
wie alt ift A?

Welche Begichung muf awijdhen m, n und a flatifinven, damit
bie Anjldjung einen Sinn habe? (BVergl. §. 235, Beifpiel 2.)
Gin Bater ijt gegenwdrtig 3mal fo alt al8 jein Sobhn; vor 12 Jafren
wav er 9mal fo alt al8 dev Solhn. Wie alt ift ver Vater, wie alt
per Sofn?

15%



1394,

1395.

1396,

1397.

1398,

1399.

1400,

1401.

1402,

1403.

1404.

228

(Gin Knabe fagt: meine Wutter ift 25 Jahre dlter al8 id), mein Vater
ift & Jalve dlter al8 bie Mutter, und wir alfe zufammen Hhaben 91 Al
ter§jahre. Wie alt ijt ver Knabe, die Wutter, der Bater?

Cin Bater und feine zwei Sihne 3ihlen jest zufammen 96 Altevsjahre.
Bor 4 Jahren war der dlteve Sobhn falb fo alt ald fein Vater und
poppelt fo alt al8 fein Bruder. Wie alt ift jede diefer brei Perjonen ?
Ein Wenfehenfreund will einen Gelbbetrag, bden er eben bei fich Pat,
unter 10 Yvme vertheilen. Wil ev jevem 20 fr. geben, fo hat er eben
fo viel u wenig, al8 er zu viel hat, wenn er jevem 18 fr. gibt. Wie
viel Sreuzer hat er bei fih?

Bet per Theilung einer gewiffen Summe erhalt A 1000 fl. und % bes
Jeftes, B 1 ded neuen Reftes und noch 500 fl. bavitber, C die nodh
iibrigen 2500 fl. Wie viel erhalt A, wie viel B?

Bei per Theilung einer gewiffen Summe erhilt A a fl. mehr al8

]l; berfelben, B b {l. mehr alg % bes Rejtes, C den newen Reft,

welcher ¢ fl. weniger betvagt al8 % per gomgen Summe. Wie viel
erhdlt ein jeber?

Unter bie drei beften Sdhitler einer Clafje war eine beftimmte Summe
fo zu vertheilen, baf ber jmweite um 20 fl. weniger al8 ber erfte, unbd
per dritte wm 20 fl. weniger al8 der zweite beformme; die gange Summe
wor um 25 fl. grifer als das 4fache Dbejfen, wad bder bdritfe befanr,
Wie viel exhielt ein jeder der drei Sdhiiler?

Gin BVater Laft bei jeinem Tobe die Fran mit drei Sihnen juviid und
vermadpt fein BVevmdgen auf folgenve Art: bdie Franw {oll ben dritten
Theil pes gangen Vevmdgend, ver erjte Soln den bdritten Theil bes
Rejtes mehr 600 fl., ver weite Sohn den dritten Theil ves mneuen
Jejtes mehr 2200 fL., und der dritte Solyn den Rejt von 4500 [, erhalten,
Wie grof war das ganze Vevmdgen, und wie viel fommt auf dbie Frvau
und jeben ber evjten zwei Sihne?

Gin Bater verfpricht feinem Sofne filr jede fehlerfreie Aufgabe ein Se-
jhent von 10 Kveugern; fiir jede fehlevhafte Aufgabe bagegen mup ber
Solm vem Bater 5 Kreuger guriidzahlen. Bei 20 Aufgaben evgab fich
nun, daff dem Sohne von bden evhaltenen Gejchenfen 80 Kveuger iibrig
Dlicben. Wie viele Aufgaben Hat er ofhne Fehler, und wie viele fehler-
hajt gearbeitet?

Semand bingt einen Gdrvtner auf einen Wonat (30 Tage); er verfpricht
thm wdfrend biefer Beit die Koft, und fiir jeben Tag, an dem er ar-
beitet, # fl; fiiv jeben Tag, an bem der Gdviner nicht avbeitet, muf
piefer vem Herrn L fl. filr die Koft besahlen. Nady einem Wonate ev
hielt ber Odvtner 18 fl. Wie viele Tage hot er geavbeitet und ie
viele nicht?

Bwei Fidfjer enthalten 351 Liter. Laft man aud bem evften den jechjten
und audé bem weiten ben britten Theil Hevaus, fo bleibt in beiben
gleichuiel iibvig. Wie viel Liter enthilt jebed Faf?

Su einer Gejellfchaft waven doppelt jo viel Wanner al8 Frouen; nady-
pem 8 Minner mit ihren Frauen weggingen, Dblicben noch 4mal fo
viel Manner al8 Frauen. Wie viel Vidnner wnd Frauen waven an-
fangé in et Oefelljhaft?



1405.

1406.

. 1407,

1468.

1409,

1410.
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Su einter Fabrif avbeitent 26 Avbeiter, theils Meijter, theils Gefellen;
jeoer Meifter erhilt taglich 2 Gulben, jeber Gefelle nur bie Hilfte
pavon. Witrde man jedem Weeifter von feirtern Lofne & Gulben abiiehen,
und bafitv jepem Gefellen fo viel sulegen, o mbdhte ber tigliche Lobhn
um 2& Guiben mehr betvagen. Wie viele Weifter und wie viele Ge-
felfen avbeiten in ber Fabrif?

Jemand wettet bei jedem Spiele 4 fl. gegen 3 fl. Nadh 28 Spielen
Bat er mweber gewornen, noch verloven. Wie viele Spiele Hat er ge-
tonmert, wie biele verloven?

Drei fpiclen mit eiranber. 3m erften Spiele verliert dev exjte an jeben
per anbeven fo viel, a8 jeder von biefen bei fich hatte; im jiveiten
Sptel verliert der jweite am den erften und oritten jo viel, al8 jeber
perfelben Hat; im britten Spiele verliert der britte an bem erften unb
aweitert fo viel al8 feder hat; nach geendbigtem Spiele Hatte jeder 24 fl.
Tie viel Hatte jeder am Anfange des Spieles?

Su einer Familie waven mehrere Kindver. Auf bdie Frage, wie grof bie
Bahl vexfelben fei, antwortete ein Sofhn: Id) habe {o viel Schivejtern als
Dritver; eine Todter aber fagte: idh Hhabe zweimal fo viel Briider al8
Sdyweftern. Wie viele Sihne und Tochter waven da?

Sn einem Qanbdtage wurde ein Antrag bei 64 abftimmenbden Abgeordueten
mit einer Stimmenmelhrheit von 10 angenommen. Lie viele ftimmien
pafiir, ivie viele dagegen?

Gin Kbrper wiegt p Pfund und verliert in Wajfer getaudit = Pibd.
pon feinem Gewichte. Gr ijt jufammengefest aus zwet RKbrpern, von

pettent der erfte in Wajfer getaucht %, per 3iveite ebenfo % feines ®e-

wichtes verfiert. Wie viel Pfund von jebem biefer beiben Rbrper find
in bem evftgenannten jufammtengefetsten Kbrper enthalten?
Der Kirper enthalte x Pid. ded erften und y Pfo. des jweiten

Rirpers, fo it dev Gewichtsverluft ves erften Kevpers im Waffer =

unb jener beg gweiten 3 Pfb.
Man Bat daher die Gleichungen :
x+y=p und E—l—% o=

mworaus

x____a.(p—h:vr) __bam—1p)
B 1T S A s W T
folgt.
1411. Gine aus Gold und Silber gemadpte Krone ded RKbnigs Hievo von

1412.

Shyracus wog 20 Pund, unter Wafjer gewogen nur 185 Pfund. Wenn
nun Gold im Wafjer Y5 und Silber 5 von feitem Geiwvichte verliert,
wie viel Gold und wie viel Silber war in ber Krone?

Gin Dampfidhiff legte in einer Stunde ftromaufwirts einen Weg von
11 Weile, ftvomabwirts einen Weg von 21 Meile zuriid. Weldjen
Weg wiirbe das Schiff durc) bie Kvajt der Weajchine allein (bei ftill-
ftehenbem LWaffer), welden Weg durd) bie Kvaft bes Stromes allein
(bei ftilljtehenver Mafchine) in einer Stunde uviidlegen?
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Gin Wafferbehialter fann duvch zwei Rohren gefilllt werbenr, und war
purc) die erfte Mbhre allein in a, dburd) die jweite alfein in b Stunben.
3 weldher Beit wivd der Behilter gefitllt fein, wenn man basg Waffer
ourch beive Rohren zugleich fliefen [aft?

Man jetse die gefuchte Zeit = x und ben Cubifinhalt des Behilters

= 1. Die exfte RoGre allein fiillt in 1 Stunbde ;11 , alfo in x Stunben
-Ebeé Behilters; bie gveite Nihre allein fillt in 1 Stunbe ,13. aljo in
x Gtunden % pes Behilters; Leibe Ribhren, wenn man aus denfelben das

Waffer gleichseiti fliefen (¢, fitllen alfo in x Stumden > 4 £ ves
Behilters, v. i. den gangen Behilter = 1. Man hat bemuacd)

=1

i ab P

X = m.
Gin Wafferbehilter fann duvch dret Rihren gefitllt wevben; bdie erfte
Rihre alfein fitllt dag Gefidf in 4 Stunben, bdie zweite Robre allein
in 6 Stunben, bie bdritte Ndhre allein it 12 Stunben. Jn wie viel
Stunven toird dber Wafferbehilter gefiillt, wenn man dad Waffer durdy
afle brei Rvhren ugleich fliefen (aft?
Gin Wajferbebalter Tamn durd) drei Rohren gefitllt werden, und jwar
purd) die Rohren R, undb R, in a, durd) R, und R, in b, burdh) R, und
R, it ¢ Stunben. Wie viel Beit braucht jede Rihre allein dazu, um den
Behalter zu fiillen?
Bu einer Avbeit exbieten fich drei Pevfonen, A, B und C. A und B
witrbent ufammen bdie verlangte Avbeit in 18 Tagen liefern fonnen, A
und C ufammen fnnten died in 12 Tagen, und B und C zufammen in
9 Tagen. In weldher Beit fann die Lieferung duvch alle dvet Perfonen
sufammen geleiftet werden?

Gin Penbdel, das a Linien lang ift, macht in einer Minute m Sdhwvingungert;
vie fang muf ein anderes fein, vas in einer Mimrte n Schwingungen
machert foll? 4

mem — JZas | = :
Gin Raufmann faufte ein Stit Tudy, bie Clle ju 33 fl.; hievauf ver-
faufte ev basfelbe ju 4% fl. die Glle. Wenn er min dabet 21 fl. ges
wonnen hat, wie viel Ellen enthielt dag Stiicf?

Gin KRaufmann hat zwei Sovten einer Waave, eine befjeve, dad Pfd.
s 60 fr., unb eine gevingeve, dag Pib. zu 36 fr. Er will bon beiben
eine Mijchung wvon 80 Pfo. beveiten, die er ju 45 fr. bad Phund ver-
faufen faun. Wie viel Pfd. muf er dajuw von jeber Sovie nehmen?
(Bervgleiche §, 235, Beifpiel 5.)

Gin Weinhiandler Hat weierlei Veine, von dem evften foftet der Eimer
30 fl., von dem gweiten 16 f. Gv will durcd) WMifdung 7 Eimer 3u
20 fl. befommen; wie viel Gimer twivd er von jeder Gattung ju dev
Mifdung nefmen mitffen?
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Semand ill a (Bthiges und b [Bthige8 Silber legieven und dbaburd
m Mart ¢ (Bthiges Silber erhalten; wie viel Marf von jevem Silber
Wit ev ju ber Yegierung vevivenbden?
Feines und 10 (dthiges Silber follen zu 12 [Sthigem Silber einge-
fchmolzen werben; wie viel von jeder Gattung fommt auf 24 Mavt
diejer Legierung?
Sn einem Haunfen Cry enthilt der Centner 4 Loth, in einem anbdern
17 Qoth Silber. Man will aus beiden Haufen 80 Centner mengen,
jeen Gentner mit 11 Roth Silbergehalt. Wie viel Centiter {indb von
jebem Haufen zu nehmen?
Wie viel Kupfer (Gehalt =0) muf mit 6 Pfund Silber, das 900 Taufend-
theile fein ift, legiert werben, bamit man Silber & 520 Taufendtheile
fein erhalte?
Bu 24 Mart 13 [Bthigem Silber werben 12 Marf einer andern Silber-
forte Bimgugefetst, wodurd) die Mijchung 12 [Bthig wird; wie viel Loth
feines Silber enthilt eine Miarf ber zweiten Sorte?
Mijcht man 4 Pfo. Caffee der einen Sovte mit 12 Pfb. einer weiten
Sorte, o ift dad Lfund der Mifchung 68 fr. werth; mijdht man aber
6 Pfund ver eriten Sorte mit 10 Pid. der zweiten, fo ift dad Pfund bev
Mifcyung 70 fr. werth ; wie viel ift dag Pfund jeder Sovte werth?
Semand hat drei Metalljticde, deven jeves aus ben Wetallen A, B, C
Defteht. Das exfte Stii enthiilt von A a, von B by, von C ¢, Loth;
pag zweite Stitd enthalt von A a,, vo B b,, von C ¢, Loth; bas
britte Stiic enthilt von A ay, vou B b,, von C ¢, Loth. Man will
nun eine Gompofition bilven, weldje von A a Loth, vou B b Loth,
von C ¢ Qoth enthalten joll. Wie viel Loth muf man bdazu von jebem
per dret Metalljtiide nehmen?

Wird a + by + ¢, =5y, 8y +by - ¢y =s,, a5+ b+ ¢y =s,
gefetst, fo exfilt man folgenve Gleichungen:

BX | MY | mI
81 5 8, +s3ha’

b, x b,y byz
T.__%" 5, + 83 _bl
51 4 £ F A e

Semand fat drei Netalljtangen,
bie erfte enthilt 4 Loth Golp, 8 Lot Silber, 12 Loth Kupfer,
o A T (o S S | I i 2 v
bie pritte "y 100 pue et B T "

Gr will mm duvd) Legievimg ecine Metallftange evhalten, weldhe
10 Loth Gold, 13 Loth Silber und 11 Loth Kupfer enthdlt; wie viel
Qoth muf ev vor jeder ber drei Metallftangen bazu nefmen?
LBon drei Metalfftiicfen enthilt
pas exfte 26 Pund Kupfer, 11 Pfund Binn und 9 Pfund Blei,
pas 3TDEifB 18 " " 4 PR 1 " "
bag britte 76 " 2 vt w w10 " "

Aué diefen Stiten will man ein vievtes jujommenjessen, vas 22 Pib.
Kupfer, 7 Pio. Sinun unb 7 Pid. Blei enthiilt. Wie viel Puud von jevem
per pret evften Weetallftiicte wivd man dbagu nehmen?
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1430. Rmwei Rbrper K’ und K bewegen fidh auf einer gevaden Linie in ber-

1431.

1432.

1433.

1434.

1435.

1436.

1437.

felben Michtung von den Puncten A’ undb A“ gleichfdvmiq mit den
Gefdhmindigleiten o unb ¢’ Der Kirper K’ verlaft den Punct A’
welder um d Lingeneinfeiten vitdwdrts von A“ liegt, um t Beitein-
Beiten fpdter, ald ber Kbrper K* den Punct A" verlaft. Nady wie
viel (T) Beiteinfeiten, von dem Abgange des Korpers K" von A" an
gevechnet, werden beibe 3urammentreffend? (Bergl. §. 235, 3.)

e't 4

T=-——1
o — ¢!
Mean discutiere diefe8 Refultat a) filv pofitive Werthe von d, t, ¢’ und
¢, unb fite cL—E c“; b) fiir d = o; e) filr t = o; d) fitr ¢ < 0.

Man behalte die Daten ber vorferaehenden Aufaabe, und beftimme die
Gntfermung (D) be8 Punctes, in weldhem die beiden Kbrper jufammen-
tveffen, von dem ndfer gelegenen Puncte A,
P — ¢t +d

of — ¢!t
Mart discutteve diefed Nejultat fiiv die in ber vorigen Aufgabe ange-
fithrten Falle.
Ginemt Boten, dber vor 3 Tagen von einem Orte abging und jeden Tag
4 Metlen puviictleat, wird von bdemfelben Orte aus ein andever Bote
nachgefchictt, ber tiglich 7 Meilen macht. Wann wird leltever den er-
fteren einfolen?

Durdh) Specialifierung der Werthe in Aufgabe 1430, und ugleich
bavon unabhangiq zu Hien.
Gin Regiment bricht von A’ gegen A” auf undb madht taalich 3 Deeilen;
2 Tage Jpdter ritft ihm ein andeved Regiment nach. Wie viel Meilen
muf diefes tiglich suviiclegen, dbamit 8 basd exftere in 4 Tagen einfole?
Al und A" find burch eine Gijenbalhn verbunden, bdeven Enbbuncte
30 Meilen vont einander abftehen. Bon A’ geht gegen A ein Perfo-
nenjug ab, per in jever Stunde 4 Meilen guviicdlegt; zu gleicher Beit
gebt von A" gegen A’ ein Qaftenzug ab, dev in jeber Stunbe 22 Meilen
suviidfleat. Wann begegnen fich die beiden Biige?
A and AV find b eine 19 Neilen lange Cifenbaln verbunbden.
Bon A’/ geht um 8 hr 30 Min. BVormittags ein Bug nad) A" ab
mit der Gefchivindigleit vort 30 Fuf pr. Secunde; an bemfelben Bors
mittage um 9 Uhr 15 Minuten geht von A" ein Bug mit der Ge-
jhmwinbigleit von 28 Fuff pr. Secunbe nach A ab. Wann und in welder
Gntfernung von A" begegnen fich diefe Biige?
Bom Ovte A’ aug aeht bed Morgens 5 1hr eine Locomotive ab, tweldhe
in 41 Stunbe 17 Meilen juviidlegt. Cine halbe Stunde fpater wird
vort A" aus, weldher Ort 7 Meilen hinter A’ liegt, ber exften Loco-
motive eine sweite nachgefendet, bdie 13 Meilen n 3 Stunden fiihrt.
Wann wird die zweite Locomotive die erfte einfolen?
Bon A’ nach A find 42 Meilen. Wm Mittag gefit von A’ ein Gil-
wagen ab, der 13 Meile in der Stunde madit. Um ivie viel Stunden
frither muff von A’ eine Fahrpoft, bie in der Stunde mur 3 Meilen
juvitcflegt, abgefen, damit fie mit bem Cilwagen gleichzeitiy in A"
eintreffe?
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Gin Gourier foff, von A ausd, einem Reahntente, dad vor 6 Tagett vont
bort abmarfchtert ift und tdglich 4 WMeilen vovwirts geht, Orbre
Bringen. Sn welder Cntfermmg von dem gemeinfcdbaftlicdien Abgqanasorte
wird er basfelbe erveichen, wenn e tialich 12 Meilen juvitctleqt ?
Bon A’ qeht ein Courier, welcher tiglich 14 Meilen arwitdlegt. nach
A“; s gleicher Beit wivd von AY ein Couvier, weldber tiglich 12 Meilen
suriicileat, nach A’ abgefdhictt. TWie grof ift die Cntfernung ywifdhen A4
und A, wentt fich bie beiden Gourieve nad) 5 Tagen begeanen?
Ginem Kbrper K, weldher in jeder Jeiteinbeit o Liingeneinheiten su-
vitdleqt, folgt t Heiteinbeiten fodter von bdemfelben Bumcte aus ein
awetter KY, weldher in feder Beiteinfeit o/ Qeingeneinfeiten juviidlegt.
Nadh wie viel (T) Beiteinbeiten, vom Abgange des Kbrpers K" an
gerechret, werden bGeide RKivper e Lingeneinfeiten von einanber ent
fernt fein?
Riet Rivver betweaen fich auf der Perivherie eines RKveifes, welde p
Qangeneinfeiten betvdat, su aleicher Beit von bdemfelben Purcte aus in
perfelben Ridhtung mit den Gefdhivindigleiten of und . Nady wie viel
(T) Reiteinfeiten werden fie zum nten Male wieber jufammentreffen?

Nimmt man an, dafp der erfte Kbrper den Umfang p in a’, ber
swoeite in a* Beiteinfeiten juriiclegt, fo ift o/ =5 und o = L. b
man Hat fiiv bag nte Bufammentreffen

e . U a‘a’‘n
c‘ T cu e ai 2t au"

Wie viel Beit verfliefit von einem Sufammentreffen bev beiden Seiger
etiter 1hr 6i8 jum nddyjten Bufommentreffern devfelben?
Wie viel Minuten nach 4 Uhr wird ber Mimttengeiger einer Uhy iibex
pent Stunbengetger it ftehen fommen?
€8 find 20 Minuten iiber 12 Whr; nach wie viel Minuten twerden fich
Beibe Reiger ber Uhr decden?
Der Mond vollendet feiren Wmnlauf am Himmel in 27 Tagen 7 Stunden
43 Minuten 4-68 Secunden (Beit des periobifchen Monates), bdie
Somne dagegen in 3656 Tagen 5 Stumben 48 Minuten 47° 8 Secunbden
(Reit bes fiverifchen Jafres). Beide Himmelsfirper fdhreiten von Weften
gegen Often fovt. Wie viel Beit verflieft vou einem Nenmonde (Zu-
fammentreffen bes Monbed mit der Sonne) big jum anbern (Beit des
fonodbifchen Donates) ? )

3. Unbeftimmte Gleichungen ves exften Grades.
(88. 237—241.)

Man [Bfe nad) den in §. 238 angegebenen Methoden folgenve Glei-
chungen in ganzen Jafhlen auf:

2x 4+ 8y =1T. 1447, 2x — 3y = 1.

7x + 11y = 18. 1449, 6x + 5y = 128,
8x — 11y = 200. 1451, 7x — 13y = 152.
bx — Ty=1 1453, 12x - 13y = 319.
13x 4 19y = 73. 1455, 156x -+ 14y = 225,

23x — 13y =2. 1457, 37x — 22y = 301.
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25x— 11y = 20. 1459. 36x — 115y = 643.

37x — 22y = 30T. 1461. 115x = 424y = 539.
181x - 2y = 570. 1463. 520x = 919y = 1000.

3x -4y — 5z = 12. 1465. 4x — 18y 4 27z = 100.,
Man [8fe folgende Gleichungen in gangen und pofitiven Bafhlen auf:
Hx — Ty =13. 1467. 5x + Ty = 94

Tx — 12y = 300. 1469. 17x 4 14z = 24.

28x |- BTy =412 1471, 25x =386y — 7.

29x 4- 17y = 250. 1473. 1Tx— 1 =12y — &

28x + 12 = 19y + 17. 1475, 24x — 31y = 196.

5x + 6y 4 20z = 187. 1477. 9x 4 by -4 3z = 105.

2z + 8y + 4z = 20. 1479. 6x + Ty — 3z = 39.

Man fuche swet Bahlen von foldher Bejchaffenfeit, baf bas Sfache ber
erftert um dag 3fache der iweiten vevmehrt 91 jur Summe gibt.
Man foll 50 in zwei Theile fo zerlegen, bdafi ber eine durd) 7, bdex
anbere dpurch 13 theilbar fei.

Die 3ahl 200 in zwei Theile su jerlegen, vom dement dev eine dbuvd
14, per anbere duvch 23 theilbar ift.

Man fuche 3wei um 10 verfchiedene ahlen, deven fleineve durdh) 21,
beren griferve dburdy 34 theilbor ift.

Man fuche eine Bahl, weldhe dpuvch 7 theilbor ift, aber duvd) 29 bivi-
piert 13 jum Jefte gibt.

Weldhe ift die allgemeine Form ber gamgen Saflen, welche bdurch 19
pivivtert 1, und durd) 28 biviviert 3 jum Nefte geben?

Welde Bahlen geben burch 24 dividiert 18, dburd) 13 dividiert 1 zum
Refte ?

Man zerleqe den Brud) 191 in zwei onbeve Briiche, beven Nenner
5 b 22 findb.

Weldhe sifdhen 1000 und 2000 liegende Jahlen witvden fid), wenn
fie um 5 guofer wdven, durdy 13, und wenn fie um 5 Heiner wiven,
purdy 17 ofme NRejt theilen laffen?

Semand fauft fiir 90 fl. zweierlei Sorten Tudy; von ber einen foftet
pie Glfe 4 fl., vou der andern 3 fl. Wie viel gange Ellen erhilt ev
pon jedber Sovte?

Gine Summe von 100 fl. ift mit Btweiguibenftiicten und Veveindthalern
Ao 14 fl. gu bezahlen; wie viel Geldjtitce jeder Avt braucht man daju?
Der Durchmeffer ber wewen Aweigulbenjtiicde betvigt 86, jener bev
neitenr Gulbenjtitde 29 Millinreter. Wie viel Jtoeigulben- und Gulben-
jtitcfe muf man in gevader Linie ueben eimanber ftellen, damit die
Summe per Duvdhmeffer 1 Meter befrage ?

Gin Sditler erhielt 10 Grofdhen, wenn er feine Aufgabe fehlevfrei
loste, hatte aber 7 Grofdhen ju bezahlen, wemt er bavin Fehler machte.
Am Gnde Batte ev 5 Grofden. Wie viele Aufgaben hat ev fehlerfrei,
wie viele feflevhaft geavbeitet?

Bon 3twet gezafuten Ridevn Hat bas eine 13, dag anbere 17 Sdhne;
beim Beginne dev Bewegung greift dev erjte Bahn ded erften Rabes
in bie evjite Bahulitde des pweiten Rabes ein. Nach wie vielen Um-
prefungen eined jeden diefer Niber wird ber Jafhm 1 des erjten Nabes
mieder in bie Lide 1 bes weiten eingveifen?
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Welcdhe Bahlenr geben durch 11, 19, 29 bdividiert bejitglich die Refte
%cg,lc?r;f)u%’:tP N eine Jahreszahl dev dyrijtlichen Beitvechnung, fo Heift
per Reft ver Divifion §—1"'-;—1 bie golbene 3abhl,

i 0 " H;g—s—) per Gonnencivlel,

i ST 1" N—f'gi},bie Romevzindzahl

fiir jenes Jafr. Welde Jahreszahlen Haben die golbene Bahl 5, den
Sonnencivfel 27 und die Romerzingzahl 9?

Die Zabl 50 ijt in dret Theile su erlegen, bdie folgeweife durdy 5,
6, 7 theilbar find.

Pan zerlege ——12_1331 in brei Buitcdhe, beven Nemmer 11, 16, 25 jind.
S einer Wiingftitte hat man 9 (Bthiges, 12(5thiges und feines Silber
und braudyt 36 Mart 13 (Gthiges Silber. Wie viel gange Mart muf
man dazit von jedber Sovte nehmen?

30 Perfonen, Wednner, Framen und Kinder, Haben gemetnichaftlich
30 fl. audgegeberr. Wenn nun die Ausgabe eines Mannes 5 fl., einer
rau 1 fl. und eine8 Rindes § fl. betrdgt; wie viel waven Minner,
wie biel Frouerr und wie viele Kinder?

4, Quadratifde Gleidungen.
(§§. 242 — 253.)
Pean life folgende Gleichungen anf:

x2 = 9. 1501, x* 4 4 =0,

Pxii | — 2= 2 1503, 3x* — 4093 = x? |- 139.
(x +7) (x—17) = bl. 1505. 2x — 3) (2x - 8) = 7.
.  ady 1500 g S
‘L_'_x_—a.—{-x‘ ‘x2 e

x4+ 1 x—1_£> " a i ok
x—1+x+1“2' 13@9'1+.‘3x+1‘2x_2!)'
Va3 +2x—x*=x+4 1.

ax®-}- b2 ———

VT T L o

] SEELie & ok
V)it d =

x? + 15x -+ 56 = 0. 1514, x% 4 x — 56 = 0

x? o 2x -— 15 = 0. 1516, x2 — 4x + 4 =0
x2z (a4 b)x 4 ab=0. 1518 x*—(a—b)x —abh=
b o RE= g, < 1520, x> +2x 4 =0,

(a +x) (b —x) = 0. 1522. (2x — 5) (3x + 8) = 0,

(x+1) (x — 2) +/x — 1) (x + 2) =0.
x—D)E+2 x—38)—(x+1) x—2 (x+3) =o.

Man bilbe Gleichungen, welde folgende Wurzeln Haben,

— 3 udb + T; 1526. 12 und T;

10 unp —1; 1528. — 9 umb — 13;
4 ump 3t 1530. 7 umb — 3,
07 unp —2-4; 1532. 1:36 und 075,
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Man erlege folgende Trinome in Factoven (§. 345, 2):

x? — 17x 4 T0.

x4+ x4+ 1
(0

cabx?+ @+ b)x-+1;

=X et S

153
1536.
1538,
1540.

Man (Bfe folgende Gleichungen auf:

Lipes X

e

6x4-5 s B
2x—3_4x 1

10 Vo st

x  x4+1 x42

x T =
x—1 ¥ el bt

5x + 4 3x —1 AR
2x+1+3x 3+3_
a-}b a—_b bh—x
ae=h A e

. x?+ 2x Vb =2V/6.
Lxi(x+1)=02x+3):(Bx 4+ 4).
xS T x=380.

. 2x—3YYx—1=4

4. X2+3X-—88;

B =il 8’
20x® + 17Tx — 24
abx? 4+ (a® — b?) x — ah.

1648, x + ——— =8,

1544, B2t 10=25" —1.
1546. ;;::(ftgiay

1518, 233 — =2 =5.

g PRI

1352 200+ M —6x—2
1554, 2EH2VD — 9y 5,

1557.
1359.

ax —blx=c.

£ —10=2)/3*23% - D.
VT F10=38(z—2). 1861 Y T1x—13—12=)5x+1.
.V 8x—T44=1/15x+4. 1563. 1 el b =il e,

Man bfe folgende Gleichungen tvigonometvijh auf:

, %24 19% + 10 =0.
Cx? 4 3-1264x — 2°857
| x? — 8-71285x = T-23475.
. x2 — 5°08653x = 900
. Bx®4 18x + 17 = 0.

+
~d

1

<R M

]

+

Mood W M0 b

1563.
Te==:10,
56. 1569,
1571.

o &

. X +

x2 — 0'685x + 3:128 = 0.

x? + 7'66442 — 0-80173 x.

18x2 —TTrx=132.

. xy+x=18.

xy —y — 10.

2 y:al+(x_1)dr

8, :%(al + y).
a'f

Ty a=ib:

==l )

x”—}—gr": 2a? + 2Db*

. xt—yt=a,

I —b.

y
. x2 4+xy = 40,

x2 + xy = 24.
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1607.
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x4+ y="14, 1887, i zs Al == 7044 v,
Vx+Vy=12 Vx+Vy=19.
(Man fepe J/x = x,, Vy=mwn-
ATl g 1589 L2 -1
xzz XX—{“ZZ a.l
‘—Y— = b, Xy _— b—’
LI e R

x . Xyz ¢
Man gebe die Werthe von x an, fiiv welde folgenbe Ausdriide

vational toerben:

V16x* 4 6x 4 7; 1591. V6x + 5;
V1 + =% 1593. /3x* — 2x + 1;
V2x*+ 3x 4 4; 1595. }/5x*% 4+ 3x;
Y 4x% + 8x 4 3; 1597. 1/2x% — 6x -+ 5.

Non [Bfe folgenve unbejtimmte Gleichungen in gangen Jahlen auf:
3x2 —bxy 4 y*=26; 1599. x2 — y? = 25;

3x2 —4xy+y 4+ 3y="7;
x? —4xy+ 4y —Tx—4y—2=0.

Weldhe Bahl gibt mit threr Halfte multipliciert 1627

Dag Probuct aus bdem dritten und bvievten Theile einer Jahl betrdgt
108 ; weldyes ift bie Bahl?

Weldpe Bahl muf um d vermelrt und vermindert werden, dbamit das
Product ver beiden mewen Bahlen a fei?

Das 12fache einer Zahl um 45 vevmelhrt gibt das Quadbvat derfelben;
welches ijt bie Bahl?

Wenn man u einer Zafhl 40 adbdiert und die Summe duvd) die unge-
dnberte Zapl dividiert, fo ift ber Quotient wm 2 fleiner als die urfpring-
liche Bahl; wie grof ijt diefe?

Man judpe gwei Sahlen, veren Summe 30 und beven Probuct 189 fjt.
Die Bafhl 156 in zwei Theile gu theilen, fo dof die Summe ifrer
Suabrate 113 witd.

Die Bahl 18 in zwei Factoven u zevlegen, beren Quabrate 27 jur
Differens geben. ,

Welche Bahl gibt gu threm veciprofen Werthe abdiert a zur Summe?
Man fudhe gwei Jahlen, deven Luabrate 45 gur Swmme und 27 jur
Differeny geben.

Bon . welchen zwet Sahlen ift bas Probuct wm 84 fleiner al8 bdie
Gumme ber uadbrate, und um 44 grdfer al8 die Differen der
SQuadbrate?

Bwei Bafhlen verhalten fich wie 3 : 4, bie Summe ihrer Quadvate ijt
100; welcpe 3ahlen finb es?

Wan fuche swei Jahlen von bev Befdyaffenbeit, vaf ihve Summe, ify
Probuct und bie Si)xfferena‘i[;rer Quavrate gleid) find,

Jemand fauft ein Faf Wein fiir 324 L, und gmwar Foftet jever Gimer
gerave fo viel Gulben, al8 Cimer vorhanden find; wie viel Cimer
Wein enthilt dag Faf?
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1617.

1618.

1619.

1620,

1621,

1622,

1623.

1624,
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Sentand faitft eine Waave fiiv 130 §l, und jwar Foftet jeber Centner
pavor wm 3 fl. mehr als Centuer {ind; wie biel Centner Waave hat
ev gefauft?

Semand faufte fiiv 400 fl. Tuch; hatte die Clle um 1 . weniger ge=
foftet, fo twiivde e fiir jenes Geld um 20 Ellen mehr exhalten haben.
Wie viele Cllen Hhat ev gefauft?

A b B verfaujten jujommen 100 Gllen einer Waave, und zivar der
eitte mehr al$ der anbeve, aber beive nafmen dennod) diefelbe Geldjumme
ein. Hitte A fo viele Gllen gehabt al8 B, jo witrde er 63 fl. bafiir ein-
genommen haben; hatte B fo viele Gllen al8 A gehabt, fo wiivde er nuy
28 fl. dafitv erhalten Haben. Wie viele Ellen hat jeber vevfaujt?

Die Koften einer Neife, welche mehreve Perfonen unfexnommen, betragen
432 Gulven. Weil aber zwei Perfonen fret gehalten wurden, mufte jede
pev ithrigen Pevfonen um 3 Gulven mely begahlen. LWie viele Pevjonen
foarer?

Gin Baumgarten bilbet ein Rechted, in welchem 560 Baume in gleichen
Cntfernungen von einanber ftehen. Cine Reihe nac) der Linge enthilt
8 Biume mehr al8 eine Reihe nach ber Breite, LWie viel Baume
ftehen in jever Jeife?

Gire Summe von 240 fl. foll unter eine bejtimmte Anzahl Perfonen
pevtheilt werden. Nun wurden 4 Perjonen thres Antheils verluftig, und
ba famen dboun auf jebe dev iibrigen Perfonen wm 3 fl. mehyr. Fiv wie
viele Perfonen war bie Theilung urfpriinglich bejtimmt?

Gin Bater Hinterlief feinen Kindern ein Vermdgen von 14400 fl. zu
gleichen Theilen. Bald nady feinem Tobe ftarben wei Kinder, und es
evhielt in Folge deffen jedes ber iibrigen Kinder wm 1200 fl. mehr,
al8 e8 fonjt befonmen Ratte. Wie viele Kinber Hinterlief der Vater?
Ein Mittagsefien, bei dem doppelt fo biele Hevven ald Damen fpeiften,
foftete 396 Grofchen. Jever Hevr zahlte doppelt fo viel Gvofchen, ald
Herven waven, und jede Dame dreimal fo viel Grojchen, als Damen
waven. Wie viel Herven und wie viel Damen waven ta?

Mean LaFt etnen Stein in einen Brunnen fallen und 3ahit 3 Secunbden, bid
man bas Aufjchlagen des Steines auf vem Grunve hivt, Wie tief ift dex
DBrunnen, wenn man aunimmt, daf der Fallvamm 15mal foviel befvigt
al8 pag Quiadbrat ber Seitfecunven, duvch) welde bas Fallen andauert,
anzeigt, und daff der Schall in jeber Secundbe 1050 Fup juriiclegt?

Nimmt wan an, vaf der Stein in x Secunden auf dem Grumbde
pes Brunnens anlange, und daf ver Schall y Secunden brauche, um
pon] dem Grunbe u unferemr Ofve zu gelangen, fo ift der von bem
Cteine guviicgelegte Raum 15x* Fuf, uud ver von bem Schalle guviic-
gelegte faum 1050y Fuf.

Da nun bie Beit bes Falle8 und bdie Beit der Schallbewegung
sufammen 3 Secunden betvagen, da ferner der Stein tenfelben Raum
suviictlegt, wie ver Schall, {o hat man die Gleichungen:

X+ y=3 und 16x* = 1050y,
aus been
x =z 26823 b -y = O°117%,

x = — 72:8823 unb y = 758823
folgt, von welchen Werthen nuv die evfteven der Natur dev Aufgobe ents

Tpredyen,

ober
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Der Sdhall brancht alfo, wm von dewt Grunde ves Brumtens 3u
unferem Dfve 3n gelangen, 0-1177 Secunden; der Brunnen ijt fomit
1050 ¢ 01177 = 123'58 Fuf tief.
3n ber gevaven Linie weier lenchtender RKbvper, deven Abjtand und
berhiltnifmagige Lichtitare befannt ift, den Punct ju beftimmen, welder
pon Dbeiben gleidh ftarf exleuchtet wivd.

Die Lichtjtdrte nimmt im quadratijhen Berhiltnis ber Cntfernung
ab. 3t daher d bev Abftand ber beiben leuchtenden Kibvper, die Licht-
ftivfe bed evjten it der Cntfermung 1 glei) a, bie Lichtjtirfe bes
aweiten in perfelben Cntfernung gleih b, fo find die Lidhtjtdven diefer
beiven Sbvper in einem Puncte, dev von bem erjten fdvper die Ent-
fermung x, dafer vou bem iweiten die Cntfernung d — x Hat, beiiglich

‘;—, unb (_d“—ll?;)_ﬂ' Soll biefer Punct ber gejudhte fein, fo ift
8 b
= i

X = d a:_“:t_]/n br
‘a—b
wobei ein Punct in der Berbindungslinie ber beiden LUdhtquellen ober
in ihrer Verlangeruny gefunven wird, je nachvem man die Quabdbrat=
wurgel negativ oder pofitiv nimmt. Fiir a — b witb x, == co und
x, = §. Um bie Unbeftimmtheit des jweiten Ausdruces ju befeitigen,

umforme man ben Werth xQ:d.“;l/}f—t’ ourd) Wultiplication des

S0( ey it R . i a
Adhlers und Nenners mi a.—({l— V ab, woburchman x, = d. - e
bafer, weil a = b ijt, x, = 5 erhilt.

Gin Reifender braudht gu einem E.fﬁ‘ege bon 60 Neilen 3 Tage mehr
al8 ein anbever, tweil diefer tiglich 1 Mieile mehr juritclegt als per
erfteve. Wie viel Tage braucht jever u diefer Reije?

Bwei {orper K und K bewegen fid) auf einer geraden Linie gleidh=
formig unb in einevlei Richtung ju gleicher Seit von den Puncten A’
unb A“, von bemen A um d Yingemeinfeifen viiwdarte von A“
liegt, und fommen Deide nach t Seiteinfeiten ju dem Puncte B. Dabei

braudit der Kbvper K’ u einer Lingeneinbeit ]11 Beiteinfeiten weniger

als K«. Bie viel (D) Lingeneinfeiten betrigt die Entfernung ves Bunctes
B von A“?

K¢ braudyt gu einer Laingeneinfeit E?tﬁ Beiteinheiten,

t
K” " " " " f‘ "
1

folglith 5 — g5p = 5o W0

D:——g-—i— ]/d{-—}-ndt.
%Be:d;e ?SBebcutnng haben in diefer Gleichung negative Werthe von D,
dba
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Bon awei Orten, dbie 40 Deilen von einander entfernt find, gehen
gleichzeitig 3wei Cifenbalhngiige ab, von demen der eine zu einer Wieile
o Stunbe weniger braucht al8 ber andeve. Wenn fidh nun diefe Jiige
4% Stunben nach ifrer Abfafhrt begegnen, wie biel Jeit braucht jeder
au einer Weile?
Bwet Reijende gehen gleichseitig, der eine von A’ gegen A”, ber anbeve
pon A’ gegent A’ ab. Der erfte formmt in A in a’ Stunden, bev zweite
in A’ in a” Stunben nach ihrer gegenfeitigen Begegnung an. Wie ver-
Balten fich ifre Gefdhwindigleiten ¢ unb c”?

Bezeichnet d die Cntfernung der Orte A’ undb A”, jo finbef bdie
Begegnung nad) ﬁ Reiteinfeiten ftatt; bis dakin haben bie Reifen-
ben bie Wege cc.;_dc und +i,, gemacht, fle Gaben vaher Desiiglich

: e’ d e d
noch die Wege —; ) e
od ¢'d

und

suviiczulegen und brauchen dazu

1630,

TEF und — CETD) Beiteinbeiten. Nan Hhat daher
__.,..EL._ — imb _.L — b
e! (cr_l_e-l) =al ¢! (cf +cu) L
Dividiert man die jweite Gleichung durch die erjte, fo evhdlt man
‘2 b " )
= o Polglidh & =

Bmei Kbvper K’ und K" bemwegen fich gleichfsrmig mit ben Gejdhiwindig-
feiten ¢/ undb ¢ auf e fich vechtwintlig durchjchneidbenden geraben
Qinen 31 dem Durchjchnittspuncte hin. e Cntfernungen vom Durdhs
jehnittspuncte finb ju einer gewiffen Beit d und d”. Nach wie viel (t)
Beiteinleiten werden bie beiven Kbrper die Cntfernung d von einander
baben ?
RNach t Seiteinbeiten it
bie Entfermmg bes Krpers K’ vom Durchjchnittdpuncte = g’ — c't,
e : i — 1 il cllt s
folglich ift nach vem Pothagordifchen Lehrfate -
dz — (dl__ c"t)2 __|_ (dn Eh G"t)i,
woraug
t ks cla_r + (5“ ﬂ” :|: Vdacgt:r': —};:;“)—(c’d" p-lad cu d.l): fo[gt.

Discuffion. a) Soll t veell fein, fo muf d? (¢'2 4 c"%)

> (' d" — ¢"d)e, alfo d > Se—L foin, Die Heinfte Cnts

chﬂ. + P
fernung, in welde die Kbrper fommen fonnen, ijt demnad
d =l cfdu = U“_a_.‘_
TR e

b) Fiiv vie Beit, nach weldper die Rbvper biefe Ieinfte Cntfernung
baben mwerben, hat man
cldf + cll dll

t = 2 g
(] (4
c) ©ollen bdie beiven RKbrper im Durchichnittdpuncte ufammens:

tveffen, fo muf ifre Heinfte Gntfernung d = o, werben, d. i,
‘ i
¢'d" = ¢ d’ ober 2— i -g,—, fein.

Welde Bebentung haben Hier die negativen Werthe von £, ¢f, ¢, df, d*/?
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1631. Don weldhert zwei gamgen pofitiven Jahlen gibt dag Probuct und die
Gumme 47 jur Summe?
1632. Bwei pofitive gange Sahlen ju finden, deven Product uwm 104 grofer
iit al8 die Summe derfelben.
1633. Bwei pofitive gange Sahlen zu beftimmen, deven Quadrate 35 jur
Differens geben.
1634, Bwei pofitive gange Sahlen von ber Befdyaffenbeit 3u Beftxmmm baf
bie Diffeveny threr Duabvate wieder ein Duadbrat fei.
h. Ginige hohere und Grponentialgleidhungen.
(§§. 254—257.)
1635. x° — a® = 0. 1636. x* — a* = 17x%
a2 ; a—x* -
1637. — =x+b. 1638, p=—s5=1x" — b.
1639. 11 18x? — (3x2 — 3)2 — 65.
‘3x +4 , 8x*—4 290
1640. 8x* --4+3x -]—4 = [y : 0
Y=g 8xt — 3yt —= 405,
Lo : vrnd 1642, £%, L o0eZ oaly,
1643. x° - 27 = 28 x7. 1644, 3x° —7x3=6.
1645. f‘_f—:&:x:r 1646. x> —6x 4 J'x* — bx = 12.
4 3 3 -
1647. be— 8 J/x =8 1648, J/x* — 8 /x2 = 54.
1649. ]/x—n"—n—l-l/x 1650, J/x® + ax® = h.
4 X —ly 7,
1661 ,{% 5 T 1652, { Wil
g {x +¥ =5 Vx + Vy=h
1653. 47= = 256. 1654. 10* = 2718282,
1645, am=T1 —=":p, 1636 0 T=4 DL Atihs
1657. 3%x Biz—4 — x—1 11%—*  1658. 2%, 3x—1 4x—2 —§,
i + 1
amx , hnx 123)x + 2 345
1659, 2o — 5. 1660. (134 ==
a* - by=m a* = bY = m,
TTIMR it e 1603 {2 ar 7 =
by —FIn
3% .5y = 405 D ’
L IR il et 1664.{ - il
o v Z 112 =
1665. 1/10 = 2. 1666. 110 = /257813,
x x--1 x+2
1667, J/ 215 = 5. 1668. Va =D c
X x-+2
1669. ]/a == b~ 1670. /2 = 3543,
167] m"\/a e b]lk+‘i 1672 agbx :'Va'&\' r-'i'

Moenit, Arithmetit nnd Algebra, 11, Aufl. 16
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x ¥

il 1674.
]/c—-n V.

3t —4x+5 = 1900, 1676.
————10(33+100) 15.3 + 2. 1678.
6.72% 4 7 = 301.
3,480~ B 45 32 — 9§

3. V1521 = 1033,

9. )/1331 = 44,
a(’(—m) {(x —n) ml

"\-—-I 3x —
73555 11 — 3187

3x 6x
.13 /10 — 5 /10 = 25.

2x X
53+ 33 =10 1682
XEX = 5TS. 1884 =+~ 'ex =35 3156.

VIIIL. Progreffionc.
s eri.tf)mcti]’d)e Progrefjionen
($§. 249 — 261.)

Man iud;e bag alfgemeine und dad8 Summenglied der Reihe:

i, Y ),6,....

2 4,18, 8, 10} 12,

—-28 L 95, --22 -~—1t} —16, —13,

100, 97, 94, 91, 88

100, 922, 85, 772, ¢0 ALl

Wie grof ift bie S’Z}ineren* einer Progreffion, bezen erjtes Glied 109,
und veven 34jted Glied 10 ijt?

Mit welcher Bahl fingt eine Progrefjien anm, bewn Diffeveny 5, und
peren 27ftes Glied 13Y ift?

Gine Progreffion fangt mit 1 an, und fteigt nad)y der Diffeveny 5; das
mwievielte Glied ift 1157

Wie viele Anfangsglieder eciner Progrefjion muf man abdieven, um
2808 sur Swmmme ju erhalten, wenn vas evfte Gliecd 2 und die Difje:
veny 10 ift?

Man leite die allgemeinen Formeln ab, durd) weldhe aud je breien der
®rdfen a,, d. n, a, wd s, (§. 2()0) bie beiben anberen bejtimmt
mwerbert.

iman [Bfe folgenbe QqugaBen

d [ n | an

“x | S0
1257 | 35 13 ay Sn
50 Eag n 15 Sy
it 9 n 8, 260
250 d 18 1100 g
i d 27 a, 0284
3 d n 2 34 —7 7%
a, —2 6 8,
a, 0-27 16 a, H2:08
a 8 n 99 630
a, d l 12 Wk H4




1705.

1706.

1707.

1709.
1710.

1711.

1712.
1713.

1914.

1715.

1716.

s i

-

Man intexpolieve in ber Reihe 1, 5, 9, 13, 17, 21,.... j;wifden je
jwei Gliever 8 Gliever, o daf wieber eine avithmetifdhe Progreffion
entjteht.

Awijden p und q folfen r Glieder intevpoliert werden; wie grof ift
pag nte diefer Glieder?

Die Zapl 225 foll in mehreve folde Theile getheilt werden, daf jeper
folgenbe wm 2 grifer al8 der vorfergehende und dev lepte 29 ift. Wie
arof ift ber exfte Theil, und wie grof die Anzabl ber Theile?

. Gine Summe Gelbes wivd unter mehreve Pevforen fo wvertheilt, daf

per erfte 80 fl. und jever folgende wm 4 §. weniger befommt; bexr
legte exhalt 28 jl. Wie bviel Perfonen fino betheilt worden, und wie
grof ift bie gange Geldfumme?
Gin Diener war bei einem Herrn 6 Jabhre im Dienfte und evhielt in
jebem folgenden Jahre 4 fl. an Lofhn mehr alg im vorhergehenden, ju-
fammen 540 fl. Wie viel exhielt ev basd evjte, wie viel dbad lefste Jahr?
Ginen Brunnen von 30 Fuff Tiefe zu graben, jahlt man fiiv den evjten
Fup 1§l 40 Tr., fiiv jeden folgenden 10 fr. mehr; wieviel zahlt man
fitr pen festen Fuf, wieviel fily ben gangen Brunmen?
Gin Rovper legt in ber evjten Secunbe a Fuf. in jeder folgenden d
Fufp meby juviid al8 in der vovhevgehenven. a) Wie groff ift der in n
Seamven juviicgeleate Raum; b) in weldher Beit legt bder Kdvper
s Fuf juvid?
Gin fret fallenber Kovper durdhlauft in ber erften Secunde 15 Fuf,
und in jever folgenben 30 Fuf mehy; wie grof ift ber Fallvaum ber
Hten Secunve, wie grof der Fallvaum in 5 Secunben?
Wenn ein nach dem eben angefiihrien Gefete von der Spige eined
Thurmes auf deffenn Bajis hevabfallender Kbrper in der legten Secunbe
166 Fuf uriicgelegt Hat, wie Hhod) ijt der Thuvm?
Wenn eine fjenfrecht in die Hohe gefchoffene Kugel in ver erjten Se-
cunbe 600 Fuf, und in jever folgenden 30 Fuf wenigev juviidlegt, wie
hody wird diefelbe fteigen, und in wie viel Beit wieber auf die Crbe
suvitdfallen?
Semand fetst in die Lottevie auf eine Nummer 20 fr., und {o lange er
nicht gewinnt, jeves folgenbe Mal um 20 fr. mehr al8 das vorhers
aehenbe Mal. Wenn nun der Treffer einer Nummer mit dem 1dfachen
Cinfage begablt wird, bei weldhem Spiele wiivde der Gewinnenve gevabe
fein ganges bi8 bafin eingefetste8 Geld juviiderfalten?
Eine unverginglihe Schuld wird in 6 Jahreszahlungen getilgt. Im
exjten Jafhre bezahlt man 600 fl., in jevem folgenben aber um eine
bejtimmte Summe mefr; fir das fediste Jahr betrigt die Zahlung
850 fl. Wie groR ijt die gange Schulp?
Durd) n Sahre wird am Anfange jees Jahres ein Capital von a fl.
su P 9/, auf einfache Binfen angelegt; ju weldem Werthe S jind fammt-
lige Anfagen bi8 3um Schluffe ded nten Jahres angewadyfen? (Aufg.753.)
i {1’1 it n (112-{60]) P;‘

16¥
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2. Geometvifdhe Progreffionemn
(8§. 262—264.)

Man fudpe bas allgemeine und das Summenglied der Reifen:
oy Ay R
6,144, 8% 244 6.
10-5. 2:625, 0656625, 0-1640625 . . . .
3, —12, 48, —192, . . . .
Wie gqrof ift das erfte Glied einer Progreffion, deven Duotient 12,
beven Ttes Glied 6743 ijt?
Wie viele Anfangsglieder der Progrefjion 1, 3, 9, 27, . . . muff man
abbieven, um 3280 jur Summe zu exhalten?
Wie grof ift der Quotient einer Progreffion, veven erjtes Glied 2,
peven 12tes Glied 4096 ijt?
Wie groft ift die Summe der 8 erften Glieder ver Progrefjion

pre
apiarb s, S ipios
Poan beftimme die Summe der NReile
1 1 1 ik 1
R (N T L (T R T
PR n ul) Dlichelt
f P(L+pp’

Man leite die allgemeinen Fovmeln ab, duvd) welde ous je dreien dev
Grifien a,, q, n, ay und s, (§ 263) die beiven anbeven Deftimmt
erbert.

Man (5fe folgenve Unfgaben:

a, | q n J‘ “an ’ Sn

7 4 Y ap Sn

6 i n 1343 S

4 3 n a 118096
4096 q 14 05 g
2048 q 12 an 4095

31 q n 382743 5454 7

1 = 5 i Sn

a, 2 14 an 20477

a, 3 n 117147 265720

a, g 10 0125 127-875

Man verwandle mit Hilfe dev geometrifchen Progreffionen folgenbde pevio-
bifche Oecimalbriiche in gemeine Briicdhe (§. 262, Bufat):

0°6; 1739. 0-8i; 1740. 0-105;
8-7; 1742, 5-136; 1743, 0-57102.
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Bwifden 5 unp 405 follen bret Glieder fo inferpoliert iwerben, daf bann
alle fiinf ®lieder eine geometvifche Progrefjion Dbilven.

Man interpolieve gvijdpen fe swei Glieder der Progrefjion 1, 10, 100,
1000,.. . 5 neue Glieder.

Jemand fest fedygmal in pie Lotterie; dag erfte Weal 10 Kreuger, und
jeves folgende Mial doppelt fo viel, al8 filv die friihere Biehung. Dag
Gte Mal gewinnt ev, und ed wivd ifm dev leste Einja 4300mal juviict-
gezablt. Wie viel betviigt diefer Getvinn und tvie viel hat ex im Gangen
eingefest? -

G§ legt Jemand im Monate Jdnuner einen Rveuger juviid, in jedem
folgenven Mionate Smal fo viel a8 fm bovhergehenden; wie viel hat ex
im gangen Jahre guriicgelegt? :

Gine Schuld von 13000 fl. foll in 4 Raten, deven jede 3mal jo quof ijt
alé pie vorhergehenbe, juviicigesaflt werben; twie grof ift jede Raten-
3ablung?

Sn einem Faffe jind 100 Niafi Wein. Dan ninunt davaus 1 Maf und
giet bafiir 1 Weaft Waffer DHinein; aud diefer Mifhung nimmt man
wieder 1 Maft und gieft eben fo viel Waffer hinein. Wie oft fann man fo
verfabren, bis in ber Mifchung nur nod) 50 Maf Wein {ibrig find?

Gin Lidhtftrabl verliert bei bem Durchgang durch eine Glasplatte -1 feiner
Ontenfitdt; wie groff wird diefe nod) fein, wenn er durd) 10 Hinter ein-
anber aufgeftelite Platten hindburd) gegongen ift?

3. Binfeszing: und Rentenvedhnungen.
(85, 265—269.)

Bu weldem Wevthe wichjt ein Capital von 5800 fL. in 15 Jalhren bet
59 Ainfeszing an?

Semand legt 3u Anfange eines Jahrves 5042 fl. in eine Sparcajfe, weldhe
pie Einlagen st 45°%, und gwav halbjdlhrig verzinfet, ein. Nadh 20 Jahven
befebt exr dag Capital fammt Bing undb Binjeszing; wie grof ift die
Gumme?

. Wie viel werden 7324 fl. 20 fr. qu 419 Binfeszing bei gamjifriger

Gapitalfierung der Sinfen nach 237 Jahren werth fein?

. Der Bejtand eines Walbes ift gegentiirtig 12350 Klafter; wie groff wird

bevfelbe bet einem jifrlichen Zuwachs von 3%, nach 10 Jabhren fein?

. Gin Land hat gegentodrtig 548200 Ginwolner; wie grof wird bie Bevs(-

feving bei einer jdhrlichen Sunahme von 119/, nach 14 Jafhren fein?

56. Gin Capital von 9000 fL. ijt nach 10 Jabhven unversinslich filfig. Wie

?l;roﬁb ift? fein gegemwirtiger Werth, wenn infeszinfen ju 59/, gevechnet
erben

. Bite ein duvdh 9 Jabre ju 45%, Binfeszing angelegtes Capital evhielt

man 5234 fl.; wie grof war das urfpriingliche Capital, wenn die Jinfen
ganzidhrig sum Capital gejchlagen wurden ?
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. Gine Stadt jahit gegenwirtig 3623 Gimvobhier; wie grof wor die Bevsl-

fevung vor 30 Jahren bei einev jahrlidhen Sunahme von 29/ .

. Gin Capital von 7537 fl. 80 fr. wad)it in 20 Jabren mittelft Binfes-

sinfen auf 20000 fl. an; ju wie viel % wav e8 verjinjet? ,

. 3200 fL. find vor 80 Jafren angelegt worben unbd wibhrend diefer Reit

fammt Sinfes;ing anf 34059-83 . angewadfen; ju wie viel % war pas
Capital angelegt?

. Dev Beftand eined Walbes hat fidh in 12 Jabhren von 27000 Klaftern

auf 35000 RKiafter exhitht; wie viel g5 betvigt bev jahrliche Juwachs ?

. 3n wie viel Jahren wivd ein Capital von A §l. bei gangjabriger Capita-

lifation 3u P % Rinfedzing mmal fo grof, al8 es urfpriinglich war?
A o b ; it Sy R G

Hiev muff man B = m A jeen, baber ijt n = TR 7

Qi weldher Beit verdoppelt fich ein Capital ju 57 Binfeszing bei gany-
jabriger Capitalifation?

dn wie viel Beit wird ein Capital ju 4% Binfeszing a) bei gangjibriger,
b) bei Halbjahriger Capitalifierung auf vag Dreifache anmwad)jen?

Gin Sterhenber fesit jum Neuban der Kivdpe feined Ovted ein Legat von
18000 fl. aus. Nady vem Vovanjchlage ves Baues wivd devjelbe 24738 fl.
foften; man will dbaher, da bas Capital bei einer Banf ju 57 Iinjes-
sinfen angelegt werden fann, ben Bau fo lange verfdhieben, big dasfelbe
auf bie evforverliche Hihe geftiegen ift. Nach wie viel Jahren wird viefes
pev Fall fein ?

Sn wie viel Jahren exhoht ficdhy die Beodlferung cines Ovtes bei 1%
jabrlicher Bunahme von 5200 Cimwohuern auf 9433 Eimpohner?

An einer Schuld von 10000 fl. werden nach drei Jahren 2500 fl., nach
fechs Jahren 1000 fl. -abbeyallt; wie grof ift noch die Schuld nad
3ehn Jafhren, wenn 59, Binfedsinfen gevechnet werben ?

Duvch 20 Jahre werden ju Anfang eined jeven Jahres 200 [z angelegt;
ait weldhemn Werthe wevben bdiefe Capitalien bei 4% Binjedzing nady
piefer Beit anwadhjen?

Ein Vater will feinem Sofue, wenn diefer dag 24fte Jahr erveicht hat,
eine Summe verjichern. Gr jahit u diefem Bwede von der Geburt ves
Sohues angefangen bis au jener Beit an eine Berficherungdanitalt am
Anfange jebed Jahres 100 fl. Welchen Betrag wird bie Anjtalt an den
©ohn ausdyuzahlen Haben, wenn eine gangjdbhrige Capitalifation wvon
4%, Binfesing angenommen wirb?

Semand Hat fechs Jahre nach einander jebes Jahr 285 fl. ju bezahlen;
e Bleibt fie aber big ju Anfang ves fechSten Jahres jdhulbig; wie viel
betrdgt mn 3u diefer Beit feine Schuld, wenn 4%, Binfeszinfen gevechnet
werbven?

Semand hat ourc) 12 Jahre am Anfange eines jeben Jahres den gleiden
Gelbbetvag 31 449, Binfedzing angelegt, und beieht dafiiv nach diejer
et 1939 L. 18 fv, Wie gvo war die jihrliche Einlage?
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. Gin Gapital von 12500 fl. ijt nach 7 Jabren fillig. €8 foll durdh
 gleiche, am Anfange eined jeven ber 7 Jabhre gahlbave Summen getilgt

werden. Wie grof find die Theilzahlungen bet 5%, Binfeszing?

. Bet ciner Anjtalt werben 1000 fl. gegen Cntvidhtung einer jahrlichen

Pramie von 27 fl. verfichert. Nach wie viel Jahrem ijt Gei 324 dag
verficherte Capital durd) Prdmien gebectt?

. Gin ju 41% Binfesiing ausjtehenves Capital von H000 fl. wivd am

Gubpe jeves Jahres wm 500 fl. vermelhrt; wie hodh wird e in 8 Jahren
amuvachien ? :

. Bon cinemt Walbe, bejjen jifhrlider Buwadyd 2195 betrigt, ijt der

gegemwirtige Beftand 45678 Klafter; wie grof wird der Bejtand nach
18 Jabhren fein, wenn am Ende eined jeden Jahres 2175 Klafter ge-
jallt werben?

. Wie grof ift ein auf Binfeszinfen ju 4L 9 angelegtes Capital, wenn

port demfelben Dei einer am Gube eined jeven Jahres eintretenden Ver-
minperung um 250 fl. nad)y 15 Jahren nody 1300 fl. itbrig find?

. Jemand Hat ein Capital von 12532 fl. zu 4%% auéftehen, und ge-

braucht davon jihrlidy 1000 fl.; nady wie viel Jahren wird bag Capital
exfchopft fein?

. Welchen gegemwdrtigen Werth hat eine durch 11 Jahve am Eube jedes

Jabhres mit 420 fl. ju leijtende Sabhlung, wenn 42 Sinjen gevechuet
werben?

Welches ijt bev gegemwdrtige Werth einer 20 Jafre hindburd) ju zahlen-
ven nadyjchuweifen Jahredvente von 250 fl. bei 57 Binjes;ing?
Semand verfaujt eine Jafvesvente von 620 fl., bdie er nod) durd
10 Jabre ju geniefen hat; wie viel Geldo wird er dafiiv evhalten, wenn
404 Binfedzinjen gevechiet werben?

Gine Stadt will bei einer Banf ein Anlehen mit der Verpflichtung
anfuebhmen, bdasdfelbe duvd) eimen am Gnbe jebes Jalres jahlbaven
DBetvag von 8000 fl. binnen 25 Jahren ju tilgen; welche Summe wird
pie Banf der Stadt bei 49, Binjeszing darleifen?

Dem Vormunbde eines Kinded von 5 Jahren wird eine Summe von
4000 fl. mit ver Verpflichtung itberviefen, dad Kind bis um 24jten
Jabre ju evzieher, Welched ijt ber Vetrag des nachjchufweife jahlbar
angenommenen jabrlichen Crjiehungdgeldes, wemnn 57 Binfesszinfen
berechnet werben?

. Gin Gapital von 20000 fL. foll bei 475 Binfeszing burch eine jalrliche

Rente getilgt wevden, bie vom Ende bdes erjten Jahres beginnt nind
30 Jahre dauert; wie grof mup bdie Rente fein?

. Jemand exlegt 12000 fl. ju 4%,, und will dafiiv durd) 24 Jalhre eine

jihrliche ORente Deziehen; wie groff wird diefelbe fein?

. Jemand will eine Schuld von 10000 f(, die ju 5%, su verginfen ift,

in 10 gleihen Jahredvaten abtvagen; wie grof wird eine NRaten-
3ablung fein?

. Gine Sduld von 2 Millionen Gulven foll bei 41 %, infeszins

if“ 20 Jahren abgetragen werben; wie grof ift die jibrlidhe Tilgungs-
umme?
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Gin Gapital von 8000 fL. joll buveh vié nachjchufitveife jihuliche Tente
bon 801-12 fl. bei 495 Bing getilgt werden; wie lange muf die Rente
gezallt werben?

S‘eman‘q hat eine Jahredvente von 800 fl. auf 80 Jabhve ju bezichen;
ev witnjcht aber ftatt devielben eine grbffeve auf 20 Jahre su haben?
ie gvoR wird biefe bei 449, Bins jein?

Welche Cinlage muf man durdy 20 Jahre am Anfange jeves Sahres
an eine E{Se}:]‘ic!)erlmgéa1tftaff machen, um nach Vevlauf diefer Beit bei
49 Bevginjung eine IJahrevente von 300 fl. durd) 12 Jahre 3u
gentefen?

Welche Jahresvente wird man durd) 15 Jahe begiehen, wenn man
borher durd) 25 Jahre au Aunfang eined jeben Jahres einen Vetvag
bon 125 fl. eingeyallt hat wnd wenn 525 Binfen gevechnet werven?

IX. ©ombinationslehre.

1. Pevmutationen, Combinationen und BVaviationen.

(8§. 275—285.)
Welche und wie viele Permutationen exhilt man aus ven Budyjtaben
beg Wortes ,ROMA“? ;
Wie oft tommen 5 Tijchgenoffen thre Plase am Tijdhe wechjeln, bHis
jie in allen Ovdmungen gefefjen finb?
Wie viel vevichicdene Stellungen geben 3 weife, eine blawe nud 2 vothe
Rugeln?
LWie viele verfchiedene neunsifivige Sablen laffen jidh aus ben neun
avabifden Biffevn bilben?
Wie viele verjdhiedene fiinfaifjvige Sahlen laffen jich aus den Iiffern
ber Bahl 59165 bilven? !
Wie viel Unionen, Amben, Ternen, Quatevnen, Quinternen geben bie
90 Nummern unjever Sahlenlotterie?
Weldhe unb wie viele LWirfe duvchausd ungleidher Felder fonnen mit
2 Wiivfeln geworfen werden?
LWenn man aus den 32 Blittern ber jogenannten beutjchen Kavte jtvet
DBlatter gugleich sieht, wie oft Eunen bie gezogenen Kavten verfdhieven
fein?
Wie viele Dreiecte fnnen buvdy 10 jich durdyjchueivenbe gevade Linien
gebilvet werben?
Weldhe und wie viele Verbindbungen zu dret find aus ben Seiten a,
b, ¢ und pen Winteln «, B, p eines Dveiects mibglich?
Welche Arten des Wechjeld von je drei bev 6 Favben: votlh, ovange,
gelb, guim, blau, violett jinb mibglich? -
Wie viele verfchievene Wiivfe find mit 2 Wiivfeln miglich?
Weldye verfchievene Wiivfe geben Lei 3 Wiivfeln 10 jur Summe?
@8 find 4 Facher mit T vevjhievenfarbigen Kugeln 3u befegen, fo
paf in jeves Fach eine Kugel ju ftehen fhmmt; auf wie vielfacpe vt
fann dies gejchehen?
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Wie viele Wiivfe find mit dret Wiirfeln moglich, vor bderen bder eine
eifi, ber jlveite gelb, bev Dritte r.otf; ift, Jvennt man annimmt, baf
Wiivfe von gleichviel Augen aber in verfdyiebenen Favben als vers
fchieden ju betvadyten finp?

Wie viele vievsiffrige Sahlen loffen fich aud den neun avabifden Siffern
bilben?

Wie viele einfadhe und sufanmengefetste Factoven hat bie Zahl 2310
mit Einfd)uf von 1 und bev Bahl jelbft?

1808, Cin optifcdher Telegraplh hat 6 Avme, von denen jeder 4 verfchiebene
Otelfungen einnelmen fann; wie viel Seichen fann der Telegvaph geben?
2. Potenzen von Binomen.
(585, 288 — 201.)
1809. (x + a)t = 1810, (x — y)!0 =
1811. (3a + 4b)® = 1812. (5a — 31b)% =
1813. (x* 4 2y)* = 1514, (3m? — o=
a b2y8 - ; V) e
1815. (i +2) = 1816, (:z+§~) id
25 BN m [iies T
ax? YY)\ i ab? 2¢37\1
1819, (75 — ) = 1820. (227, 27
1821. (4 + J/3)8 = 1822, (6 — 51/2)° —
1823. (a + b}/ — 1t = 1824, (V=2 —}/—3)0 =
1825, (a + b)—# = 1826. (2x — 3y)— =
<R 2a 10h}—3
1827. (£ +]) = 1828 (32— 22)~" =
1829, (a® + x)t = 1830. (a? — x)i =
1831, V2% Fx = 18320/ e
Moo B 1)
1883, V50 =)W Fi=p49. )/ 1+ L =1 (1 +Z§3) 2
1834, 1/63 = V/T—1 — 8.(1 —6i4)*=
3 Tt 4 ¥
1835, 17 = 1836. /856 =
1837. 16/66 = 1838. '15/3120 =
s B
1839, ) a bV —1+Va—_b)/—1=
3 —— 3 iy
1840. Va+bYV—1 -} a—bYy—1=
1 _
I/a." —x ]};—3 Fx
1843, (x - a)—I:—,I = 1844, (x» — a")—%z

Pocnit, Weithmetit und WUigebva, id, Uufl 17
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3. Wahrideinlichteitsvedhnung.
(6§, 292 - 301.)

Wie grof ift vie Wahr{cheinlichteit, beim Aufwerfen eines Mitnsjtiictes
#Bild" gu werfen?

3n einer Urne find 5 Kugeln; wie grof ift die Walhricheinlichteit,
a) einte ungevabe 3ahl, b) eine gevade Bahl von Kugeln Hevausduziehen?
Wie grof ift bei einem Spiel von 32 Kavten die Wahricheinlichteit,
a) eine vothe Favbe, b) eine Coeur, c) cinen Kinig, d) eine Figur,
e) ein beftimmted Blatt, 3. B. Coeur-Dame ju iehen?

. Wie grof ift die Wahrfdheinlichfeit, mit 3 Wiivfeln zwei gleiche Felver

jut werfen?

. On einer Urne find 4 weiffe, 3 vothe und 2 blawe Kugeln; wie grof

ift bie Wabhricheintichteit, untev 4 Kugeln eine weifie, wei vothe und
eine bloue zu greifen?

. Weldye Walrfdeinlichfeit ift vorhanden, daf eine 25jihrige Perfon

a) 36, b) 40, ¢) 50, d) 65 Jahre alt iwerbe?

. Weldhes ijt die wabhrfdpeinliche Lebenddauer a) eines neugebovien Kinbves,

b) einer 12-, ¢) 18-, d) 36, e) Hdjahrigen Perfon?

. Wie grof ift bie Walrfdeinlichfeit, aus eiem Spiel von 32 Kavten

a) eher eine vothe Figur als eine blafrothe Ravte ju jiehen?

. Wie grofi ift bie Wabhrfcheinlichleit, mit einem Mitnzjtiicte , Bild" obex

~Sdrift? qu werfen?

. Wie grofi ift dbie Wahridheinlichfeit, mit 2 Wiirfeln mehr al8 8 Augen

au werfen?

Wie grof ift dbie Wahrfdpeinlichfeit, daf vou jwei Spiclern, deven jeber
ein Blatt von 32 Kavten i Hinven hat unbd die beive jugleich jeder
eine Ravte iehen, A ein blafrothes Blaft undb B eine fdywarge Figur
aiehe?

. Wie avof ift die Wahrideinlichfeit, aus einem Shpiele von 32 Kavten in

pen evjten ywei Siigen fonig und Dame derfelben Favbe, jeboch in belie-
Liger Drbuung su ziehen?

. Wie gvofp ift die Wabricheinlichteit, Leim zwetmaligen Hevausdjiehen je

einev Nummer aud einer Urne von 90 Nunimern vas erjte Mal die
Jununer 1, dbad gweite Neal die Nummer 90 3u 3iehen, a) wenn die juerjt
geyogene Mummer wieder in die Urne juriidgelegt wird, b) wenn bas
nicht gefchieht ?

. Bie grof it bie Wahridheinlichteit, mit einem Wiirfel a) in zwei Witrfen

pag evite Mal 1, bas zweite Mal 2 ju werfen, b) in jechs Witrfen das
erfte Mal 1, bas giweite Mal 2,... pad fechste Wal 6 ju werfen?

an ber Uvne A befinden fich 4 Tveffer und 20 Nieten, in der Urne B
6 Zreffer unb 24 Rieten, in per Urne C 8 Treffer und 28 Nieten; wie
grof ift vie Wabridyeinlichfeit, auf einen jufilfigen Gviff aud einer biefer
Wrnen einen Treffer gu zichen?
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uf einer Gifenbahn fahren von A nad) B tiglich 4 Biige mit 8 Wagen,
peven jeder 3 Coupds hat. Jemand macht die Fabhvt eined Tages und weif,
baf fein Freund eben bdiefelbe 2mal wichentlidh madpt.  Weldhe
Wahrfcheinlichteit Hat ex, mit ifm in demfelben Coupé jujammen
ju treffen?
BWie grofs ift die Wahrdyeinlicheit, aus einem Spiel von 32 Kavten dual
nady einanbex eine Coenv gu jiehen?
Wie grof; ift die WalhrvidheinlichEeit, paf man mit einem Witrfel 3mal nad)
einanver nicht 1 wivft?
3n einer Urne find 12 weifie und 9 jdpvavze Sugeln. Nean zieht Smal je
eine Qugel hevaus. Wie grof ijt bie Wahrjcheinlichteit, daf in den exften
5 Biehungen 5 weife, und in den fpdteven 3 Jiehungen 3 fdhwarze Kugeln
gezogen wevden, a) wenn man nac) jedper Biehung vie Kugel in die Uvne
suvitchoivft, b) wenn dag nidht gefchieht?
Gin Mann ijt 50, feine Frau 40 Jahre alt. Wie grof ift die Wahridpein-
lichTeit, bag nad) 20 Jahren

a) noch ber Meann lebe,

b) noch die Frau lebe,

c) nody beide leben,

d) fdhon ber Weann fodt fei,

e) fchon bie Frau todt fei,

f) fchou beive tobt feien,

g) ber Mann bie Frau iiberlebe,

) bie Frau ben Mann iiberlebe,

i) entveder per Weanu ober die Frau nocd lebe,

Io) entweber der Meann oder bie Fran {dyon tovt fei?
Jemanbd befist ein Los einer aus 10000 Yofen beftehenden Yetterie, worin
eir Tveffer von 20000 fl,, einer von 10000 fL., 10 Lreffer von 1000 fL.,
50 von 100 f{, und 1000 ven 5 fl. enthalten find; wie grof ijt fcine mathe-
matijdhe Crivartung?
Wie hoch faun ver Einfals fein, wenn beim Spiel mit jwei Wiirfeln jeder
Bajch 1 fl. gewinnt, anveve Wiirfe aber nidht ihlen?
A ijt 42 Jabhre alt und wimfdht, daf nad) feinem Tobe feine ndadhjten
Grben 4800 fl. exhalten. LWeldyed Capital muf ev zu viefem Bwede bei
495 Binfeszing bei einer Vevfidherungsanftalt einlegen?
Jentanb zahlt an eine Vonf eine bave Pramie, wofiiv fid) diefelbe ver-
bindlich madht, feinem jest 10jdhrigen Solhue, falls er das 24jte Lebens-
jahr evreidht, dann fofort den Betvag von 1000 fl. juriicuzahlen. Welde
Primie wird dbie Bant bei 4] % Binjes;ing forvern ?
Wie grof ift bei 497 Binfeszing der gegenmwirtige Werth einer Leibrente,
weldye eine 36jdhrige Perjon am Enve eined jeden Jalhres im Betvage
vont 280 fl. 3ur begiehen hat?
Gine 4bjahige Perjon fanft fih mit etner Ginlage von 6000 fl. efne
Leibrente, weldhe von dem Gnde des laufenden Jahres angefangen big
an pag Lebensende dauern foll. Wie gvof ift dbie Leibrente bei 419
Binfeszing ? :
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A ift 50, B 35 3afre alt. A macht bei einer Berfiderungsanitalt,
welde 5% Hinfen vecuet, am Anfange eines jepen Jabhres die gleiche
Ginlage, bamit die Unjtalt nad) feinem Tode dem B am Gube eines
jevenn Jahres eine Rente von 500 fl. auszahle. TWie viel betragt bie
jdbhrliche Ginlage? '

A ijt 65 Jabve alt urd leijtet in eine Ientencaffe einen fabriichen DBei-
trag von 300 fl., um nady feinem Tobe feinem fet 12jdhrigen Sole
bis jum_wollendeten 30ften Jahre eine nachfchufweife Safjresrente u
fichern. Wie viel betrigt diefe Rente bei 49 Sinfessing?

——=tef s ——
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