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PTOLEMEJEV IZREK

Ze v Preseku 1 (1987/88) smo spoznali Ptolemejev izrek: V tetivnem Getvero-
kotniku je vsota produktov dolzin nasprotnih stranic enaka produktu dolzin
diagonal, torej ac + bd = ef (1)

¢e so stranice ¢etverotkotnika a, b, ¢ in d ter diagonali e in .

Tedaj smo spoznali, da lastnost (1) ze doloca tetivni ¢etverokotnik. Tokrat pa
si bomo ogledali elementarni dokaz Ptolemejevega izreka, ki ga najdemo v knji-
gi Franceta Krizanica Nihalo, prostor in delci. Problem je resen, ¢e v prvi po-
tezi potegnemo pravo ¢rto. Z daljico CX (skica 1) sestavimo trikotnik XBC, ki
ima ob vrhu C isti kot kot trikotnik DAC. Kot ob 8 v prvem trikotniku je enak
kotu ob A v drugem, saj sta to obodna kota nad istim lokom. Trikotnika sta
podobna, zato velja: |BC | : | AC |=|B8X | : | AD |. Tudi trikotnika ABC in
DXC sta podobna. Kota ob C sta oéitno enaka, kot ob X v trikotniku DXC pa
je zunanji kot trikotnika XBC in je enak vsoti a + w. Torej lahko zapifemo:
|DC|:|AC|=|DX |:|AB |. Odtod dobimo: |AD | .|BC |=|AC]|.|BX |
in|AB|.|DC|=|AC|.|DX |.Sestejemo in upoitevamo, da je

|BX |+ | XD |=|8D |. Dobimo

|aB |.|DC|+|AD|.|BC|=|AC|.|BD |

in Ptolemejev izrek je dokazan.

Slika 1

France Krizani¢ v omenjeni knjigi pravkar dokazani izrek takoj uporabi.
Zasledujmo ga, saj nam bo gotovo pokazal kaj zanimivega.

352



Znano je, da je dolZina tetive d odvisna le od obodnega kota @ in polmera r

(slika 2):
d=2rsina
Nari§imo sedaj kroZnico s premerom 1 in ji vértajmo éetverokotnik, ki ima
premer za diagonalo (slika 3). Diagonala razdeli kot ob izbranem vrhu v dva ko-
ta a in §. Z njima izrazimo vse §tiri stranice. Druga diagonala je sin{a + ). Po
Ptolemejevem izreku velja:
sin(fa + B) = sina cos B+ sin f cos a

To pa je dobro znani adicijski izrek za funkeijo sinus.

Slika 2 Slika 3

Primer 1. Dokazi, da je dolzina diagonale v pravilnem petkotniku s stranico
aenaka Z (1 + \V5).

Resitev: Stiri oglid¢a petkotnika tvorijo enakokraki trapez. Dolzina diago-
nale v trapezu naj bo x, dolzina kraka je a, osnovnici pa sta dolgi x in a. Ce
uporabimo Ptolemejev izrek za ta trapez, dobimo:

2

xt=a%+ax

Izraz preoblikujemo v x? — ax + —33« = —5%1—, oziroma (x — §)* = {3%512. Po

korenjenju je za nas zanimiva samo resitev x = 2 (1 ++/5).

Primer 2. Nad hipotenuzo BC pravokotnega trikotnika ABC narisi kvadrat.
Naj bo vsota dolzin obeh katet enaka m. Doloéi razdaljo med sredi¢em kva-
drata O in ogli§¢em A.
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Resitev: Cetverokotnik ABOC je tetivni. Ptolemejev izrek nam pove, da
velja:
|AO|.|BC|[=|AC|.|BO|+|AB]|.|OC | (2)

Oznaéimo | AB | =nin | BO|=k.Potemje |AC |=m —n, | 0OC | =k in
| BC | = k+/2. 1z enakosti (2) dobimo | AQ |. k\/2 = (m — n)k + nk = mk. Deli-
mo s kv/2 in reditev je | AO | = ﬂbéz !

Naloge

1. Dokazi Pitagorov izrek s pomocjo Ptolemejevega izreka.

2. Enakostranicnemu trikotniku ABC oértamo krog. Tocko M izberemo na
tistem loku BC, ki ne vsebuje tocke A. Pokazi, da potem velja |[BM |+ |CM | =
=|AM |.

3. V ostrokotnem trikotniku je vsota razdalj od sredi$¢a o¢rtanega kroga do
stranic enaka vsoti polmera vrétanega in polmera ocrtanega kroga. Pokazi!

4. (Naloga je s tekmovanja na Poljskem leta 1963.) Kroznica k je oértana pra-
vilnemu petkotniku ABCDE. Na krajSem loku AE izberemo tocko M. Pokazi,
da potem velja: MA + MC + ME = MB + MD. (Navodilo: Uporabi Ptolemejev
izrek za ¢etverokotnike MABC, MACE, MBCD in MCDE.)

Tomaz Kosir, primera in naloge prispeval Drago/jub M. Milosevi¢





