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Povzetek | obravnavamo problem vpliva gibajocega se felesa na linijsko kon-
strukcijo. Telo modeliramo kot masni delec, konstrukcijo pa kot geometrijsko neli-
nearen prostorski nosilec. Numeri¢na primerjava kaze na podcenjen odziv konstrukcije
v primeru nepovezanega reSevanja in/ali uporabe preprostih modelov konstrukcije.
Posebej je obravnavan vpliv zagetne deformirane lege nosilca. S prostorskimi primeri
pokazemo zmogljivost predstavljenega algoritma. Metoda je primerna za dinami¢no
analizo prostorskih linijskih konstrukcij, ki so obteZene s premikajocimi se telesi manjsih
razseznosti in pri katerih z ravninskimi modeli ne moremo zajeti bistvenih odzivov.
Priporo¢amo jo za vse dinami¢ne analize linijskih konstrukcij s premi¢nimi (potujogimi)
telesi in obteZbami, kjer preprostejSe dinami¢ne analize, nepovezano reSevanje
in/ali (kvazi)stati¢ne analize ne zagotavljajo ustreznih kvalitativnih in kvantitativnih
rezulfafov.

Klju¢ne besede: linijske konstrukcije, dinami¢na analiza, premiéna masa

Summury | We analyse the response of beam-like structures subjected to a mo-
ving body. The body is modelled as a mass particle and the structure as a geometrically
non-linear spatial beam. Numerical simulations and comparisons with other authors
show considerable underestimation of the beam response when simplified models for
the structure are used or the non-coupled analysis of the problem is performed. The in-
fluence of the initially deformed structure is studied. The spatial examples demonstrate
the ability of the presented approach. The method is suitable for the spatial beam-like
structures under a small-size moving body, which cannot be satisfactory analysed by
the in-plane analysis. Such methods should be used for the cases where the dynamic
response strongly exceeds the response of the structure obtained by static or quasi-
static analyses or with simplified dynamic models.

Keywords: beam-like structures, dynamic analysis, moving mass
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Pri matematiénem modeliranju razliénih
inZenirskin problemov Zelimo z zadostno
natanénostjo opisati bistvene lastnosti po-
javov. Zaradi praktiénih razlogov pa tudi
zaradi radunske ucinkovitosti lahko de-
javnike, ki imajo manjsi vpliv, zanemarimo.
Pri modeliranju vpliva gibajoSega se tfelesa
po razliénih premostitvenin objektih in tudi
drugih gradbenih konstrukcijah pogosto ne
smemo zanemariti fizikalno povezanega med-
sebojnega dinamiénega vpliva. Pri obravnavi
takega povezanega problema je treba loéeno
izbrati primeren model konstrukcije in prime-
ren model gibajoega se felesq, z izbiro teh
modelov in z izbiro predpostavke o naginu
gibanja felesa pa vnaprej dolo¢imo, ali bo
problem dejansko obravnavan povezano
(prepletenost enacb) ali pa bo razpadel na
ve€ nepovezanih delov (separirani sistem
enacb). Znanstvene objave v zadnjih dveh
desetletjin kazejo na precejSnje zanimanje
raziskovalcev za to problematiko. Veéina
obstoje¢ih modelov tfemelji na Euler-Bernoul-
lijevem ali TimoSenkovem ravninskem mo-

delu nosilca in na nepovezanem reSevanju
problema gibanja telesa in odziva konstruk-
cije, saj delcu vnaprej predpiSejo hitrost ali
pospesek za celotno ¢asovno obmocje ana-
lize. PotujoCe telo v literaturi najpogosteje
modelirajo z gibajoco silo (kot modeliramo na
primer prometno obtezbo) in z enakomerno
ali pospeseno gibajoto se foGkovno maso
(delcem), najdemo pa tudi primer delno po-
razdeljene mase. Nosilec je v ve€ini primerov
zgolj prostolezece podprt, razen kadar model
nosilca dodatno poenostavijo (sistem togih
palic in vzmeti). V novejsih virih raziskovalci
obstojeCe preproste modele ve€inoma upo-
rabijo za analizo konkretnih problemov, na pri-
mer (Nikkhoo, 2007) predstavljajo algoritem
kontrole vibracij, (De Salve, 2010) analizirajo
vplive potovanja ve¢ zaporednih mas po linij-
ski konstrukciji z ve€ podporami itd. AmeriSki
raziskovalci Wu, Whittaker in Cartmell so ze
leta 2000 opozarjali na pomanjkanje prostor-
skih analiz konstrukcij, ki so obremenjene z
gibajodo se maso, saj mnogih problemov, kot
na primer gibanje fovora po Zerjavy, gibanje

2 - MODEL NOSILCA

Z modelom nosilca opisujemo take gradbene
elemente, ki imajo eno dimenzijo bistveno
ve€jo od preostalih dveh. Tako telo lahko
opisemo (i) s tezis¢no osjo nosilca, ki je v
sploSnem prostorska krivulja, in (i) z druZino
precnih prerezov vzdolZ osi nosilca. V tem
delu za matemati¢en opis deformiranja nosil-
ca uporabimo znano Bernoullijevo hipotezo,
ki predpostavlja, da so prerezi togi ravninski
objekti, ki tudi po deformaciji nosilca ne spre-
menijo velikosti in oblike, dopus¢amo pa, da
so precni prerezi poljubno nagnjeni glede na
teziS€no os nosilca. TeziSéna os nosilca je pri
vsakem ¢asu 1 podana z mnozico krajevnih

vektorjev

7(x, t), m
kier je x € (0,L) parameter teziSCne osi in L
dolzZina nosilca v zaCetni legi. V zadetni legi
pri éasu =0 je xnaravni parameter, medfem
ko v poljubni deformirani legi pri ¢asu >0 x
ni ve¢ naravni parameter, ampak predstavlja

koordinato tocke teziS¢ne osi glede na zadetno

lego. Predpostavimo Se, da ima nosilec kon-
stanten pre€ni prerez, zato lahko druzino
pre¢nih prerezov predpiSemo z referenénim
prerezom A, in druZino rotacij R(x 1), ki pre-
slikajo referenéni prerez v deformirano lego v
izbrani toéki nosilca, R(x ). A-— A(x1).

Za zapis enacb nosilca obiajno vpeliemo
dva koordinatna sistema. Fiksni (prosforski)
koordinatni sistem dolo€a orfonormirana
baza {g,9.. 3}, ki jo postavimo v teZisce

vozil po dvojno ukrivlienem mostu in podob-
nih primerov, ne moremo ustrezno opisati z
ravninskimi modeli. Vseeno do danes nismo
zasledili vidnejSega razvoja na tem podrogju.
Prav zafo so ((Wu, 2000), (Wu, 2002))
predstavili moznost vgraditve poenostavlje-
nega vpliva gibajoCe sile/mase na nosilec v
komercialne programe za dinami¢no analizo
prostorskih nosilcev.

Poleg problema ustreznosti ravninskega mo-
dela nosilca se spopriiemamo tudi s problema-
tiko ustreznosti nepovezanega reSevanja. Ugo-
toviti moramo, ali nepovezano reSevanije sicer
povezanih enacb problema dovolj natanéno
opiSe odziv konstrukcije. V tem delu uporo-
bimo natanénejSi model linijske konstfrukcije,
saj uporabimo Reissner-Simovo geometrijsko
toéno teorijo prostorskih nosilcev. PotujoCe
telo modeliramo z delcem, ki mu predpiSemo
maso in zacetno hitrost, enacbe delca in
konstrukcije pa povezemo v enoten, medse-
bojno preplefen sistem enacb, ki ga reSujemo
socasno in z upoStevanjem medsebojnih
vplivov. Rezultate ravninskega numerinega
primera primerjamo z analifiénimi rezultati in
z rezultati drugega avtorja, prostorska primera
pa prikazeta zmogljivost razvitega algoritma
in raéunalniSkega programa.

referenénega prereza A, tako, da drugi in
tretji bazni vektor lezita v smereh glavnih
vztrajnostnih osi A, Pomicni (materiaini) ko-
ordinatni sistem dolo€a ortonormirana baza
(G\(x1), G, (x 1), Gs(x, )} 2 izhoditem v teZisdu
prereza A(x,1); drugi in trefji bazni vektor leZita
v smereh glavnih vztrajnostnih osi A(x,f). Tako
izbrani bazi povezuje rotacija R(x1): g—
G (x1). Izbire koordinatnih sistemov in oznak
so predstavljene na sliki 1.

V tfem delu izhajamo iz geometrijsko tocne
teorije prostorskih nosilcev, katere zagetnika
sta Reissner (Reissner, 1981) in Simo (Simo,
1985). V numeriénem pristopu izhajamo

Slika 1+ Model prostorskega nosilca in izbira koordinatnih sistemov
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iz modela s kvafernionsko parametrizacijo
rotacij, kot je predstavljena v delih ((Zupan,
2010), (Zupan, 2013)). Za osnovne inter-
polirane spremenljivke izberemo pomike in
rotacijske kvaternione. Konéni element za

prostorski nosilec temelji na Sibkih konsis-
tentnih enacbah, ki jih diskretiziramo po kraju
v skladu s kolokacijsko metodo. Casovno
integracijo in diskretizacijo izvedemo po
Newmarkovem pravilu; za rotacijske koli¢ine

3« ENACBE PROBLEMA

Predstavili bomo gibalne enacbe delca in
dopolnili enac¢be nosilca. Predpostavimo, da
delec z nespremenljivo maso m drsi po

stiku s teZi§¢no osjo. Lego delca doloéa koor-
dinata poti, s(f), ki opredeljuje lego na teziseni
osi nosilca glede na zacetno stanje nosilca.
Delec na poti opiSe krivuljo 7,(s()):=T(x1),
za x=s(f), kjer je T krajevni vekfor teZiSéne
osi iz enacbe (1). S spodnjim indeksom m
oznacujemo koli€ine, ki pripadajo potujogemu
masnemu delcu. Tocki, v kateri je ob Casu f
mashni delec, dodelimo oznako T,

3.1 Krivoértni koordinatni sistem

Ker se masni delec v vsakem trenutku giblje
v smeri fangente glede na frenufno teziséno
os v fo6ki T, koordinatna sistema, ki sta
bila izbrana za opis enacb nosilca (slika 1),
nista primerna za opis gibanja delca. Zato
v vsaki tocki krivulje 7.,(s), ki jo opiSe masni
delec, za¢asno uvedemo standardni krivogrini
Frenetov koordinatni sistem, ki ga sestavljajo
fangenini, normalni in binormalni bazni vektor
(Vidav, 1989):

° = Toall @
L (e dmx(Frxin)
T TrGraad ~ TaxGroan)l
3)
e e, X e =L”F’ X 7
R ]
©)

Crfice v zgomijih izrazih pomenijo odvod po
parametru s. Vse ftri vektorje Frenetovega
koordinatnega sistema smo zapisali z odvo-
di krajevnega vektorja teziS€ne osi nosilca,
zato poznamo tudi njihov zapis v fiksni bazi.
Pripravimo prvi odvod tangenfnega baznega

vektorja, ki ga potrebujemo v nadaljevanju:

T
Odvod & in normalni bazni vektor &, sta torej

kolinearna, njun skalarni produkt pa doloca
ukrivijenost i, krivulje 7., (s) v tocki T,,:

!
i

RPN S0 (A2t
_&ldy _ [raxE)|

Km =71~ 2
m 7

Reciprona koliina ukrivijenosti je polmer
ukrivljenosti, p, =1/k;.

®

3.2 Hitrost in pospesek delca

Zacetna hitrost delca V9 je podatek pro-
blema. Pri poljubnem &asu >0 pa hitrost
delca doloGa naslednja enacba:

dfm_d_fﬁ_ Y N AT
Um = F T dsdt TmS = S”rm”et- (6)
Hitrost ima smer tangente, njen predznak pa
doloéa odvod parametra s po ¢asu. Kadar
Zelimo poudariti, da ima lahko hitrost fudi
nasprotno smer kot fangentni bazni vektor,
pisemo ¥, =sign(s)|s| ||7;||&. Drugi odvod
krajevnega vektorja krivulje poti delca dolo¢a
pospesek delca:
N _ % _ . |
Qm = = (s

=

"m

v skladu z njihovo neaditivno naravo upo-
rabimo metodo, ki je prestavljena v delu
(Simo, 1988) in je Se dodatno prirejena za
kvaternionsko parametrizacijo rotacij (Zupan,
2013).

PospesSek pri ¢asu =0 ni podatek, temved
mora zado$Cati gibalni enacbi delca. Iz
enacbe (7) je razvidno, da imamo poleg
pospeska v tangentni smeri tudi komponento
pospeSka v normalni smeri. V primeru, ko
normalna komponenta pospeska ni zanemar-
liiva, nastane bistveno razhajanje rezultatov
med poenostavljenimi mefodami in predlo-
ganim modelom, saj normalna komponenta
pospesSka pri pristopih drugih avforjev, na
primer (Lee, 1996), (Mofid, 1996), (Yavari,
2002), zaradi izbire poenostavljenega mo-
dela nosilca in predpostavke o enakomernem
gibanju delca ni zajeta.

3.3 Gibalne enacbe delca

Poleg kontakinih sil med delcem in nosilcem
upo$tevamo Se lastno teZo delca. Rezultanto
kontaktnih sil /?m izrazimo v krivoértnem ko-
ordinatnem sistemu:

|

m = Tmé: + Nype, + Béep

=T, + N, + B 8)

T, oznaduije silo trenja, N,, in B,, sta normal-
na in binormalna komponenta kontakine sile;
grafiGen prikaz sil, ki delujejo na masni delec,
kaze slika 2(a). Trenje predpiSemo v skladu s
Coulombovim zakonom:

T, = —sign(s)u ||1Vm + Em” é. (9

U je koeficient frenja med delcem in nosilcem.
Koeficient trenja je odvisen od podlage, hitrosti

. . 2
s2 (F,;{ . ét)) e, +s? ”F,,’l p—l (7)  podrsavanja in velikosti stiéne povrsine teles
(a) Obtezba masnega delca: (b) Obtezba nosilca:

mg

Slika 2 « Obtezbe masnega delca in nosilca
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fer se doloCa eksperimentalno. Gravitacijska
sila F,,= mge deluje v smeri &. Razstavimo jo
glede na krivo€rine bazne vektorje

F,=mg <(ég . ét) e,

+(8g-8n) n+ (8- 8) éb).

Gibalna enacba delca doloCa, da je vsota
vseh zunanjih sil, ki delujejo na masni delec,
enaka produkfu mase in pospeska. Kompo-

nentni zapis vektorske gibalne enacbe delca
ima naslednjo obliko:

fa1: Ty + mg (ég . Et) =ms ||A’

+ms? (7 - &), (10)
faz: Ny + mg (Eg . én)

= ms?||7; I|2 an
fas:Bm +mg (8- 8)=0.  (12)

Skupaj s Coulombovim zakonom (9) zgornje
tri skalarne enacbe (10)-(12) sestavljajo si-
stem $tirih enacb za &tiri neznane funkcije:
fri komponente rezultantne kontakine sile,
T, N, B, in parameter poti, s. Ta sistem
enacb v nekaj korakih zdruzimo v eno samo
enacbo. Neznanko B, izrazimo iz enacbe (12)
in jo uporabimo v Coulombovem zakonu, da
izrazimo T, z N,,. lzraz za T, uporabimo v
enacbi (10), s katero iz (11) izloimo Se N,
in dobimo eno samo skalarno enacbo

o (5 )|

2 n
[

—9(2-8)é

Slgl’l(S)# S

s? (7 - @)

(13)

+g(8-2) =5 ]| -

Enacbo (13) dodamo sistemu enacb prostor-
skega nosilca (Zupan, 2013, enacbe (43)-
(48)), neznanko s(t) pa prikljucimo mnoZzici
osnovnih neznank gibanja nosilca, torej

pomikom feziSCne osi in zasukom (rotacijskim
kvaternionom) pre€nih prerezov.

3.4 Vpliv delca na nosilec

Kot je razvidno s slike 2(b), masni delec
prek kontaktnih sil vpliva na konstrukcijo.
Zaradi specificnosti konénega elementa, pred-
stavljenega v delu (Zupan, 2013), razvitega
posebej za reSevanje povezanega problema
gibajoega se delca po nosilcy, se vpliv delca
na nosilec odraza le v robnih enaébah nosilca.
Da zajamemo ta vpliv, moramo tforej pri iz-
peljavi robnih enacb upostevati skok notranje
sile T,,+ N,+ B, pri x=s(f). Robni enadbi
ponovno izpeljemo iz enacbe lokalnega
ravnoteZja sil (Zupan, 2013, enacba (28))

N +7i—pA, =0

(14)

4 + NUMERICNA IMPLEMENTACIJA

Enagbe povezanega problema vpliva mas-
nega delca na gibanje prostorskega nosilca
modeliramo v programskem okolju Matlab
(The Math Works, 1999), kjer smo razvili
lastno programsko kodo.

Predstavljeno numeriéno metodo verificiramo
z analitiéno resljivim ravninskim problemom. S
primerjavo rezultatov numeri¢nih analiz druge-
ga avtorja dodatno analiziramo natanénost
predstavljenega numeriénega modela. Zmo-
gliivost predlaganega algoritma prikazemo
na geometrijsko zahtevnej§ih primerih - po-
enostavljenem modelu dela Zerjava in cevnem
vodnem toboganu.

Gradbeni vestnik

Obravnavamo le primere jeklenih konstrukcij
in pa konstrukcijo iz polimernega materiala.
Pri vseh primerih predpostavimo, da je kon-
strukcija zgrajena iz linearnoelastiénega mo-
teriala. Utemeljitev izbire takega materialnega
modela za polimerni material pojasnimo v
nadaljevanju. Ker so deformacije v predstav-
lienih primerih relativno majhne in se ne
priblizajo deformacijam na meji elasti¢nosti, je
taka izbira materialnega modela smiselna.

Pri izbiri stopnje konénega elementa (stopnja
je za ena vedja od Stevila notranjih tock ele-
menta) moramo upoStevati, da pri linearizaciji
enacbe (13) nastopa fretji odvod inferpolacij-

letnik 63 ¢ november 2014

Z infegracijo po parametru x. Pomen oznak,
uporabljenih v enagbi (14): IV(X,)‘), je ravno-
tezna rezultantna sila v preénem prerezu
nosilca, 71 je zunanja zvezna linijska obteZba
na enoto dolZine osi nosilca glede na zacetno
lego, p je zaCetna gostota materiala. Za
izpeljavo enacbe na levem robu izvedemo
infegracijo enacbe (14) po obmocju (05) in
podobno pri izpeljavi enacbe za desni rob
elementa integriramo po obmocju (5,L). V
primeru, ko je masni delec na prvi polovici
nekega elementa, moramo levo robno enac¢bo
tistega elementa v sistemu enacb nadomestiti
z naslednjo enacbo:

SO+ Ty + Ny, + By, + N-/2

—

+) (i-pa#)dx=0, ()

Kjer je S° (") zunanja tfo¢kovna obtezba kon-
strukcije na levem robu elementa. Originalno
robno enacbo desnega roba elementa pa
nadomestimo z enacbo

SY + Ty + N + By, — N1/2

+ 1, (ﬁ - pArF) dx =0, (16)
kadar je masni delec na drugi polovici tistega
elementa konstrukcije. Oznaka St (f) pomeni
tockovno obtezbo konstrukcije v tocki desnega
roba elementa. Kontakine sile v izrazih (15)-
(16) izraGunamo iz enacb (10)-(12).

ske funkcije, glej (Zupan, 2010 (opomba 18
na strani 124)). Da v celoti zajamemo vplive
med nosilcem in delcem, moramo izbrati take
interpolacijske funkcije, ki imajo frefji odvod
nefrivialen; torej je freba za interpolacijske
funkcije izbrati polinome vsaj stopnje fri. Pri
vsakem obravnavanem primeru izberemo
tako Stevilo konénih elementov, da dobimo
smiselne rezultate ob zagotovljeni konvergenci
Newton-Raphsonove iteracijske sheme.

4.1 Delec na prostoleZze¢em nosilcu

Z odzivom prostolezeCega ravninskega nosilca
pri enakomernem prehodu delca preko nosil-
ca so se ukvarjali Stevilni avtorji, glej na primer
((Mofid, 1996), (Lee, 1996), (Xu, 1997), (Ya
vari, 2002)). Za poenostavljeni problem enako-
mernega prehoda sile preko geometrijsko
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linearnega prostolezedega nosilca poznamo
analitiéno resitev (Mursi¢, 1972). Precni pomik
nosilca lahko izrazimo v zakljuGeni obliki z
neskonéno vsoto:

2F; <o 1 ( .
uy(x, t) =—7=) . . ——|sinQ,t
Y( ’ ) ATpLZn_l w%—Q% n

_ ) in XX
wnsmwnt sin—-, an

nnv n?n? |EJ
Za Qn_L:wn_ 12 Ea

plos¢ina pre€nega prereza nosilca, E je
elastiéni modul materiala, J je upogibni vziraj-
nostni moment pre€nega prereza, p je gostota
materiala, L je dolZina nosilca, v je konstantna
hitrost masnega delca in £, njegova teza.
Podatki 0 nosilcu so izbrani iz (Lee, 1996):

A je

N
E =207 10°—;,
m

N
G=776-10°—,
m

kg

L=1m, p=7700—

kier je G sfrizni modul materiala. Lee anali-
zira obseznejSi nabor prostolezeCe podpriih
nosilcev, obtezenih z enakomerno gibajogima
se masnim delcem in silo; izmed njih izbe-
remo primer nosilca okroglega preénega pre-
reza s plod¢ino A,=0,00179 m?, z upogibnima
vzirgjnostnima momentoma J,= J;=2,55115 -
107 m* in torzijskim vztrajnostnim momentom
Ji=J, + J;. ZaCetna geometrija in obtezba sta
predstavijeni na sliki 3, levo. Delec ima maso
m=02-p-A-L Predposfavimo fri razliéne
zadetne hitrosti (primeri (A), (B) in (C)):

v, = 21,3876 m/s?,
vg = 97,217 m/s?,
ve = 213,877 m/s?.

V primeru poenostavljenega modeliranja mase
s foCkovno silo se podane zadetne hitrosti
med ra¢unom ne spreminjajo, torej obravna-
vamo problem enakomernega prehoda sile
preko nosilca. Kadar pa reSujemo problem
prehoda delca preko nosilca povezano, se
zacetna hitrost delca s ¢asom spreminja v
skladu z gibalno enacbo delca. Vendar je
pri vseh treh obravnavanih primerih prehoda
delca preko prostolezeCe podprtega nosilca
spreminjanje hifrosti tako minimalno (reda
velikosti 10%), da sprememba ne vpliva na
grafiéno natanénost rezultatov in je primerjava
numeri€nih rezultatov z analitiéno reSitvijo
poenostavljenega problema smiseina. Majhne
spremembe hitrosti so posledica relafivno
majhnih pre¢nih pomikov, ki jih dosegamo v
vseh primerih, povzetih po (Lee, 1996).
Nosilec modeliramo v primeru (A) z 32
kon¢nimi elementi in v primerih (B) in (C) s
16 kon&nimi elementi; v vseh freh primerih
za interpolacijske funkcije izberemo polinome
stopnje Sest, numeriéno infegracijo izvedemo
s sedmimi integracijskimi tockami. Izbere-
mo Casovni korak velikosti Af=1,25.10*s
in pogoj za ustavitev Newtonove iferacije
&vew = 108, Izbira mreze konénih elementov
ni bistveno odvisna od deformiranja nosilca
(za to bi zadoS¢alo manj elementov), am-
pak predvsem od Stevila leg, ki jih glede na
¢asovni korak zavzame delec na nosilcu, kar
je neposredno odvisno od hitrosti delca. Zato
v primeru (A), kjer je hifrost bistveno nizja od
preostalih dveh, izberemo gostejSo mrezo.
Rezultate analiz primerov (A), (B) in (C) pri-
kazujemo za razliéno velike ¢asovne infervale,
saj nas zanima odziv le v éasovnem obmodju,
ko je masni delec na nosilcu.

Y! Ravna zacetna geometrija:
|

1
Y,

Y Ukrivljena zadetna geometrija:

Slika 3 » Geometrija in obtezba prostolezeéega nosilca, levo z ravno zaéetno geometrijo in desno
z ukrivljeno zaéetno geometrijo zaradi vpliva lastne teZe nosilc

Za vse tri primere izraGunamo in na sliki
4 primerjamo normirane preéne pomike
uy(L/2,t)

= uys(L/2)’

kjer je normalizacijski pomik

3
uys(L/2) =%EL] enak statiénemu po-

miku po linearni feoriji. Pomiki u, so izradu-
nani na veg razliénih naginov: (i) po predstavje-
ni feoriji z zacetno ravno lego nosilca, kot je pri-
kazana na sliki 3, levo (vijoliGasta kombinirana
rta -—--); (i) po predstavljeni teoriji z zacetno
ukrivijeno lego nosilca zaradi vpliva lastne feze
(glej sliko 3, desno), ki jo izraunamo s pred-
hodno stati¢no analizo konstrukcije z metodo
koncnih elementov, predstavijeno v (Zupan,
2009) (zelena értkana érta - - -); (iii)) za
prehod sile ustrezne velikosti, kjer rezultate
izraGunamo s poenostavljeno feorijo, v kaferi
zanemarimo vpliv vztrajnosti mase delca in
predpostavimo konstantno hitrost (reSujemo
nepovezan problem) (modra pikéasta Cria
-+-); (iv) po analitiéni reSitvi (17) za prehod
sile (polna rde¢a Crta -). Pomiki teziS¢ne osi
uy (L/2,f) so v primeru zagetno ukrivijene lege
nosilca zaradi vpliva lastne teze izraGunani
kot rezultatni pomiki dveh analiz: (i) statiGne
analize, ki doloci deformiranje nosilca zaradi
vpliva lastne teZe, in (i) dinamiéne analize,
kjer je upoStevana obtezba s premikajogim se
masnim delcem. Poleg primerjave s poenos-
tavljeno analitiéno resitvijo na sliki prikazemo
Se vrednosti iz vira (Lee, 1996) (krogec o
oznaduje posamiéno vrednost pri prehodu sile
in krizec + posamiéno vrednost pri prehodu
delca). S slike 4 lahko razberemo, da se nasi
numeri¢ni rezultati pri prehodu sile povsem
ujemajo z analitiéno resitvijo, medfem ko re-
zultati, povzeti po literaturi, za vse fri primere
precej opazno odstopajo od analifiénih rezul-
tatov. Pri niZji hitrosti prehoda delca (A) pomiki
nosilca, raéunani po nacinih (i) do (iv), skoraj
sovpadejo. Po priakovanju se z veéanjem
hitrosti delca ve€a tudi dinamiéni vpliv na
konstrukcijo. Predlagani postopek fe vplive
zajame, kar razberemo kot intenzivnejSi odziv
nosilca v primerih (B) in (C), kadar v raéun
zajamemo vplive vztrajnosti mase. Zanimiva
je fudi ugotovitev, da se z vecanjem hitrosti
delca poveca vpliv zaCetne deformirane lege.
Zacetno deformirano lego smo izracunali s
statiéno analizo nosilca ob upostevanju ena-
komerno porazdeliene lastne feze nosilca.
V vseh treh primerih je zacetna deformirana
lega enaka, pa kljub temu v primeru A, kjer
je zadetna hitrost delca manj$a, skoraj nima
vpliva na odziv konstrukcije. Pri vegjih hitrostin
(B)(C) pa zadetna deformirana lega bistveno
vpliva na konéen odziv konstrukcije.
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Na osnovi primerjav lahko zakljugimo, da

lahko pri nekaterih hitrostih delca dosezemo 02 (A) ‘ 03 (B)

zadovoljive kvalitativne rezultate tudi z ne- 7 0

povezanim reSevanjem problema in smemo 0.2

celo potujoCi masni delec nadomestiti s 04

preprostejS§im modelom - s potujoco silo. 06

Pokazali smo, da pri obravnavanem primeru ’

z vecanjem hifrosti delca zelo poenostav- -0.8

lieni modeli nosilca in modeliranje potujocega 1

delca s potujoCo silo ne dajo ve¢ ustreznih , + ‘

rezultatov, saj so izraGunani pomiki podce- 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0 0.002  0.004 0.006 0.008 0.01
njeni. Se veg, pri vedjih hitrostih delca je treba t [s] t[s]

upostevati tudi zaetno deformirano lego kon-
strukcije. Za natanénejSo opredelitev meje

.OmeCJO VeU(]Vprs’fI.vprePl’OS.’.feJSIh _modelov potujoca sila: analiti¢en rezultat po
je potrebna obsirnejsa studija vpliva spre- enacbi (17) o
minjanja drugih relevantnih koli¢in na odziv T pokijjata sUAXTGERESILiAmE, KCE
N . X 4 zanemarimo vztrajnostne komponente
konstrukcije, na primer razmerje med maso LA - == = masni delec: numeriéen izraun po
delca in maso konstrukcije. 3 N predlagani metodi .
\ = = = masni delec na zaCetno deformirani
. \ obliki nosilca zaradi lastne teze
4.2 Analiza preprostega zerjava -4 ‘\ 1 Vierlrosti iz [Lag; T906]:
Ze pri preprostih Zerjavih lahko ustrezne ana- 5 N +  zapotujot masni delec
i : : Lo . =3 © O zapotujoco silo
ize potfekajo zgolj z orodji, ki omogocCajo .
prostorsko analizo konstrukcij. Na o so opo- g Dol BOOL 0003 f([);‘fo“
zorili Wu in sodelavci ze leta 2000, ko so pred-
stavili prvi poenostavijen nacin upostevanja Slika 4 « Normirani preéni pomiki sredine prostolezetega nosilca pri prehodu delca za primere (A),
premikajoce sile v komercialnem programu. (B)in (C)
Ker v Clankih ((Wu, 2000),(Wu, 2002)) ne
navajajo konkretnih podatkov o Zerjavu, ki
ga analizirajo, smo primorani poiskati realne . FIN]
podatke drugje. Francosko podietje Verlinde, o X
ki izdeluje dvigalne sisteme in Zerjave, na A &

svoji spletni strani (Verlinde, 2014) objavlja ce-
lotno tehniéno dokumentacijo svojih izdelkov.
Z razvitim algoritmom analiziramo Zerjavni

fiksni tirnici ’\

nosilec

precni prerez nosilca:

sistem ESMA, kjer se tovor premika vzdol? 1o LS

enojnega nosilca, nosilec pa dodatno drsi r2A Ea 3.5 e 111.771 em
pravokotno glede na smer gibanja tovora, kot L

kaZe slika 5. 3

Kjer podatki niso enoli¢ni, izberemo kar maksi-
malne vrednosti, na primer najvecji dopusten
razpon in previsa nosilca, najve¢jo dopustno
maso premikajoCega se tovora in njegovo

Slika 5 « Geometrija in obtezba Zerjava

najviSjo dopustno hitrost. Za prerez nosilca
vzamemo Skatlast pravokotni prerez, ki ima
enako glavno vztrajnost J; =221 cm* kot de- .
jansko uporablieni UKA20-profil. Zerjav je v =8
celoti izdelan iz jekla z elastiénim modu-

At=0,025 s

. : A Ai=0,25 s _
lom E=21000 kN/cm? Lastno teZo nosilca o v =050 8
zanemarimo, delcu pa predpiSemo maso *’Y e 0.3
320 kg. ! 3 = t=0s 0.1570
Nosilec dolZine 3,6 m v zacetni legi leZi vzdolz ' 5 & 3 :
globalne osi X; podpremo ga na razdalji 15 cm 1 ; X S T

od robov nosilca tako, da sta prepreGena =
pomika v smereh X in Z preprecen je Se zasuk
okoli osi X (forzijski zasuk). V teh dveh tockah

delujeta tudi motorja, ki premikata nosilec po Slika 6 « Gasovno zaporedje leg nosilca in delca; levo za vsak desefi rezultat na celotnem éasovnem
drsnikih. To modeliramo z dvema fokovnima intervalu in desno na manjSem ¢asovnem intervalu z desetkratno poveéavo pomikov
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silama F s prijemaliS¢éema na mestu podpor,
ki delujeta v smeri osi Y; to¢kovni sili sprva li-
nearno naras¢ata do ¢asa =1 s od vrednosti
0do 1N, nato sta konstantni do ¢asa f=4s,
na koncu pa ponovno linearno padata do
vrednosti ON pri f=5s. Predpostavimo, da
sta drsni gredi popolnoma togi.

V frenutku, ko se zaéne masni delec gibati po
ni, zaéne potovati tudi nosilec v smeri osi V.
Po 4,5 s, ko masni delec (fovor) doseze desno
podporo, raéun ustavimo. Delcu predpiSemo
zacetno hitrost v, = 0,6667 m/s?, kar je enako
najvedji hitrosti, ki je dopustna za tovrsine
Zerjave. Za numeriéni izraéun izberemo mrezo
14 koncnih elementov Seste stopnje, pri ¢emer
razpon med podporama modeliramo z dvanaj-
stimi enako dolgimi elementi, preostala dva
elementa pa doloéata previsa. Numeriéno
integracijo opravimo s sedmimi integracij-
skimi fo¢kami. Izberemo Easovni korak veliko-
sti Af=0,025 s; celoten izraCun tako zahteva
180 Easovnih korakov.

Zaporedje deformiranih leg, ki je na sliki 6
(levo) narisano za korak 0,25, prikazuje
potek gibanja nosilca in delca skozi ¢as. Zo-
nimiv je podrobnejSi pogled zaporednih de-
formiranih leg na manjSem ¢asovnem odseku
z desetkratno povec¢avo pomikov, ki razkrije
nihanje celotnega nosilca v smeri njegovega
gibanja. Tudi pri preénem pomiku lahko
opazimo izrazite oscilacije (slika 7). Podobne
frekvence delovanja pogonskega mehaniz-
ma in lastnega nihanja konstrukcije bi lahko
povzroGile nezazelen pojav resonance. Temu
se lahko izognemo, e poznamo pomembne
frekvence konstrukcije; najvplivnejSo frekvenco
dolo¢imo s hitro Fourierovo analizo (Fast
Fourier Transform, s kratico FFT, je vgrajena
funkcija v programskem okolju Matlab (The
Math Works, 1999)). Ker metoda deluje le
pri Stevilu Casovnih korakov, ki so potence
Stevila 2, to analizo izvedemo le pri rezultatih
preénega pomika srednje tocke teZis¢ne osi
na ¢asovnem obmocju od 0,5s do 3,245 s
(kar predstavlja 128 =27 asovnih korakov).
Druga dominantna frekvenca znasa priblizno
16,6 Hz. Najvecji pre¢ni pomik je dosezen na
sredini razpona nosilca pri ¢asu =2,125s
in meri 0,0055m, kar po pricakovanjih ne
dosega 0,3 % razpona nosilca.

4.3 Vodni tobogan

Podatke za vodni tobogan v celoti povza-
memo iz internega poroGila o staficni analizi
vodnih toboganov (Zupan, 2005). Tobogan
je zgrajen iz polimernega materiala, ki ga v
svoji proizvodnji uporablja podjetje Veplas,

0.002:

uy[m]

0

-0.002

-0.004

-0.006'

FFT?(uy)

= o @

0

5 0 5 10 15 20
frekvenca [Hz]

Slika 7 « Pre¢ni pomiki sredine razpona nosilca (levo) in njihov frekvenéni spekter (desno)

Slika 8 « Geometrija vodnega tobogana; levo precni prerez, desno teziséna os

0.1

0.08
0.06
0.04
0.02

-0.02
-0.04
—0.06
-0.08
-0.1

Slika 9 « Ovojnica poteka deformacij na obodu prereza za primer dinami¢ne analize vodnega
tobogana. Barvna skala prikazuje deformacije v odstotkih
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velenjska plastika, d. d. ((Vedenik, 2005),
(Zupan, 2005)), za katerega so ugotovili, da je
deformacija na meji elasti¢nosti skoraj enaka
mejni deformaciji (krhek lom). Osna defor-
macija na meji elasticnosti je &gy = 0,023.
Za majhne deformacije je odvisnost med de-
formacijami in napetostmi linearna; za radun
izberemo enega manj ugodnih vrednosti za
elastiéni modul

Upostevan je strizno tog material, zato za

numeri¢en racun predpostavimo G =10E. Pre-

rez tobogana je kolobar, ki ga doloCata kroga

s polmeroma p, = 0,605 min p, = 0,6 m (slika

8, levo). Raven tobogan z naklonom 15°

glede na vodoravno ravnino je obojestransko

nepomicno Clenkasto podprt, preprecena sta
tudi forzijska zasuka. Sestavljajo ga trije enako
dolgi ravni segmenti, ki so med seboj togo po-
vezani. Poleg lastne teZe (p = 2692,74 kg/m?),
ki deluje v smeri — gs, in to¢kovnih obtezb ve-
likosti F = -800 N, ki delujejo na mestu spojev
prav tako v smeri globalne vertikalne smeri,
upoStevamo Se druge obtezbe, povzete po

poro€ilu (Zupan, 2005):

1. voda v foboganu: porazdeljena obtezba v
smeri gravitacije z velikostjo 200 N/m po
vsej dolzini;

. obteZba z vefrom: porazdeljeni obtezbi v
smeri lokalnih osi, doloceni z vektorjema
G, in G;, obe velikosti 6000 N/m vzdolz
celotne teZi¢ne osi tobogana;

. obfezba (teZa) uporabnikov fobogana:
originalno je predpostavijena porazdelje-
na obtezba v smeri gravitacije velikosti
1500 N/m po vsej dolzini; vpliv uporab-
nikov namesto s porazdeljeno obtezbo
modeliramo s pomi¢nim delcem z maso

N

w

1500/g kg (g =9.81 m/s?) in zadetno hi-
trostjo v©® =10 m/s.

4. obteZba s snegom: porazdeliena obtezba v
smeri gravitacije z velikostjo 2200 N/m po
vsej dolZini.

Za dolocitev deformacijskega stanja v prec-

nem prerezu predpostavimo v skladu s pred-

postavkami teorije nosilcev linearen potek
deformacij.

Najprej opravimo stfatiéno analizo po me-

todi konénih elementov, kot je predstavijena

v delu (Zupan, 2009), pri emer upostevamo

enake obtezbe kot v (Zupan, 2005) in enako

mrezo kon&nih elementov: krajna dva seg-
menta modeliramo s po enim elementom
stopnje Sest, srednji segment pa z dvema
elementoma stopnje Sest, kot kaze slika 8. Za
dinami¢no analizo, kjer porazdeljeno obtezbo
zaradi kopalcev nadomestimo z masnim del-
cem, pa uporabimo mrezo petnajstih enako
dolgih konénih elementov stopnje Sest. Za
zaklju€ek Newtonove iteracije v obeh primerih
postavimo zahtevo g, = 10%. Zacetno obliko

tobogana za dinamiéno analizo dologimo s

statiéno analizo kot posledico obremenitve s

statiénimi obtezbami (lastna teZa, teZa vode

v foboganu, obteZzba z vetrom in obteZba s

snegom). Bo¢na obtezba z vetrom in obtezbe

v smeri gravitacije povzrogijo rahlo prostorsko
ukrivijeno zagetno lego nosilca. Nato fobogan
dinami¢no obremenimo Se s pomi¢nim del-
cem. Dinami¢no analizo opravimo s konstant-
nim ¢asovnim korakom Af=0,04s. Na sliki
9 prikazujemo ovojnico poteka deformacij
na deformirani obliki fobogana po dinamiéni
analizi v skladu s teorijo, predstavljeno v fem
Clanku. V preglednici 1 so zbrani dosezeni
maksimalne deformacije in pomiki, izraéunani
po statiéni analizi iz vira (Zupan, 2005), po
statiéni analizi z uporabo konénih elementov
iz (Zupan, 2009) in po dinamiéni analizi.
Pri raCunu relativnih razlik med dinamiéno
in statiéno analizo za referenéne rezultate
izberemo rezultate po statiéni analizi (Zupan,
2009), zaradi dobrega ujemanja s starejSimi
rezultati drugega avtorja (Zupan, 2005). Ker
je pri statiéni analizi obteZzba uporabnikov
uposStevana zelo konservativno - po pred-
pisih bi zado$&alo upoStevanje porazdeliene
obtezbe na dolzini 1 m na najmanj ugodni
legi -, so, v skladu z priGakovaniji, maksimalni
deformacije in pomiki po statiéni analizi vedji
kot po dinamiéni analizi. Pri niZji zadetni
hitrosti nastajajo veja razhajanja. Pomembna
ugotovitev je, da so rezultati po staticni analizi
konservativni.

statika 0,115 0,664
dinamika 0,106 0,668
(Zupan, 2005) 0,66
relativna razlika (%) 783 14,4

Preglednica 1« Maksimalne vrednosti deformacij in pomikov ter relativna razlika rezultatov
dinamiéne analize glede na rezultate staticne analize za primer vodnega tobogana

V' Clanku smo predstavili algoritem za
prostorsko analizo konstrukcij pod vplivom
premikajoega se telesa po metodi kon¢nih
elementov. Konstrukcijo smo modelirali z
geometrijsko nelinearnimi linijskimi konénimi

elementi, telo pa z masnim delcem. Problem
medsebojnega vpliva delca in nosilca smo
reSili povezano. Pokazali smo, da upoStevanje
nelinearnosti in povezanosti vodi v izrazitejSi
odziv konstrukcije v primerjavi s poenostav-
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Zahvaljujemo se Agenciji Republike Slovenije za raziskovalno dejavnost za delno financiranje teh raziskav prek raziskovalnega projekta Z2-4158.

Gradbeni vestnik ¢ lefnik 63 « november 2014

lienimi modeli, S posebno za vegje hitrosti
ob nespremenjeni masi delca in konstrukcije.
S primeroma preprostega Zerjava in vodnega
tobogana smo pokazali, da je predstavijeni
numeriéni model za dinamiéno analizo pros-
torskih konstrukcij pod vplivom premikajoCe
se mase zelo uginkovit in primeren za analizo
tovrstnih konstrukcij.



