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O periodicnosti kristalizacije metala

UDK: 621.74.047:548.5:669-17
ASM/SLA: D92, E215,N12

Ice B. Risteski

U ovom radu je analiticki analizirana periodicnost
procesa kristalizacije binarnog sistema dije se komponente
rastvaraju neograniceno u tecnom sianju a ograniceno u
tvrdom. Kao sredstvo za analizu koriscena je teorija ho-
mogenih linearmih diferencijalnih jednacina drugog reda.

UuvobD

Tretiranje fizicko-mehani¢ke pojave kristalizacije
omogocava da se uz odredivanje toplotne provodljivos-
ti ofvrslog metala u zavisnosti od temperature, izvrsi i
kvalitativna analiza procesa kontinuiranog livenja'.

Vreme trajanja kristalizacije posmatra se kao mono-
toni proces. Matematitko opisivanje procesa dato je u
zadatku Stefana, za &ije je redenje posveéen niz od dese-
tak orginalnih radova’. Posmatranja osobine metala, u
pravcu normalnom frontu kristalizacije, svode se na
pretpostavku o periodi¢nom karakteru procesa kristali-
zacije™*. lzu¢avanje hemijske nejednorodnosti monok-
ristala formirane na razli¢ite na¢ine omoguéilo je da se
otkrije njihova slojevitost rasta ili »stratuma« sa pove-
¢anom koncentracijom primesa’. Usavriavanje tehnike
posmatranja rasta kristala daje moguénost da se uoci
periodi¢na promena brzine kristalizacije®’. Periodi¢-
nost procesa rasta, utvrdena je i pri formiranju boénih
grana rasteceg kristala™*. Pri posmatranju brzine krista-
lizacije utvrdena je skokovita promena grane kako u
momentu njene pojave, tako i pri daljnjem rastu krista-
la®. Ispitivanjem brzine podhladivanja na frontu raste-
¢eg kristala, ustanovljena je promena podhladivanja u
vremenu” '". Periodi¢nost u procesu kristalizacije odre-
duje se induktivnim senzorom''.

TEORIJA MATEMATICKOG MODELA
KRISTALIZACLIE

Dat je sistem od dve komponente A i B (slika 1).

U te¢nom stanju komponente se rastvaraju neogra-
ni¢eno a u tvrdom ograni¢eno. Koncentracija kompo-
nente B u te¢nosti je By

Pri sniZzavanju temperature do T, podinje obrazova-
nje tvrde faze sa koncentracijom komponente B,. Zato,
da bi postojalo oévri¢avanje, nepohodno je na frontu
kristalizacije da ima podhladivanje, t. j. sistem da ima
energetski stimulans za prelaz iz jedne faze u drogu.

U saglasnosti sa teorijom normalnog rasta kristala'*:

V,=de/dt=k (T,—-T,)=KAT, (1)
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gdje je:

V., — brzina kristalizacije, m/s;

AT — podhladivanje, K;

k — koeficijent proporcionalnosti, m/(s- K);

T. — ravnoteZna temperatura na frontu
kristalizacije, K

T, — stvarna temperatura na frontu

kristalizacije, K.

Komponenta B oévri¢ava i njena koncentracija is-
pred fronta kristalizacije se povecava. Pri tome dolazi
do smanjenja ravnotezne temperature. Podhladivanje
se smanjuje. Brzina kristalizacije se smanjuje u saglas-
nosti sa jednac¢inom (1). Brzina odvajanje toplote ostaje
prakti¢ki ne promenjena, posto smanjenje temperature
na frontu kristalizacije nije veliko. Tada se snizava i
temperatura T,, jer je izdvajanje toplote smanjeno zbog
snizenje brzine kristalizacije i, zbog toga je smanjeno iz-
dvanje latentne toplote kristalizacije. U skladu sa tim,
ako se odvod toplote prakti¢ki ne menja podhladivanje
raste, §to povlaéi poveéanje brzine kristalizacije. Ciklus
se ponavlja.

Matematicki zadatak se formuliSe na slededi nacin:

1) (t>0; 0<x< ); (2)

T _, T(x,,
& éx?

ét
T,(t,) = const; (3)
T:(t, £) = const. (4)
Na granici raspodele faza je:
G—q—9q.=0; (5)

Temperatura

B

Slika 1.
Sema promene sastava i temperature fronta kristalizacije

Fig. 1
Schematic presentation of the composition and the temperatu-
re variation at the crystallization front
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gdje je:

q, — koli¢ina izdvojene toplote pri kristalizaciji:

g, — koli¢ina toplote odvedena toplotnom
provodljivosti;

q, — kolitina toplote akumulirana u oévrslom sloju;
, — ravnotezna temperatura odvricavanja;
T, — temperatura povrSine odlivka. .

U poznatoj pretpostavei zadatka Stefana grani¢ni
uslov se formuliSe na sledec¢i nadin:

Qo—q. = 0. (6)

Koli¢ina toplote izdvojena kao rezultat kristalizaci-
je, odvodi se toplotnom provodljivos¢u na granici ras-
podele faza. U pretpostavci zadatka od koga se polazi u
ovom radu, predvida se, da se izdvojena toplota u ce-
losti ne odvodi preko kristalisanog sloja, nego da se je-
dan deo akumulira i u tom sloju. Koli¢ina toplote aku-
mulirana u te¢nom rastopu se zanemaruje.

Posmatra se sloj u ravni normalnoj na front kristali-
zacije. Koli¢ina izdvojene toplote pri kristalizaciji je
proporcionalna brzini kristalizacije:

go=spy(de/dv), (7

gde je:

— povrsina sloja, m?;
— toplota kristalizacije, J/kg:
— vreme kristalizacije, s;
— debljina kristalisanog sloja, m:
— specifiéna tezina metala, kg/m’.

Iz metala koji kristalie, toplota se odvodi preko

oévrslog sloja:
q,=sA(dT/dg). (8)

Koli¢ina toplote koja se trodi za zagrevanje sloja
male debljine, jednaka je koli¢ini akumulirane toplote:

Q. =SCY Xp (dT/dr), 9)

LM AT w0

gde je:
¢ — toplotni kapacitet, J/(kg- K);
A — koeficijent toplotne provodljivosti, W/(m- K).
Pri prora¢unu q,, uzima se, da se temperatura u slo-

Ju x, menja linearno (slika 2). Ako se indeks »0« odnosi
na pocetak zagrevanja, a indeks »2« na kraju, tada je,

Tvrda -
faza '3
AT
T,
g 4 e ]
7 EseeaEdn
© v S G
§ Ty ZZZIZZ]  Tedna faza
& DR
: SR —:4
(3
X0 de
Slika 2.
llustracija izvodenja jednacine brzine kristalizacije
2 ;
Presentation of the deduction of the crystalization-rate equati-
on

uzimajuci u obzir jednacinu (3), srednje povecanje tem-
perature:
At (T +T3)/ 2= (T4 Tp)/2=(T—Ty)/2.(10)
Zamenom jednacina (7), (8) i (9) u jednadini (5) do-
bija se:
py(de/dt)—a(dT/de) —cyx, (eT/ét)=0.  (11)
Sve promenljive veli¢ine koje ulaze u jednadinu (11)
se odnose na granicu raspodele teéne i tvrde faze.
Na granici raspodele faza, je temperaturni gradi-
jent:
AT=T,-T,,
gde je T, promenljiva veli¢ina.
U slucaju kada funkcija f(T) zavisi od dve promen-
ljive T 1 £, onda je njen totalni diferencijal:
dT=(cT/et)dr+(¢T/ée)de. (13)
Za uproi¢avanje refenja iskljucuje se jedna od pro-
menljivih 1. B
Zavisnost izmedu brzine kristalizacije V,, debljine
kristalisanog sloja € i vremena 1 odreduje se iz zavisnos-
ti:

(12)

V,dt=dg, dr=de/V,. (14)

1z jednacine (1) vidi se, da brzina kristalizacije zavi-
si od podhladivanja, t. j.

vV, =f(T). (15)
Zamenom jednacine (15) u (14) se dobija
dr=de/f(T). (16)

1z jednacine (16) se vidi, da zavisnost od t moZe biti
zamenjena sa zavisnosti (13). Na taj nadin, u jednacini
(13) zavisnost od vremena se iskljucuje i jednacina (13)
moze se zapisati kao:

A dT=(¢T/ée)de (17)
i

dT/de=6T/¢¢, (18)

d*T/de? = T/ é6°. (19)

Uzimajuéi u obzir jednacine (17), (18) i (19), jedna-
¢ina (5) dobija oblik:

py(de/dt)—A(dT/de) - cy x,a(d*T/de’) = 0. (20)

Posto je a=A/cy= >cya=A, onda jednacina (20)
dobija sledeéi oblik:

py k(T = T:) = A(dT/de) — Ax(d°T/de?)=0. (21)

Promenljive u ovoj jednacdini (21) su temperatura na
frontu kristalizacije T, i debeljina kristalisanog sloja &.
Na taj nadin trodimenzionalni zadatak je sveden na
dvodimenzionalni. Poletna debljina kristalisanog sloja
X, mozZe se ratunati kao konstantna velidina, jer je u
tom vremenu podhladivanje na frontu kristalizacije jed-
nako nula.

Jednadina (21) se razmatra kao homogena linearna
diferencijalna jednaina drugog reda se konstantnim
koeficijentima. Jednaéina (21) moZe se napisati u slede-
¢em obliku:

(d*T/de?) + (1/x)(dT/de) — (py k/Ax ) (T; = Ty) = 0. (22)
Uvode se smene:

AT=T;~T,=y; T, =const (23)
—dAr- _g=gi;g,_gz;g{¥=ﬂ_ (24)
de de de de de de*  de’

Uzimanjem u obzir jednacdine (24) jednadina (22)
dobija oblik:
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dy_1dy prk 0=2n¢=|pyk/A 37
~SY 1O _PYR._o (25) ©=2n¢=|pyk/Ax, (37)
P de® x,de  Ax,
ili gde je:
4 14y prk, 0. (26)

de'c x,de  Ax,

ReSenje homogene linearne diferencijalne jednacine
drugog reda (26) dato je u literaturi',
Originalno partikularno redenje diferencijalne jed-
nacine oblika:
m
ay+ay + ... +ayU=) ox,
v}
dao je autor ovog rada u literaturi'.
Uvode se smene:

y=e¢", dy/de=ne™, dy/de’=ne™.  (27)
Zamenom (27) u (26) se dobija:

e (n’+-!-n +EY_'£)-0 (28)
Xo AXp
e 0, VnAg# —
n*+(1/x)n+(py k/ix,)=0. (29)

Posto je x, realan pozitivan broj, t. j. x,>0, onda se
jednadina (29) moze rediti kao kvadratna jednacina

pon:

1__prk
PR [0 S o, : 30
3 2x, T 4x3, Axe (0

Koreni mogu da budu realni samo pri uslovu da je:

1/4x%,> py k/Ax,. (31)

Uzima se grani¢ni uslov
174x,=pyk/A ili x,=A/4pyk. (32)
Ocenimo znalenja veli¢ine koje ulaze u jednadini

(32).

Za c&elik vaze koeficijenti A=2326 W/(m-K),
p=272,14-10" J/kg, y= 7400 kg/m". Za sistem galijum-
-indijum znacenja koeficijenta k u jednaéini (1) prema
merenjima’ za difuzionu oblast (V,=0+0,02 m/s) kada
brzina kristalizacije limitira difuziju u te¢noj fazi
k;=10-*m/(s-K),azakinematsku oblast(V, > 0,013 m/s)
jek; = 0,05 m/(s-K).

Zamenom datih veli¢ina u jednadini (32), dobija se:

X,=2,89-10"*m; X'3=577-10"*m.

Na taj naéin, samo pri veoma malim debljinama
kristalisanog sloja koren jednacine (29) moze biti pozi-
tivan.

Ako jednacina (30) ima kompleksne korene, onda je
opdti integral jednadine, kako sledi iz reSenja'*:

y=e"""(C, coswe+ C, sinoe), (33)
gde je:
C,=Asing, a C;=A cosp. (34)

Uz uslov g, =0 jednacina (33) dobija nov oblik:

y=Ae ¥ (sinwe + @), O<we<n (35)
gde je:
A= AT, — amplitudno znadenje podhladivanja.

Zamenom jednacine (35) u jednadini (1) za @, =0,
dobija se:

Vi=e “kAT,,sin(we+9),0<we<n (36)

Kruzna uéestalost je:

@=(1/2n)|/pyk/2x, — frekvencija,

p=2nl/lxo/pyk — perioda, m. (38)

1z jednacine (38) se vidi, da se sa udaljavanjem od
povrsine perioda povecava. Sa povecanjem koli¢ine
toplote predhodno odvedene iz metala, na primer za
prorac¢un podhladivanja, perioda se isto tako povecava
(pri py—0, p—e). Ne menjajuéi sustinu razmisljanja
datih u jednacini (26) mogu se uvesti neke izmene u po-
stavci zadatka, uzimajuéi u obzir poéetne uslove.

MozZe se pretpostaviti da je x promenljiva. U tom
sluéaju jednadina (26) dobija oblik:

(dy/dx?)+(1/x)(dy/dx) + (pyk/Ax)y =0  (39)
ili

Xy 4y 4+ Ny=0, (40)
gde je:
N = pyk/A>0. (41)
Pomod¢u smene:
y=u(x)z=zu (42)

jednadina (39), se transformiSe u novi oblik.

Funkcija u(x) se bira na taj nacin 3to koeficijent is-
pred z' je jednak nuli. Diferenciranjem jednacine (42) i
zamenom dobijenih znacenja u jedna¢ini (40) dobije se:

u=x"'2 (43)

Korid¢enjem jednacine (43) nakon transformacije,
dobija se:

xz"+(1/44 Nx)z=0. (44)

Jednadina (44) javlja se kao parcijalni sluéaj jedna-

¢ine Bessela, za Cije reSenje postoji opsirna literatura™.

Resenjem jednacine (44) i zamenom rezultata u (42) do-
bija se izraz:

y=(Nx)-"*[c.cos(zl/ﬁ—§)+czsin(2p’ﬁ—§)],
(45)
gde je:
C,=Asing,, a C,=A cosg.
Znadi onda (45) ima oblik:
y=(Nx)~'*

[A sing, cos (zy'ﬁ - %) + A cosp,sin(2 VN—x - -:5)] -

= A(Nx)~'"* sin(2m—§+ fo). (46)

Ako se izraz (46) zameni u izrazu (1), onda je brzina
kristalizacije:
V, = kA (Nx)~14 sin(zva-§+r.,). (47)
Ako je
B=kA(N)" ', = _§+r0 (48)
onda je
V, = Bx~ ' sin(2)/Nx + ), 0<2(Nx)'*<n.  (49)
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1z jednadine (49) sledi da je:

2ngpx =2 (Nx)' =X
gde je:

@=2(Nx)"?/2nx=(1/"(N/x)"?,
p=n(x/N)"%

Zamenom vrednosti N iz (41) se dobija:

p=n(Ax/pyk)"“ (50)
Uporedivanjem redenja jednacine (26) in (40) sledi
zakljucak, da je u oba slucaja faktor koji odreduje peri-
odu isti. Vrednosti periode u prvom slu¢aju (jednacina
(38)) razlikuje se od vrednosti periode u drugom slucaju
(jednatina (50)) za veli¢inu konstantnog mnozitelja 2.

ZAKLJUCAK

U radu je posmatran proces kristalizacije metala sa
viseg stanovista. Formiran je fizi¢ki model kristalizaci-
je. Istrazivana je i analiticki analizirana periodié¢nost
procesa kristalizacije binarnog sitema, ¢ije se kompo-
nente rastvaraju neograni¢eno u tenom stanju a ogra-
ni¢eno u tvrdom. Teorijska razmatranja su vriena po-
mocu teorije homogenih linearnih diferencijalnih jed-
nadina drugog reda.
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LRI L T T

ZUSAMMENFASSUNG

Im Artikel wird der Prozess der Kristallisation von Metal-
len aus mehreren Gesichtspunkten behandelt. Ein physisches
Modell der Kristallisation ist ausgearbeitet worden. Unter-
sucht und analytisch analysiert wird die Regelmassigkeit vom
Kristallisationsprozess im binaren System, deren Komponen-

ten im flissigen Zustand unbegrenzt und begrenzt im festen
Zustand 16sslich sind.

Theoretische Untersuchung ist mit Hilfe der Theorie der
homogenen lincaren Differentialgleichungen zweiten Grades
ausgearbeitet worden.

SUMMARY

The paper treats the crystallization process in metals from
various viewpoints. A physical model of crystallization is pro-
posed. Investigated and analytically analyzed is the periodicity
of the crystallization process in a binary system with complete

solubility in liquid state and limited solubility in solid state.
Theoretical investigation is based on the theory of homogene-
ous linear differential equations of the second order.

3AKJIOYEHHE

B crarhe paccMOTpPeH NMPONECe KPHCTALIHIAUNK METAII0R ©
HECKOILKHX TOYeK 3peHus. M3roTosaeH duimvieckuii Mosens
kpHcTaiinsaumun. Mecnenosasa M aHaNHTHYECKH NpOaHaIn-
3HPOBAHA MEPHOAMYHOCTH MPOIIECCA KPHCTAAAH3IALKN OHHap-
HBIX CHCTEM, KOMIOHEHTH KOTOPBIX HEOIPAHHYEHO MI4BKH B

ANIAKOM COCTORHHN W OTPEHHYEHO B TBEPAOM.
TeopeTuyeckue uccaenoBanis ObIAN BHINOIHCHB TPH MOMO-
1WH TEOPHH FOMOTCHHBIX JHHENHLIX Anddepenunantubix
YPABHCHNI BTOPOro pana.



