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V prispevku pokazemo, kako normalizirana logisti¢na funkcija generira zaporedje po-
linomov. Obravnavamo nekatere njihove lastnosti in povezave z Bernoullijevimi in Stir-
lingovimi stevili.

LOGISTIC POLYNOMIALS

It is shown how the normalized logistic function generates a sequence of polynomials.
Some properties of these polynomials are discussed and some relations with Bernoulli and
Stirling numbers are given.

Uvod

V matematiki se pogosto dogaja, da pri reSevanju nekega problema opa-
zimo kaksno drobno zanimivost, ki je nismo pri¢akovali. Ce se vanjo malo
poglobimo, pa nam morda uspe najti Se kaksSno presenecenje. Tak primer
je preprosta logisti¢na funkcija ¢t — y(t), s katero opiSemo rast populacije
pri dolocenih pogojih. Obic¢ajno jo obravnavamo ze ¢isto na zacetku pri
navadnih diferencialnih enacbah prvega reda (na primer v [5]) kot resitev
logisti¢ne diferencialne enacbe y' = Ky(a — y). Navadno is¢emo tako resi-
tev, ki zados¢a nekemu zacetnemu pogoju y(0) = yo € (0,a). Pri tem sta K
in a pozitivni konstanti (nekaj ve¢ o tem v [5, 6]). Graf logisti¢ne funkcije
imenujemo logisticna krivulja. Resitev se seveda spreminja, ¢e spreminjamo
zacetni pogoj. V prispevku bomo spoznali, da je pri obravnavi logisti¢ne
funkcije smiselno vpeljati zaporedje polinomov, ki jih imenujemo logisticni
polinomi in jih po svoje porodi ali generira ravno logisti¢na funkcija.

V teoriji diferencialnih ena¢b drugega reda poznamo veliko primerov po-
linomskih zaporedij. Spomnimo se samo na klasi¢ne ortogonalne polinome,
na primer na Legendrove, Hermitove in Laguerrove, ki imajo rodovne funk-
cije in triclene linearne rekurzije. Logisti¢ni polinomi pa imajo bolj zaple-
teno rekurzijo, kar Se posebej pritegne naso pozornost. Pojavijo se tudi pri
logisti¢ni verjetnostni porazdelitvi (glej [2]).
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S preprosto linearno zamenjavo spremenljivk ¢t — z = atiny — Y = Oy
lahko logisti¢no diferencialno enacbo zaradi udobnejse obravnave norma-
liziramo tako, da dobi obliko Y’ = Y (1 —Y), zacetni pogoj pa Y (0) =
x € (0,1). O¢citno ima enacba locljivi spremenljivki in jo lahko resimo z
locevanjem spremenljivk in integracijo. Se elegantneje jo lahko resimo z
uvedbo nove funkcije U = 1/Y, ki zadoSca enostavnejsi diferencialni enacbi
U’ =1—U s splogno resitvijo U(z) = 1 + Cexp(—=z). Iz zacetnega pogoja
U(0) = 1/ hitro dobimo C' = (1 — z)/z in

x4 (1 —z)exp(—=2)

U(z) = x ’ Y(Z)::c—i-(l—a:)exp(—z)’ sk

Slika 1. Normalizirana logisti¢na krivulja in njen prevoj.

Ker bomo na funkcijo Y gledali tudi kot na funkcijo zacetne vrednosti
x, bomo pisali Y (z) = G(z, z) in funkcijo G obravnavali kot funkcijo spre-
menljivk z € (0,1) in z € R. Na pasu (0,1) x R je G o¢itno zvezna funkcija
in ima tam zvezne vse parcialne odvode poljubnega reda.

Spremljajoci polinomi

V nadaljevanju bomo obravnavali normalizirano logisti¢no funkcijo G kot
funkcijo spremenljivk x in z, torej

T

(z,2) = Glw,2) = z+ (1 —x)exp(—2)

Ocitno je G(x,0) = z, lim,, o G(z,z) = 0 in lim,_ . G(x,2) = 1 za
vsak x € (0,1). Normalizirane logisti¢cne funkcije z — G(x, z) pri razliénih
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x € (0,1) so zvezne in narascajoce ter se razlikujejo za vzporedni premik
vzdolz abscise. Ustrezne normalizirane logisti¢ne krivulje so med seboj skla-
dne. Vse te funkcije zado$¢ajo normalizirani logisti¢ni diferencialni enacbi
z zacetnim pogojem

oG
e - —z. 1
) —ci-6), 60 =a 1)
Neposredno iz (1) dobimo z odvajanjem
0*G oG
i (1- 2G)E =G(1-G)(1-2G),

iz ¢esar takoj ugotovimo, da ima normalizirana logisti¢na krivulja pri fik-
snem x svoj edini prevoj v toc¢ki P(u,1/2), pri ¢emer je p = p(x) = log((1—
x)/x). Zar=1/2je p=0,z2a0 <x<1/2jepn>0,zal1/2<z<1pa
w<0.

Izrek 1. Funkcija G ima v okolici tocke z = 0 razvoj v potencno vrsto oblike

_ z _NPel@)
G ) = T i e 2 @)

n=0

pri ¢emer so p, polinomi, ki imajo nelinearno rekurzijo

pon@) =) =3 pemste) ma) =2 @

k=0

Stopnja polinoma py, je n + 1, vsi njegovi koeficienti pa so cela Stevila. Za
vsak n > 1 je pp(0) = p,(1) = 0.

Dokaz. Uporabimo splosno obliko ¢lenov Taylorjeve vrste in zapiSemo ena-
kost e
pn(x) = 5an (z,0), n=0,1,2,...

S primerjavo koeficientov pri potenci z" na obeh straneh nelinearne enacbe
(1), kateri funkcija G zadosca, dobimo rekurzijo (3). Ker je po(z) = =, lahko
induktivno z uporabo rekurzije sklepamo, da ima polinom p,, stopnjo n + 1
in so vsi njegovi koeficienti cela stevila. Iz rekurzije prav tako dobimo, da
sta 0 in 1 nic¢li polinomov p, za vsak n > 1. n

Polinom p,, na intervalu (0, 1) zato opisuje obnasanje normalizirane lo-
gisticne krivulje v preseciscu z ordinatno osjo. Polinomom p, lahko seveda
definicijsko obmoc¢je razsirimo z intervala (0,1) na R.
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Primer 1. Z rekurzijo (3) hitro najdemo nekaj zacetnih polinomov py,:

pi(z) = z(1—2z),

p2(x) z(1—z)(1 - 2z),

p3(z) = x(1—xz)(1 — 62+ 62?),

pa(z) = z(1—z)(1— 14z + 362% — 2423),

ps(z) = x(1—x)(1 — 30z + 15022 — 24023 + 120z).

Kasneje nam bodo pomagali najti prvih nekaj logistiénih polinomov.

V naslednjem izreku nastopajo Bernoullijeva stevila B, ki jih navadno
definiramo z rodovno funkcijo
o0
B
© = Z =2 2| < 2.

exp(z) — 1 = n!

Veé o Bernoullijevih stevilih lahko preberemo na primer v [1, 3, 4, 6].
Izrek 2. Za vsako celo stevilo k > 1 velja

Bok

(2 - 1), (@

pak(1/2) =0, pax-1(1/2) =
posebej pa je pp(1/2) = 1/2.

Dokaz. Najprej G(x, z) izrazimo s pomocjo parametra u = log((1 — x)/x),

G2 = Tromo—s — 5 (1+ 552 ) 6)

Ker je za x = 1/2 parameter 1 = 0, dobimo po eni strani iz (5)

torej

G(1/2,z):1+exlp(_z) ;(1+thz/2 Zp”n' o (6)

Po drugi strani pa velja znani razvoj funkcije th (hiperboli¢ni tangens) v
poten¢no vrsto (glej na primer [1]), in sicer

Bn
fthz/2 :Z 2 22"— D221 2 <, (7)

tako da s primerjavo koeficientov pri potenci z" v (6) in (7) takoj dobimo
za k > 1 relaciji (4). "
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Radi pa bi nasli enostavnejsi zapis koeficientov polinomov p,. Pri tem
uporabimo nekaj preprostih zamenjav spremenljivk in nekaj znanih razvojev
funkcij v potencne vrste. Videli bomo, da koeficiente polinomov p, lahko
izrazimo s Stirlingovimi Stevili druge vrste S(n,k). Pomagala nam bodo
tudi Stirlingova Stevila prve vrste s(n, k). Ve¢ o Stirlingovih stevilih obeh
vrst najdemo v ustrezni matematiéni literaturi, denimo v [1, 4].

Izrek 3. Za vsako nenegativno celo stevilo n velja enakost

n

pa(x) =Y (=D EIS(n+ 1,k + 1)aF*1 (8)
k=0

Dokaz. Najprej naredimo zamenjavo z — log(1l + z) v (2) in s tem dobimo

z(1+ 2) > pn ()
—_ = log"(1 . 9
1+2zz2 = n! 0g"(1+2) (9)

Ker pa obstaja za vse dovolj majhne z znani razvoj

1., = s(k,n)
mlog (1+z)zz ] 2F
k=n

ter znamo razviti, prav tako za dovolj majhne z, funkcijo z — 1/(1 +x2) v
geometrijsko vrsto, dobimo po zamenjavi vrstnega reda sestevanja iz (9)

z(1+2) > X ok &
_ 2R _ Ry k z”
T o ) =3 15 2 s(km)pa(a)
k=0 n=0
S tem smo za razlike sosednjih potenc nasli razvoj
k k
htl — Z (k,n)pn(x kE>1.

Ker za Stirlingova Stevila velja enakost

S(n, k)s(k,m) ns S(k,m) =dmn,
5 s - 5.

dobimo Se razvoj v obratni smeri, namrec

n

pu(x) =D (=D KIS(n, k) («* —2¥), n>1.
k=1
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Pri tem je d,,, Kroneckerjev simbol. Z osnovno rekurzijo Stirlingovih stevil
druge vrste, to je S(n+ 1,k + 1) = S(n,k) + (k+ 1)S(n,k + 1) (glej na
primer [1]), najdemo polinome p,, eksplicitno v obliki (8). n

S tem smo nasli za polinome p,, tako obliko, iz katere so razvidni njihovi
koeficienti. Iz (8) ponovno razberemo, da je p, polinom stopnje n+1, njegov
odvod p!, pa stopnje n.

Logisti¢éni polinomi

Radi pa bi imeli lepse, pravo polinomsko zaporedje, in sicer tiko, v kate-
rem bi n-ti polinom imel stopnjo n za vsak n > 0, tako kot pri klasi¢nih
ortogonalnih polinomih. Ponuja se kar samo od sebe.

Izrek 4. Za vsako nenegativno celo Stevilo n je P, = pl, polinom stopnje

n. Zaporedje Py, Py, Pa, ... je pravo polinomsko zaporedje, ki ima rodovno
Sfunkcijo
oG exp(—z2) = P, ()
(@) oz (,2) (x4 (1 —x)exp(—2))? Z nl C (10)

n=0

veljata pa tudi zapisa Py (x) = ppyi1(x)/p1(x) in
Po(z) =Y (-DF(k+1)1S(n+ 1,k + 1)a*
k=0

Za vsak indeks n veljata enakosti Pp,(0) =1 in Py(1) = (—1)".

Dokaz. Ker je

oG (1l —ax)exp(— pn+1 o
0z (z,2) = (m—l—(l—x)exp Z
in
oG B exp(—z ph o~
(9:6(%2)_ (ac—l—(l—m)exp Z
velja enakost
oG _ oG
9. Por-
iz katere dobimo
Pnt1 = p1py, = p1Py, 1 >0. (11)
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Pi(x) P(x)

14

Slika 2. Grafi logisti¢nih polinomov P,(z) za 0 < n < 4 na intervalu [0, 1].

Zapis polinoma P, s Stirlingovimi stevili S(n, k) dobimo iz (8). Nazadnje
vstavimo x = 0 in z = 1 v (10) in dobimo P,(0) =1 in P,(1) = (—1)" za
vsak n > 0. n

Primer 2. Zaporedje logisti¢nih polinomov P, se pri¢ne tako:

Po(z) = 1,

P(z) = 1-2x,

Py(z) = 1-6x+ 622

Py(z) = 1— 14z + 3622 — 2423,

Py(z) = 1-30z+ 1502% — 2402° 4 120z".

Opazimo, da so njihovi koeficienti cela Stevila in da je vodilni koeficient poli-
noma P, enak (—1)"(n+1)!, kar se da dokazati z metodo popolne indukcije.

Avtorja v [2] pravita polinomom P, logisti¢cni polinomi. O¢itno poli-
nomi Py, Py, ..., P, sestavljajo bazo prostora polinomov, katerih stopnje ne
presegajo n.

Izrek 5. Za vsako nenegativno celo Stevilo n velja rekurzija
Pri1 = (plpn)/a

za vsako pozitivno celo Stevilo n pa rekurzija

-1
O (G)Re.

S

(=D"Pp(z) =1—-(1 - 2)
k
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Dokaz. Ker je po (11) ppyo = plp;ZH zan > 0, takoj dobimo prvo rekurzijo
po izreku 4. Velja namrec

Pn+2
b1

Poi1 = =Py = (mP).

Z drugo pa je nekoliko veé dela. Za¢énimo z razvojem (2), ki nam da enakost

T;Z(‘x),z" x—l—(l—x)z(_nl')nz”] =x.
n=0 ’ n=0 )

Po pravilu za mnozenje potenénih vrst in s primerjavo koeficientov pri po-
tenci 2™ na obeh straneh enacbe za vsak n > 1 ugotovimo, da imajo polinomi
Py rekurzijo

apn(z) = (z — 1) . (1" * (" )pr(z), n>1. (13)
" (7)o

o

Zvisajmo indeks n za 1 in piSimo

n+1
paia(e) = o= 1) 30" o) =

k=0
n+1
— (-1 ) (m(a:) Sy (M 1)pk<x>) -
k=1
n = n+1
~ (1) <p1<x> 00 (] 1>Pk+1(9€)> .
Ker je Py(z) = pg+1(z)/p1(z) za k > 0, dobimo od tod enakost
n _ = n+1
(Vi) = 1= (=0 () A,
iz katere po preureditvi sledi (12). "

Sedaj dokazimo simetrijsko lastnost polinomov p, in P, glede na tocko
x = 1/2. Iz opazovanj grafov polinomov na sliki 2 domnevamo, da so
polinomi = — P, (z — 1/2) za sode n sode, za lihe n pa lihe funkcije. To res
drzi, kot trdi naslednji izrek:

48 Obzornik mat. fiz. 58 (2011) 2



Logisti¢ni polinomi
Izrek 6. Za vsako pozitivno celo Stevilo n velja enakost
pn(l —2) ::cfl)n+lpn($)»
za vsako nenegativno celo Stevilo n pa enakost
P,(1—z)=(-1)"P,(z).
Zan > 1 lezijo nicle polinomov py, in P, simetricno glede na tocko x = 1/2.

Dokaz. Priénemo z zamenjavo x — 1 —z in z — —z v izrazu (2) in dobimo

z(l—x)
1 —z+zexp(z)

Gl —x,—z) = = (1 —z)exp(—2)G(z, z),

nato pa z znanim razvojem (2) Se

$Z ”pn —2) 2" =(1—-x) [ pné?) z"] [Z(—l)"ilz”] .
n=0

n=0

Po mnozenju potenénih vrst in primerjavi koeficientov pri potenci 2™ imamo
za n > 1 z upoStevanjem enakosti (13)

(1)apa(1 = ) = (1= 0) SO0 () ulo) = —apa).

k=0
1z tega sledi prva enakost v izreku. Drugo pa dobimo z uposStevanjem zveze

Po(z) = ppt1(x)/p1(z). -

Konc¢ajmo z izrekom, ki pove, kako so Se logisti¢ni polinomi povezani z
logisti¢no funkcijo.

Izrek 7. Za vsako pozitivno celo Stevilo n velja formula

oG

Han =PnoG=G(1-G)(Py10G), (14)

pri éemer pomeni o znak obicajnega sestavljanja funkcij. Vse odvode O"G /02"

lahko torej izrazimo kot sestavljenko polinoma in funkcije G.
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Dokaz. Dokazujemo s principom popolne indukcije. Ocitno je formula (14)
pravilna za n = 1. Zaradi (1) je namrec

oG

— =p1oG=G(1-G)(PoG).

0z
Predpostavimo, da je (14) pravilna za naravno stevilo n. Ker velja enacba
(11), imamo

8n+1G
Yot (Pl 0 G)

n

oG _ Pn+1 oG

8~ pog P1o0)=

=pns10G=(P1oG)(Pr0G)=G(1—G)(ProG).

Zatorej je relacija (14) pravilna za vsako nenegativno celo stevilo n. ]

Sklep

Videli smo, kako prek logisticne diferencialne enacbe pridemo do polinom-
skega zaporedja in kaksne so povezave z Bernoullijevimi in Stirlingovimi
Stevili. Za n =1, 2,3 ima polinom P, ravno n enostavnih nicel na intervalu
(0,1). Predvidevamo, da ima vsak polinom P, za n > 1 tam natanko n
enostavnih nicel. Najbrz se te domneve ne da dokazati tako kot za klasi¢ne
ortogonalne polinome. Lahko pa bi bila predmet nove raziskave.
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