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Ze v prejénjem ¢lanku [4] smo definirali hiperboliéni avtomorfizem torusa, ki je po
nekaj korakih povrnil rastrirano sliko macke. V tem ¢lanku pa si ogledamo preslikavo
na celem torusu in ugotovimo, da je kaoti¢na po Devaneyevi definiciji. Se prej pa se
seznanimo s pojmom kaoti¢nega sistema in si ogledamo enostaven primer.

HYPERBOLIC TORAL AUTOMORPHISMS ARE CHAOTIC

In our previous article [4] we defined the hyperbolic automorphism of the torus,
returning the rastered image in few steps. Here we consider the mapping on the entire
torus and find it is chaotic in the sense of Devaney. Beforehand we get acquainted with
the notion of chaoticity and set up a simple example.

Uvod

V enem od prvih ¢lankov o kaosu [5] je E. N. Lorenz obravnaval zelo po-
enostavljen model vremena in opazil to, ¢emur danes pravimo obcutljivost
na zacetne pogoje, ki je znana tudi kot metuljev efekt: Ce v Riu de Janeiru
metulj zamahne s krili, to ¢ez nekaj tednov lahko povzroé¢i hurikan na Floridi
[3]. V povsem deterministiénem sistemu — saj vreme obvladujejo naravni,
fizikalni zakoni — se pojavi navidezna slucajnost. Kaoti¢nost vremena dozi-
vljamo zadnje ¢ase v zivo, saj se z dodajanjem energije v sistem povecCuje
ta navidezna sluc¢ajnost in neobic¢ajni vremenski pojavi.

Ogledali si bomo tri lastnosti: meSanje, goste periodi¢ne tocke in obc¢u-
tljivost za zacetni pogoj, ki so po Devaneyu karakterizacija kaosa.

V c¢lanku [4] smo Ze spoznali, da je hiperboli¢ni avtomorfizem torusa
periodicen na vsaki tocki oblike (ﬁ, %), kjer so ¢, 7, N naravna Stevila, in so
seveda te tocke goste na kvadratu Q = I x I in zato na torusu. Vendar nas
to ne sme zavesti, kako »lepa« da je ta preslikava.

Lastnost meSanja pomeni, da kjerkoli na torusu za¢nemo z neko majhno
piko (ne tocko!), se po nekem ¢asu znajdemo kjerkoli drugje, barva je raz-
mazana povsod (glej sliki 2 in 3).
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Definicija kaosa in primer
Devaney [2] je definiral kaos z naslednjimi tremi lastnostmi.

Definicija 1. Preslikava f: X — X, kjer je (X,d) metriéni prostor, je
kaoticna, ce je:

(a) f topolosko tranzitivna,
(b) mnozica periodi¢nih tock preslikave f gosta v X,
(c) f obcutljiva za zacetne pogoje.

Tocka a je periodi¢na tocka reda n preslikave f, ¢e je f"(a) = a in
fi(a) # a, 0 < j < n, kjer je f n-ti iterat funkcije in ne potenca. Preslikava
f je topolosko tranzitivna, ¢e za vsak par nepraznih odprtih mnozic U
in V obstaja tako naravno §tevilo k, da velja f*(U)NV # (). Preslikava f je
obcutljiva za zacCetne pogoje, ¢e obstaja tak § > 0, da za vsak 29 € X
in poljubno odprto mnozico U C X, ki vsebuje x(, obstajata yy € U in
naravno Stevilo k, da velja d(f*(xo), f*(yo)) > 6.

Kasneje so pokazali [1], da vsaj za metri¢ne prostore iz prvih dveh po-
gojev sledi obcutljivost za zacetne pogoje.

Poglejmo si enostaven primer kaoticne preslikave. Ce kvadriramo kom-
pleksna stevila f(z) = 22, potem gredo iterati stevil z, |z| > 1, v ne-
skonc¢nost, iterati stevil |z|, |z| < 1, pa proti 0. Vmes, na enotski kro-
znici S = {z € C;z = €?™}, pa je kvadriranje kaoti¢na preslikava. Za
opazovanje kvadriranja bo ugodno, ¢e kot o zapiSemo v dvojiskem sistemu
a=0,a1aza3 ... Ker je 22 = €2™2% in kot lahko vzamemo modulo 1, imamo
nadalje

2a = 0,a0a3a4 ... (mod 1),

kar pomeni, da kvadriranju ustreza pomik vejice na desno, pri cemer seveda
prvo §tevko izgubimo [7].

Po tej pripravi pri kvadriranju ne bo tezko slediti vsem znacilnostim
kaosa:

e obcutljivost za zacetni pogoj

Za 6 = Z velja za poljuben zg = e

5 , &« = 0,a1azas ..., in poljubno
njegovo okolico U naslednje: Na enotski krozici vzamemo lok dolzine 2¢
s sredis¢em v zg, ki je vsebovan v U. Potem za neki n velja 227" < ¢.

Tocka 2’ naj se ujema s tocko zg v kotu o’ na n Stevk, naslednja naj

2mia
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WII

/W
\

Slika 1. Lastni premici W* in W™ ter mnozici W3 in W7 v enotskem kvadratu.

bo razlicna a;, | # an41, nadaljnje pa spet enake. Po n kvadriranjih se
znajdeta tocki ravno na nasprotni strani kroznice:

n AN n
f (Z ) - _f (ZO)7
torej sta kar se le da narazen; ¢e merimo po kroznici, za .

e periodi¢ne tocke
Kot tocke s periodo n je zapisan takole

B =0,b1b2bs - .. bn.

Jasno je, da lezi v okolici poljubne tocke bliznja periodi¢na tocka, ce se
le kota ujemata na prvih n mestih za dovolj velik n.

e tranzitivnost
Tu si lahko dovolimo kar konstrukcijo tira e?™, ki poljubno blizu obisce
vsako tocko. Takole napravimo:

7 =0,0100011011000001010100011101110111 . ..

Kaj smo naredili, kaksen je napotek za naslednje Stevke? Vzamemo
najprej nic¢lo, potem enico, sledijo vsi §tirje mozni pari nicel in enic,
nato vseh osem moznih trojk nicel in enic in tako dalje. Poljubno za-
poredje poljubne dolzine se znajde v tem zapisu. In to je zagotovilo, da
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pridemo po »veeelikem« §tevilu korakov poljubno blizu vsaki tocki. Se
ve¢: za dobljeni tir velja, da ¢e izpustimo prvih nekaj ¢lenov zaporedja,
je preostanek tira Se vedno gost. Torej za poljubni neprazni mnozici U
in V obstaja tocka tira, ki je v U, zato neki njen iterat pade v V.

Hiperboli¢ni avtomorfizmi torusa

Definicija 2. Ce v ravnini R? identificiramo vse tocke, katerih koordinate
se razlikujejo za celo stevilo, dobimo torus 7.

Identifikacija definira ekvivalencno relacijo na R?, kjer je (z1,y1) ~ (72, %2)
natanko tedaj, ko sta xo — 1 in yo — y1 celi Stevili. Ta ekvivalen¢na relacija
dolo¢a projekcijo m : R?2 — T, m(z,y) = |x,y]. Dobljeni torus 7 je seveda
homeomorfen geometrijskemu torusu (slika 2).

Definicija 3. Naj bo A = (a;;) matrika dimenzije 2 x 2 z lastnostmi

(a) A je hiperboli¢na (lastni vrednosti ne lezita na enotski kroznici v kom-
pleksni ravnini),

(b) aij €Z,1<14,j <2,
(c) det A= +1.

Matrika A inducira tako preslikavo La: T — T, daje Lyom =mwo A. To
preslikavo imenujemo hiperboliéni avtomorfizem torusa:

La([z,y]) = A(z,9)" (mod 1).

Opomba 4. Ker je det A = +1, je A~! tudi hiperboli¢na in elementi ma-
trike so cela tevila. To pomeni, da A~! tudi inducira hiperboli¢ni avtomor-
fizem torusa (L)~!. Torej je L res bijekcija za T.

Trditev 5. MnoZica perodiénih tock preslikave L4 je gosta v T .

Dokaz. Naj bo p poljubna tocka v T z racionalnimi koordinatami. Ce
poistemo skupni imenovalec, lahko privzamemo, da je p oblike [, Z], kjer
so r, s in k naravna Stevila. Take tocke so goste v T, saj lahko vzamemo
k poljubno velik. Pokazimo Se, da je p periodi¢na s periodo manjso ali
enako k2. V T je natanko k2 tock oblike (5.2, 0 < 1rys < k. Ker je
A celostevilska, je slika poljubne take tocke z L4 zopet take oblike. To

pomeni, da L4 permutira tocke take oblike. Torej obstajata taki celi Stevili
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Slika 2. Prvi in peti iterat majhne okolice negibne tocke [0, 0].

iin j, daje LY(p) = Lg(p) in |i — j| < k2. Iz tega sledi, da je Lﬁ_i(p) =p.
Torej je p periodiéna s periodo manjso ali enako k2. n

Ker je A hiperboli¢na matrika z det A = 1, je absolutna vrednost ene
od lastnih vrednosti manjsa, druge pa ve¢ja od 1. Oznacimo z Ag lastno
vrednost matrike A, ki zados¢a pogoju [As| < 1, in z A, lastno vrednost,
ki zados¢a pogoju |A,| > 1. Ce sta v, in v, pripadajoca lastna vektorja,
potem sta lastna podprostora W#* in W™ matrike A premici skozi izhodisce
v R2. Eksplicitno:

We = {tvs;t € R}, W" = {tv,;t € R}.

Za vsako tocko (x,y) € W* zaporedje A™(x,y)T konvergira v izhodisce,
saj je A" (z,y)T = \(z,y)T. Za (x,y) € W™ pa konvergira v izhodisce
zaporedje A~ (z,y)T.

Definirajmo mnozici, krivulji, Wy = 7(W?) in W2 = m(W™") na torusu
T (glej sliki 1 in 3). Za poljubno tocko [z,y] € Wi velja L'} [x,y] — [0,0],
ko gre m — oo. Za poljubno tocko [z,y] € W3 pa velja L™ [x,y] — [0,0],
ko gre m — oo. Razdalja na torusu je inducirana z evklidsko razdaljo v R?,
to je najmanjsa razdalja ekvivalenénih razredov v R2.

Lema 6. Mnozici Wy in W3 sta gosti v T .

Dokaz.  Pokazimo, da je smerni koeficient premice W*¢ iracionalno Ste-
vilo. Ce bi bil racionalno stevilo, bi §la premica W* skozi tocko (z,%) s
celotevilskima koordinatama. Potem bi imela A™(z,y)? tudi celostevil-
ske koordinate, kar je v nasprotju z dejstvom, da A™(z,y)T — 0, ko gre
m — o0.
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Slika 3. Del mnozic Wy in Wr.

Naj bo z; z-koordinata preseka premice y = j in W* za j = 1,2,3,...
Velja x; = jx1. Ker je smerni koeficient W* enak i, je x1 iracionalno
stevilo. Projekcije tock (xj,7) na torus 7 so oblike [a;,0], 0 < «a; < 1,
aj =x; —mj, m; € Z. Ker je

. ] o o ) _
(eZQTroq) _ 61271'](131 mi) _ 2T 6127ra]’

so tocke o zaradi leme 7 goste na intervalu [0,1]. Projekcija W* na torus,
gledana v kvadratu [0,1]%, je druzina vzporednih daljic, ki sekajo os x v
tockah (a;,0). Zato so te daljice goste v torusu (glej slike 1, 2 in 3). Dokaz
gostosti za W7 je podoben. ]

Ce je p # [0,0] in p € W4 N W4, pravimo, da je p homoklini¢na k
[0,0]. Iz leme 6 sledi, da so homoklini¢ne tocke goste v torusu (glej sliko 1).

Lema 7 ([2]). Naj bo f: S' — S* zasuk kroznice za kot w. Ce je w racio-
nalni zasuk, to je w = 27r§, v racionalnem razmerju s polnim kotom, je q-ta

iteracija identiteta in vse tocke so periodicne. Ce je f iracionalen zasuk, je
tir vsake tocke gost na kroznici.

Dokaz. Kroznico predstavimo v kompleksni ravnini S = {z;|z| = 1} in
opremimo z lo¢no dolzino d(z1, z2) kot metriko. Zasuk je mnozenje z A = .
Pokazimo, da je pri iracionalnem zasuku tir tocke 1 gost v kroznici. Zaradi
rotacije bo potem isto veljalo za poljubno to¢ko iz S*'. Vzemimo poljubno
tocko n € S' in njeno e-okolico. Pokazimo, da v njej lezijo tocke iz tira A",
n = 0,1,... Zaradi iracionalnosti zasuka so vsi ¢leni zaporedja A" = e
razlicni med sabo in zato obstaja stekalis¢e. Posledi¢no imamo taki Stevili
np in ng, da sta A™ in A2 obe v njegovi e-okolici. Zato je d(A™,\"?) < 2e.
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Slika 4. W™ je vzporedna L’} (I5,) in W* je vzporedna L™ (I).

Ozna¢imo k = n; — ny. Ker se pri mnozenju z A2 razdalja ohranja, velja
d(\*,1) < 2e. Tocke M*, j =1,2,... lezijo na kroznici, tako da so razdalje
zaporednih tock manjse od 2e. Zato v e-okolici tocke 7 lezi vsaj ena tocka
pYAS n

Trditev 8. Preslikava L je topolosko tranzitivna.

Dokaz. Naj bosta U in V' dve odprti mnozici v 7, kar pomeni, da sta njuni
prasliki odprti mnozici v R%. Izberemo lahko tocki [r] € U in [s] € V, ki sta
homoklini¢ni k [0,0]. Izberimo odprt interval I, v W7 N U, ki ima sredisce
v [r], in odprt interval I, v W& NV, ki ima sredisce v [s]. Pri iteraciji
z Ly se iterati sredisca [r] priblizujejo [0,0], saj [r] lezi na W3. Iterati
intervala I,, pa se daljsajo. Podobno se pri iteraciji z L;l iterati sredisca [s]
priblizujejo [0, 0], iterati intervala I pa se daljsajo. Torej obstaja tak m, da
je L'} (In) N L™(I) # 0. Naj bo [g] v tem preseku (glej sliko 4). Potem je
[p] = L3"q] € U in L[q] € V. Torej je L4"[p] € V, kar pomeni, da je L4
topolosko tranzitivna. n

Iz trditev 5 in & sledi

Izrek 9. Hiperbolicni avtomorfizem torusa La: T — T je kaoticna presli-
kava.

Leta 2006 je Lee [6] dokazal, da ¢e matrika A ni hiperboli¢na, potem
L ni kaoti¢na preslikava. Nekaj posebnih primerov si bomo pogledali v
naslednjem poglavju.
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Nekaj nalog

. Naj bo f: S — 81, f(z) = 22. Poiscite periodi¢ne tocke reda 3 in 4.

. Katera od naslednjih matrik inducira hiperboli¢ni avtomorfizem torusa

3 4 4 -1 3 2 2 5
= = = pu— ?
A [—2 —3}’3 [13 —3]’0 [1 1]’D [—1 —2]'

. Poig¢ite razdaljo med tockama P(<5, %) in Q(55, %) na torusu.

2
. Naj bo L4 avtomorfizem torusa, induciran z matriko A = [ 3 ]

11

(a) Znotraj 0,1-okolice tocke [0, 0] pois¢ite kaksno homokliniéno tocko
k njej.
(b) V 0,1-okolici tocke [0, 0] pois¢ite taksno tocko P in tak m, da bo

d(L}(P),[0,0]) > 0,5.

. Naj za L4 veljata tocki (b) in (c) iz definicije 3 (L4 je avtomorfizem

torusa) in naj bo A = [ CCL } pripadajoc¢a matrika z lastnima vred-

d
nostma A; in Ag. Ce je det A = A\jAo = =+1 in sta \; in Ay realni,
potem je |A\;] = |[A\2| = 1 ali pa je matrika hiperbolicna. Ce matrika A

ni hiperboli¢na, potem nastopijo naslednje moznosti [6]:
(i) A2 = £1, (ii) A1 2 =1, (iii) A;2 = —1 in (iv) lastni vrednosti nista
realni. Pokazite, da velja:
(a) Ce je A1,2 = £1, potem Ly4 ni kaoti¢na.
(b) Ce lastni vrednosti nista realni, potem imamo naslednje moznosti:
(i) Ao = i, (i) Ao = EEY3 ali (iii) Ay p = —1E0/3,
(c) Ceje A1 = +i, potem L4 ni kaoti¢na.

Resitve:

Periodi¢ne tocke reda 3 so oblike z;, = T ,k=1,2,3,4,5,6. Sestav-
ljajo dva cikla reda 3: (z1, 29, z4) in (z3, 2, z5)

Periodi¢ne tocke reda 4 so oblike z; = e Mg ,k=1,2,3,4,6,7,8,9, 11,
12, 13, 14. Sestavljajo tri cikle reda 4: (21,22,24,28), (23, 26, 212, 29) In
(27, 214, 213, 211).

Obzornik mat. fiz. 62 (2015) 6
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2. Edino matrika C ima lastni vrednosti, ki ne lezita na enotski kroznici.
. 34
3. Na torusu je d(P,Q) = \{—;
9-5v3 7+/3-12
4. (a) P(5=¢=, %),

(b) P(&, Y351, m=2.

[\

5. (a) Iz karakteristi¢ne enacbe
M —(a+d)\+ (ad — be) =0
sledi, da je a +d = 0 in det A = —1. Torej je matrika A oblike

c —a
zacetne pogoje.

b
[ @ ] in A2 = I. Torej L4 ni kaoti¢na, saj ni obc¢utljiva za

(b) Ce lastni vrednosti nista realni, potem iz formule

(a+d)£+/(a+d)? —4(ad — bc)
2

Ao =

sledi, da je det A = 1 in (a + d)? < 4. Ce je a + d = 0, potem
sta A2 = +i. Ce jea+d =1, potem sta A2 = HE;J Ce je
a+d = —1, potem sta A\ 2 = %“/g

b
—a
Torej L 4 ni kaotictna, saj ni obcutljiva za zacetne pogoje.

(c) Ceje M1 = +i, potem je matrika A oblike [ ac ] in A*=1.
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Letosnjo Nobelovo nagrado za fiziko sta prejela Takaaki Kajita z univerze v Tokiju,
Japonska, in Arthur B. McDonald s Kraljeve univerze v Kingstonu, Kanada (slika 1)
za pomembno vlogo v eksperimentih Super-Kamiokande in SNO, ki nedvoumno kazeta
na to, da nevtrini ene vrste prehajajo v nevtrine druge vrste in nazaj [9]. Prehodi, ki
jih imenujemo nevtrinske oscilacije, so mozni le, ¢e imajo nevtrini maso. To odkritje
je spremenilo naSe razumevanje temeljev narave in lahko pomembno vpliva na fizikalni
pogled na vesolje.

NEUTRINO OSCILLATION

This year’s Nobel Prize in physics was awarded to Takaaki Kajita, University of Tokyo,
Japan, and to Arthur B. McDonald, Queen’s University, Kingston, Canada (figure 1), for
their key contributions to the experiments which demonstrated that neutrinos change
identities [9]. This metamorphosis requires that neutrinos have mass. The discovery has
changed our understanding of the innermost workings of matter and can prove crucial to
our view of the universe.

Uvod

Nevtrini so vsepovsod okoli nas in tudi v nas samih. Najstarejsi med njimi
so nastali Ze ob zacetku vesolja, podobno kot kozmi¢no mikrovalovno ozadje.
Njihova gostota je okoli 108 m ™. Nevtrini nastajajo v velikem §tevilu med

Slika 1. Levo: Takaaki Kajita, foto: Bengt Nyman, desno: Arthur B. McDonald, foto:
Bengt Nyman
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Slika 2. Levo: razpad beta in desno: energijski spekter elektronov pri razpadu beta.

jedrskimi reakcijami, ki potekajo v Soncu. Gostota Stevilskega toka nev-
trinov s Sonca je na Zemlji priblizno 10"®m~=2s~!. Nevtrini nastajajo tudi
pri trkih kozmi¢nih delcev (ve¢inoma protonov) z jedri atomov v zgornjih
plasteh atmosfere, v jedrskih razpadih v Zemljini notranjosti in v razpadih,
ki potekajo v jedrskih reaktorjih.

Kljub mnozici nevtrinov, ki nas obdaja, je do njihovega odkritja prislo
sorazmerno pozno, saj nevtrini le §ibko interagirajo z okolico. Zgodba o
nevtrinih se zacne leta 1914, ko je James Chadwick izmeril energijsko po-
razdelitev (spekter) elektronov, ki nastanejo pri razpadu beta. Pri razpadu
se nevtron v jedru pretvori v proton in izseva elektron (slika 2 levo):

n—p+te . (1)

V skladu z ohranitvijo energije bi za dvodeléni razpad (1) pricakovali, da
bodo imeli vsi izstopni elektroni enako energijo (Crtast spekter), medtem ko
je bil izmerjeni spekter zvezen (slika 2 desno). Zagato je leta 1930 razresil
Wolfgang Pauli s tem, da je v konénem stanju poleg protona in elektrona
predvidel Se obstoj neopazenega tretjega delca (slika 3), ki ga danes imenu-
jemo nevtrino:

n—p+e 4+ .

Delec je moral biti elektricno nevtralen, ker ga, v nasprotju z nabitim ele-
ktronom, pri razpadu beta niso zaznali, in lazji od elektrona, saj bi znatna
masa nevtrinov premaknila energijski spekter elektronov k nizjim vredno-
stim.

Leta 1956 sta Clyde Cowan in Frederick Reines s sodelavci prvi¢ izmerila
reakcije (do takrat hipoteti¢nih) nevtrinov z okolico [3], za kar je Reines
leta 1995 prejel Nobelovo nagrado za fiziko (Cowan nagrade ni docakal).
Pri poskusu sta opazovala antinevtrine iz jedrskega reaktorja, ki so trkali
s protoni v tarci iz kadmijevega klorida. Ob trkih so nastali pozitroni in
nevtroni:

Ue+e —n+e’.
Ob anihilaciji pozitrona z elektronom iz okolice je nastal fotonski par,

et +e = y+7,
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Liebe Radioaktive Demen und Herren,

Wie der Ueberbringer dieser Zeilen, den ich mldvollst
ansuhbren bitte, Ihnen des niZheren auseinandersetsen wird, bin ich
angesichts der "falachen" Statistik der N und Li-6 Kerne, sowie
des kontinuierlichen beta-Spektrums auf cinen versweifelten Ausweg
verfallen um den "Wechselsats® (1) der Statistik und den Energiesats
su retten. Nimlich die Moglichkeit, es knnten elektrisch neutrale
Teilchen, die ich Neutronen nennen will, in den Kernen existieren,
welohe den Spin 1/2 haben und das Ausschliessungsprinsip befolgen und
“ von Mehbwlnten mau'd- nooh dlmreh ununohoidm, dass sie

Slika 3. Zacetek Paulijevega pisma kolegom, v katerem je predvidel obstoj dodatnega
nevtralnega delca v konénem stanju pri razpadu beta [10].

ki so ga detektirali koinciden¢no. Nevtron se je ujel v jedru kadmijevega
atoma; kadmijev izotop, ki je pri tem nastal, je bil v vzbujenem stanju in
je presel v osnovno stanje z izsevanjem fotona z znacilno (toéno dolo¢eno)
energijo in z znacilnim Casovnim zamikom glede na detekcijo fotonskega
para iz anihilacije pozitrona:

n+Cd — Cd* — Cd + 7.

Pri razpadu beta in poskusu, ki sta ga izvedla Cowan in Reines, nastopajo
elektronski (anti-)nevtrini. Leta 1962 so Leon Lederman, Melvin Schwartz
in Jack Steinberger pokazali, da obstajajo Se nevtrini druge vrste — mionski
nevtrini, v, [4]. Za odkritje so leta 1988 prejeli Nobelovo nagrado za fiziko.
Danes vemo, da poleg omenjenih dveh vrst obstajajo Se nevtrini tretje vrste
— nevtrini tau v;.

Podobno, kot je Pauli ocenil (zgornjo mejo za) maso elektronskega nev-
trina iz oblike spektra elektrona, ki pri razpadu beta nastane skupaj z nev-
trinom, lahko tudi maso nevtrinov v, in v, ocenimo iz energijskega spektra
delcev, ki poleg obeh nevtrinov nastopajo v posameznih procesih. V okviru
natancénosti eksperimentov so vsi izmerjeni spektri skladni s hipotezo o brez-
masnih nevtrinih, ki je vklju¢ena v osnovno teorijo — Standardni model —
osnovnih gradnikov snovi in sil med njimi (interakcij).

Primanjkljaj nevtrinov s Sonca in nevtrinske oscilacije
Sonce je dale¢ najmocnejsi vir (elektronskih) nevtrinov na Zemlji. Nevtrini

nastanejo kot produkt zlivanja jeder. Slika 4 kaze model za opis takega zli-
vanja (levo) in energijski spekter nevtrinov (desno), skladen z modelom [2].
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Slika 4. Levo: model zlivanja jeder v Soncu [2]. Desno: energijski spekter nevtrinov, ki
ustreza modelu.

Prvi je nevtrine s Sonca zaznal Raymond Davis s sodelavci v zacetku
sedemdesetih let prejsnjega stoletja [5], za kar je leta 2002 prejel Nobelovo
nagrado za fiziko. V zbiralniku, napolnjenem s 380 tonami tetrakloretilena
(C2Cly), je opazoval ujetje elektronskih nevtrinov s Sonca v jedrih klora, pri
¢emer nastane radioaktivni izotop argona 37Ar,

ve+Cl— Y Ar+e . (2)

S prepihovanjem zbiralnika je nastale atome argona zbral v majhnem plin-
skem detektorju, v katerem so jedra 37 Ar z zajetjem elektrona presla v jedra
37C1. Ob zapolnjevanju tako nastalih vrzeli v notranji lupini pa so atomi
37Cl izsevali e fotone (rentgensko sevanje) znacilne energije. Zaznano ka-
rakteristicno rentgensko sevanje je bilo nedvoumen dokaz za reakcijo (2)
elektronskih nevtrinov s Sonca v zbiralniku. Vendar je bila izmerjena le
tretjina od Stevila fotonov, ki so ga pricakovali na podlagi modela Sonca [2].
Kasneje so primanjkljaj potrdili tudi stevilni drugi eksperimenti.

Ena izmed moznih razlag za primanjkljaj je, da je model Sonca [2] na-
pacen. Druga moznost je, da se del elektronskih nevtrinov, ki nastanejo
v Soncu, Se pred prihodom na Zemljo spremeni v nevtrine druge vrste, v,
in/ali v;, ki jih eksperimenti ne zaznajo.

Moznost prehoda nevtrinov ene vrste v nevtrine druge vrste in nazaj je
prvi predvidel Bruno Pontecorvo [7] leta 1957 (slika 5).

Verjetnost, da se bo mionski nevtrino spremenil v v, (ali v;),

o Am2cix
4Eh

je sinusno odvisna od razdalje x, ki jo nevtrino medtem prepotuje, njegove
energije E ter razlike mas Am razli¢nih vrst. Pojav imenujemo nevtrinske

P(v, — ve) ocsin
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Slika 5. Nevtrinske oscilacije: del mi- Slika 6. Maketa detektorja Kamio-
onskih nevtrinov se spremeni v nevtrine kande (foto: Jnn, Copyleft). Na na-
druge vrste — elektronske nevtrine. Po- slovnici so fotopomnozevalke, ki so v
jav je mogoC le, ¢e imajo nevtrini od steni detektorja.

nic¢ razli¢no maso.

oscilacije. Ob tem je pomembno, da do oscilacij lahko pride le, ¢e imajo
nevtrini (od ni¢ razliéno) maso, kar je v neposrednem nasprotju s prej ome-
njenim standardnim modelom osnovnih gradnikov snovi in interakcij.

Atmosferski nevtrini in eksperiment Super-Kamiokande

Prvi¢ so nevtrinske oscilacije izmerili leta 1998 [6] z detektorjem Super-
Kamiokande (SK), ki so ga postavili 1000 m pod zemljo v rudniku Mozumi
v mestu Hida na Japonskem. Detektor SK (slika 6) je zbiralnik vode v obliki
valja viSine 41 m in premera osnovne ploskve 39 m. Zbiralnik vsebuje 50 000
ton vode, v njegovih stenah pa je 13000 fotopomnozevalk (detektorjev sve-
tlobe).

7 detektorjem SK so izmerili oscilacije atmosferskih nevtrinov, ki nasta-
nejo pri trkih kozmicnih zarkov (visokoenergijskih protonov) z jedri atomov
v vrhnjih plasteh atmosfere, pri ¢emer je delez mionskih nevtrinov okoli
2/3, delez elektronskih nevtrinov pa okoli 1/3 (delez nastalih nevtrinov tau
je zanemarljivo majhen). Energija atmosferskih nevtrinov je v povprecju
precej visja od energije nevtrinov s Sonca. Kadar visokoenergijski atmos-
ferski nevtrino interagira z nukleonom N v jedru atoma v detektorju SK,
se lahko spremeni v nabit delec, v, vy~ in v, ve™,

Vu—l—N—)N/"i‘M_,
U6+N—>N,—i—e_.
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Slika 7. Nabit delec s hitrostjo, ki Slika 8. Detektor Kamiokande meri Stevilo at-
je ve¢ja od hitrosti svetlobe v snovi, mosferskih nevtrinov, ki vstopajo v detektor od
seva svetlobo Cerenkova. Izsevana spodaj in od zgoraj: obroci Cerenkova na dnu de-
svetloba tvori plas¢ stozca z osjo, ki tektorja so posledica atmosferskih nevtrinov, ki so
se ujema s smerjo gibanja nabitega  vstopili v detektor od zgoraj, obroc¢i na stropu de-
delca. Ob projekciji fotonov na rav- tektorja pa posledica atmosferskih nevtrinov, ki
nino z detektorji svetlobe dobimo so vstopili v detektor od spodayj.

znacilne kolobarje — obroce svetlobe

Cerenkova.

Ce je hitrost nastalega nabitega delca (1~ ali e7) vecja od hitrosti svet-
lobe v vodi, delec seva svetlobo Cerenkova (slika 7), ki jo v obliki obrocev
zaznajo fotopomnozevalke v stenah detektorja. Ker je smer nastalih p~ in
e~ mocno korelirana s smerjo v, in v, so obroci Cerenkova na dnu detektorja
vec¢inoma posledica atmosferskih nevtronov, ki so vstopili v detektor od
zgoraj, obroCi na stropu detektorja pa posledica atmosferskih nevtrinov,
ki so vstopili v detektor od spodaj (slika 8). Poleg tega so obroci svetlobe
Cerenkova, ki jo izsevajo mioni, ostrejsi od obrocev, ki jih dobimo s sevanjem
elektronov (slika 9): elektronske obroce Cerenkova razmazejo dodatni fotoni,
ki jih dobimo z zavornim sevanjem elektronov, medtem ko je zavorno sevanje
mionov zanemarljivo (40 000-krat sibkejse od zavornega sevanja elektronov).

Opisane znacilnosti so omogocile, da so z detektorjem SK izmerili raz-
merje tokov mionskih in elektronskih atmosferskih nevtrinov, ki vstopajo v
detektor iz razliénih smeri: posebej od zgoraj in posebej od spodaj. Pri tem
so izmerili, da je razmerje mionskih in elektronskih nevtrinov, ki vstopajo v
detektor od zgoraj (razmerje Stevila obrocev svetlobe Cerenkova z ostrimi
in z razmazanimi robovi na dnu detektorja), enako razmerju ob njihovem
nastanku (okoli 2 v korist mionskih nevtrinov), za nevtrine, ki vstopajo v
detektor od spodaj, pa je to razmerje znatno manjse od 2. ZmanjSanje
razmerja razlozijo nevtrinske oscilacije: nevtrini, ki vstopijo v detektor od
zgoraj, od svojega nastanka v atmosferi do detekcije prepotujejo le okoli
10-15 km (slika 8, levo), kar je zanemarljivo malo v primerjavi z razdaljo,
znacilno za oscilacije, medtem ko nevtrini, ki vstopijo v detektor od spodaj,
prepotujejo celotno zemeljsko kroglo (13000 km), kar je dovolj, da se lahko
znaten del nevtrinov ene vrste spremeni v nevtrine druge vrste. Rezultati
SK so skladni s prehodi mionskih nevtrinov v nevtrine tau.
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Slika 9. Obro¢ svetlobe Cerenkova, ki jo izseva mion (levo) in elektron (desno) (vir:
Tomasz Barszczak [8]).

Nevtrinski observatorij Sudbury (SNO)

Detektor SNO (slika 10) je zbiralnik, ki vsebuje 1000 ton tezke vode, D20,
z dodatkom soli NaCl, v stenah zbiralnika pa je vgrajenih 9500 fotopo-
mnozevalk. Stoji 2000 m globoko pod zemljo v rudniku Creighton v kraju
Sudbury, Kanada.

Ena izmed moznih reakcij nevtrinov s Sonca s tezko vodo v detektorju
je t. i. reakcija z nevtralnim tokom, pri kateri jedro devterija (devteron D)
razpade na proton in nevtron,

Ve +D = p+n+uv,, x=eur. (3)

Prosti nevtron ujame jedro klora, Cl, ki nato v kratkem ¢asovnem intervalu
izseva &tiri fotone. Ti fotoni se nato sipljejo na elektronih molekul tezke
vode, pri ¢emer elektroni presezejo hitrost svetlobe v vodi in zato sevajo
svetlobo Cerenkova, ki jo zaznajo fotopomnozevalke. Veckratni skoraj soca-
sni obroéi svetlobe Cerenkova so torej znak za reakcijo (3) nevtrina s Sonca
z devteronom v detektorju SNO. Da so lahko izkljucili druge mozne vire
takih dogodkov (ozadje), so morali zmanjsati obic¢ajni delez radioaktivnih
elementov v vodi za faktor 1000 000.

Reakcija (3) je, drugace od reakcije (2), enako verjetna za vse vrste nev-
trinov. To pomeni, da bo izmerjeno stevilo reakcij (3) enako, ¢e elektronski
nevtrini ves ¢as ostanejo elektronski nevtrini ali ¢e se na poti med svojim
nastankom v Soncu do mesta detekcije spremenijo v nevtrine druge vrste
— §tevilo reakcij (3) je odvisno le od toka nevtrinov s Sonca, ne pa tudi od
nevtrinskih oscilacij.

Izmerjeno stevilo reakcij (3) z detektorjem SNO [1] je skladno s stevilom,
ki ga napove model Sonca [2]. Model Sonca je torej pravilen in primanj-
kljaj izmerjenih reakcij (2) iz poglavja Primanjkljaj nevtrinov s Sonca in
nevtrinske oscilacije lahko pojasnijo le nevtrinske oscilacije.

216 Obzornik mat. fiz. 62 (2015) 6



Oscilacije nevtrinov

Slika 10. Detektor SNO (objavljeno z dovoljenjem SNO).

Sklep

Opisani eksperimenti nedvoumno kazejo na to, da nevtrini oscilirajo. To
pomeni, da imajo nevtrini maso, kar je v nasprotju s Standardnim mode-
lom osnovnih gradnikov snovi in interakcij. Obstaja vec razli¢nih predlogov
kako dopolniti Standardni model, da bo vklju¢eval masivne nevtrine, in
poskusi bodo pokazali, kateri izmed teh predlogov, ¢e sploh kateri, je pravi-
len. Kon¢na masa nevtrinov pomeni tudi, da njihov delez v temni snovi ni
zanemarljiv.
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V Soli smo obravnavali sestavo ocesa in njegovo optiko. Prav malo pa
smo izvedeli o o¢eh, ¢eprav gledamo v svet z dvema oc¢esoma. O¢i povedo
ve¢ kot posamezno oko, saj se sliki na mreznicah razlikujeta. Prav na tej
razliki dobro presodimo oddaljenost predmetov, ki so blizu nas. To je za
orientacijo v prostoru zelo pomembno. Tudi zveri, primati, plazilci . .., torej
lovci, imajo o¢i postavljene tako, da lahko hkrati gledajo eno samo tocko v
prostoru. Rastlinojedci, na primer zajci ali srne, tega ne morejo, pri njih je
pa¢ pomembneje opazovati ¢im SirSo okolico, da ne postanejo plen zverem.

Prostorsko sliko lahko pri¢caramo tako, da poskrbimo, da vsako oko vidi
malo drugac¢no sliko. Seveda morata pri tem biti sliki popolnoma usklajeni.
Pri prostorski fotografiji za to poskrbita dva fotografska aparata, ki sta
usmerjena v isto to¢ko, najpogosteje na oddaljenem horizontu. Amaterji
pa posnamemo dve sliki z enim fotoaparatom, poskrbeti moramo le, da je
objektiv v obeh primerih usmerjen v isto, nekoliko oddaljeno tocko prostora
ter premaknjen v vodoravni ravnini za kakih deset centimetrov. Danes je
taki fotografiji mogoce prenesti na racunalniski zaslon drugo poleg druge in
ju nato z ogledom z zrcalom ali prizmo »zliti« v eno, glej sliko 1. Z levim
oc¢esom, denimo, gledamo levo sliko na zaslonu, z desnim pa prek odboja na
zrcalu zrcalno obrnjeno desno sliko. Z malo vaje se prav osupljivo prikaze
iluzija prostorske globine.

Ce sta sliki primerno skupaj, ju poskusimo opazovati z bolséanjem, da
si pricaramo prostorski vtis. Za kaj takega potrebujemo nekaj ve¢ vaje, saj
smo vajeni z obema oc¢esoma gledati v isto toc¢ko prostora, torej vedno malo
gkilimo, tem bolj, ¢im blize je ta tocka. Pri bol§¢anju pa moramo doseci,
da desno oko vidi desno sliko, levo pa levo, ki sta seveda razmaknjeni. Sliki
gledamo nekako tako, kot bi bili zelo dale¢, izostriti pa ju moramo na mestu,
kjer pac sta. Ker sta izostritev slike in Skiljenje pri obi¢ajnem gledanju trdno
povezana, ju moramo z vajo razgrahljati — o¢i gledajo oddaljen predmet,
posamezno oko pa mora pri tem izostriti sliko, ki je blizu.

Tako prirejeni sliki imenujemo stereogram. Racunalnisko izrisanih naj-

z naslovom Stereogrami (izdala zalozba Math d. o. o., 1994).
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SR TNONE)

Slika 1. »Zamaknjeni« fotografiji posnamemo in ju prenesemo v racunalnik. Sliki za levo
in desno oko postavimo vstric na zaslon in ju zlijemo v eno z zrcalom ali prizmo. Pri tem
z levim oCesom opazujemo levo sliko, z desnim pa desno v zrcalu. Zrcalo pocasi vrtimo,
da se sliki zlijeta v eno. Sliko za desno oko Se prej zrcalno obrnemo, da je zrcalna slika
potem pravilna. Pri taki pripravi posnetih slik pridejo zelo prav grafiéni programi (npr.
IrfanWiew).

Loceni sliki v hipu zlijemo v eno s stereoskopom. Primerno razmaknjeni
zbiralni le¢i pred otmi poskrbita, da gledata ocesi vsako svojo sliko na pri-
merni oddaljenosti. Tako izostrimo sliki brez napora. Skozi le¢i lahko takoj
zaznamo in opazujemo prostorsko sliko. Stereoskop je preprosta naprava,
lahko jo izdelamo tudi sami. Na sliki 2 je prikazan tak izdelek. Leci sta
bili del zavrzenega manjSega daljnogleda, ohiSje pa je leseno. Razdalja med
letama naj bo ¢im blize zeni¢ni razdalji e opazovalca (pri nas 6,5 cm).

Sliki, ki skozi stereoskop pricarata prostorsko sliko, si lahko izdelamo
tudi sami. Na sliki 3 se tocka A s koordinatami x4, y4 in z4, kot jo vidimo
skozi stereoskop z levim o¢esom, preslika v to¢ko Ay na ravnini papirja s
koordinatama x4, , ya,. Levo oko vidi sliko tocke Ay, na mestu tocke A.
Prav tako se tocka A za desno oko preslika v Ap na papirju. Poljubno sliko
sestavimo iz mnozice tock A, na papirju pa dobimo ustrezni sliki za levo
in desno oko. Seveda najprej delamo z rac¢unalniskim zaslonom namesto s
papirjem, Sele nato sliko v ustreznem razmerju prenesemo na papir.
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Slika 2. Stereoskop iz domace delavnice.

Ceprav bi zgornji opis vnetemu ra¢unarju povsem zado3cal, da bi si lahko
sam izdelal program za risanje stereogramov, le navedimo nekaj enacb, ki
prevedejo poljubno tocko A v tocki Ay in Ap na papirju. Na sliki 3 je
prikazana projekcija celotne postavitve v smeri osi y. Slika razjasni oznake
koli¢in in nakaze zveze med njimi. Iz podobnih parov trikotnikov LOAj, in
LL'’A, LPAL in LSA ter LOB in L' OC razberemo za koordinato x naslednji
razmerji:

r+a D-—z
TA,
a e/2
- - =, 2
D—-1l—-=z l )
Za koordinato y niti ne potrebujemo nove slike, hitro uvidimo razmerje:
Y D—=z
= (3)
Yay,

Zvezo med razdaljama D in [ podajata zbiralni le¢i, ki imata goriS¢no
razdaljo f, in sicer:

- 57 (4)

ker stejemo razdaljo D kot pozitivno. Ta razmerja veljajo tudi za desno
oko, le da namesto pozitivnega e/2 piSemo tam —e/2.

Sedaj se lahko lotimo risanja stereograma. Izberemo si kaksno zanimivo
ploskev, jo prekrijemo s tockami A s koordinatami x, y, z, izraCunamo ustre-
zne koordinate x4, , YA, , TAp, YA, in jih izriSemo. Koordinatni izhodisci
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desno oko N levo oko
e/2 B €/2 ——
leéa D\\ L/ “ A
l
P Y zaslon 7
D
A——S
y 7gs slika
zaslona

Slika 3. Preslikava tocke A na ravnino papirja za levo in desno oko. Tocko Ay vidi
levo oko na mestu tocke A, tocko Ap pa desno oko prav tam. Druge oznacene tocke
potrebujemo pri izpeljavi povezave med koordinatami tocke A z ordinato x4, .

sta, kot razberemo s slike, O in Og. Pri prenosu na papir si pomagamo
s kako posebej izbrano tocko A (najpreprosteje kar s koordinatnim izhodi-
s¢em Og) in razmerje slik na zaslonu in papirju dolo¢imo tako, da razdalja
na papirju med ustreznima tockama x4, in x4, ustreza izracunani.

Na slikah 4-7 smo za neucakane narisali nekaj stereogramov. Nas ste-
reoskop ima leci z goriséno razdaljo f = 12,7 cm, razdalja D pa je pri tem
udobnih 40 cm.

Slika 4. Stereogram stozca.
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Gl

s e
o
Il S A MO
oty +

Slika 5. Tocke na paraboloidni ploskvi.

Slika 6. Sombrero.
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Slika 7. Zvezde v prostoru. Pri tem stereogramu porabimo kar nekaj ¢asa, da dojamemo
smiselno sliko.
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K. S. Patwardhan, S. A. Naimpally, S. L. Singh, Lilavat1 of Bhaskar-
acarya: A Treatise of Mathematics of Vedic Tradition, Motilal

Banarsidass Publishers, Delhi, 2014, 218 strani, 3. izdaja.

Zgoraj so najprej navedeni preva-
jalci in komentatorji znanega ma-
temati¢nega dela Lilavati. Napisal
ga je indijski matematik in astro-
nom Bhaskaracarja, kar pomeni
Bhaskara Ucitelj. Imenujejo ga tu-
di Bhaskara II. Zivel je v 12. stole-

of

haskaracarya

Mathematics of Vedic Tradition

tju. Bhaskara I. je bil prav tako in-
dijski matematik in astronom v 7.
stoletju. Rimske Stevnike so jima
dodelili zato, da ju lazje razliku-
jemo.

Bhaskara II. je napisal Lilavati
v sanskrtu, ki je v prvi vrsti jezik
hinduisti¢ne liturgije, pa tudi jezik
budisti¢ne, hinduisti¢ne in dzain-
isticne filozofije ter literarni jezik
klasi¢ne indijske knjizevnosti. Po-
stal pa je tudi jezik, ki so ga upora-
bljali v znanosti, podobno kot gr-
§¢ino in latins¢ino v Evropi. San-
skrt se ucijo po indijskih Solah, pa
tudi po univerzah po vsem svetu. Sanskrtska besedila se piSejo v pisavi de-
vanagari, ki jo uporabljajo tudi nekateri sodobni jeziki na Indijski podcelini,

Krishnaji Shankara Patwardhan
Somashekhara Amrita Naimpally ¢ Shyam Lal Singh

kov devanagarija gre v stotine milijonov.

Devanagari pozna skoraj 50 ¢rk za samoglasnike in soglasnike ter ne-
kaj dodatnih znamenj. Crke so samo ene vrste, ni malih in velikih kot v
evropskih jezikih. Crke za soglasnike vklju¢ujejo privzeti samoglasnik, zato
uvrséamo devanagari med zlogovne pisave. Na primer, zlogi ka, ka, ki, ki,
ku, ki, ke, kai, ko, kau se zapisejo kot &, &T, f&, T, T, &, &, %‘, &, &l
Devanagari pozna tudi celo vrsto ligatur, zlitij dveh ali ve¢ soglasnikov v
en znak. Primer: Zloga kra, tra se zapiSeta kot 3 . Devanagari hitro
spoznamo po skupni ravni ¢rti, pod katero so nanizane ¢rke. Znaki za Ste-
vilke 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 so o, 9, 2,3, ¥, 1, &, 9, £, . Zapisi z njimi
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se razlikujejo od érk po tem, da nimajo skupne ravne érte. Stevilo 2015 se
zapiSe takole: Q09\.

V devanagariju se piSe od leve proti desni in od zgoraj navzdol. Zaradi
velikega zanimanja za indijsko kulturo je Zze pred 100 leti nastala potreba
po precrkovanju (transliteraciji) sanskrta v latinico. Nastal je sistem TAST
(International Alphabet of Sanskrit Transliteration), s katerim lahko z ustre-
znimi lo¢evalnimi znaki (piko, érto, vijugo, ostrivecem) prepisemo sanskrtska
besedila v latinico. To je v knjigi opisano ze na samem zacetku. Nastali so
Se drugi sistemi prec¢rkovanja. Vcasih prihaja do zmede. V sistemu IAST
pomeni ¢ nas ¢ y nas j, j pa nas dz. Ce ne vemo, ali je beseda preérkovana
v angles¢ino ali slovenséino, ravno j povzroca tezave, ker takoj ne vemo, ali
oznacuje nas j ali dz.

Naslov knjige vsebuje v sistemu IAST prec¢rkovani besedi Lilavati, v
devanagariju SIeTadT, in Bhaskaracarya, v devanagariju YTEhIT=TH, v an-
glescini Bhaskaracharya. Crtice oznacujejo dolge samoglasnike. Prvo pre-
beremo Lilavati, drugo Bhaskaracarja. Slednja je nastala z zdruzitvijo dveh:
Bhaskara, v devanagariju ¥T&&Y, in acarya, v devanagariju 393, kar po-
proti koncu 20. stoletja jo je N. H. Phadke prevedel v marats¢ino, na za-
cetku pricujocega besedila navedeni prevajalci pa v anglesé¢ino. Prvo izdajo
je knjiga, ki jo opisujemo, dozivela leta 2001. Prvi prevodi v anglesé¢ino so
sicer nastali ze na zacetku 19. stoletja. Toda sedaj prinaSa ne le komentarje
in resitve, ampak tudi sanskrtsko besedilo v devanagariju.

Pripovedujejo, da je delo Lilavati dobilo ime po Bhaskarjevi héerki z
istim imenom. Revica je izgubila moznost, da bi se omozila. Temu je bilo
krivo ocetovo zaupanje v astroloske napovedi. Izra¢unal je namrec, da se
Lilavati lahko poroc¢i ob natan¢no doloceni uri na natanéno dolo¢en dan.
Oce je pripravil vodno uro in ¢as poroke naj bi bil, ko bo zadnja kaplja
vode stekla iz posode skozi drobno luknjico. Zeljna éimprejsnje poroke se
je sklonila nad vodno uro, in tedaj se je zgodila nesrec¢a: biser z njenega
okrasja v laseh ji je padel v posodo in zamasil luknjico, prava ura za poroko
je zal minila in v tolazbo je o¢e poimenoval eno od svojih del po svoji héerki
Lilavati. Ime sicer pomeni lepa, igriva, drazestna.

Knjiga najprej pove nekaj o zivljenju in delu Bhaskaracarje, ki ni bil
samo matematik in astronom, ampak tudi zelo dober pesnik. Lilavati je
namre¢ napisana v verzih v skladu z Weierstraflovo izjavo, ki pove, da mate-
matik, ki ni tudi malo pesnika, nikoli ne more biti popoln matematik. Naj-
bolj znano Bhaskarovo delo je Siddhantasiromani — Siddhantasiromani —
fargr=a =T, v angleséini Siddhantashiromani. V knjigi je to napisano
kot ena beseda, nekateri pa pisejo kot dve: Siddhanta Siromani. Dobesedno
to pomeni venec ucenja. Napisal ga je pri svojih 36 letih, pri ¢emer je upo-
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rabil veliko njemu Ze znane matematike, precej pa jo je dodal sam. Lilavati
so uporabljali kot u¢benik v Indiji Se ve¢ stoletij. Razdeljeno je, kot pise na
zacetku knjige, na $tiri dele, ki jih nekateri obravnavajo kot locene knjige.
Te so: 1. Lilavati, ki obravnava aritmetiko, geometrijo in nekaj algebre, 2.
Algebra, 3. Gibanje planetov in 4. Astronomija.

Bhaskaracarja v Lilavati najprej razlozi merske in denarne enote, ki so
jih uporabljali v 11. in 12. stoletju, in odnose med njimi. Nato pride na
vrsto desetiSki mestni zapis stevil. Zanimivo je, da so potence 10" imele
posebna imena za vsa nenegativna cela Stevila n od 0 do 17. Obstajajo pa
v sanskrtu imena vse do n = 140, ¢esar Bhaskaracarja ne navaja. Primera:
10° =1 je eka, 10'* pa parardha.

Sledijo poglavja o osnovnih §tirih ra¢unskih operacijah z naravnimi Ste-
vili. Pri mnozZenju je razlozenih ve¢ metod, na primer z razdelitvijo mnozi-
telja na dva dela, s faktorizacijo mnozitelja, pa tudi metoda, kot jo obi¢ajno
uporabljamo, ko mnozimo s svinénikom na papirju. Na obicajni nac¢in je
razlozeno deljenje z ostankom in brez.

Sledijo poglavja, ki obravnavajo kvadriranje in kubiranje ter kvadratno
in kubi¢no korenjenje naravnih stevil. Snov je razlozena priblizno tako kot v
ucbenikih aritmetike, ki so se pri nas uporabljali takoj po 2. svetovni vojni.

Nato je na vrsti osem operacij z ulomki: seStevanje, odstevanje, mnoze-
nje, deljenje, kvadriranje, kubiranje, kvadratno in kubi¢no korenjenje. Vec
pozornosti je posvecene rac¢unanju z niclo. Tu srecamo pojem neskoncénosti
in racune, ki nas spominjajo na limito.

Nato nadaljuje s tako imenovanim obratnim postopkom, kjer je treba
najti Stevilo. Primer: Neko stevilo najprej pomnozi s 3. Temu produktu
pristej 3/4 njegovega dela. Dobljeno vsoto deli s 7 in nato odstej 1/3 ko-
licnika od dobljenega kolicnika. Odstej 52 od kvadrata dobljenega ostanka.
Pristej 8 kvadratnemu korenu tega rezultata. Nazadnje deli vsoto z 10 in
dobis 2. Potem mi, deklica begavih oci, ¢e poznas obratni proces, povej
zacetno Stevilo! Nagovarjanje na tak ali podoben nacin je v delu pogosto.
Dobimo obcutek, kot da Bhaskaracarja ves ¢as poucuje deklico. Rezultat je
28.

Sledijo razni problemi z eno neznanko iz vsakdanjega zivljenja. V njih
srecamo slone, ¢ebele, labode, razne sadeze, denar, drevesa. V knjigi, ki
jo predstavljamo, je tudi naslednji problem. Dekle in fant sta se ljubila.
Zgodila se je neprijetnost: njej se je pretrgala nit biserne ogrlice. Tretjina
biserov je padla na tla, petina se jih je zakotalila pod posteljo, njej jih je
uspelo zadrzati Sestino, njemu pa desetino. Sest biserov pa je ostalo na niti.
Koliko biserov je stela ogrlica? Odgovor: 30 biserov.

Prevajalci in komentatorji v tej knjigi niso omenili, da te naloge ni v ori-
ginalnem Lilavati, ampak v Manorandzani, delu, v katerem je Ramakrisna
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Deva v 15. stoletju komentiral Bhaskaracarjevo delo.

Kvadratne enacbe Lilavati reSuje z dopolnjevanjem do popolnega kva-
drata. Simbola za koren nima, uposteva pa samo pozitivni kvadratni koren.
Primer: Na jezeru je jata labodov. Sedemkratna polovica kvadratnega ko-
rena Stevila labodov se je preselila na obrezje jezera, en zaljubljen par pa se
je se igral v vodi. Koliko labodov je bilo tam? Odgovor: 16 labodov.

Lilavati vkljuc¢uje tudi naloge v zvezi s premim in obratnim sorazmerjem
(pravilo treh, pravilo petih). Povezane so s cenami, zlatom, menjavo blaga
in enostavnim obrestovanjem. Primer: Na trgu lahko kupimo 300 mangov
za eno drammo (1 dramma = 16 pan). 30 kakovostnih granatnih jabolk
dobis za eno pano. Hitro izracunaj, koliko granatnih jabolk lahko zamenjas
za 10 mangov. Odgovor: 16 granatnih jabolk.

Lilavati obsega tudi nekaj matematike, ki bi jo danes uvrstili v diskre-
tno matematiko: kombinacije, Pascalov trikotnik (khandameru), zaporedja,
permutacije in particije. Ker Lilavati vsebuje tudi nekaj indijske mitologije,
navedimo primer: Gospod Visnu ima 4 roke in v vsaki drzi po eno insignijo:
kij, disk, lotusov cvet in hiSico morskega polza. Koliko razlicnih podob ima
Visnu? Odgovor: 4! = 24.

Precej pozornosti posveti Bhaskaracarja v Lilavati linearnim diofant-
skim enac¢bam ax + by = c. V bistvu jih reSuje z Evklidovim algoritmom,
le da mu tako ne rece. Govori o metodi drobljenja (kuttaka). Pripomni-
mo, da je Bhaskara obvladal tudi Pellove enacbe z? — Dy? = 1, kjer D
ni kvadrat. Reseval je enacbo 22 — 61y? = 1 in naSel najmanjso resitev
(z1,y1) = (1766319049, 226 153 980). To je vsekakor omembe vreden rezul-
tat, ¢e upostevamo takratno splo$no stanje matematike in rac¢unskih pripo-
mockov.

Velik del knjige obravnava ravninske geometrijske probleme: Pitagorov
izrek, razreSevanje trikotnikov in Stirikotnikov, plos¢ine likov. Pri stereo-
metriji ra¢una povrSine in prostornine raznih teles. Poseben razdelek je
posvecen uporabi geometrije pri sencah. Precej je avtor dal na to, da bi
se racuni izsli v celih ali pa vsaj v racionalnih Stevilih. Primer: Kaca ima
luknjo v zemlji tik ob 9 komolcev visokem drogu. Na njem sedi pav, ki
zagleda proti luknji bezeco kaco v trenutku, ko je od nje oddaljena 27 ko-
molcev. Pav poleti proti kaci enako hitro kot le-ta bezi. Pav zgrabi kaco. V
kateri razdalji od droga se to zgodi? Odgovor: 12 komolcev od droga.

Lilavati vsebuje precej nalog, ki jih najdemo po raznih zbirkah in knjigah
o zgodovini matematike. Vsekakor je Lilavati knjiga, ki je pomembna tako
z zgodovinskega kot literarnega vidika. Napisana je bila, ko Se niso uporab-
ljali nikakrsnih matemati¢nih znakov in ko Se ni bilo tiska. Zanimivo pa je
dejstvo, da Indijci v Bhaskarovem ¢asu niso zapisovali dokazov.

Marko Razpet, T ?T-aF[
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The Art Of Computer Programming

Donald E. Knuth: The Art Of Computer Programming, Volume
4, Generating All Trees, History of Combinatorial Generation,
Fascicle 4, Courier Corporation plant in Stoughton, Massachusets,
januar 2006, 120 strani.

Knjizica, v kateri so opisani raz-
licni algoritmi za generiranje dre- A
ves, predstavljena pa je tudi zgo-

dovina generiranja razliénih kom- NEWLY AVAILABLE SECTIONS OF
THE CLASSIC WORK

binatori¢nih struktur, je le eden od
mnogih zvezkov, s katerimi Donald
E. Knuth, znan dale¢ po svetu po
svojem pionirskem delu na podro- ThC Al't Of

¢ju algoritmov in programerskih

tehnik, po svoji iznajdbi TeXa in CompLIter
METAFONTa, ter kot ploden in Pfogl‘amming

vpliven pisec, zasluzni profesor
Umetnosti racunalniskega progra-

o Univorgt Stamford. ok VOLUME 4
miranja na Univerzi Stanford, suk- i

an dopolnii e Generating All Trees
ce51vvn‘0 0po nJu:]f?, razsirja in zao- Yol o Conibbionial
krozuje svoje velicastno delo Ume- Generation
tnost racunalniskega programira- FASCICLE

nja, ki ga je zacel pisati leta 1962.
Knuthovo pisanje je delezno sogla-
snega obcudovanja strokovnjakov
ne le zaradi svoje tehtnosti, am-

DONALD E. KNUTH

pak tudi zaradi slogovnih odlik: lepote in elegance njegovih analiz, jasnosti
in natancénosti njegovih razlag ter lucidnosti njegovih komentarjev.

Kot pravi avtor sam, si je, potem ko je v prejsnjih zvezkih obravnaval
generiranje drugih kombinatori¢nih struktur (npr. permutacij, kombinacij
in particij), najboljse, generiranje dreves, prihranil za konec. Teorija dre-
ves, ene kljuénih diskretnih struktur, povezuje koncepte razli¢cnih vidikov
racunalniSkega programiranja, probleme generiranja vseh dreves dolocenega
razreda (npr. na n vozlis¢ih) pa so v primerjavi s problemi generiranja dru-
gih kombinatori¢nih struktur, ki so jih v razlicnih oblikah obravnavali ze
v §tevilnih starodavnih kulturah (Indija, Kitajska, Japonska, stara Gréija,
itd.), matematiki in racunalniski strokovnjaki zaceli intenzivno obravnavati
Sele po letu 1950. Pred tem so se z enumeriranjem vseh dreves dolo¢enega
razreda ukvarjali le zelo redki, npr. Arthur Cayley je leta 1875 v svojem veli-
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kem delu o drevesih podal diagrame vseh binarnih dreves s tremi notranjimi
grafa so razvili Stevilni avtorji po letu 1950, prvotna motivacija zanje pa je
bilo raziskovanje elektriénih omrezij.

Knjizica je pisana na kozo tako racunalniskim strokovnjakom kot tudi
tistim, ki jih navduSuje zgodovina matematicnih znanosti. Brez dolgoveze-
nja in okoliSenja zacne z razlago temeljne zveze med »pravilno vgnezdenimi
oklepaji« in drevesi, po kateri je vsak par ustrezajocih si oklepajev (ki mu
ustreza neko vozlisce prirejenega drevesa) kodiran z zaporednima stevilkama
levega oklepaja » (« in desnega oklepaja »)«. Tabela s 14 razliénimi pravilno
vgnezdenimi Stirimi pari oklepajev in ustreznimi drevesi ter izomorfnimi
strukturami prikaze tudi razli¢ne nacine njihovega kodiranja. Zanimiva izo-
morfna struktura so hkratna rokovanja 2n ljudi za okroglo mizo, pri katerih
noben od n parov, ki si seze v roke, ne zmoti rokovanja nobenega drugega
para.

Po vrsti spoznamo algoritem za leksikografsko urejanje vgnezdenih okle-
pajev, algoritem za generiranje binarnih dreves, pa tudi algoritme po vzoru
Grayeve kode, ki generirajo vsa mozna drevesa tako, da od vsakega ge-
neriranega drevesa preidemo k naslednjemu le z majhno perturbacijo. Pre-
gledu nekaterih kljuénih dejstev o Catalanovih stevilih, ki ustrezajo Stevilom
objektov, dobljenih v teh algoritmih, sledi zanimiv odlomek o slu¢ajno gene-
riranih drevesih ter analiza tako imenovanega »vzorca bozi¢nega drevesax,
v katerem so razporejena vsa dvojiska zaporedja dolzine n natanko enkrat
tako, da se zaporedja z istim Stevilom enk pojavijo v istem stolpcu, in da
se v vsaki vrstici zaporedni dvojiski zaporedji razlikujeta le na enem mestu.
Stevilo vrstic takega bozicnega drevesa reda n (ki ga je mogoce brez tezav
dolo¢iti) natan¢no ustreza velikosti najvecje antiverige podmnozic mnozice
{1,2,...,n}, znane iz izreka Emanuela Spernerja (1928).

Teoreticnemu in zgodovinskemu delu sledijo Stevilne naloge. Prvi del teh
nalog bralcu pomaga razumeti in osvojiti strokovni, algoritemski del knjige;
drugi del teh nalog pa je namenjen temu, da se vzivimo v nac¢in razmisljanja
matematikov (in drugih ucenjakov, npr. gramatikov, ki so iskali vse mozne
ritmicne razli¢ice sanskrtskih ali starogrskih verzov, ali glasbenih teoretikov,
ki so iskali vse mozne sezname melodi¢nih linij iz danih razli¢nih tonov), ki so
prvi razmisljali o posameznih problemih, in da razumemo, da so bili razli¢ni
koncepti in postopki v zvezi z generiranjem kombinatori¢nih struktur, ki se
morda danes zdijo enostavni, v svojih zacetkih velik izziv celo za najvecje
ume tistega Casa.
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V zgodovinskem delu knjizice, za katerega Knuth pravi, da se je ob njego-
vem raziskovanju naucil veliko zanimivega o ¢loveku in njegovi kulturi, nam
predstavi zelo zanimive in davne primere generiranja in enumeriranja razlic-
nih kombinatori¢nih objektov, npr. 64 heksagramov (ki ustrezajo binarnim
zaporedjem dolzine 6) iz slavne knjige I Ching (Knjiga sprememb), ene od
petih klasiénih del konfucijanske modrosti, pa 52 diagramov (imenovanih po
52 poglavjih znanega literarnega dela japonske pisateljice Murasaki Sikubu:
Zgodba o Genjiju iz 11. stoletja), ki ustrezajo razli¢nim razdelitvam mnozice
{1,2,3,4,5} v njene podmnozice (in katerih stilizirane variante je mogoce
najti v standardnih katalogih kimono vzorcev v 20. stoletju), pa 56 razli¢nih
zaporedij treh metov kock, ki jih je, ker je bilo sicer priljubljeno kockanje du-
hovnikom prepovedano, skof Wibold iz Cambraja iz severne Francije povezal
s posameznimi vrlinami (npr. 111 = ljubezen, 112 = vera, 113 = upanje,
itd.) ter tako izumil nekaksno igro zbiranja vrlin (Ludus clericalis), ki pa
so jo smeli igrati in se jim tako ni bilo treba odre¢i metanju kock. Zanimiv
je tudi problem, ki ga je neuspesno reSeval celo Leibniz, in sicer, koliko je
permutacij besed nekega latinskega verza, ki ustrezajo tudi dolo¢enim rit-
micénim omejitvam, ki so veljale za latinske verze. Problem je uspesno resil
Sele James Bernoulli v svojem inavguracijskem govoru leta 1692. Knuth v
zvezi s tem navaja tudi zanimiv Bernoullijev citat: »Celo najmodrejsi in
najbolj bistri ljudje véasih trpijo za nec¢im, kar Logiki imenujejo nezadostna
enumeracija primerov. «

Knjizica, ki mi je prisla v roke po naklju¢ju (tako se dostikrat, po nedo-
umljivi igri nakljucja, zgodi s knjigami, ki so nam najbolj vsec!), mi je po
eni strani zelo priblizala rac¢unalnisko programiranje, me je pa tudi izredno
prijetno presenetila v svoji zgodovinski, humanisti¢ni dimenziji, saj prepri-
¢ljivo kaze, da tudi vrhunska matemati¢na oziroma ra¢unalniska strokovnost
ni nezdruzljiva z zgodovinsko analizo. Se en lep dokaz, da nasi morebitni
predsodki o tistem, ¢esar ne poznamo dovolj, niso vredni, da jih obdrzimo
in cenimo kot nekaj vrednega. Ce bi namreé vztrajal pri svojem predsodku,
da taksna knjiga Ze ne more biti zanimiva, bi bil prikrajSan za prebiranje
navdihujo¢ih misli, kot so npr.: »Za globlje razumevanje je koristno Stu-
dirati rekurzivno strukturo v osnovi algoritma P«, ali: »Povpre¢na oblika
naklju¢no generiranega binarnega drevesa je priblizno enaka spodnji polo-
vici elipse.« Taksnih stavkov je v knjigi Se veliko. Veselim se ze branja tudi
drugih Knuthovih del, omenjeno knjizico pa priporo¢am vsem bralcem, ki
imajo radi rac¢unalni$tvo in zgodovino matematike!

Juriy Kovic¢
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ZOISOVE NAGRADE IN PRIZNANJA 2015

Zoisove nagrade in priznanja, priznanja Ambasador znanosti ter Puhova
priznanja za leto 2015 so bila podeljena 20. novembra v Portorozu. Med
prejemniki Zoisovih nagrad in priznanj sta tudi clana nasega drustva: prof.
dr. Tomaz Pisanski in prof. dr. Andreja Gomboc. Vsem nagrajencem iskreno
Cestitamo za uspeh in priznanje.

Dosezki nagrajencev so opisani na straneh Ministrstva za Solstvo, zna-
nost in sport [1]. Povzemimo dosezke nasih ¢lanov.

Zoisovo nagrado za vrhunske dosezke pri znanstvenoraziskovalnem delu
na podrocju diskretne matematike in njenih uporab je prejel prof. dr. Tomaz
Pisanski.

Dr. TomaZ Pisanski je vrhunski
raziskovalec, ki deluje na podrocju
diskretne in racunalniske matema-
tike, z aplikacijami v naravoslovju,
tehniki in druzboslovju. O Sirini
njegovega delovanja prica obsezna
bibliografija, ki zajema 146 izvir-
nih znanstvenih ¢lankov, eno znan-
stveno monografijo, ki je leta 2013
iz§la pri ugledni zalozbi Birkh&u-
ser, in Stiri poglavja v mednaro-
dnih monografskih publikacijah. Izjemno odmevnost njegovega dela potrjuje
veC kot 1000 normiranih ¢istih citatov v zadnjih desetih letih in normirani
H-indeks 19.

Dr. Pisanski je eden od pionirjev topoloske teorije grafov na svetu in
zaCetnik svetovno znane slovenske Sole teorije grafov. Leta 2008 je sousta-
novil prvo mednarodno matemati¢no revijo v Sloveniji, Ars Mathematica
Contemporanea, ki se je leta 2014 uvrstila v prvo polovico SCI-revij na
matemati¢nem podrocju.

V zadnjih sedmih letih je prof. dr. Pisanski sam ali v soavtorstvu ob-
javil 47 izvirnih znanstvenih ¢lankov v uglednih mednarodnih revijah. Iz
Evropske znanstvene fundacije je leta 2011 pridobil projekt GReGAS in po-
stal sploh prvi slovenski koordinator kakega projekta po programu EURO-
CORES. Njegov najpomembnejsi prispevek v svetovno zakladnico znanja
temelji na uporabi metod diskretne matematike v naravoslovju in tehniki.
Izjemen je njegov prispevek k razvoju teorije upodobitev grafov, ki se upo-
rablja v sami matematiki, pa tudi v kemiji, biologiji in drugih znanostih.

V letih 1998 in 1999 je bil predsednik drustva. Je castni ¢lan drustva,
bil je med ustanovnimi uredniki Preseka, sodeloval je pri popularizacijskih
aktivnostih drustva. Ukvarja se tudi z zgodovino matemati¢nih znanosti.
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Leta 2004 je organiziral razne obelezitve 250-letnice rojstva Jurija Vege.
Med drugim je uredil dvojezi¢ni zbornik Baron Jurij Vega in njegov cas.
Za to je prejel red za zasluge s srebrnim vencem. Zadnje ¢ase dr. Pisanski
deluje predvsem na Univerzi na Primorskem, kjer je tudi ¢astni senator.
Prof. Pisanski je redni ¢lan Mednarodne akademije za matemati¢no kemijo,
Inzenirske akademije Slovenije ter zdruzenja Academia Furopaea.

Zoisovo priznanje za pomembne dosezke pri proucevanju izbruhov seva-
nja gama je prejela prof. dr. Andreja Gomboc.

Dr. Andreja Gomboc je redna
profesorica za astronomijo na
Univerzi v Novi Gorici, njeno
raziskovalno delo pa je bilo do
nedavnega vpeto na Univerzo v
Ljubljani. Glavno podrocje nje-
nih raziskav so izbruhi sevanja
gama, ki so v svetu ena najak-
tualnejsih tem sodobne astrofi-
zike.

Dr. Gomboc je soustanovi-
teljica mednarodne skupine za
proucevanje izbruhov sevanja
gama, ki uporablja tri najvecje
robotske teleskope na svetu. Na
njen predlog so na teleskop Li-
verpool namestili poseben pola-
rimeter in tako uvedli novo me-
todo meritve polarizacije opti¢nih zasijev izbruhov sevanja gama v samo
nekaj minutah po detekciji izbruha s satelitom. Trenutno je to edina razi-
skovalna skupina na svetu, ki je tehni¢no sposobna opravljati take meritve,
kar kaze na izvirnost in edinstvenost teh raziskav.

S svojim delom in utemeljitvijo meritev, ki se pred tem niso izvajale, je
dr. Andreja Gomboc kljuéno prispevala k razumevanju teh izjemno silovitih
pojavov v vesolju. Njena znanstvena dela so objavljena tudi v najpresti-
znejsih revijah, kot sta Science in Nature.

Dr. Gomboc je aktivna ¢lanica drustva in je od leta 2009 predsednica
Slovenskega odbora za astronomijo in predsednica komisije za drustveno
tekmovanje v znanju astronomije. Od leta 2011 ureja spletni Portal v veso-
lje.

LITERATURA

[1] http://www.mizs.gov.si/si/medijsko_sredisce/novica/article//9365/
14dcedbf97c1df1eda67773cc5036724/, ogled 30. 11. 2015.

Ales Mohorié
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DVAINDVAJSETO MEDNARODNO TEKMOVANJE
STUDENTOV MATEMATIKE

Tudi tokrat se je v Blagoevgradu v Bolgariji med 27. julijem in 2. avgu-
stom 2015 pomerilo 330 studentov matematike s 73 univerz z vsega sveta.
Ceprav so Se vedno prevladovale evropske univerze, sta se tekmovanja ze
tradicionalno udelezili tudi izjemno Stevilni brazilska in iranska ekipa, med
tekmovalci pa ste na primer lahko nasli tudi studente iz Kostarike, Mehike,
Kitajske in Arabskih emiratov. Ljubljansko univerzo so zastopali Rok Ha-
vlas, Vesna Irsi¢, Teo Kukuljan, Veno Mramor in Neza Zager Korenjak,
primorsko pa Ivan Bartulovié, Vladan Jovi¢i¢, Marko Palangeti¢ in Roman
Solodukhin.

Studentje so dva dneva, vsak dan po pet ur, reSevali po pet nalog. Ve-
¢inoma zelo zvite in tezke naloge so iz snovi, ki se predava pri standardnih
predmetih v prvih dveh letnikih §tudija matematike.

Slika 1. Predstavniki slovenskih univerz v menzi Ameriske univerze.

Veno Mramor in Marko Palangetié¢ sta dobila drugo nagrado, Ivan Bar-
tulovi¢ in Teo Kukuljan tretjo, preostali Studentje pa so dobili pohvale. Na
lestvici 74 ekip je ljubljanska ekipa zasedla 47., primorska pa 48. mesto.

Zelo veliko o tekmovanju, prejsnjih tekmovanjih, nalogah in rezultatih
lahko najdete na domaci strani organizatorja www.imc-math.org.

Za boljsi vpogled v tezo in tip nalog sledi nekaj nalog z reSitvami. Le-
tosnje naloge so bile bolj simpati¢ne in lazje resljive kot prejsnja leta. Ver-
jamem, da bodo za mnoge bralce zanimiv izziv.
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Nekaksen nenapisan dogovor pravi, da je treba vsak dan zaceti z dosto-
pno nalogo, ki naj bi jo resila velika ve¢ina studentov. Tudi jaz sem bil med
ocenjevalci naslednje zelo simpati¢ne naloge iz linearne algebre:

I.1. Naj bo n > 2. Realni matriki A in B velikosti n X n zadoSéata enacbi
(A+B)t=A"14+B71.

Pokazi, da je det A = det B. Ali enak sklep velja tudi v primeru kom-
pleksnih matrik?

Ko enakost pomnozimo z A + B, dobimo
I=(A'+B YHYA+B)=2I+A"'B+B'A,

ali ekvivalentno
A'B+B'A+I=0.

Prvi sesStevanec je inverz drugega, zato se enacba s substitucijo X =
A~ B poenostavi v

X+X1'+7I=0.
Od tod sledi X2+ X +T=01in

X*-1=0.
Zato je X3 = I, (det X)? = 1 in zaradi realnosti matrik velja

1 =det X =det(A™'B) = giiﬁ .

Tako smo pokazali, da je v realnem primeru det A = det B.

Enakost (det X)? = 1 da slutiti, da nam lahko v kompleksnem primeru
nagajajo tretji koreni enote. Naj bo ( = %(—1 +iv/3). Za A vzemimo
identi¢no matriko, za B pa diagonalno matriko, ki ima na diagonali ¢
ali ¢2, tako da det B # 1. V primeru, ko n ni veckratnik tevila 3, lahko
na primer vzamemo kar B = (I.

Tedajje A' =1, B-'=B, I+B+B=0in
(A+B) '=(-B)'=-B=I+B=A"+B"",

vendar det A = 1 # det B.

Podobno dostopna je bila naloga iz analize, s katero se je zacel naslednji
dan.
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Slika 2. Ljubljanska ekipa pred rilskim samostanom.

Pokazi, da velja
= 1
— <2
nz::l vn(n+1)

Studentje so nasli ogromno razliénih resitev, verjetno najbolj naravna
pa je ocena z integralom.

S pomo¢jo substitucije ¢ = 22 je zelo lahko v primeru a > 0 eksplicitno
izracunati integral

> 1
/ md:ﬂ:ﬂ—2arctg\/a.

Integrand je strogo padajoca funkcija. Poglejmo si Darbouxove pravo-
kotnike Sirine 1 za spodnjo oceno plos¢ine. Ker je m > 2, moramo nekaj
prvih ¢lenov izracunati posebej. Dobimo:

[o¢] (o]
Z;<1+L+L+/ ;d;p:
—yn(n+1) "2 3v2 43 J3 Va(z+1)
1 n 1 n 1
2 3v2 43
Zelo mi je bila vSe¢ tudi naslednja veliko tezja, a elementarna naloga z
zvito uporabo kompleksnih stevil:

+7r—2arctg\/§<2.

Ali obstaja 15 celih Stevil mq, ..., mis, za katera velja
15
ij -arctg j = arctg 16 7
j=1
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Slika 3. Primorska ekipa.

Rezultat funkcije arctg si predstavljajmo kot polarni kot. Ker se koti pri
mnozenju kompleksnih Stevil sesStevajo, pri potenciranju pa se mnozijo
z eksponentom, bi bil v primeru zgornje enakosti argument Stevila z =
1 + 167 enak argumentu produkta

w=(1+2)" - (1424)"-- (14 15i)™> .
V tem primeru bi bil kvocient » = ¥ neni¢elno realno stevilo. Se ve¢,
ker je realni del stevila w cel, realni del z pa enak 1, bi bil tudi kvocient
r nenicelno celo Stevilo.

Absolutna vrednost |w|? je r2-kratnik absolutne vrednosti |z|?:
15
(1+16%)r = [ +52m .
j=1

Sedaj pride najbolj nepri¢akovani del resitve: Stevilo
p=1+16* =257
je prastevilo, na desni pa za vse faktorje velja
1+2<14162=p.

To je v nasprotju z enoli¢nim razcepom Stevila na prastevila.

Za konec Se primer zadnje, najtezje naloge:
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Naj bon >2 in Ay, As, ..., Apt1 tocke v n-razseznem evklidskem pro-
storu, ki ne lezijo na isti hiperravnini. Tocka B lezi v notranjosti kon-
veksne ogrinjace tock Ay, Aa, ..., Apy1. PokaZi, da je kot LA;BA; top
za vsaj n parov (i,7), 1 <i<j<n-+1.

Za 1l <i < n+1oznacimo v; = BA;. Kot LA; BA; je top natanko tedaj,
ko je skalarni produkt (v;,v;) < 0. Ker je B v notranjosti konveksne
ogrinjace, za primerna pozitivna Stevila Ai,..., A, > 0 z vsoto, manjSo
od 1, velja

App1B = Z NiAn14;
=1

zn:)\ﬂ}i + <1 — zn:/\Z)’Un_H =0.
=1 =1

Potem je tudi A\pyq1:=1—-3 " A > 0.

Poglejmo si graf, ki ima za vozlis¢a tocke 1, 2,...,n + 1. Tocki i in
J naj bosta povezani, ¢e je (v;,v;) < 0. Pokazali bomo, da je ta graf
povezan. Ker ima vsak povezan graf z n + 1 vozlis¢i vsaj n povezav, bo
s tem naloga reSena.

ali drugace

Ce graf ne bi bil povezan, bi lahko vozlis¢a razbili na disjunktni podmno-
zZiciVin Wz VUW = {1,...,n+1}, pri ¢emer bi zaradi nepovezanosti
veljalo (v;,v;) >0zavseie VinjeW.

Poglejmo si enakost
n+1

Z )\ﬂ)z‘
=1

2
S| +2) 0> Aid(vi,vg)

iEW i€V jEW

2
0=

2
= -

Z AiV;

eV

Sestevanci v zadnji dvojni vsoti so nenegativni. Ker tocke ne lezijo v
isti hiperravnini, velja tudi

Z )\Z"UZ' 75 0 in Z )\wi 75 0.
icV icw
To pomeni, da zadnja enakost ni mozna in prisli smo do protislovja.

Kljub na videz liberalnim ocenam kot zanimivost povejmo, da je ocena
v nalogi najboljsa mozna. Za primer bi lahko vzeli v,+1 = (1,1,...,1),
za v; pa vektor, ki ima na i-tem mestu —1, drugje pa nicle. V tem
primeru je (v;,v;) <0 le v primeru, ko jei =n+1ali j =n+ 1.

Marjan Jerman
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MaRS 2015

MARS 2015

Od 16. do 22. avgusta letos je potekal jubilejni deseti tabor za srednjesolce
MaRS (MAtematicno Raziskovalno Sre¢anje). Marsovei smo se zbrali v
Rakovem Skocjanu, natanéneje v Centru Solskih in obsolskih dejavnosti Rak.
Tabora se je udelezilo 22 dijakov in dijakinj iz vse Slovenije, za uspesno
odpravo pa je poskrbelo deset ¢lanov posadke: David Gajser, Rok Gregoric,
Vesna Irsi¢, Vid Kocijan, Anja Petkovi¢, Nejc Rosenstein, Ziva Urbanéic,
Jana Vidrih, Neza Zager Korenjak (UL FMF) in Matej Roskaric (UM FNM),
v oporo pa nam je bil tudi dr. Bostjan Kuzman (UL PeF).

Tako kot vsa leta doslej je bila osrednja marsovska dejavnost priprava
projektov. Clani posadke smo pripravili osem razli¢nih matematiénih tem,
ki so jih udelezenci raziskovali v skupinah po dva ali tri. Vsak dan smo
kar nekaj ur namenili delu pri svojem projektu. Preden so udelezenci pro-
blem resili, so morali spoznati nekaj novih matemati¢nih znanj, nato pa so
napisali krajsi ¢lanek ali sestavili videopredstavitev ter morebitno ra¢unal-
nisko aplikacijo. Na koncu so pripravili Se kratko predstavitev, s katero so
svojim starSem in drugim obiskovalcem »pristanka« (tj. zakljuéne priredi-
tve tabora) predstavili, kaj so raziskovali. Letos so se dijaki pri projektih
ukvarjali s: heksafleksagoni, Taylorjevo vrsto, Abel-Ruffinijevim izrekom,
igro Nim, Banachovim skréitvenim nacelom, problemi na okrogli biljardni
mizi, urejevalno razdaljo in problemom umetnostne galerije. Ve¢ informacij
o projektih najdete na http://mars.famnit.upr.si/projekti.html.

Prve tri dni nas je na Marsu obiskoval dr. Zlatan Magajna (UL PeF),
ki je za dijake izvedel delavnico z naslovom Popotovanje po trikotniku. Na
delavnici so dijaki spoznali znamenite tocke trikotnika in pomembne izreke
elementarne geometrije. Predavatelj je predstavil tudi program OK Geome-
try, s katerim so dijaki odkrivali lastnosti posameznih konstrukcij in se ucili
dokazovanja trditev.

Vecere smo imeli rezervirane za gostujoce predavatelje. Prvi marsovski
vecer nam je popestrila ddr. Melita Hajdinjak (UL FE), ki nam je povedala
nekaj o komunikaciji ¢lovek—stroj. Razlozila je razvoj sistemov, ki omogo-
¢ajo komunikacijo med ljudmi in stroji, ter pokazala nekaj testnih razlicic
tovrstne komunikacije. V ponedeljek zvecer nas je dr. Marko Jakovac (UM
FNM) popeljal v svet teorije grafov in dijakom predstavil problem konigber-
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Slika 1. Skupinska slika vseh udelezencev in posadke MaRS 2015.

in repe. V torek smo prisluhnili dr. Barbari Drinovec Drnovsek (UL FMF),
ki je razlozila, kako smiselno definirati dolzino krivulj in povrsino ploskev.
Ogledali smo si tudi Schwartzev primer (napa¢nega) ra¢unanja povrsine va-
lja, ki razlozi, zakaj rac¢unanje povrSine s pomocjo naivne triangulacije ne
da nujno pravega rezultata. V cetrtek nas je dr. Anton Suhadolc popeljal
skozi zgodovino pomembnih slovenskih matematikov — vse od Jurija Vege
pa do Josipa Plemlja in Riharda Zupancica. Zadnji vecer nam je dr. Bostjan
Kuzman orisal najpomembnejSe in najzanimivejSe prelomnice v desetletni
zgodovini tabora MaRS.

Med strokovnim delom omenimo Se tri delavnice, ki so udelezencem po-
magale pri projektih. Neza je pripravila delavnico IMTEX, na kateri so se
udelezenci naucili uporabljati tudi Beamer. Matej je dijakom predstavil
program GeoGebra, Anja pa jim je razlozila osnove retorike.

Kljub zgoséenemu urniku je bilo razpolozenje na taboru izjemno. V pro-
stem ¢asu smo se sprostili ob razlicnih druzabnih igrah. Vsak dan je bila
objavljena tudi uganka dneva, s katero smo si proste urice krajsali tako po-
sadka kot udelezenci. Podali smo se tudi na pohod po naravoslovni u¢ni
poti Rakov Skocjan, zadnje popoldne pa je bila pripravljena Velika marso-
vska avantura, orientacijski pohod z matemati¢no obarvanimi kontrolnimi
tockami.
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MaRS 2015

Slika 2. Posadka na letosnjem MaRS-u. Od spredaj nazaj: Anja, Rok, Neza, Ziva,

Matej, Jana, Vesna, Nejc, David, Vid.

V imenu celotne ekipe se zahvaljujem vsem, ki so sreanje omogocili:
DMFA Slovenije, Mestni obéini Ljubljana, SO FMF, UL FMF ter UM FNM.

Vesna Irsic

NOVI CLANI DRUSTVA V LETU 2015!

V letu 2015 se je v Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
v¢lanilo 9 novih ¢lanov:

2423.
2424.
2425.
2426.
2427.
2428.
2429.
2430.
2431.

Lucija Coga
Barbara Ikica
Matej Mencinger
Jure Oder

Egon Pavlica
Gasper Peresciutti
Simona Pustavrh
Franci Tajnik
Benjamin Tomazi¢

Tadeja Sekoranja

!'Novi ¢lani DMFA Slovenije za leto 2014 so bili objavljeni v Obzorniku za matematiko

in fiziko 61 (2014) 6, stran XXIII.
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