IZDAJA DRUSTVO MATEMATIKOV, FIZIKOV IN ASTRONOMOV SLOVENIJE

2014
Letnik 61

OBZORNIK
ZA MATEMATIKO IN FIZIKO

OBZORNIK MAT. FIZ.* LJUBLJANA-+ LETNIK 61 » ST. 1 * STR 1-40-JANUAR 2014

CM K



OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO

Glasilo Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
Ljubljana, JANUAR 2014, letnik 61, Stevilka 1, strani 1-40

Naslov uredniStva: DMFA—zaloznistvo, Jadranska ulica 19, p. p. 2964, 1001 Ljubljana
Telefon: (01) 4766 553, 4232 460 Telefaks: (01) 4232 460, 2517 281 Elektronska
posta: zaloznistvo@dmfa.si Internet: http://www.obzornik.si/ Transakcijski
racun: 03100-1000018787 Mednarodna nakazila: SKB banka d.d., AjdovsCina 4,
1513 Ljubljana SWIFT (BIC): SKBASI2X IBAN: SI56 0310 0100 0018 787

UrednisSki odbor: Peter Legisa (glavni urednik), Saso Strle (urednik za matematiko in
odgovorni urednik), AleS Mohori¢ (urednik za fiziko), Mirko Dobovisek, Irena Drevensek
Olenik, Damjan Kobal, Petar Pavesi¢, Marko Petkovsek, Marko Razpet, Nada Razpet,
Peter Semrl, Matjaz Zaver$nik (tehni¢ni urednik).

Jezikovno pregledal Janez Juvan.
Racunalnisko stavila in oblikovala Tadeja Sekoranja.
Natisnila tiskarna COLLEGIUM GRAPHICUM v nakladi 1250 izvodov.

Clani drugtva prejemajo Obzornik brezpla¢no. Celoletna &lanarina zna$a 24 EUR, za druge
druzinske Clane in Studente pa 12 EUR. Naroc¢nina za ustanove je 35 EUR, za tujino 40 EUR.
Posamezna Stevilka za Clane stane 3,19 EUR, stare Stevilke 1,99 EUR.

DMFA je v¢lanjeno v Evropsko matemati¢no drustvo (EMS), v Mednarodno matemati¢no
unijo (IMU), v Evropsko fizikalno drustvo (EPS) in v Mednarodno zdruZenje za Cisto in
uporabno fiziko (IUPAP). DMFA ima pogodbo o recipro¢nosti z Ameriskim matematic-
nim drustvom (AMS).

Revija izhaja praviloma vsak drugi mesec. Sofinancira jo Javna agencija za raziskovalno
dejavnost Republike Slovenije iz sredstev drzavnega proracuna iz naslova razpisa za sofi-
nanciranje domacih znanstvenih periodi¢nih publikacij.

(© 2014 DMFA Slovenije — 1931 Postnina placana pri posti 1102 Ljubljana

NAVODILA SODELAVCEM OBZORNIKA ZA ODDAJO PRISPEVKOV

Revija Obzornik za matematiko in fiziko objavlja izvirne znanstvene in strokovne ¢lanke iz mate-
matike, fizike in astronomije, v€asih tudi kak prevod. Poleg ¢lankov objavlja prikaze novih knjig
s teh podrocij, poroc€ila o dejavnosti Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije ter vesti
o drugih pomembnih dogodkih v okviru omenjenih znanstvenih ved. Prispevki naj bodo zanimivi in
razumljivi SirSemu krogu bralcev, diplomantov iz omenjenih strok.

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (oz. avtorjev), sede? institucije, kjer avtor(ji) dela(jo), izvle-
cek v slovenskem jeziku, naslov in izvlecek v angleskem jeziku, klasifikacijo (MSC oziroma PACS)
in citirano literaturo. Slike in tabele, ki naj bodo ostevil¢ene, morajo imeti dovolj iz¢rpen opis, da jih
lahko vecinoma razumemo tudi lo¢eno od besedila. Avtorji ¢lankov, ki Zelijo objaviti slike iz drugih
virov, si morajo za to sami priskrbeti dovoljenje (copyright). Prispevki so lahko oddani v racunalni-
ki datoteki PDF ali pa natisnjeni enostransko na belem papirju formata A4. ZaZelena velikost ¢rk
je 12 pt, razmik med vrsticami pa vsaj 18 pt.

Prispevke posljite odgovornemu uredniku ali uredniku za matematiko oziroma fiziko na zgoraj na-
pisani naslov uredniStva. Vsak Clanek se praviloma poslje dvema anonimnima recenzentoma, ki
morata predvsem natancno oceniti, kako je obravnavana tema predstavljena, manj pomembna pa je
originalnost (in pri matemati¢nih lankih splonost) rezultatov. Ce je prispevek sprejet v objavo,
potem urednik prosi avtorja Se za izvorne racunalniSke datoteke. Le-te naj bodo praviloma napisane
v eni od standardnih razli¢ic urejevalnikov TgX oziroma ITEX, kar bo olajsalo uredniski postopek.

Avtor se z oddajo ¢lanka strinja tudi z njegovo kasnejSo objavo v elektronski obliki na internetu.



ZNACILNE TOCKE TRIKOTNIKA KOT FUNKCIJE
BOJAN HVALA

Fakulteta za naravoslovje in matematiko
Univerza v Mariboru

Math. Subj. Class. (2010): 51MO05; 51A20

Kimberlingova enciklopedija znacilnih tock trikotnika vsebuje ze ve¢ kot 5600 tock. V
¢lanku definiramo pojem znacilne tocke trikotnika, kot je to storil Kimberling, in spoznamo
nekaj z njimi povezanih zanimivosti.

TRIANGLE CENTERS AS FUNCTIONS

Clark Kimberling’s Encyclopedia of triangle centers contains well over 5600 centers.
In the article we explain Kimberling’s definition of a triangle center and present some
related curiosities.

Uvod

Kimberlingovo Enciklopedijo znaécilnih tock trikotnika [4] uvaja naslednji
zapis:

Pred davnimi ¢asi je nekdo narisal trikotnik in ¢ezenj potegnil tri daljice. Vsaka od
njih se je zacela v oglis¢u trikotnika in se koncala na sredi nasprotne stranice. Daljice so se
sekale v skupni tocki. Bil je navduSen in je ponovil poskus, tokrat na trikotniku drugacne
oblike. Daljice so se spet sekale. Narisal je Se tretji trikotnik, tokrat zelo natanc¢no, z
enakim rezultatom. Povedal je svojim prijateljem. Na njihovo presenecenje in navdusenje
je do istega pojava prislo tudi pri njih. Vest o tem se je raz§irila in ¢arobnost treh daljic
trikotniku res sekajo v tocki, ki jo sedaj imenujemo tefisce. Ze v starem veku so nasli se
druge tocke, ki jih danes imenujemo sredisce vértane kroznice, sredisée ocrtane kroznice
in wviginska tocka. Spet so minila stoletja, odkrili smo nove in nove tovrstne tocke, in
pojavila se je definicija znacilne tocke trikotnika. Tako kot pri definiciji zvezne funkcije
tudi tej definiciji zado§¢a neskonéno mnogo objektov, od katerih jih bo le konéno mnogo

kadarkoli naslo svoje mesto v literaturi.

Tekst nas je od zacetkov civilizacije v hitrem loku pripeljal do konca 20.
stoletja in do glavne teme nasega clanka — definicije znacilne tocke trikotnika.
Ker smo po tem loku zdrveli nekoliko prehitro, zapis osvetlimo s Se nekaj
dodatnimi informacijami.

NajstarejSe starogrske znacilne tocke trikotnika imajo nekatere preproste
geometrijske znacilnosti. Sredisce ocrtane kroznice O je enako oddaljeno od
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vseh treh oglis¢ trikotnika, sredis¢e vértane kroznice I pa je enako oddaljeno
od vseh treh stranic. Ce tezisée G povezemo z ogliséi trikotnika, trikotnik
razrezemo na tri plos¢insko enake dele. Najverjetneje je najstarejSa znacilna
tocka trikotnika, ki je stari Grki Se niso poznali, tako imenovana Fermatova
tocka F, (Pierre de Fermat, 1601-1665). Tudi ta ima lepo geometrijsko zna-
¢ilnost: njene zveznice z ogliséi trikotnika razrezejo polni kot pri tocki F,
na tri skladne kote po 120°.

Skoraj 2000 let po Evklidu je bila torej na seznam Stirih znaéilnih tock
trikotnika dodana peta tocka. 18. stoletje sicer ni prineslo novih tock, je
pa Euler ugotovil marsikako zanimivost, povezano z ze obstoje¢imi — med
drugim to, da tri od njih lezijo na premici, ki jo danes imenujemo Fuler-
jeva premica. Nove znacilne tocke trikotnika so se zacele pojavljati spet
v zacetku 19. stoletja. Tako smo v naslednjih desetletjih dobili znacilne
tocke trikotnika, ki so svoja imena dobile po matematikih, kot so Joseph
Diaz Gergonne (1771-1859), Jakob Steiner (1796-1863), Christian Heinrich
von Nagel (1803-1882), Fmile Lemoine (1840-1912), Frank Morley (1860-1937)
itd., pa tudi po nematematikih, kot je to v primeru prve in druge Napole-
onove tocke. Seznam se je z zmernim tempom vecal nekako do leta 1980,
ko je pojav programov za dinami¢no geometrijo rojevanje novih znacilnih
tock izrazito pospesil. V razmerah desetin in stotin novih znacilnih tock
trikotnika se je pojavila potreba po preciznejSem konceptu in sistemati¢nej-
Sem pristopu. Zanj se moramo zahvaliti ameriSkemu matematiku Clarku
Kimberlingu.

Ta je pojem znadilne tocke trikotnika (v angleséini triangle center) defi-
niral v ¢lanku [9] iz leta 1993 in nato idejo razvijal v ¢lanku [7]. Leta 1998 je
izdal knjigo [8], kjer je pregledno predstavil seznam 400 znacilnih tock triko-
tnika in jih zaporedoma oznacil z X (n). Kasneje je seznam preselil na splet
in nastala je Kimberlingova Enciklopedija znacilnih tock trikotnika (ETC)
[4], ki jo avtor ureja e danes. Stevilo tock se veca (ze zdavnaj je preseglo
5600), prav tako pa tudi koli¢ina z njimi povezanih podatkov. Spletna stran
med drugim ponuja tudi uc¢inkovit sistem, s katerim preverimo, ali je morda
toCka, na katero smo naleteli sami, ze uvrs¢ena na seznam. ODb enciklope-
diji je Clark Kimberling tudi avtor stevilnih drugih tehtnih publikacij o tej
tematiki.

V tem sestavku bomo spoznali glavno idejo Kimberlingove definicije zna-
Gilne tocke trikotnika kot funkcije ter nekaj iz nje izhajajocih dejstev. Ob
koncu bomo predstavljena spoznanja komentirali, razmisljanja pa zacinili z
nekaterimi iskrivimi premisleki ameriskega matematika Douglasa Hofstad-
terja iz uvoda v Kimberlingovo knjigo [8].
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Znacilne tocke trikotnika kot funkcije
Nekaj tehniéne predpriprave

Naj bo vseskozi ABC pozitivno orientiran trikotnik. Dolzine njegovih stra-
nic bomo kot obi¢ajno oznacevali z a, b, ¢, velikosti notranjih kotov z A, B, C,
plos¢ino pa s S. V nadaljevanju bomo potrebovali trilinearne in baricen-
tricne koordinate v ravnini glede na referenéni trikotnik ABC'. Prve so bile
v Obzorniku ze predstavljene, in sicer v ¢lanku [10], druge pa so prvim
precej podobne in zanje veljajo tudi podobni rezultati. Zato ponovimo le
najnujnejse.

Pri danem trikotniku ABC poljubni tocki P v ravnini priredimo trojico
stevil ag, 84,74, ki so predznacene razdalje tocke P do nosilk stranic a,b
in ¢. Natan¢neje: Stevilo ay je enako razdalji tocke P do nosilke stranice
a s predznakom +, Ce tocka lezi na istem bregu te nosilke kot oglisce A,
ter s predznakom — sicer. Drugi dve Stevili sta definirani analogno. Tro-
jici (ag, B4, v4) re¢emo dejanske trilinearne koordinate tocke P. Tocka P
natanko doloc¢a svoje dejanske trilinearne koordinate in obratno: trojica de-
janskih trilinearnih koordinat natanko dolo¢a tocko P. Pravzaprav je tocka
P dolocena 7ze z dvema dejanskima koordinatama: ¢e poznamo npr. ay
in 4, tocko P dobimo kot prese¢isée dveh vzporednic stranicama a in b
na ustrezni razdalji in na ustreznem bregu. Zato je jasno, da dve dejanski
trilinearni koordinati dolocata tretjo. Za toctko P znotraj trikotnika ABC
je ploscina trikotnika ABC' enaka vsoti plos¢in trikotnikov ABP, BCP in
APC, od koder sledi:

acg + bBg + c¢yg = 285. (1)

Ni tezko videti, da ta zveza velja tudi za tocke zunaj trikotnika. Zdaj je
jasno, kako dve dejanski koordinati doloc¢ata tretjo. Ta ugotovitev nam omo-
goca, da lahko namesto z dejanskimi trilinearnimi koordinatami delamo z
njihovimi veckratniki. Trojico («, £, ) imenujemo homogene trilinearne ko-
ordinate (ali kar trilinearne koordinate) tocke P, ¢e obstaja neni¢elno realno
stevilo k, da velja («, 8,v) = k(aq, Ba,va)- Zaradi te definicije homogene tri-
linearne koordinate oznacujemo takole: « : 3 : . Iz homogenih trilinearnih
koordinat zlahka dobimo dejanske koordinate: te so homogene koordinate,
deljene z nekim faktorjem k, ki ga izrac¢unamo iz zveze (1).

Ce tocki P namesto trojice (ag, 84,74) predznagenih razdalj do nosilk
stranic priredimo trojico predznacenih ploséin trikotnikov ((BCP), (C AP),
(ABP)), dobimo dejanske baricentriéne koordinate tocke P, ki jih obi¢ajno
oznacujemo (rq4,Yq,2q). Zveza z dejanskimi trilinearnimi koordinatami je
preprosta: xg = %aad, podobno za preostali koordinati. Enakost (1) to-
krat nadomesti Se preprostejsa zveza x4 + yq + 24 = S. Analogno potem
definiramo tudi (homogene) baricentriéne koordinate x : y : z. Omenimo
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A B

Slika 1. Trilinearne in baricentri¢ne koordinate.

e, da iz zveze (1) sledi, da za trilinearne koordinate tock v ravnini velja
aa + bB + ¢y # 0, analogno za baricentri¢ne koordinate x + y + z # 0.

Dilema, ali uporabljati trilinearne ali baricentri¢ne koordinate, je ena
od vsakokratnih odlo¢itev pri delu na tem podro¢ju matematike. Veéasih
so bistveno ugodnejse ene, drugic¢ spet druge. Tokratna odlocitev je kom-
binacija obeh. Nekatere sklepe je namre¢ laze izpeljati, ¢e razmisljamo o
razdaljah in ne o ploséinah; zato bomo v zacetku uporabljali trilinearne
koordinate. Baricentri¢ne koordinate pa tudi imajo svoje prednosti. Ena
najvecjih je preprosto delo z vektorji. Ce so namreé¢ x : y : z baricentricne
koordinate tocke P in so A, B,C, P radij vektorji totk A, B,C in P, po-
tem velja: P= =T +Zf_f+ ererZBjL I+y+ZC’ Od tod je jasno, da je pri
delu z vektorji ugodno, ¢e pri rac¢unih uporabljamo normirane baricentri¢ne
koordinate, torej take, za katere velja x +y + z = 1.

Pojem znacilne tocke trikotnika

Zmnagcilna tocka trikotnika je predpis, ki vsakemu trikotniku A priredi tocko
Pa v ravnini. Tocka Pa je seveda odvisna od lege trikotnika A, zato njeno
lego najlaze opisemo z dejanskimi trilinearnimi koordinatami te tocke glede
na trikotnik A, torej Pn = (ap,Sp,vp). S trojico (a,b,c) dolzin stranic
trikotnika A je oblika trikotnika dolo¢ena. Ker je smiselno predpostaviti,
da je relativna lega tocke Pa glede na trikotnik A odvisna le od oblike
trikotnika, ne pa od njegove lege, lahko dejanske trilinearne koordinate tocke
Pa zapisemo v obliki (f4(a,b,c), gi(a,b,c), hq(a,b,c)). Iz tega vidimo, da
lahko znacilno toc¢ko trikotnika razumemo kot preslikavo

(a,b,¢) — (fala,b,¢),g4(a,b,c), hq(a,b,c)),

ki trojici dolzin stranic trikotnika priredi dejanske (zato indeks d) trilinearne
koordinate prirejene tocke.

4 Obzornik mat. fiz. 61 (2014) 1



Znacilne tocke trikotnika kot funkcije

Slika 2. Cikli¢na zamenjava stranic.

Funkcije fg, g4 in hg so funkcije treh spremenljivk. Natanéneje, njihovo
definicijsko obmo¢je je mnozica trojic (a, b, ¢), ki so stranice trikotnika, torej:

T ={(a,b,c)eR* 0<a<b+c, 0<b<a+ec 0<c<a+b}

Za nekatere znacilne tocke trikotnika je to definicijsko obmocje preveliko.
Take so denimo znacilne tocke trikotnika, ki niso definirane, kadar je triko-
tnik enakostrani¢en. Zanje definicijsko obmocje pac ustrezno zmanjsamo.

V nadaljevanju bomo spoznali naravne zahteve, ki jim morajo zado-
Scati nastopajoce funkcije, da bo predpis (a,b,c) — (fa(a,b,c),gq(a,b,c),
ha(a,b,c)) res prinasal to, kar od pojma znacilna tocka trikotnika pricaku-
jemo.

Prva zahteva je, da predpis spostuje cikli¢no zamenjavo stranic. Ce smo
trikotniku s trojico dolzin stranic (a, b, c) priredili tocko (av, o, Y0), bomo
(skladnemu) trikotniku s trojico (b, ¢, a) priredili to¢ko (5o, y0, ) (slika 2),
trikotniku s trojico (¢, a, b) pa tocko (o0, o, o). Izhajali smo iz pricakovanja,
da se morajo tedaj, ko srednji in desni trikotnik na sliki 2 izrezemo in ga
polozimo na levega, tudi prirejene tocke prekriti. Iz te zahteve izhaja, da je
ga(a,b,c) = fq(b,c,a) in hg(a,b,c) = fq(c,a,b). Zna&ilno tocko trikotnika
torej dolo¢a ena sama funkcija f; treh spremenljivk.

Druga zahteva se nanasa na zamenjavo dveh stranic (a, b, c) — (a,c,b).
Ustrezna trikotnika sta tudi tokrat skladna. Zato lahko enega od njiju iz-
rezemo, dvignemo in polozimo na drugega. Zahteva, da se morata pri-
rejeni tocki tudi zdaj prekriti, tokrat pomeni, da se morata v trojicah
(fd(a7 b, C)7 fd(b> ¢ CL), fd(c7 a, b)) in (fd(a) ) b)a fd(ca b, a)7 fd(bv a, C)) prvi kom-
ponenti ujemati, preostali dve pa se morata zamenjati. Zlahka vidimo, da
je potreben in zadosten pogoj za to lastnost fy(a,b,c) = fq(a,c,b) za vse
(a,b,c) € T.
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Tretja zahteva pa se nanasa na raztege ravnine. Naravno je zahtevati,
da bodo v trikotniku (Aa, Ab, Ac), ki ga iz trikotnika (a, b, c) dobimo z raz-
tegom s koeficientom A, tudi dejanske trilinearne koordinate znacilne tocke
pomnozene z istim koeficientom. Od tod dobimo zahtevo fi(Aa, Ab, Ac) =
Ma(a,b,c). Funkcija fg je torej homogena stopnje 1.

To je vse: znacilna tocka trikotnika je torej preslikava

(CL, ba C) = (fd(a7 b: C)? fd(ba ¢, CL), fd(cv a, b))7

ki trikotniku A z dolzinami stranic a,b,c priredi tocko Pa z dejanskimi
trilinearnimi koordinatami (f4(a, b, ¢), f4(b, ¢, a), fa(c,a,b)), pri cemer je fy
homogena funkcija stopnje 1 z lastnostjo fi(a,b,¢) = fq(a,c,b) za vse
(a,b,c) €T.

Iz dolocenih prakti¢nih razlogov pa bomo namesto s funkcijo f; v nada-
ljevanju raje delali z neko drugo, z njo tesno povezano funkcijo F. Ker so
(fala,b,c), fa(b,c,a), falc,a,b)) dejanske trilinearne koordinate neke tocke
v ravnini, velja:

afqg(a,b,c) + bfy(b,c,a) + cfq(c,a,b) = 28.

Definirajmo
CLfd(CL, ba C)
F b = - " ' 7
(a,5,) 25
Zanjo velja:

(i) je homogena funkcija stopnje 0;
(i) F(a,b,c)+ F(b,c,a) + F(c,a,b) =1 za vse (a,b,c¢) € T in

(iii) F(a,b,c) = F(a,c,b) za vse (a,b,c) € T.

Ce je bila fy(a,b,c) prva od dejanskih trilinearnih koordinat prirejene
tocke, je M prva od dejanskih baricentri¢nih koordinat, F'(a,b,c) pa
(zaradi (ii)) prva od normiranih baricentri¢nih koordinat.

Vsaka funkcija F', ki zadosca zahtevam (i)—(iii), dolo¢a preslikavo triko-
tnika (a, b, ¢) v tocko z normiranimi baricentri¢nimi koordinatami F'(a, b, c) :
F(b,c,a) : F(c,a,b). Ta ustreza zgoraj predstavljenim zahtevam in je zato
znacilna tocka trikotnika. Funkciji F' bomo rekli trikotniska funkcija ustre-
zne znacilne tocke.

Zmnacilne tocke trikotnika so torej preslikave, ki slikajo trikotnike v tocke
ravnine in jih definiramo prek trikotniskih funkcij, tj. funkcij treh spremen-
ljivk, ki zadosc¢ajo zahtevam (i), (ii) in (iii).

6 Obzornik mat. fiz. 61 (2014) 1



Znacilne tocke trikotnika kot funkcije

Posebej preprosto lahko trikotnisko funkcijo F'(a,b,c) definiramo ta-
kole. Naj bo p(a,b,c) homogeni polinom stopnje n z lastnostjo p(a,b,c) =
p(a,c,b) za vse a,b,c € R. Ce p(a,b,c) + p(b,c,a) + p(c,a,b) ni nicelni
polinom, lahko definiramo

p(a, b, c)
(a,b,¢) +p(b,c,a) +p(c,a,b)’

F(a,b,c) =
(a,b,c) ,

To je trikotniska funkcija, saj zadosca zahtevam (i)—(iii). Ker je definirana
s pomocjo polinoma, znagilni tocki trikotnika, ki pripada tovrstni trikotni-
ski funkciji, reGemo polinomska znacilna tocka trikotnika. Omenimo, da je
imenovalec tovrstne trikotniske funkcije simetri¢en polinom treh spremen-
ljivk. Ce ima ta za kako trojico (a,b,c) € T nicelno vrednost, funkcija F' ni
definirana na celi mnozici T', kar v praksi pomeni, da za nekatere trikotnike
ustrezna polinomska znacilna toc¢ka trikotnika ne obstaja.

Nekatere znane znacilne tocke

Oglejmo si najprej stiri klasi¢ne anti¢ne znacilne tocke trikotnika, ki so tudi
v Kimberlingovi enciklopediji umescene Cisto na zacetek.

SrediSce vértane kroznice I nosi Kimberlingovo oznako X (1). Dejanske
trilinearne koordinate te tocke so (r,r,r), kjer je r radij trikotniku vértane
kroznice. Zato je fq(a,b,c) = r, trikotniska funkcija pa F(a,b,c) = §5 =
a7ire- V zadnji enakosti smo upostevali, da je S = rs, kjer je s polovica
obsega trikotnika. Sredisc¢e vértanega kroga je torej polinomska znacilna
tocka trikotnika, pripadajoca polinomu p(a,b,c) = a.

Nadaljujmo s tezis¢em G trikotnika s Kimberlingovo oznako X (2). Ker
daljice AG, BG,CG razrezejo trikotnik na tri plos¢insko enake dele, za de-
janske trilinearne koordinate (aq, fg, vq) tocke G velja 956 = Z’BTG =9 =
%. Od tod dobimo f4(a,b,c) = % in F(a,b,c) = 1. Tudi tokrat imamo po-
linomsko znacilno tocko trikotnika s pripadajo¢im polinomom p(a,b,c) = 1.

Sredisce trikotniku o¢rtane kroznice O ima Kimberlingovo oznako X (3).
Radij kroznice ozna¢imo z R. Ce upostevamo zvezo med sredisénim in
obodnim kotom, zlahka izracunamo dejanske trilinearne koordinate tocke
O, ki so (Rcos A, Rcos B, Rcos C'). Vrednost R dobimo iz znane zveze S =

%’,%C, cos A pa izrazimo iz kosinusnega izreka. Tako dobimo f4(a,b,c) =
a(b®+c?—a?) .

g5 in

Fla,b,c) = a?(b* +c* —a?) a?(b? + % — a?)

1652 (a+b+c)(—a+b+c)a—b+ec)atb—c)
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Tudi tokrat gre za polinomsko znacilno toc¢ko trikotnika, definirano s polino-
mom p(a, b, ¢) = a?(b?>+c? —a?). Ob tem je treba preveriti e, ali je zapisani
imenovalec enak p(a,b,c) + p(b,c,a) + p(c,a,b). Funkcijo F' smo definirali
s pomocjo dejanskih trilinearnih koordinat in s tem zagotovili, da zadosc¢a
lastnosti (ii). Ker je imenovalec vseh treh ¢lenov v tej enakosti enak, vsoto
lahko damo na skupni imenovalec, in enakost takoj sledi. To se zgodi pri
vsaki racionalni funkeiji F' z lastnostjo (ii), katere imenovalec je simetricen
polinom danih treh spremenljivk.

Podobno bi ugotovili, da je tudi visinska tocka H = X (4) polinomska
znagilna tocka trikotnika s pripadajo¢im polinomom p(a,b,c) = (a® — b +
c?)(a® + b — c2).

Ce je bila preprostost polinomov pri tockah X (1) in X(2) v skladu z
nasimi pri¢akovanji, bi pri tockah X (3) in X (4) morda pricakovali prepro-
stejSe polinome. V tem kontekstu naj omenimo debato o najpomembnejsih
znacilnih tockah trikotnika, h kateri se bomo vrnili v zadnjem razdelku. V
tovrstnem tehtanju nekateri matematiki tockama H in O »zamerijo«, da v
topokotnih trikotnikih zapustita trikotnik. Glede na to pomanjkljivost torej
niti nista tako zelo »lepi«. V tej luci tudi niso presenetljivi faktorji oblike
(b + ¢ — a?), ki nastopajo v njunih polinomskih funkcijah.

Omenimo 8e, da so v dodatku ¢lanka [2] predstavljene polinomske funk-
cije vseh polinomskih znacilnih tock trikotnika X (n) za vrednosti n < 100.
Takih je kar 92. Kratek izbor iz tega seznama je predstavljen v tabeli 1.

Morda bi bilo zanimivo spoznati Se kako znacilno tocko trikotnika, ki
ni polinomska. Taka je npr. Fermatova tocka X (13). Na podlagi zgornjega
raéuna za tocko X (3) je mogoée zaslutiti, kaj se lahko zgodi. Ce namre¢ v
racunu nastopi plo§¢ina S na sodo potenco, je ob upostevanju Heronovega
obrazca to polinom spremenljivk a, b, ¢. Ce pa bi ploséina S nastopila z liho
potenco, to ne bi bil ve¢ polinom. To¢no to se zgodi Fermatovi tocki, ki ima
trikotnisko funkcijo s steveem a* + a?(b% + ¢ + 4v/35) — 2(b? — )%

Polinomske znaéilne tocke s polinomi prve in druge stopnje
Zacénimo s homogenim polinomom prve stopnje. Ce naj zadosca lastnosti

p(a,b,c) = p(a,c,b), mora biti oblike py,(a,b,c¢) = ua + v(b + ¢) za neka
realna parametra u in v. Trikotniska funkcija je torej oblike F, ,(a,b,c) =

%. Oznacimo ¢ = =5 in dobimo druzino trikotniskih funkcij
1-2 b 1-3 b . . .
Fi(a,b,c) = ( ?f;:g to) = t)jj;j_fr o), Takoj opazimo, da gre pri

t = 0 za srediSce vértanega kroga I in prit = % za tezisce G.
V drugem razdelku smo omenili, da je prednost dela z baricentri¢nimi
koordinatami moznost prehoda na delo z vektorji: ¢e z A, B, C' ozna¢imo
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X, ime p(a,b,c)
X1 I sredisée vértane kroznice a
X G tezisce 1
X3 0 sredisée oértane kroznice (b + 2 — a?)
Xy H visinska tocka (@® +0* — ) (a® - b* + )
X5 Og sredisce kroznice Ko a?(b* + %) — (b = *)?
X6 K Lemoineova tocka a?
X7 | Ge Gergonnova tocka (a+b—c)(a—b+c)
X3 N, Nagelova tocka b+c—a
X9 M Mittenpunkt alb+c—a)
X10 Sp Spiekerjeva tocka b+c
X1 Feuerbachova tocka (b—c)*(b+c—a)
Xog de Longchampsova tocka 3a* — 202 (b 4 %) — (b = 2)?
X1 Schifflerjeva tocka ala+b)(a+c)(b+c—a)
Xos tocka dale¢ zunaj a*(—a* +b* +c* — b3c?)
X39 Brocardovo razpolovisée a?(b* + 2)
X115 sredis¢ée Kiepertove hiperbole (b — )

Tabela 1. Izbor polinomskih znacilnih tock trikotnika.

radij vektorje do oglis¢ trikotnika in so x : y : z normirane baricentri¢cne
koordinate tocke T', potem je radij vektor tocke T' preprosto T=xA+ yé +
2C. Naj bo T; znacilna tocka trikotnika, pripadajoca trikotniski funkciji Fj.
Ker so Fi(a,b,c) : Fy(b,c,a) : Fy(c,a,b) normirane baricentri¢ne koordinate,
je radij vektor te tocke

T, = Fy(a,b,c)A + Fi(b,¢,a)B + F,(c,a,b)C

. b . .
-8t (—2 A+ B+—= 0+
a+b+ec a+b+c at+b+c

1o 1= 1=
3t|=-A+-B+ =-C
* <3 t3 +3)

= (1 -3 +3tG=T+3t(G—1).

Tocke Ti, t € R, torej lezijo na premici skozi tocki G in I, ki ji reCemo
tudi Nagelova premica, saj na njej lezi Nagelova tocka X (8) = T1.

Ce trikotnik ni enakostrani¢en (G # I), polinomske znacilne tocke s
polinomskimi funkcijami prve stopnje tvorijo Nagelovo premico. Ta seka
Eulerjevo premico trikotnika ABC' v teziséu G. Ce ima Se kaka tocka z
Eulerjeve premice polinomsko funkcijo prve stopnje, Nagelova in Eulerjeva
premica sovpadata. Tedaj tocka I lezi na Eulerjevi premici, torej je trikotnik
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enakokrak. Tako vidimo, da v raznostrani¢nem trikotniku z izjemo tezisca G
nobena znacilna tocka z Eulerjeve premice ni polinomska tocka s polinomsko
funkcijo prve stopnje.

Posvetimo se zdaj homogenim polinomom druge stopnje. Ce naj tak
polinom zados¢a dodatni zahtevi p(a,b,c) = p(a,c,b), je oblike p(a,b,c) =
sa® + (b2 + ¢?) + ubc + va(b + ¢). Ustrezna trikotniska funkcija je tedaj:

sa® + t(b* + ¢*) + ubc + va(b + c)
(s+2t)(a® 4+ % + c2) + (u+ 2v)(ab+ ac+ be)

F(a,b,c) =

Gre za Stiriparametri¢no druzino. Na$§ nadaljnji nacrt je naslednji: fiksi-
rajmo parametra v imenovalcu, recimo s + 2t = 1,u + 2v = 2 in s tem
namesto Stiriparametri¢ne druzine dobimo dvoparametri¢no druzino znagcil-
nih tock trikotnika. V konkretno navedenem primeru je to

(1 —2t)a® +t(b* + c2) +va(b +c) +2(1 — v)be

Fro(a,b,c) = (a+b+c)?

Naj bo (a, b, c) poljuben raznostraniéni trikotnik in P poljubna tocka v
ravnini z normiranimi baricentri¢nimi koordinatami = : y : z. Premislimo,
ali je tocka P lahko znaécilna tocka trikotnika (a,b,c), doloGena z eno od
funkcij iz zgornje dvoparametri¢ne druzine. To je res, Ce je resljiv sistem
enach:

Ft;u(aubvc) =, Ft,’u(b7caa) =Y, FLU(C,CL,()) = z.
Ker velja x + y + z = 1 in je tudi vsota levih strani enacb enaka 1, zado-
Scata prvi dve enachi. Ce sta izpolnjeni ti, je tretja izpolnjena avtomati¢no.
Upostevajmo definicijo funkcije F, in dobimo sistem dveh linearnih enacb
za spremenljivki ¢ in v:
t(b? 4+ — 2a%) + v(ab+ac — 2bc) = z(a+b+c)? —a® — 2be
t(c? 4+ a? — 20*) + v(bc + ba — 2ca) = yla+0b+c)> — b —2ca

z determinanto
(b? 4 ¢* — 2a%)(bc + ba — 2ca) — (ab + ac — 2bc)(? + a® — 2b%) =
=-3(a—b)(b—c)(c—a)la+b+c).

Ker determinanta ni enaka ni¢, je sistem enoli¢no resljiv.

Pri fiksnem raznostrani¢nem trikotniku torej ze samo slike znacilnih tock
iz nase dvoparametri¢ne druzine pokrijejo celotno ravnino. Vsaka tocka v
ravnini je torej »znacilna tocka« tega trikotnika glede na eno od funkcij iz
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te dvoparametricne druzine. To pa seveda ni edina dvoparametri¢na dru-
zina polinomov druge stopnje, ki jo lahko sestavimo. Spomnimo se, da smo
zaceli s Stiriparametriéno druzino in potem dva koeficienta v imenovalcu
preprosto dolocili. Ce bi ju doloéili drugace, bi dobili novo dvoparametriéno
druzino, katere slike pri fiksnem trikotniku bi spet pokrile celo ravnino. To-
vrstnih disjunktnih druzin polinomov druge stopnje pa imamo ogromno.
Pri izbranem raznostrani¢nem trikotniku in izbrani tocki v ravnini ze samo
med polinomskimi zna¢ilnimi to¢kami trikotnika s polinomom stopnje 2 naj-
demo neskonéno takih, ki konkretni trikotnik preslikajo v izbrano toc¢ko. Da
o polinomih vi§jih stopenj sploh ne govorimo.

Na podlagi teh ugotovitev nehote dobimo obcutek, da je definicija zna-
¢ilne tocke trikotnika zelo Siroka, morda presiroka. Pojavi se obcutek, da bi
predstavljenim pogojem, ki jim mora zadosc¢ati znacilni tocki trikotnika pri-
padajoca trikotniska funkcija, lahko dodali Se kak pogoj, pa bi mu Se vedno
zadoscala glavnina tock iz Kimberlingove enciklopedije.

V korespondenci s Clarkom Kimberlingom sem preveril, ali morda pozna
kak tovrsten poskus, ki bi bil splosneje sprejet. Zdi se, da tvorec definicije
znacilne tocke trikotnika potrebe po bolj restriktivni definiciji ne ¢uti. Mne-
nja je, da gre pa¢ za druzino funkcij in se torej ni treba prevec ozirati na
mnozico slik enega elementa definicijskega obmocja, torej enega trikotnika,
z vsemi funkcijami iz druzine. Podobno, kot se pri realnih funkcijah ni smi-
selno ustavljati pri fiksnem realnem Stevilu (recimo 7) in negodovati nad
tem, da ga npr. ve¢ trigonometri¢nih funkcij preslika enako in da mnozica
slik te tocke s funkcijami iz druzine vseh trigonometri¢nih funkcij tvori ce-
lotno realno os.

A videti je, da vsi matematiki niso povsem njegovega mnenja in je razmi-
Sljanje o dodatnih pogojih in alternativnih definicijah v zraku. Tako je npr.
japonski matematik Yoshio Agaoka v ¢lanku [2] predstavil pojem stopnje
polinomske znacilne tocke trikotnika in ugotovil, da je ta za veliko vecino
zacetnih znacilnih tock trikotnika iz Kimberlingove enciklopedije racionalno
stevilo iz mnozice {(—2)¥, k € Z} U {oc}. Pri tem imajo stopnjo oo tiste
polinomske znacilne tocke trikotnika, ki za enakostrani¢ni trikotnik niso de-
finirane. Dejansko mi je doslej znana ena sama polinomska znacilna tocka
trikotnika, katere stopnja ne lezi v zgornji mnozici, to je X (944) s stopnjo
—20. Vsekakor iz dodatka k omenjenemu ¢lanku izhaja, da imajo stopnjo v
tej mnozici prav vse polinomske tocke X (n) za n < 100.

Morda obstaja kak geometrijski argument, da bi definirana stopnja mo-
rala lezati prav v tej mnozici in bi to dejstvo kot pogoj vgradili v izpopol-
njeno verzijo definicije znac¢ilne tocke trikotnika. Tovrstni dodatni pogoj bi
morda izlocil kako znacilno tocko iz Kimberlingovega seznama, bi pa pome-
nil zeleno zozitev presplosne definicije.
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Idejo za kako alternativno in bolj restriktivno definicijo znacilne tocke
trikotnika bi lahko iskali v teoriji mnozic, kjer so znani paradoksi nakazali
potrebo po skrbnejSem pristopu k izgradnji mnozic. Tako bi tudi v nasem
primeru mnozico znacilnih tock trikotnika lahko gradili postopoma, induk-
tivno, pri ¢emer bi zaceli npr. z dvema tockama (npr. G in I), nadaljnje
pa iz predhodnih induktivno pridobivali na podlagi v ta namen izbranih
postopkov. Agaoka [2] predlaga dva postopka: transformacijo ravnine (ki
znadilni tocki priredi novo znacilno tocko) in dvomestno operacijo, ki novo
znacilno tocko priredi paru (P, Q) znacilnih tock. Konkretno gre za izo-
gonalno transformacijo (definirano v [10]) in za P—Cevovo transformacijo
tocke Q. Agaoka je idejo poskusil povezati s prej omenjeno teorijo stopenj
polinomskih znagcilnih toc¢k. Delo je nadaljeval v ¢lanku [3], a kljub obse-
Znosti narejenega zlahka opazimo, da je teorija Se precej v povojih: hipotez
je veliko, konénih odgovorov pa malo. 7Z zanimanjem lahko pri¢akujemo
nadaljnji razvoj dogodkov.

Sklepni komentar

O znagcilnih tockah trikotnika je v uvodu h Kimberlingovi knjigi [8] zanimivo
razmi§ljanje predstavil tudi slavni ameriski znanstvenik Douglas R. Hofstad-
ter. Ta je javnosti najbolj znan kot pisec odmevne in nagrajevane knjige
Gddel, Escher, Bach [5], v kateri raziskuje skupne znacilnosti — predvsem so-
rodne miselne zanke — v delih treh velikih ustvarjalcev: matematika, slikarja
in glasbenika. Hofstadter je po osnovni izobrazbi matematik (mimogrede,
po njem so poimenovane tri znacilne tocke trikotnika, X (359), X (360) in ze
omenjena X (944)). Poleg matematike in fizike se ukvarja tudi z ozadji ¢lo-
veskega uma, torej s problemi inteligence, jaza, umetne inteligence, zavesti,
analogij, vzorcev itd., skratka z vprasanji, ki sodijo v multidisciplinarno po-
drocje, imenovano kognitivna znanost. V slovenskem prevodu imamo knjigo
[6], katere sourednik in soavtor je in v kateri so izpod peres razli¢énih avtorjev
predstavljeni nekateri vidiki naStetih tematik.

Vrnimo se k znacilnim tockam trikotnika in nekaterim Hofstadterjevim
razmisljanjem na to temo.

Rdeca nit njegovega razmisljanja je (na prvi pogled morda naivno) vpra-
Sanje: Katera je najpomembnejsa znacilna tocka trikotnika? Odgovora na
to vprasanje avtor ne poda, zato pa predstavi tri zanimive vzporednice.
Prva je sorodno vprasanje o najpomembnejsih ¢loveskih organih in o orga-
nih, ki so najtesneje povezani z nasim jazom. Tu po avtorjevem mnenju
lahko rec¢emo vsaj to, da v ozji izbor ne morejo priti organi, brez katerih
lahko prezivimo, recimo lasje, uhlji ali prsti. Tako tudi v trikotniku prven-
stva ne moremo zlahka podeliti, lahko pa dolo¢ene znacilne tocke iz natecaja
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Slika 3. Znacilne tocke trikotnika (zaradi preglednosti so namesto z X (n) oznacene z
Xn).

izlo¢imo. Razlog za to bi po avtorjevem mnenju lahko bil Ze ta, da v kakem
trikotniku znacilna toc¢ka ni znotraj trikotnika.

Druga vzporednica je utezeni volilni sistem. Hofstadter najprej s prese-
necenjem opazi, da je vsaj pri zacetnih znacilnih tockah trikotnika iz Kim-
berlingovega seznama mnogo tock kolinearnih. Ce bi vzeli 100 tock v splosni
legi, bi te dolocale 4950 razli¢énih premic. Ce vzamemo prvih 100 tock s Kim-
berlingovega seznama, te dolocajo le kakih 100 tako imenovanih centralnih
premic. Od tod ideja, da bi pomembnost tocke sodili po tem, na koliko
pomembnih centralnih premicah se ta nahaja. Seveda pa se tu ujamemo v
zanko: pomembne centralne premice so najbrz tiste, ki vsebujejo pomembne
znacilne tocke trikotnika. In smo pri utezenem volilnem sistemu: ko glasu-
jemo o neki temi, bi bilo treba glasove uteziti glede na to, kolikSna avtoriteta
je vpraSani na doloCenem podro¢ju. Da pa bi to avtoriteto izmerili, bi bilo
treba povprasati ljudi s tega podroc¢ja, pri ¢emer bi kompetentnejsi vpra-
Sanci spet morali imeti vecjo tezo ...

Tretji¢c pa Hofstadter ob debati o najpomembnejsi znacilni tocki triko-
tnika potegne vzporednico s problemom izbora najpomembnejSe matema-
ticne konstante. Ob tem opazi, da se je v zgodovini nase civilizacije vsaj
eden resnih kandidatov za prvenstvo, Stevilo e, pojavilo sorazmerno pozno,
Sele v ¢asu Eulerja. Zato dopus¢a moznost, da so sedanji kandidati za najpo-
membnejso znacilno tocko trikotnika, ne glede na obseznost Kimberlingove
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enciklopedije, Sele na nivoju o¢itnih konstant 1 in 0 in bomo morebiti tocki
na nivoju konstant 7 in e Sele odkrili. Tovrstno upanje pomeni tudi veliko
vzpodbudo za nadaljnje raziskovanje.

Koncajmo s Se eno analogijo, o kateri v predgovoru govori tudi Hof-
stadter, a je nanjo pred tem opozoril ze Kimberling. Gre za primerjavo
raziskovanja znacilnih tock trikotnika in opazovanja zvezd. Grki so poznali
Stiri znacilne tocke trikotnika, podobno kot prosto oko na vecernem nebu
opazi le najsvetlejSe zvezde. TemnejSa je no¢ in bolje kot se pripravimo
k opazovanju, ve¢ zvezd, tudi manj svetlih, utegnemo opaziti. Vcasih se
lahko zgodi, da se — gledano iz nekega polozaja — dve zvezdi prekrivata.
Tudi pri znacilnih tockah trikotnika se to pri kakem posebnem trikotniku
lahko zgodi. Ce pa se iz tega polozaja le malo premaknemo (Ce trikotnik
le malo spremenimo), se izkaze, da sta zvezdi dejansko dve (da se znacilni
tocki trikotnika ne prekrivata ve¢). Pogled na zvezdno nebo se tako od tocke
do tocke v vesolju spreminja, nekatere konstelacije pa vendarle ostajajo ne-
spremenjene. Podobno konstelacije znacilnih tock trikotnika pri razliénih
oblikah trikotnikov ohranjajo nekatere osnovne znacilnosti.

Tudi v smislu te primerjave ugotovitev iz prejSnjega razdelka nismo pre-
ve¢ veseli. Preneseno na zvezde bi ta spoznanja pomenila, da na no¢nem
nebu ob pozornejSem opazovanju ni samo vec in ve¢ zvezd, pac pa, da de-
jansko sveti ¢isto vsaka tocka na nebu. Zgoraj omenjena potreba po zozitvi
definicije znacilne tocke trikotnika tako dobi Se dodaten argument.
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Pred sto leti je model Nielsa Bohra opisal vodikov atom z enim elektronom. Atomov
z vec elektroni in molekul ni opisal tako uspesno. Novejsa raziskovanja pa so pokazala, da
je mogoce z modelom opisati tudi nekatere lastnosti vecelektronskih atomov in molekul.
Clanek pojasni dimenzijsko lestvienje, ki je vrnilo zaupanje v stari model, in navede
nekaj rezultatov za energijo vodikove molekule. Novi prijem spodbuja preproste nazorne
predstave o gibanju elektronov v atomih in molekulah.

THE RETURN OF THE BOHR MODEL

A hundred years ago Niels Bohr’s model described the hydrogen atom with one elec-
tron. It did not as well describe atoms with many electrons and molecules. Current
research has, however, shown that some characteristics of many-electron atoms and mole-
cules can be described with it. In the article dynamical scaling is explained that returned
confidence to the old model and some results are quoted for the energy of the hydrogen
molecule. The new approach stimulates simple ideas about the motion of electrons in
atoms and molecules.

Niels Bohr je leta 1913 v tridelnem ¢lanku o zgradbi atomov in molekul
privzel, da v vodikovem atomu elektron krozi okoli jedra. Po zgledu Maxa
Plancka pri svetlobi je dodal zahtevo, da se frekvenca krozenja spreminja v
skokih. Pojasnil je stanja vodikovega atoma in s prehodi med njimi vodikov
spekter [2]. Bohrov opis atomov z ve¢ elektroni in molekul pa je bil precej
manj uspesen.

V zadnjem ¢asu se je pokazalo, da malo prilagojeni Bohrov model nima
te pomanjkljivosti. Novi pogled je mogoce utemeljiti z dinamicnim lestvi-
cenjem.! Vzamejo, da se §tevilo dimenzij N spreminja in naredijo prehod
N — oo. Rezultat lahko izboljsajo tako, da rac¢unajo z vrsto po potencah
1/N in upostevajo $e nekaj ¢lenov.? Na kratko opigimo pot do vezavne
energije vodikove molekule in novi polklasi¢ni pogled.

1Za angleski »scaling« nimamo ustaljenega domacega izraza. Besede lestvicenje ni v
Slovarju slovenskega knjiznega jezika, vsebuje pa jo spletna razli¢ica anglesko-slovenskega
slovarja. Pravzaprav bi bilo bolje re¢i »lestvicenje Stevila dimenzij«. Ob »lestvicenju
dimenzij« (velikosti) lahko pomislimo na davno Galileijevo spoznanje, da bi se velikan
sesedel pod lastno tezo, ¢e bi bil zgrajen v enakem razmerju kot obicajni ¢lovek in iz
enakih snovi.

?Dosleden racun v tem okviru pripelje do vezavne energije elektrona v vodikovem
atomu [W1[(4/N?)(1 4+ 2/N + 3/N? + ...). Trije ¢leni z N = 3 dajo 3|Wi|. Prava
vrednost pa je v tem primeru |Wi|4/(N — 1)? [7].
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Dimenzijsko lestvicenje

Polno energijo vodikovega atoma sestavljata kineti¢na energija elektrona
z maso m in nabojem —egy in potencialna energija elektrona in jedra, za
katerega vzamemo, da miruje v izhodiscu:

L o ¢
W = 5P o (1)
Pri tem je p gibalna koli¢ina elektrona, r razdalja od izhodis¢a in ¢* =
e2/(4meg). Ali bi bilo mogoce ¢? obravnavati kot spremenljiv parameter?
Potem bi potencialno energijo lahko imeli za majhno motnjo kineti¢ne ener-
gije prostega elektrona in bi njo in druge koli¢ine razvili v vrsto po potencah
majhne motnje. To ni mogoce, ker ima ¢ nespremenljivo vrednost [7].

Pri obravnavanju kriticnih pojavov, povezanih s kriti¢nimi tockami pri
faznih spremembah, sta Kenneth Wilson in Michael Fisher tak spremenljivi
parameter vpeljala na silo [7]. Vodikov atom je mogoce strogo resiti in te
rezultate primerjati z rezultati lestvicenja. Druga¢no vlogo ima lestvicenje
v teoriji kriticnih pojavov in v kvantni kromodinamiki, ko rezultatov ni
mogoce dobiti po drugi poti.

Kvadrat gibalne koli¢ine v (1) nadomestimo z delom operatorja kvadrata
gibalne koli¢ine, ki ne vsebuje odvisnosti od kotov: p2 = —h%(d? /dr? +
(2/r)d /dr) [3]. Zanimamo se torej le za krogelno simetri¢ne valovne funkcije
¥ (r) v osnovnem stanju. Priklicemo si v spomin:

Stevilo dimenzij operator p2

3 —(R2/2m)(d? [dr® + (2/r)d /dr)
2 —(R%/2m)(d? /dr? + (1/r)d /dr)
1 —(h2?/2m)d? /dr?
Sklepamo, da ima operator v N dimenzijah obliko p? = —(h?/2m) -

(d? /dr* + (N —1)/r)d /dr). V N dimenzijah se tedaj radialna Schrodin-
gerjeva enacba glasi:

R <d2¢ N—lda[)) ¢

m\az t ) =W (2)

7 novo valovno funkcijo ¢ = r~V=1/2¢ enacba po deljenju z rV—1/2 preide
v:
h? (d*¢ (N —=3)(N—1) ¢
g (e ) o= )
Vstavimo e r = (N — 1)2R in W = 4E/(N — 1)%
h? d%¢ R N -3 q?
— — —¢ = FE¢. 4
2(m%(N—1)2)dR2+2mR2N—1¢ r?=E9 @
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Po prehodu N — oo si zaradi velike mase 1(N — 1)?m lahko mislimo, da

1
delec miruje in njegova energija ustreza minimumu:

h2 q2
=— = 5
2mR? R (5)
Iz dV/dR = —Rh?*/(mR3) + ¢*/R*> = 0 sledi Ry = h%/(mq¢?) in Vy =
—mq*/(2h?). Za primer N = 3 je 3(N — 1) = 1 in se r ne razlikuje
od R ter ¢y od ¢ in W od E. Zato V postavimo enako lastni energiji
vodikovega atoma v osnovnem stanju W; = —%mq4 /h? in Ry Bohrovemu

polmeru 75 = h?/(mq?). Zaupanje v nekdanji Bohrov model se povrne, ko
v enacbi (1) v okviru tega modela za osnovno stanje upoStevamo vrtilno
koli¢ino elektrona pr = h. Tako dobimo W = h?/(2mr?) —¢*/r, to se ujema
z minimumom energije (5).

%, xo, el

Slika 1. Model preprostih molekul iz Bohrovega Manchestrskega memoranduma. Bohr je
Rutherfordu pisal: » Model, predlagan za Ha, se zdi edina mogoca ravnovesna razporeditev
dveh jeder in dveh elektronov (¢e ne upostevamo dveh loc¢enih atomov), pri kateri jedri
mirujeta. «

Enacba (1) ima preprosto brezenotsko obliko, ¢e energijo merimo v atom-
skih enotah energije mq*/h? = 2|W1| in razdaljo v atomskih enotah razdalje,
v Bohrovih polmerih A2 /(mg?):

1 1

Molekula vodika

Ze leta 1912 je Bohr v pismu, znanem kot Manchesterski memorandum,
Ernestu Rutherfordu na njegovo vpraSanje orisal svoj pogled na zgradbo
preprostih molekul. Bohr si je predstavljal, da v molekuli vodika jedri mi-
rujeta v dani razdalji, elektrona pa se gibljeta po krogu v simetrijski ravnini
tako, da sta vedno na nasprotnih straneh osi (slika 1). Arnold Sommerfeld je
spocetka sprejel ta opis, leta 1923 pa je zapisal, da »Se ne poznamo pravega
modela molekule Hs. Najbrz ne bo tako simetricen kot na sliki. «
Upostevajmo manj simetri¢ne razporeditve elektronov, kakor je nami-
gnil Sommerfeld. Vzamemo, da elektrona ne krozita v simetrijski ravnini
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Slika 2. Shemati¢ne risbe Bohrovega simetri¢nega predloga za zgradbo vodikove molekule
1 in dveh sodobnih predlogov 2 in 3 [1] (a). Podrobnejsa slika zgradbe (2) (v enac¢bi za
r12 je znak +) in pregled nad razdaljami med jedroma in elektronoma v tem primeru (b)

[1].

(1 na sliki 2a), ampak v dveh vzporednih ravninah, simetri¢nih glede na
tezisce molekule, med jedroma (2) ali zunaj jeder (3) [4-7]. Privzamemo, da
elektrona krozita v enaki smeri z enako velikima hitrostma, tako da sta v
ravnini osi z ali na isti strani te osi ali na nasprotnih straneh. Za ta primer
enacbo (5) razsirimo v:

1 1 1 1 1 1 1 1

W=-—t—+V 2 V=e—e ——— — — 4 — 4 (T
207 2p3 Tal To1  Ta2 Th2 T2 R 0

Do te enacbe pripelje tudi dinamicno lestvi¢enje za primer dveh jeder in
dveh elektronov [1]. Pri tem sta z; (i = 1, i = 2) razdalji ravnin krozenja
prvega in drugega elektrona od tezis¢a po osi z, na kateri lezita jedri v
razdalji R. Razdalji prvega in drugega elektrona od osi z sta p;. Elektrona
sta oddaljena za r12 drug od drugega, r,; pa je razdalja prvega ali drugega
elektrona od jedra A ter r; razdalja prvega ali drugega elektrona od jedra B.
Razdalje se ne spreminjajo s ¢asom:

Tal = \/P% + (%R —z1)% T = \/P% + (%R — 2)%,

Taz = \/pg +(3R+ )% i = \/p% + (3R + 21)%,

18 Obzornik mat. fiz. 61 (2014) 1



Vrnitev Bohrovega modela

-03 7
g
051 |
~0,6 7
—0,7 1
~0,8 7
—09

W/(2[Wi]) —>

—40 = 7 =

_1’1 i " ,’»6

_1’2 iwmmmm
0 1 2 3 4 5 6
R/Dg —>

Slika 3. Energija molekule vodika za razporeditve elektronov 1, 2 in 3 v odvisnosti
od razdalje med jedroma R. Sklenjene krivulje s tockami kazejo rezultate numeri¢nih
racunov na podlagi izmerjenih vrednosti. Novi model 2 za ravnovesni razmik jeder v
osnovnem stanju napove 1,17z, kar se ne razlikuje znatno od izmerjenega podatka 1,4rp.
Kvantnomehani¢na napoved Walterja Heitlerja in Fritza Londona iz leta 1927, ki je »zacela
kvantno kemijo«, je bila 1,51rg. Napoved za energijo molekule je nekoliko slabsa, 0,1
atomskih enot, kar ustreza 2,72 eV (upostevati je treba lastni energiji dveh atomov vodika,
to je 2W1). Izmerjena vrednost je 4,75 eV, medtem ko sta Heitler in London navedla
3,14 eV [1].

ri2 = /(21 + 22)2 + (p1 + p2)2.

Z enacbama OW/0p; = 0, OW/dz; = 0 ob dani razdalji med jedroma
R zahtevamo, da ima energija ekstrem. Za Stiri take reSitve je z; = 23 in
p1 = £p2. Znak + ustreza elektronoma na nasprotnih straneh osi z, znak
— pa elektronoma na isti strani osi (slika 2b). Tako so dobili odvisnost
energije W od razdalje jeder R (slika 3). Prave vrednosti, ki jih da kvantno-
mehanicni racun na podlagi izmerjenih podatkov, kazejo tocke na sklenjenih
krivuljah. Krivulja 1 ustreza Bohrovemu simetri¢nemu prvotnemu predlogu
in da zgreSeno odvisnost energije. Krivulja 2, ki ustreza nesimetri¢cnemu
osnovnemu stanju molekul, se ujema z izmerjenimi podatki pri majhnih in
velikih razdaljah med jedroma. Krivulja 3, ki ustreza prvemu vzbujenemu
stanju molekule, se ujema z izmerjenimi podatki na vsem obmocju.

Presenetljivo ujemanje je vzbudilo novo zanimanje za Bohrov model. V
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Stevilnih revijah so se pojavili vzpodbudni zapisi. Nature Physics je o »po-
novno rojenem Bohru« leta 2005 zapisala: »Ceprav je mogoce z modelom
[sodobnim kvantnomehani¢nim| zelo natanéno opisati elektronsko zgradbo
molekul, tak numeri¢ni nac¢in daje malo vpogleda v delovanje elektronov
na elektrone. Anatolij Svidzinsky in sodelavca so se odpravili na zanimiv
izlet po poti spominov in odkrili prijem, ki spodbuja razumevanje kemijske
vezi v molekulah in hkrati postavi »staro kvantno teorijo<, ki jo je razvil
Niels Bohr leta 1913, v svezo perspektivo.« Ozivljeni Bohrov model je po-
stal »vez med predkvantnim in pokvantnim opisom kemijske vezi« [1]. »Ne
glede na uspeh sodobne racunalniske kemije obstaja potreba, da bi zgradbo
elektronov razumeli na razmeroma preprost in intuitiven nacin.«

Na nakazani nacin se je mogoce lotiti helijevega atoma z dvema elek-
tronoma, molekule HeH s tremi elektroni, molekule Hes s §tirimi elektroni
in drugih molekul z ve¢ elektroni. Rezultati bolj zapletenih ra¢unov se v
vseh primerih presenetljivo dobro ujemajo z merjenji. Za ogljikov atom na
primer dobijo v osnovnem stanju energijo, ki se samo za 0,08 % razlikuje
od izmerjene [1]. Z dinamiénim lestviéenjem je mogoce zajeti tudi vzbujena
stanja, ¢e funkcijo (6) v blizini Ry opisemo v kvadratnem priblizku [1].
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Leta 1964 so izsla Feynmanova predavangja o fiziki (The Feynman Lectu-
res on Physics) Richarda P. Feynmana, Roberta B. Leightona in Matthewa
Sandsa [4]. Nekateri jih imajo za najznamenitejso fizikalno knjigo [1], drugi
navajajo, da je izsla v najve¢jem stevilu izvodov [2]. V angles¢ini jih je izslo
ve¢ kot poldrugi milijon. Prevedli so jo v vsaj 12 jezikov in samo v rus¢ini
je izslo ve¢ kot milijon izvodov. Posvetimo u¢beniku nekaj pozornosti.

Edini Se zivec¢i pisec M. Sands je opisal, kako je prislo do knjige [2].
Konec petdesetih let prejsnjega stoletja ni bil zadovoljen z uvodnim pre-
davanjem fizike na Kalifornijski tehniski univerzi Caltech. Studenti so se
pritozevali, da se v prvih letnikih ne sre¢ajo s sodobno fiziko. Predstojnik
oddelka Robert Bacher sprva nad predlogi za spremembe ni bil navdusSen.
Sands pa je zanje pridobil R. Feynmana. Dobro ga je poznal, odkar sta
leta 1944 skupaj delala v Los Alamosu pri na¢rtu Manhattan. Mnenje so
podprli Se drugi ¢lani oddelka in Bacher je popustil. Fordova ustanova je
nac¢rtu namenila dober milijon dolarjev.! Izvajanje naérta je nadzoroval
odbor s predsednikom Leightonom in ¢lanoma H. Victorjem Neherjem in
Sandsom. Neher je kot uspeSen eksperimentalist imel na skrbi izdelavo no-
vih poskusov. Leighton je z ucbenikom Principles of Modern Physics leta
1959 studentom priblizal sodobno fiziko. Glede sprememb programa pa je
bil zadrzan. Sestanki so pokazali, da on in Sands ne bosta mogla zblizati
stalisc.

Ze po izstrelitvi Sputnika leta 1957 so osnovali odbor PSSC (Physical
Science Study Committe), ki naj bi prenovil amerisko srednjesolsko fiziko.
Odbor je sprozil tudi pobudo za izboljsanje uvodnega poucevanja fizike na
visokih 8olah in v ta namen imenoval Komisijo za fiziko na kolidzih (Com-
mission on College Physics). Sands je bil ¢lan komisije in ji je med letoma
1964 in 1966 predsedoval.

Sandsu se je zdelo, da zadeve tecejo prepocasi. Pomislil je, da bi §lo
hitreje, ¢e bi bil pripravljen prevzeti uvodno predavanje Feynman, ki je bil
znan kot uspeSen raziskovalec in izreden predavatelj. Sprva so se pojavili
ugovori, da Se nikoli ni predaval novincem in da je nepogresljiv na podiplom-
skem studiju. Postopno se je Feynman navdusil nad predlogom, da lahko
uvodno predavanje oblikuje po svoje. Postavil pa je pogoj, da predava samo

!Ustanovila sta jo leta 1936 Edsel Ford in Henry Ford z namenom, da deluje v dobro
clovestva. Nekaj casa je bila najbolj cenjena ustanova svoje vrste na svetu. Med drugim
je podpirala tudi razvoj poucevanja.
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enkrat. Naposled so ugovore utisali z mislijo, da ne kaze nasprotovati, ¢e si
Feynman zeli predavati. Veéji del dodeljenih sredstev so porabili za izdelavo
novih naprav in za plac¢ilo kolegov, ki so prevzeli prejsnje delo sodelavcev
novega predavanja.

Po polletni pripravi je Feynman jeseni 1961 zacel z uvodnim predava-
njem. Na teden je predaval dvakrat po uro. Studenti so imeli e uro vaj,
ki so jih vodili podiplomski Studenti ali ¢lani oddelka, in tri ure laborato-
rija pod Neherjevim nadzorom. Predavanja so snemali z magnetofonom in
fotografirali popisano tablo. Strojepiska je sproti pretipkala besedilo s tra-
kov. Leighton je kljub zacetni zadrzanosti zavzeto sodeloval in ob Sandsovi
pomoci sproti urejal zapise, ki jih je nazadnje pregledal Feynman. Tako so
Studenti kmalu po predavanju dobili v roke zapiske predavanj.

Na drugih univerzah so zvedeli za predavanja in poizvedeli, ali bi bilo
mogoce dobiti zapise. Oglasili so se tudi zalozniki. To je pripeljalo do
odloé¢itve o ucbeniku. Najboljso ponudbo je dala zalozba Addison-Wesley,
ki je lahko knjigo izdelala od zacetka do konca. Obljubila je dostopno ceno,
ker ni bilo avtorskih honorarjev [2]. V knjigi je besedilo teklo na notranji
polovici strani, slike in preglednice so prisle na zunanjo polovico strani. Tako
stolpcev besedila ni bilo treba posebej lomiti. Na predlog za naslov Fizika
ena s tremi avtorji se je Feynman odzval uzaljeno, ¢es da sta imela Leighton
in Sands zgolj »vlogo stenografov«. Pristal pa je na naslov Feynmanova
predavanja o fiziki.

Leta 1962 so se nadaljevala predavanja v drugem letniku. Leighton je
tedaj ponovil predavanje v prvem letniku in prepustil urejevanje zapiskov
Sandsu. Odlocili so se tudi, da bo poseben, tretji del namenjen kvantni
mehaniki. Nekaj predavanj za ta del je Feynman dodal na koncu leta 1963.
Delo se je nekoliko zavleklo, ker je Sands tega leta prevzel mesto pomocnika
direktorja Stanfordskega centra za izgradnjo velikega elektronskega linear-
nega pospesevalnika (SLAC). Kljub temu se je vse koncalo po nacrtu.

Ucbenik je dozivel veliko ponatisov in posebnih izdaj. Leta 1964 je
Feynman imel izredno predavanje Gibanje planetov okoli Sonca, ki so ga
izgubili. Ko so ga nasli, sta David L. Goodstein in Judith R. Goodstein
uredila Feynman’s Lost Lecture. Leto po Feynmanovi smrti 1988 sta David
Goodstein in Gerry Neugebauer pripravila Commemorative Issue. SkrajSani
razli¢ici Six Fasy Pieces leta 1994 in Siz Not-So-Easy Pieces leta 1998 sta
vsebovali samo po Sest poglavij. Sledili sta New Millenium Edition v uredni-
stvu Michaela A. Gottlieba in Rudolfa Pfeiferja in Definitive and Extended
Edition. Gottlieb in Ralph Leighton (sin Roberta in Feynmanov prijatelj, ki
je z njim bobnal) sta leta 2005 pripravila Feynman’s Tips on Physics. Exer-
cises for the Feynman Lectures on Physics. Knjiga je zajela Stiri poglavja, ki
so jih v prejs$njih izdajah spustili, med njimi tri poglavja o reSevanju nalog,
ter Sandsove spomine [2]. Naloge je spocetka pripravljal Robert Leighton v
sodelovanju z Rochusom Vogtom.

Iz8lo je vec¢ brosiranih izdaj ter zvoénih in video posnetkov, samostojnih
ali dodanih knjigam. Tezko je dobiti pregled nad vsemi izdajami, uredniki,
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zalozbami in lastniki zaloznigkih pravic. Osnovna Feynmanova predavanja
so od konca lanskega leta prosto dostopna na spletu vsaj v dveh razli¢icah,
Caltechovi in na spletni strani Predavanj [4].

Leighton in Sands sta Feynmanu izrocila svoji zasnovi programa, a pro-
gram predavanj je oblikoval Feynman sam. Kolikor je bilo mogoce, so v
besedilu ohranili njegov neposredni slog. Zaradi Feynmanove odsotnosti je
peto in Sesto predavanje prevzel Sands. Predavanji Cas in oddaljenost in
Verjetnost pa nista posegli v osnovno Feynmanovo zamisel. Prvi del je bil
v glavnem namenjen mehaniki, sevanju in toploti, drugi elektrodinamiki in
tretji kvantni mehaniki. Feynman pa se ni drzal ustaljenega reda. Pogosto
je posegel naprej in tudi vpletel veliko snovi, ki je sicer uvodna predavanja
ne vsebujejo, na primer Odnos fizike do drugih znanosti, Linearni sistemi in
pregled, Simetrije v fizikalnih zakonih itd. Na nekaterih mestih je namignil
na svoje raziskovalno delo, na primer pri elektromagnetni masi ali nacelu
najkrajSega casa in nacelu najmanjse akcije. Theodore Welton, ki je s Fe-
ynmanom Studiral na Massachusettski tehniski univerzi MIT, je omenil, da
»§tevilna poglavja izvirajo neposredno iz gradiva, s katerim smo se srecali
— dodam naj, da z zadovoljstvom — v teh letih« [3].

Feynman je v svojem predgovoru menil, da je »bila vsa stvar v bistvu
poizkus. [...] Vprasanje je seveda, kako dobro je poizkus uspel. Moj pogled
—zdi se pa, da ga vecina ljudi, ki je delala s studenti, ne deli — je pesimisticen.
Ne mislim, da sem opravil zelo dobro za Studente. Ce pomislim, kako je
vecina Studentov resSevala naloge na izpitih, mislim, da je sistem neuspeh.«
Po mnenju Goodsteina in Neugebauerja je bilo novincev na predavanjih
vse manj, vse ve¢ pa podiplomskih Studentov in ¢lanov fakultete. Sands
je bil drugacnega mnenja. Obzaloval je tudi, da je predlagal predgovor.
V naglici ga je Feynman posnel na magnetofon Se pod vtisom Sandsovega
obvestila o 65-odstotnem uspehu Studentov. A kaze, da je Feynman svoje
mnenje pozneje spremenil. Enemu od Zivljenjepiscev je namrec izjavil, da so
Predavangja ena od najboljsih stvari, ki jih je naredil. V odzivih v Fizikalnem
forumu na spletu naletimo na mnenje, da so Predavanja »krasne knjige, ki
vas bodo naucile pogleda na fiziko od dale¢. Navdihnila vas bodo in imeli
boste obcutek, da prvi¢ v zivljenju zares razumete. Nikakor pa vas ne bodo
naucila reSevanja fizikalnih problemov ali vas pripeljala do boljse ocene«.
Stevilni Studenti se s tem strinjajo. Vecina fizikov pa ima predavanja za
prvovrsten dosezek. Feynman je v epilogu zapisal: »Zelel sem vam dati
nekaj ob¢udovanja cudovitega sveta in fizikov pogled nanj, za kar verjamem,
da je velik del prave kulture modernega casa.«

LITERATURA

[1] T. Phillips, The Feynman Lectures on Physics, Nature 504 (2013), 30-31.

[2] M. Sands, Capturing the wisdom of Feynman, Phys. Today 58 (2005), 4, 49-53.
[3] T. A. Welton, Memories of Feynman, Phys. Today 60 (2007), 2, 46-52.

(4]

4] The Feynman Lectures on Physics, www.feynmanlectures.caltech.edu, ogled 31. 1.

2014.

21-23 23



NOVE KNJIGE

John A. Adam, prevod Damjana Kokol Bukovsek, Matemati¢ni
sprehodi v naravo, Knjiznica Sigma 94, DMFA — zaloznistvo, Lju-
bljana 2012, 265 str.

To je prevod knjige [1], ki je leta
2009 izsla pri Princeton University
Press. Avtor knjige, po rodu An-
glez, ima doktorat iz teoretic¢ne
astrofizike. Ze dolgo poucuje ma-

TIENI SPREHODI V NARAVO

tematiko na univerzi Old Domini-
on v Virginiji v ZDA. Kot sam pra-
vi, ga od mladih nog privlacijo
skrivnosti narave. Zelo rad se spre-
haja v naravi in tudi obiskuje na-
ravne parke. Ukvarja se z upo-
rabno matematiko in matematic-
nim modeliranjem. Napisal je knji-
go Mathematics in Nature: Mo-
delling Patterns in the Natural
World. Ukvarja se tudi z modeli-
ranjem rasti tumorjev in modelira-

njem dinamike imunskega sistema.

Knjiga je namenjena Sirsi pu-
bliki. Nekatere teme zahtevajo le osnovno racunsko znanje, druge nekaj
trigonometrije in algebre. Znanje odvoda, integrala in najpreprostejsih di-
ferencialnih enacb pa, kar se tice matematike, pravzaprav zadoSca za skoraj
vso snov knjige. Nekaj podobnega bi lahko rekli tudi za potrebno znanje
fizike. Vendar avtor, brz ko fizika postane bolj zapletena, ne izgublja casa
z izpeljavami fizikalnih formul, ampak jih kar navede. V tem smislu je
obravnava v knjigi blize bolj matemati¢no usmerjenim bralcem in ve¢inoma
izpolnjuje pricakovanja, ki jih vzbuja naslov.

Stevilo tem v knjigi je veliko, kot bomo kmalu videli. Besedilo je pre-
cej strnjeno. Knjiga ima tudi obsezen seznam literature, tako da je prava
zakladnica informacij s tega podrocja.

Na primeru taljenja snezne kepe spoznamo matemati¢no modeliranje in
omejitve takih modelov. Zanimivi so tudi inverzni problemi: Kaj lahko iz
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opazovanj naravnega pojava sklepamo o vzrokih za njegov nastanek (tudi
kvantitativno)?

Avtor nato zastavi bralcu nekaj testnih vprasanj, denimo: 1. Opazujes
enojno pisano mavrico (primarni lok). Katera barva je na vrhu oboka? ... 9.
Oceni premer vodne kapljice v (i) hudem nalivu in (i) v megli. ...11. Kako
dolg je povprecen zvocni val pri ¢loveskem govoru? ...14. Kako dalec je
obzorje, ée stojis na plazi in gledas na morje? Ta vpraSanja dobijo odgovor
v nadaljevanju.

Sledijo nekatera ¢isto racunska vpraSanja, kot: 17. Kako dolgo bi s pe-
skom polnili Grand Canyon v ZDA? ipd. Vprasanje 21: Zakaj King Kong
ne bi mogel obstajati? (V filmih je K. K. = K? prikazan kot gorila, linearno
povecana na velikost kakih deset metrov.) Tu avtor argumentira takole:
»Mo¢ objekta, Se posebej K2, je sorazmerna z velikostjo preseka njegovih
kosti, ki so potrebne, da nosijo njegovo tezo. Ta presek pa je sorazmeren
njegovi povrsini. Ker imamo opravka z geometrijsko podobnimi objekti,
je njegova povrSina sorazmerna s kvadratom njegove velikosti.« Ta argu-
ment se mi zdi po nepotrebnem zakompliciran — ne vem, zakaj je treba na
dan vle¢i povrsino gorile — ploséina preseka kosti je sorazmerna kvadratu
velikosti. Sicer pa na to zgodbo nimam pripomb.

Zanimiva je tudi obravnava samovziga velike kopice sena. Pri vprasanju
27: Zakaj so kapljice na pajkovi mrezi tako enakomerno razporejene? pa
avtor pokaze svoje znanje netrivialne fizike. Bolj na kratko so obravnavana
Fibonaccijeva Stevila in ustrezni spiralni vzorci v rastlinskem svetu. Vpra-
Sanje 32: Ali lahko ocenis tezo buce samo s pogledom? me je spomnilo na
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soseda, ki je gojil buce velikanke; enkrat je v ta namen napeljal poganjke
celo na streho hise in jo prakticno v celoti prekril z listjem. Vprasanje 35:
Ali moja senca pospesuje? ima negativen odgovor. VpraSanje 41: Kako do-
bro se svetloba zvezd odbija od mirne vodne gladine? pove vrsto zanimivosti
o odboju. Avtor med drugim sprasuje tudi, kaj se zgodi, ¢e svetlobo odbija
tudi dno tolmuna: (i) Obravnavaj dno tolmuna, kot da odbije 20 odstot-
kov svetlobe (mogoce je na dnu kos stekla ali druge odbojne snovi)? Tole s
steklom je morda potegavséina. Kdor je kdaj plaval z masko, je verjetno
opazil, da steklo v vodi odbija bistveno manj svetlobe kot na suhem in ga je
teze opaziti. Vzrok je v tem, da je lomni koli¢nik steklo/voda enak priblizno
n=3/2:4/3 =9/8. Po formuli, ki jo navaja knjiga na isti strani, je delez
odbite svetlobe pri pravokotnem vpadu na prvo povrsino stekla

2
n—1
R= ( > .
n+1
Celotni delez svetlobe, odbite na obeh povrsinah ravnega stekla, je %,
kar je v tem primeru manj kot en odstotek. (Mimogrede, prve antirefleksne
prevleke na optic¢nih elementih so slonele prav na podobnem fenomenu, ko so

steklo prevlekli s snovjo, ki ima lomni koli¢nik manjsi od lomnega koli¢nika

stekla.) Bel pesek na dnu tolmuna s ¢isto vodo pa morda lahko odbija
toliksno koli¢ino svetlobe. Na zraku ravno steklo pri pravokotnem vpadu
odbija kakih 8 odstotkov svetlobe, pri poSevnem vpadu pa seveda Se vec.
To lepo vidimo ob son¢nem zahodu.

Vprasanje 44: Kako dale¢ se zdi migotanje zraka nad cesto med pri-
peko? in 45: Zakaj je mebo modro? spet pokaZeta avtorjevo znanje fizike;
pri zadnjem je tudi nekaj dimenzijskih in podobnih argumentov, ki se jih
matematik verjetno ne bi spomnil. Fizik, ki pozna rezultat, pa s tem nima
problemov. VpraSanje 48: Zakaj se oblak kovinsko sveti? se mi je zdelo
zelo zanimivo, saj iridescenco na oblakih okrog sonca pogosto vidimo. V za-
dnjem odstavku na strani 98 se avtor nekako ne more odlo¢iti, ali bi napisal
formulo za jakost uklonjene svetlobe ali ne; govorjenje o uporabi Besselove
funkcije je zato Se manj jasno, posebno za tistega, ki o tem nic¢ ne ve.

V naslednjih vprasanjih avtor zelo izérpno obdela mavrice, halo (obro¢)
okrog sonca in svetlobni (soné¢ni) steber. To so teme, o katerih sta pisala tudi
OMF in Presek. Knjiga ima v sredini barvno prilogo z lepimi fotografijami
teh in drugih pojavov. Avtor sam rad prispeva tovrstne slike za spletno
stran Farth Science Picture of the Day (EPOD) [3]. Sledi opis sosonca
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(parhelija), zenitnega loka in glorije. (Mimogrede, e danes obzalujem, da
sem pred leti zadnji dan potovanja porabil poslednji film, na poletu nazaj pa
zato nisem mogel slikati krasne glorije okrog sence nasega letala na oblaku.)

Posebno poglavje je posveteno modeliranju oblike pti¢jega jajca. Ob-
delani so razni nac¢ini. Eden od njih je podoben tistemu, ki ga je uporabil
Tine Golez v [2].

Poglavje V (ALI NA) VODI obsega priblizno trideset strani. Obravnava
migljajoc¢e odseve sonca na vodni gladini in vse mogoce o valovih: v plitvi
in v globoki vodi, o energiji valov itd. Poglavje se kon¢a z vpraSanjem
72: Kako lahko iz ladijske brazde sklepamo, da je zemlja okrogla? (in celo
ocenimo njen polmer).

Naslednje poglavje nosi naslov V GOZDU. Vprasanje 79: Kako visoko
lahko zrastejo drevesa? ima razlago, ki sem ji tezko sledil. LaZe je razumeti
vprasanje 80: Koliko sence daje sloj listov sloju pod njim?, pa zgodbo o
neprosojnosti gozda in o rasti bul na drevesu.

Poglavje V. NARODNEM PARKU prinasa mnogo informacij o re¢nih
meandrih, tudi podatke raznih meritev teh re¢nih oblik. Poglavie NA NOC-
NEM NEBU vsebuje med drugim razlago magnitude zvezd, preprost model
zvezde in zelo zanimivo modeliranje sonénega mrka ... Na koncu imamo
studijo hoje.

Zaustavimo se Se pri obravnavi starega hrasta kot fraktalnega objekta.
Tu avtor privzame, da se vsaka veja s polmerom r razcepi v dve veji s
polmeroma 7 in 9. Iz rokava privlece (brez pojasnila), da je

=1 4. (1)

Takoj nato privzame, da je r1 = ro, torej r; = 2750, Predpostavi, da ima
deblo premer 1 m, najtanjSa veja pa 1 mm. Torej je razmerje polmerov
103 ~ 210 = (2%)30, kar pomeni, da je razvejitev priblizno 30. (Iz meni
nerazumljivih razlogov avtor v racunih operira z 0,794 namesto z 2_%).
Ta model nato uspesno uporabi na zivalskem ozilju. Kot pravi, je tipicni
premer najtanjse zile — kapilare — 5 mikronov. Pri psu ima najdebelejsa zila
morda premer 5 mm. Spet je razmerje polmerov 103 in imamo tako priblizno
trideset “generacij” razvejitev na dve zili. Imamo torej (priblizno) 230 =
(210)3 ~ (10%)® = 10? kapilar, ¢e zaénemo z eno samo najdebelejso zilo. Ker
imamo pri vsaki razvejitvi podvojitev, je skupno stevilo zil priblizno enako

30
22”:231—1%2-109.
n=0
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To se dobro ujema s podatkom 1,2-10? 7il iz (starejse) literature. Sumim,
da je avtor ta rac¢un najprej naredil za zilni sistem in Sele nato presel na
hrast — ker pa¢ drevo bolj ustreza naslovu te knjige. Nato se vrne k hrastu
in naredi Se eno predpostavko. Obstaja naj stevilo 0 < a < 1, tako da se
vsaka veja z dolzino L razcepi na dve veji z dolzino aL. Ce je dolzina debla
Lo, je torej dolzina vseh vej plus dolzina debla

2 (20)3! — 1
n —

;(2@) Lo = ﬁ[zo.

Pria = % in Ly = 3 m dobi tako skupno dolzino vej 67 km. Pri a = % pa
kar 100 000 km. To je ze na prvi pogled nerealno in spominja na potega-
vicino. Pogoj (1) me je nekako navajal na misel, da bi pri vsaki podvojitvi,
¢e bi razdeljeni veji bili kot prostorska objekta podobni zacetni, vsota pro-
stornin obeh razdeljenih vej bila enaka prostornini zac¢etne veje. Avtor sicer
privzame nekaj malce drugac¢nega. Pa sledimo avtorjevi predpostavki in si
Se mi privos¢imo manjSo poenostavitev, in sicer, da je vsaka veja valjaste
oblike, s polmerom r in dolzino L. Razcepi se na veji s polmerom r; = 9= 5
in dolzino aL. Vsota prostornin teh dveh vej je

1 2
23 Lmre,

kar je prostornina zaCetne veje, pomnozena s k = 2%5a. Pri a = % je
k =~ 1,10243... > 1 in bi torej vsaka nadaljnja generacija vej imela vecjo
prostornino in torej po vsej verjetnosti tehtala ve¢ kot prejSnja, kar je ze
samo po sebi rde¢i alarm. Skupna prostornina vseh vej bi torej bila ve¢ kot
tridesetkratna prostornina debla, natanc¢neje bi prostornina lesenih delov
bila

30 k31_1 ;
\% k" =V ~ 191 -V ~ 450
07;) 071 0 m-,

saj je prostornina debla V{ = %’r
so v debelih drevesih lahko precej$nje koli¢ine lesa, kot bomo videli. Vse
skupaj je dobra ilustracija avtorjeve zacetne ugotovitve, da imajo modeli

m3. To je le nekoliko pretirano — éeprav

omejitve in da jih moramo primerjati s stvarnostjo.

Se primer iz slovenske stvarnosti. V vasi Malence v blizini Kostanje-
vice na Krki, na robu zas¢itenega Krakovskega gozda, stoji na Cvelbarjevi
domagiji drugi najvecji hrast dob v Sloveniji. Star je kakih 350 let, obseg
debla je 7 m. Premer debla (v visini prsi) je torej ve¢ kot dva metra. Pred
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tremi desetletji je vihar odlomil eno od najvecjih vej. Gospodar domacije
je povedal, da je bilo v odpadli veji okrog stiri kubike uporabnega lesa. Na-
el sem kratek video o tem drevesu [4]. (Mimogrede: Ta hrast ima sreco,
da stoji v vasi. Precej drugih debelih hrastov na tem zasc¢itenem podrocju
je bilo zadnje leto ilegalno posekanih. Lesni tatovi o¢itno dobro ocenju-
jejo prostornine dreves. Dobili so krila, saj v podobnem primeru pred leti
kljub odkritim storilcem in trdnim dokazom z DNK nih¢e ni bil obsojen.
Poplavni Krakovski gozd je ¢udovit, ko zacveti spomladi — v drugi polovici
aprila. Vendar vzemite Skornje in ostajajte na oznacenih poteh. Ena od njih
se imenuje po izumitelju ladijskega vijaka inzenirju Resslu, ki je bil gozdar
na tem podrocju in je dal izkopati ve¢ kanalov v gozdu. Poleti in v zgodnji
jeseni pa boste le bezali pred komarji.)

Vrnimo se h knjigi. Imamo Se Kratek slovar matematiénih pojmov in
funkcij. Avtor namesto rotacijski elipsoid uporablja besedo sferoid. Z opi-
som Besselove funkcije J; se avtor ni ravno potrudil, povrhu pa je uporabil
sliko, na kateri so Se druge (nepotrebne) funkcije.

Ce strnem svoje ugotovitve: Avtor je napol fizik, napol matematik. To
ima mnoge dobre strani, saj bi zelo tezko nasli matematika, ki bi toliko
vedel o fizikalnem ozadju pojavov v naravi. Po drugi strani avtor razume
matematic¢ni nacin razmisljanja in se mu ve¢inoma dobro prilagodi. Zgoraj
sem navedel pa¢ vse (po mojem) vprasljive stvari v knjigi. Kot sami vidite,
za tako obsezno knjigo tega res ni veliko. To je tudi zasluga prevajalke, ki
je v soglasju z avtorjem popravila nekaj stvari iz originala. Veliko je vreden
tudi obsiren seznam literature. Predvsem pa bralca pritegne avtor-
jevo navdusSeno preucevanje raznih, nevajenemu ocesu tudi komaj
opaznih stvari in pojavov v naravi. Tisti z manj znanja matematike ali
fizike bodo morali kaj preskociti. Vsak, ki bo prebral vsaj nekaj te knjige,
pa bo prihodnji¢ na izletu ali sprehodu verjetno pozoren na nove stvari in
bo tako od dozivetja narave imel vec.
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Alfred S. Posamentier, Ingmar Lehmann, The Secrets of Trian-
gles: A Mathematical Journey, Prometheus Books, Amherst, New
York, 2012, 387 strani.

Ceprav bi morda kdo mislil, da

tako preprost matematicen

objekt, kot je trikotnik, ne pre-

more kaksnih posebnih skrivno- THE SECRETS OF

sti, pa je vendarle res, da so Ste-

vilne ¢udovite in osupljive rela- T R IA N G L E S
cije med razlicnimi njegovimi
elementi (razliénimi znameniti-
mi tockami in daljicami, pa tudi
koti in plos¢inami v njem) zna-
ne le redkim. Tudi matematiki
vec¢inoma ne poznajo dobro tega
podrocja, razen tistih, ki se po-

svecajo geometriji bodisi kot pe-

dagogi bodisi pri svojem razi-

skovalnem in znanstvenem delu.

y ) 5 ~ A MATHEMATICAL JOURNEY -

Ce malce parafraziramo Preser-
. ALFRED S. POSAMENTIER

novo pesem Pevcu, lahko to si- AND INGMAR LEHMANN

tuacijo lepo ilustriramo takole:
GEOMETRU

Kdo zna dokazat’, kar pravi Fermat, da se da? (»Spojnice vrhov enako-
strani¢nih trikotnikov nad stranicami trikotnika in njim nasprotnih oglis¢ se

sekajo v isti, t. i. Fermatovi, tocki.«)

Kdo ve, kaj nam Cevov izrek pove? (»Za poljubne tocke L, M, N na strani-

cah BC, CA in AB trikotnika ABC se daljice AL, BM, CN sekajo v isti

tocki natancno takrat, ko je % . % . % =1.4)

Kdo uci, kako se neenakosti v trikotniku dobi? (Na primer, da je skupna
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Kako bit’ hoces geometer, pa ti pretezko je v rokah drzat’ al’ ravnilo al’

Sestilo? (in npr. konstruirati trikotnik, ¢e poznas a, b in visino na a).

Stanu se svoj’ga spomni, geogebraj (uporabljaj program GeoGebra) brez

miru!

Pa 8alo na stran! Knjiga, ki ne zahteva drugega predznanja kot pozna-
vanje srednjesolske matematike, prinasa jagodni izbor izrekov o trikotnikih,
predstavljenih na kar se da privlacen nacin ter z obilico preglednih slik. Do
bralca skuSa biti kar se da prijazna tudi v smislu oznak in mu pricarati
kolikor mogoce kraljevsko, nenaporno pot v matematiko. Dosledno izogiba-
jot se pastem pretirano stroge evklidske aksiomatske metode (ki bi vzorno
osteviléene trditve in formule dokazovala postopoma in kar se da ekono-
micéno v slogu nekaterih u¢benikov geometrije: »sklicujo¢ se na trditev 1.5.8
in upostevaje definicijo 2.4., vidimo, da velja izrek 3.12«) zaniha v drugo
skrajnost: trditve in formule niza drugo za drugo, véasih tudi brez dokazov
(res pa je, da v teh primerih ve¢inoma navaja reference, kjer jih lahko bralec
sam poisce), namesto tega pa se vzhi¢eno navdusuje nad njihovo presene-
tljivostjo in lepoto (tako npr. Miquelovo odkritje, da »presec¢isca ocrtanih
krogov trikotnih delov poljubnega pentagrama lezijo na istem krogu« pred-
stavi le s sliko)! Ceprav bralcu zastavlja tudi matematiéno-logicne izzive
v obliki nalog (npr. dolo¢ene relacije lahko poskusi dokazati sam, preden
prebere resitev, spodbuja pa ga tudi h konstruiranju trikotnikov, pri ¢emer
si lahko pri izboru naloge pomaga s tabelo najrazli¢nejsih moznih trojic
tem, ko pogosto opozarja, na kaksne nacine in v kakSnih smereh bi bilo mo-
goce navedene izreke in relacije izkoristiti kot odsko¢ne deske za nadaljnje

raziskovanje (pri tem je lahko v veliko pomo¢ tudi GeoGebral).

Knjiga obravnava naslednja tematska podrocja: daljice v trikotniku, ki
se sekajo v isti tocki, znamenite tocke trikotnika in krogi, ki jih vsebujejo,
posebne premice v trikotniku (npr. Eulerjeva, na kateri lezijo visinska tocka,

tezisée in sredice trikotniku o¢rtanega kroga), koristni izreki o trikotniku
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(npr. Routhov izrek (1896), ki izraza razmerje plos¢ine trikotnika XY Z,
katerega oglis¢a so preseciséa treh daljic AD, BFE in CF iz oglis¢ trikotnika

ABC do nasprotnih stranic in plos¢ine trikotnika ABC' s pomocjo razmerij

AF BD _ iy CE _ AXYZ __ (rst—1)2
rB — " pc = SM Eq = t, s formulo AABC — (rs+r+1)(rt+t+1)(st+s+1)

in iz katerega se da izpeljati Cevov izrek kot poseben primer), formule za

plos¢ino trikotnika in njegovih delov, neenakosti v trikotniku (npr. s po-
mocjo trikotnika lahko pokazemo, da veljajo med aritmeti¢no, geometrijsko
in harmoni¢no sredino Stevil a in b relacije AM > GM > HM, kjer je
AM = ‘ITH’, GM = \ab, HM = %), zlate trikotnike, konstrukcije pravil-
nih n-kotnikov, itd. Posebno poglavje, ki nekoliko §trli iz sicer enotne za-
snove knjige, je posveceno trikotnikom in fraktalom; tu sre¢amo npr. prese-
netljivo povezavo med Pascalovim trikotnikom in trikotnikom Sierpinskega,
razlozen je tudi pojem fraktalne dimenzije, omenjena je Kochova snezinka,
pa tudi krivulje, ki zapolnijo bodisi navaden trikotnik bodisi trikotnik Sier-

pinskega.

V knjigi, iz katere se lahko nau¢imo veliko koristnih pojmov v zvezi s tri-
kotniki (npr. »Cevova daljica« je daljica od ogliséa trikotnika do katerekoli
totke nasprotne stranice) najdemo tudi kar nekaj podatkov o znamenitih
matematikih, ki so se ukvarjali s trikotniki. Prav tako je v njej veliko po-
membnih formul, s pomoc¢jo katerih lahko resimo mnoge naloge v zvezi s
trikotniki. Tako nam npr. Stewartov izrek: b*m + c?*n = a(d® + mn), kjer
je AD = d, m = BD, n = DC, pomaga izracunati dolzino poljubne Ce-
je tudi Simsonov izrek: »PreseciSca stranic a, b, ¢ trikotnika in pravokotnic
TA', TB',TC’ nanje, narisanih iz katerekoli tocke T trikotniku ocrtanega

kroga, so kolinearne. «

V knjigi, namenjeni popularizaciji geometrije, seveda ni smel manjkati
tudi Napoleonov izrek (»Sredis¢a enakostraniénih trikotnikov nad strani-
cami poljubnega trikotnika so oglis¢a enakostrani¢nega trikotnika.«), ki ga
je sicer prvi objavil Dr. W. Rutherford leta 1825, stiri leta po Napoleonovi
smrti. Avtorja pravita, da Se do danasnjega dne ni jasno, ali je Napoleon
sploh poznal to trditev, ki mu jo pripisujejo. Med posebnimi dragulji, obrav-

navanimi v tej knjigi, je Se zlasti vreden omembe »¢udezni« Morleyev izrek
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iz leta 1900, ki pravi: »Presecisca sosednjih trisektorjev (daljic, ki delijo
kot na tri enake dele) v trikotniku oblikujejo enakostrani¢ni trikotnik«; v
dodatku knjige najdemo kar tri njegove dokaze. Prav tako je ¢astno mesto
dodeljeno slavnemu Feuerbachovemu izreku (1822), ki pravi: »Krog, ki gre
skozi sredisca visin trikotnika, se dotika vseh Stirih krogov, ki so tangentni
na tri stranice trikotnika.«

Poglavitna odlika knjige Skrivnosti trikotnikov je v tem, da bralcu zelo
hitro odstre lepoto, ki se skriva v resnicah o trikotniku, posreduje pa tudi
mnoge koristne formule in ¢udovite dokaze najpomembnejsih izrekov. Toda
bodite previdni, ko jo prebirate: to podroc¢je vas namre¢ lahko tako ocara,
da boste posegli po kaksni Se bolj sistemati¢ni knjigi o trikotnikih, in geo-
metrija bo ostala vasa strast za vse zivljenje! Bralcem Obzornika, ki radi
reSujejo geometrijske naloge, pa zastavljam naslednji problem, ki se mi je
porodil ob branju te knjige: Dokazi ali ovrzi naslednjo hipotezo (¢e bi bila
resni¢na, bi §lo za posplositev Napoleonovega izreka): »Za poljuben n > 3 so
sredi§ca pravilnih n-kotnikov nad stranicami poljubnega trikotnika oglis¢a
enakostrani¢nega trikotnika. «

Odgovor: Slika, narisana s pomocjo programa GeoGebra, »jasno kazex,

da za n = 5 hipoteza ne velja. Ali znate to tudi dokazati, npr. z vektorji?

!
A

/m‘q/j

*@//M///mﬂ/m/ﬂ/ﬂ% s

Juriy Kovic
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OPRAVICILO

V mojem predlogu ¢lanom DMFA v Pismih bralcev v lanski tretji stevilki
Obzornika, da bi poiskali nedvoumen nacin sporocanja Stevilénih podatkov
in primerjav v pogovornem jeziku, npr. pri »enkratenju« (enkrat vec), sem
uporabil besedo »spakovanje«. Oznaka je povsem neprimerna in mi je zal,
da sem jo zapisal. Mnogi govorci »enkratijo« zato, ker so prepric¢ani, da je
tako prav.

V peti stevilki Obzornika je prof. Swansonova enkratenje slovni¢no pre-
pri¢ljivo razlagala in ga predstavila kot edino mozno resSitev. Prof. Hribar
pa opozarja, da »je jezik zelo gibek in ga lahko uporabimo na razli¢ne na-
Cine«, v Soli » ¢im blizje vsakdanji govorici« ... Radoveden sem, kakSen bi bil
rezultat ankete, ki bi jo napravili med (nepripravljenimi!) »vsakdanjimi«
anketiranci:

Obkrozite pravilni odgovor:

e 30 je devetkrat vec kot 3.
e 30 je desetkrat ve¢ kot 3.

Ce bi bilo enkratovanje res edina prava, svetovno priznana reditev — no
prav (Solarje pa pripravimo na dvoumnosti, ki jih ¢akajo)! Vendar se mi
zdijo v enkratovanju — sicer pravilne — izjave vcasih malce ¢udne, prav ni¢
vsakdanje:

e Tristo je dvakrat ve¢ kot sto.

e Janez je dobil tiso¢ evrov, ban¢ni direktor je dobil 999-krat vec ...
e Ce se temperatura poveca enkrat, se energija poveca petnajstkrat.
e Teta ima tretjinokrat ve¢ (denarja) kot jaz.

e Stevilo, ki je dvakrat manjse od sto, je negativno.

e Enkrat manj kot stoje... (npr. »...marca je bil dohodek enkrat manjsi«
= »...niso dobili place«?)

e Na cesti je/ni nickrat manj ljudi ...

Seveda se zadregam lahko izognemo z malce spremenjenim govorjenjem
ali pisanjem. Pri najpogostejsi uporabi v vsakdanji govorici je dvojna ra¢un-
ska operacija (dodajanje produkta, npr. 300 = 100+2x 100) tezje dojemljiva
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od enkratnega mnozenja (300 = 3 x 100), in v tem je tudi izvirni greh »en-
kratne« izbire! Poleg tega enkratenje ne zmore obratne primerjave, ki jo pa
vsakdanja govorica zmore: e je Janez (160 cm) dvakrat vecji od bratca (80
cm) — potem je bratec dvakrat manjsi od Janeza! (Pri tem bratec — revez
negativni — sploh ne ve, da dejansko meri polkrat toliko kot Janez; ker Se ne
pozna ulomkov, ga ne moremo potolaziti niti z dejstvom, da ima mnozenje
s polovico enak uc¢inek kot deljenje z dval)

Vsakdanja govorica (npr. z dodatkom SE) pa omogoca tudi dodajanje
in enkratenje: ...(Se) enkrat vec ..., Se dvakrat vec ..., ¢e Ze hotemo po
vsej sili enkratiti in dodajati.

Peter Prelog
VESTI

GOSPOD DAVORIN TOMAZIC

V novembru se je v enaindevetdesetem letu
starosti poslovil gospod Darine Tomazi¢. V
Sestdesetih letih prejSnjega stoletja je bilo
na Oddelku za fiziko Univerze v Ljubljani
pomembnih nekaj profesorjev in gospod To-
mazic, ki je bil med profesorji znan kot Da-
rine. Profesorji so skrbeli vsak za svoj pred-
met, Darine pa, bi lahko rekli, za skoraj vse
drugo. Zacetki poucevanja fizike na Uni-
verzi v Ljubljani so tesno povezani z di-
dakti¢no zbirko eksperimentov iz fizike, ki
sta jo zasnovala profesorja Kuscer in Moljk,
a tudi Darine Tomazi¢, saj je bila njegova
ro¢na spretnost, pozrtvovalnost, predanost in organizacijska Sposobnost ne-
precenljiva za uspeh tega podjetja. Darine je organiziral in vodil delav-
nice (mehani¢no, mizarsko, steklopihasko) na oddelku za fiziko, upravljal
zgradbe, pomembno sodeloval pri graditvi stavbe na Jadranski 19, razpo-
rejal in opravljal delo tehni¢nih sodelavcev. V predracunalniski dobi je bil
nepogresljiv pri pisanju ¢lankov, saj je le on znal risati grafe s tusem na pro-
zoren papir, kakor so zahtevale tedanje revije. Razporejal je tudi delo pri
tipkanju Cistopisov ¢lankov na »ta boljsi« pisalni stroj. Samo prof. Kuséerju
je tako pomagal urediti devet knjig. Poleg tega nas je dolga leta pri pred-
metu Laboratorijske ves¢ine ucil raznih spretnosti od spajkanja, piljenja,
Zaganja, povezovanja elektricnih napeljav, ...in nazadnje do pihanja stekla.
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Pri tem predmetu smo se morda naucili nekaj skromnosti, ko smo spoznali,
da vescine niso kar tako in zahtevajo podoben napor za obvladovanje kakor
studij. Pihanje stekla je Se danes za mnoge med nami ¢arovnija, ki jo je
Darine izvajal, mi pa je nismo znali nikoli ponoviti. Darinetu smo vedno
rekli gospod, ¢eprav to takrat ni bilo v navadi, ker je bil do vseh, profesorjev
in Studentov, enako spostljiv in vedno zvest svoji besedi. Tisti, ki smo ga
poznali, ga bomo hranili v spostljivem spominu.

Andrej Cadez

Davorin Tomazi¢ (rojen 10. 9. 1923 v ljubljanskih Mostah, po izo-
brazbi elektrotehnik) je nelo¢ljivo povezan z zgodovino Oddelka za fiziko
Univerze v Ljubljani in DMFA.

Takoj po drugi svetovni vojni so bili na ljubljanski univerzi fiziki za-
posleni na dveh fakultetah. Tako sta bila recimo Anton Peterlin in Ivan
Kuscer na Prirodoslovno-matematic¢no-filozofski fakulteti (kjer so na leto
imeli kako diplomo ali dve iz pedagoske fizike). V okviru Oddelka za kemijo
na Tehnigki fakulteti pa takrat najdemo med drugim Antona Moljka, Sne-
guljko Detoni in Davorina Tomazica, ki so tesno sodelovali s fiziki z druge
fakultete. Leta 1952 so na Tehniski fakulteti odprli Studij tehnic¢ne fizike.
Nanj se je prva leta vpisovalo po 20-30, kasneje tudi ve¢ Studentov. Kot
pise Sneguljka Detoni [2]: ... Moljkova ideja je bila, da novi Studij temelji
na eksperimentalni fiziki, z odliénimi predavangi in poskusi, v celoti enako-
vreden drugim velikim univerzam ... Posebna zasluga dr. Moljka za fiziko
je bila, da je odkril Davorina TomaZi¢a (Darineta) in ga povabil na fiziko,
kjer je ostal do upokojitve (1983). Darine je bil izredno sposoben sodelavec
na fiziki, vodja delavnice, upravnik stavb. Velik je njegov delez pri izgradnyji
eksperimentalne fizike . ..

Del fizike je sprva domoval skupaj z matematiki v osrednji zgradbi Uni-
verze, na Kongresnem trgu. Pod vodstvom Antona Peterlina so ob gradnji
Fizikalnega instituta Akademije (ki se je preimenoval v Institut Jozef Ste-
fan) na Jadranski ulici zaceli tudi gradnjo Velike fizikalne predavalnice (zdaj
imenovane Peterlinov paviljon). Profesor Peterlin je zelel, da bi bila dvorana
podobna sodobnim predavalnicam v Svici, zato je poslal Davorina Toma-
zZica na ogled v Basel in Ziirich. Predavalnica je bila odprta novembra 1953
[1]. Postala je sredisée pouka fizike in je svojo vlogo dobro opravljala vse
do leta 2009, ko je dozivela prenovo, ne da bi bil prvotni koncept bistveno
spremenjen. V akademskem letu 1968/69 sem v njej poslusal Fiziko I. Iz-
vrstna predavanja Janeza Strnada, skupna za fizike, kemike in matematike
v nabito polni dvorani s 350 sedezi, so bila podprta z dobro premisljenimi
poskusi, pri katerih je pomagal Davorin Tomazi¢. Dobro se Se spomnim,
kako je pri ilustraciji ohranjanja vrtilne koli¢ine zavrtel profesorja Strnada
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na stolu. Seveda pa smo videli tudi bolj zapletene poskuse, za katere je bilo
treba veliko iznajdljivosti, dela in eksperimentiranja v delavnicah.

Konec petdesetih let se je v Jugoslaviji okrepila ideja, da potrebujemo
tudi centre, ki ne bodo primarno usmerjeni v jedrsko fiziko, ampak bi se osre-
dinili na fiziko trdne snovi. Tako sta nastala dva nova fizikalna instituta v
Zagrebu in Beogradu. V Ljubljani je Univerza leta 1960 ustanovila Institut
za matematiko, fiziko in mehaniko (IMFM) [3]. (Isto leto je bila ustano-
vljena tudi Fakulteta za naravoslovje in tehnologijo (FNT), ki je postala
center Studija fizike.) V drugi polovici Sestdesetih let je nastal velikopote-
zen nacrt gradnje dveh petnadstropnih stavb s povezovalnim traktom na
Jadranski ulici. Zagotovljena so bila tudi sredstva, za opremo po zaslugi
Antona Moljka celo iz zveznih fondov takratne drzave. Zal je prislo do za-
pleta z arhitektom, ki je narisal modernisticno fiksno stekleno fasado, in
predstavnikoma IMFM Kuscerjem in Moljkom, ki sta zelela stavbo, v kateri
lahko normalno odpira$ okna. Arhitekt se ni strinjal z Zeljami naroc¢nika in
je na koncu raje odstopil, kot da bi spreminjal na¢rt. Tako je prislo do ve-
like zamude. Zaradi inflacije je precejsen del denarja skopnel, in tako je bila
leta 1969 zgrajena le stavba na Jadranski 19 in temelji stavbe na Jadranski
21 (na pilotih). Novi projektanti so bili bolj dostopni za dialog. Davorin
Tomazi¢ je pomagal izboljSati konstrukcijo in opremo. Narisal je mnogo
modifikacij originalnih naértov in nadziral izvedbo.

Za brezhibnost stavb in opreme Oddelka za fiziko in Oddelka za mate-
matiko je Davorin Tomazi¢ skrbel enako ali morda Se bolj zavzeto kot za
urejenost lastnega (gostoljubnega) stanovanja. Ce je bilo treba, je bil na
Jadranski tudi v nedeljo. Bil je vljuden in prijazen, a za tiste, ki jih je
vodil, nesporna avtoriteta. Odli¢no se je spoznal na tehni¢ne zadeve in bil
ucinkovit ter zanesljiv. Imel je »dve desni roki«. Pomagal je pri obénih
zborih DMFA in sindikalnih sre¢anjih. Vodil je tehni¢na dela pri prvi ob-
novi Plemljeve hise na Bledu, ki jo je nase Drustvo dobilo v slabem stanju.
Precej teh del so opravili on in zaposleni v delavnicah Oddelka za fiziko. Na
predlog DMFA je v letu 1974 prejel drzavno odlikovanje red dela s srebrnim
vencem.

LITERATURA

[1] J. Bonca, Ob odprtju prenovljenega Peterlinovega paviljona, Obzornik mat. fiz. 56,
(2009), 148-150.

[2] S. Detoni, Prispevek k zgodovini fizike v Ljubljani (2007), pregledal ter dopolnil Ro-
bert Blinc.

[3] Predstavitev Instituta za matematiko, fiziko in mehaniko, ur. S. Klavzar in J. Mréun,
IMFM, Ljubljana, 2008, 64 str.

Peter Legisa

Obzornik mat. fiz. 61 (2014) 1 37



PROF. DR. PETER SEMRL NOVI PREDSEDNIK ILAS

Peter Semrl je bil izvoljen za
predsednika International Linear
Algebra Society (ILAS) za obdo-
bje od 1. marca 2014 do 1. marca
2017. Tako nadaljuje delo ugle-
dnih predsednikov tega drustva.

Navedimo jih: Hans Schneider
1987-1996), Richard A. Brualdi
1996-2002), Daniel Hershkowitz
2002—2008) in Stephen Kirkland
2008-2014).

Ob tem e povejmo, da je Bo-
jan Kuzma z Univerze na Primor-

A~ N N /N

skem eden od urednikov Image,
glasila tega drustva. V zadnji 51.
Stevilki te revije je intervju s Tho-
masom J. Laffeyem, ki ga je nare-
dila Helena Smigoc, profesorica na
University College v Dublinu.

Slovenske matemati¢arke in ma- \ £ VS
tematiki tudi sicer prispevajo viden delez raziskav na podroc¢ju Linearne
algebre. K temu je z izredno obseznim, kakovostnim in odmevnim razisko-
valnim delom ter mentorstvi veliko prispeval prav Peter Semrl.

Matematik novi direktor ERC (European Research Council)

V glasilu Evropskega matemati¢nega drustva EMS Newsletter [1] je bil ob-
javljen zanimiv intervju z Jean-Pierrom Bourguignonom, dolgoletnim
direktorjem znanega francoskega instituta IHES. Zdaj je postal direktor
ERC (European Research Council). Njegov portret je na naslovnici revije.

Kot pravi, sta ga v matemati¢no kariero usmerila dva gimnazijska pro-
fesorja. Prvi je dobro razlagal in od njega zahteval, da pomaga soSolcem,
zaradi Cesar se je moral poglobiti v snov. Drugi profesor je bil dober ma-
tematik, navduSen za znanost, a slab predavatelj, ki je presegal uéni nacrt
in bil izredno zahteven. Prva ocena, ki jo je dobil pri njem, je bila 0,5 (na
lestvici do 20). Bourguignon se je moral zelo truditi, a je z zadovoljstvom
opazil, da se to splaca, saj so se njegove matemati¢ne sposobnosti mocno
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povecale. Vendar zgodbe s tem ni bilo konec. Isti profesor je po maturi
vodil priprave na sprejemne izpite na elitnih Solah. Pravi, da je bilo zadnje
leto priprav peklensko, saj je profesor za isto oceno od nadarjenih dijakov
zahteval mnogo ve¢ kot od povprecnih. Kljub trudu ni dobival dobrih ocen.
(Opomba: Priganjanje posameznikov in Se posebej nadarjenih, da trdo de-
lajo in izkoristijo ve¢ino svojih zmoznosti, je edino pametno. Ampak pri nas
je to obicajno in sprejemljivo le pri Sportnih treningih zunaj Sole. Pri mate-
matiki, fiziki ...bi taka obremenitev dijakov zdaj po mojih izkusnjah hitro
pripeljala do prijav Solski inSpekciji. Skopost pri ocenah pred pol stoletja
in vec je bila kar pogosta — »da se otroci in mladostniki ne bi razvadili in
navzeli napuha« — a se je meni zdela kriviéna in zgreSena. Dobro opravljeno
delo zasluzi ustrezno plagilo, ¢e ze ne pohvale.)

Bourguignon je bil sprejet na slavno Ecole Polytechnique, a bil razoca-
ran, saj so nekatere predmete slabo poucevali diplomanti iste Sole, ki so bili
povrhu tega brez znanstvenih referenc. Tako je s kolegi organiziral lastne
dodatne kurze mehanike in verjetnosti. (Opomba: Kaj takega bi bilo pri nas
tezko izvesti, saj manjka kriti¢cna masa izredno nadarjenih in ambicioznih
studentov.) Pouk fizike je bil dober — kar mu je kasneje zelo koristilo. Mate-
matika pa je bila sploh odli¢na, saj so na Solo prihajali zunanji predavatelji,
kot Gustave Choquet in Laurent Schwartz.

Kmalu je Bourguignon dobil stalno raziskovalno mesto na CNRS (Nacio-
nalni center za znanstvene raziskave). Ni le odli¢en raziskovalec na podroé¢ju
med matematiko in mehaniko, ampak se je ze mlad izkazal tudi kot vrhunski
voditelj in upravljavec (z diplomatskim stilom in tipi¢no francosko kulturo).
Zanimivo je, da intervjuvanec na prvem mestu navaja, da je ponosen na spo-
sobno administracijo, ki jo je najel in ustvaril na institutu. Opisuje, kako je
s pomocjo prijatelja iz ameriske podruznice francoske banke dal izSolat vec
svojih usluzbencev za zbiranje donacij in v treh letih za IHES tako dobil 13
milijonov evrov. Vsega skupaj so zbrali 38 milijonov evrov in trenutno ima
Institut 30 milijonov evrov rezerve. Zdi se, da precej ali veCina denarja —
za francoski institut! — izvira iz ZDA. Nekateri donatorji ponujajo denar s
pogoji kot: dam vsoto A, ¢e dobite iz drugih virov enako vsoto (anglesko
se temu pravi: matching funds). Tako mora prejemnik prepricati se druge
donatorje in je manj moznosti, da bi bil denar neustrezno porabljen. Pa Se
ucinek donacije je podvojen. Pravi, da mora institut tako zdaj najti dva
milijona evrov k Ze ponujeni enaki vsoti. (Mimogrede, ¢eprav to ne sodi na
podroc¢je znanosti: Goljufanje donatorjev pri odpravljanju posledic vojne
v nasi neposredni soseSc¢ini z desetkrat preplacanimi storitvami je zalostno
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dejstvo. Pa tudi pri nas bi se naSel primer, ko iz doniranih sredstev ni
nastalo skoraj ni¢ od obljubljenega.)

Leta 1995 je Bourguignon postal predsednik EMS in iz malo opazne
organizacije hitro naredil pomembno drustvo — ki se tudi po njegovem §ti-
riletnem mandatu uspesno razvija.

Kot pravi, se evropski denar za raziskave pogosto koncentrira v nekaj
srediscih, kar se mu ne zdi prav. Srednja in vzhodna Evropa dobita premalo
sredstev glede na kakovost raziskovalcev. Prav tako je kriticen do tako
imenovanega »zlatega standarda«, prostega objavljanja, pri katerem morajo
avtorji sami priskrbeti denar za objavo. Lobisti komercialnih zaloznikov in
britanska vlada so skoraj prepricali EU o podpori temu standardu (le za
koga je zlat?), ki bi lahko moé¢no povecal stroske znanstvenega raziskovanja.
Na sreco celo nedavno porocilo britanskega parlamenta ugotavlja, da »zlati
standard « dolgoro¢no morda ni v interesu drzave. Vsa matemati¢na drustva
v Evropi imajo tezave s financiranjem matemati¢nih publikacij (izjema je
London Mathematical Society). Bourguignon meni, da bi morali zdruziti
napore vseh teh malih zaloznikov pod nekaksnim evropskim deznikom, saj se
cas izteka. Zdi se tudi, da mu je bolj pri srcu »zeleni standard« objavljanja,
ko po krajSem ¢asovnem intervalu besedila postanejo prosto dostopna.

Mimogrede, v isti Stevilki glasila EMS je vredno prebrati na straneh
34-38 se besedilo In the Mirror of Mathematics, ki ga je napisal romunski
matematik Preda Mihailescu z Univerze v Gottingenu. Je strokovnjak za
uporabno matematiko in kriptografijo, ki se je vrnil v ¢isto matematiko —
teorijo stevil — in leta 2002 dokazal Catalanovo domnevo. Ta pravi, da ima
enacba

v naravnih stevilih edino reSitev p=m =3, n=q=2.
Zanimivo je njegovo opazanje, da v konfliktih matematik pogosto laze
razjasni interese nasprotnih strani kot vpleteni.

Tezave z izpiti

Anketa med kanadskimi studenti [2] je pokazala, da manj goljufajo na iz-
pitih, ¢e profesor ocenjuje skrbno, nepristransko in so pogoji za vse enaki.
(Meni se je kar obneslo, da sem za vsak teoreti¢ni test pred popravljanjem
pripravil podroben tockovnik in ga dal Studentom na ogledu. Na ustnih
izpitih pa si zapisujem posamezna vprasanja in ocene odgovorov nanje, kar
zmanjsuje moznost napak, Se posebej proti koncu delovnega dneva, ko po-
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zornost popusti.) Studenti posebno zamerijo, e imajo le nekateri med njimi
dostop do starih izpitov in testov, ki se skoraj nespremenjeni uporabljajo Se
naprej. V tem primeru je goljufanja neprimerno vec

Tudi ¢e naredimo vse prav, problemov ni konec. Ko sem zacel pri pouce-
vanju na drugih fakultetah objavljati besedila preteklih teoreti¢nih testov,
je to sprva imelo dober ucinek, saj so vsi Studenti videli, kaj lahko prica-
kujejo. Ker pa se na takih testih mnoga vprasanja nujno ponavljajo, sem
kmalu zaplenil natisnjen seznam odgovorov na vpraSanja s prejsnjih izpitov.
Problem je bil v tem, da so bili nekateri odgovori v tem seznamu napacni
ali deloma napac¢ni. Nevroznanost nam pove, da je napac¢no nauceno zelo
tezko nadomestiti s pravim, saj moramo najprej »razgraditi« napacne po-
vezave v mozganih. (Pri $portu je veéini jasno, da se napa¢no naucenih
gibov, udarcev z loparjem ...tezko odvadis. Pri intelektualnem znanju ni
ni¢ drugace!) Naslednja tezava je bila, da so se nekateri studenti o¢itno uéili
le odgovore na stare teste. Vse to se mi je zgodilo dvakrat zaporedoma — na
razli¢nih fakultetah in pri dveh razli¢nih predmetih. Na sreCo sem zmeraj
v teoreticne teste dodajal kratke racunske naloge, ki se niso ponavljale in
so dobro pokazale operativno znanje. Kasneje besedil teoreti¢nih testov ni-
sem vec objavljal, sem pa na spletni ucilnici obdrzal nekaj primerov izpitnih
vprasanj.

Najbolj bizaren in tudi ilustrativen primer je bila oseba, ki je po ve¢ neu-
spelih poskusih prisla na ustni izpit z »dvojnim znanjem«: s prej omenjenimi
pomanjkljivimi odgovori na stare teste in z (verjetno kasneje pridobljenim)
fotografskim spominom o zapiskih — ne da bi zmogla ali vsaj poskusila prvo
povezati in popraviti z drugim.

Studenti zelijo tudi vnaprej vedeti rezim pri predmetu. Zato sem na
spletni ucilnici to preciziral. Bli§¢ in bedo interneta kaze naslednja zgodba.
Bodoéi naravoslovec je nekaj iz tega besedila skusal zvedeti tako, da je na
Studentskem forumu objavil vprasanje: »Naj mi kdo pove ..., saj se mi ne
da brati teh litanij.«

»Litanije« so bile dolge stran in pol v ekstra velikih ¢rkah.
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Na naslovnici je razvoj modela atoma: Thomsonov model pudinga z rozinami,
Rutherfordov planetarni model, Bohrov model in kvantni model. V Bohrovem mo-
delu elektroni kroZijo okoli jedra po krogih z izbranim radijem, tako da je veckratnik

njihove Brogliejeve valovne dolzine enak obsegu.
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