
Matematično simuliranje nateznega preizkusa 
z upoštevanjem deformacijske hitrosti 
in odvisnosti utrjevanja od stopnje deformacije 

UDK: 620.176.245.174.21:620.178.152.512 
ASM/SLA: Q, Q27, Q7h, Q21 

M. Zalokar 

1. UVOD 

Natezni preizkus danega materiala je eden naj-
pogostejših tehnoloških preizkusov v praksi. Kot 
vemo, je za ta preizkus značilno močno lokalno 
oženje, ko dosežemo maksimum sile. To je tudi 
ena glavnih preprek, da bi lahko na osnovi natez-
nega preizkusa dobili krivuljo plastičnosti. Z ma-
tematičnim modelom bomo poskušali opisati po-
jave, ki nastopajo pri nateznem preizkusu. 

Zaradi enostavnosti predpostavimo enoosno na-
petostno stanje. Upoštevali pa smo: 

1. hitrost deformacije; 
2. koeficient u t r jevanja n, ki pa ni konstanten, 

temveč je odvisen od stopnje deformacije. Le-to 
odvisnost smo dobili iz torzijskega preizkusa istega 
materiala. 

Zaenkrat smo natezni preizkus izvedli pri dveh 
različnih kvalitetah jekla (Č 3990 in KV 10), pri 
sobni temperaturi in pri temperaturi 100 °C. Vlečna 
hitrost pa je bila enkrat manjša in drugič večja. 
Matematično simuliranje je bilo izvedeno za večjo 
hitrost t rganja zaradi razmeroma dolgega časa ra-
čunanja računalnika. Nobene omejitve ni tudi za 
manjše hitrosti vlečenja — to pa je tudi pokazano. 

Za reševanje diferencialnih enačb je bila upo-
rabljena Hammingova modificirana metoda pre-
dikator — korektor. S pomočjo polinomne regre-
sije pa smo dobili odvisnost u t r jevanja od defor-
macije. 

Namen tega članka je prikazati nekaj pristopov 
za ovrednotenje standardnih tehnoloških preizku-
sov, v tem primeru nateznega. S tem pa se nam 
hkrati odpirajo nove možnosti napovedovanja last-
nosti materialov, kar pa nam lahko pride zlasti 
prav pri vseh preoblikovalnih postopkih. 

2. TEORETIČNE OSNOVE NATEZNEGA IN 
TORZIJSKEGA PREIZKUSA 

2.1 Enoosni natezni preizkus 

Za začetek obravnavamo idealno trgalno epru-
veto osnosimetrične cilindrične oblike, to je tako, 

ki se enakomerno razteza po celotni dolžini pri 
vlečenju s konstanuio hi t rost jo v. Za tako epruveto 
velja: 

E„ = ln 
L (t) . A0(t) 

= — ln 
M 0 ) 

(1) 

Lo je začetna dolžina, L (t) pa je dolžina epru-
vete v času t. A,, (0) je začetni prečni presek epru-
vete, Ao (t) pa je prečni presek v času t. Velja tudi: 

v A0 (t) 
Eo = L0 + v t A0 (t) 

(2) 

Upoštevali smo, da pri hitrosti vlečenja v velja: 
L (t) = L0 + v t 

Naši nadal jn j i računi pa bodo temeljili na 
predpostavki, da je v nekem začetnem trenutku 
naša epruveta že zožena v sredini. To zmanjšanje 
prečnega preseka opišemo s funkcijo: 

A (z, t = 0) = Ao (t = 0)|~1 l e o s W 

Splošna odvisnost prečnega preseka od lege in 
časa pa je seveda: 

A(z , t ) = A 0 ( t ) j ^ l — 1 — I c o s ^ p J ] (3') 

Parameter f v (3), oz. (3') nam podaja velikost 
nehomogenosti prečnega preseka. Za f = 0 bi imeli 
idealno palico. Iz teh dveh enačb tudi vidimo, da 
je prečni presek najmanjš i v sredini epruvete 
— A (z = 0, t) = A« (t) (1 — f) in največji na robu 

A0 (t). Na si. 1 si lahko ogledamo 

obliko naše trgalne epruvete, če smo predpostavili 
enačbo (3). 

Analitična aproksimacija krivulje plastičnosti, 
ki se največ uporablja, ima obliko potenčne 
funkci je 

o = K E " 

K in n sta konstanti, E j e efektivna deformacija in 
a efektivna napetost. Mi pa uporabimo drugo 
obliko7- 8<9: 

a = K£nEm (4) 
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Slika 1 
Oblika trgalne epruvete 

Fig. 1 
Original shape of tensile bar 

V trgalni epruveti zanemarimo ods topan ja od 
osnosimetričnega napetostnega s tanja med stabilno 
deformaci jo in na začetku končnega oženja. To 
pomeni, da so a , e, i v (4) pravzaprav komponente 
cvz, tj, Ez v smeri raztezanja. V (4) nas topa dodatni 
f ak to r E, ki ga sicer tudi imenujemo intenziteta hi-
t rost i deformaci je . Ta fak to r je potenciran na vred-
nost m; m imenujemo lahko indeks deformaci jske 
hi t rost i (v angl. se često uporabl ja naziv strain — 
ra te sensitivity). O koeficientih K in n bomo go-
vorili kasneje, povem naj , da predpostavimo od-
visnost K (E) in n (E). 

Naš nadal jn i pos topek pa je tak: polovico 
t rgalne epruvete razdelimo na 100 delčkov (lahko 
seveda še več ali pa manj) . Za to razdelitev rabimo 
to re j i = 101 točk, pr i čemer je prva točka v sre-
dini epruvete, 101. točka pa na robu. Shematično 
j e ta razdelitev pr ikazana na sliki 2. 

Sila P (t), ki deluje na epruveto v danem tre-
nu tku , mora bit i v tem t renu tku enaka v vsaki 
točki i vzdolž epruvete. Napišimo to silo P (t): 

P (t) =o z ( z # t ) . A (z, t) = 

= K i J ( z , t ) i ™ ( z . t ) A (z, 0) 

V (5) smo upoštevali, da je : 
A (z, t) 

e , ( z / t ) = — l n 
A (z, 0) 

/ 
i=1 i s J01 * 

Slika 2 
Polovica trgalne epruvete, razdeljena na 100 enakih delčkov 

(101 točk) 
Fig. 2 

One half of a tensile bar divided into 100 equal elements 
(101 points) 

Zaradi enostavnejšega pisanja od tu dal je ne 
bomo več pisali indeksa z. Ker velja, da je sila 
kons tantna vzdolž epruvete v danem t renutku, j e 
sila v i točki enaka sili v 101. točki. Za 101. točko 
pa na j velja (1), oz. (2). Napišemo enakost med 
tema dvema silama: 

P (t) = ir ( Z i , t ) . A ( Z i , t ) = a A ( t ) = CToAo(0)e-E»(t> 
(7) 

ali: 

K (EJ) E? (e<> E ? (t) A, (0) e - « . (t) = K ( E 0 ) Eq" (O (t) Ec™ 

Ki (0) e— E° (') (7') 

in velja: % = E<Zi); 

s0 = e (z i = 101 ) . 

A, (0) = A o ( 0 ) f l l c o . ( l 

Po preuredi tvah dobimo končno enačbo za vsako 
točko i: 

f f / t i ( i — i r 

2 2 l 100 

Ei = e0 
K ( O E 0 " ( Q An (0) e*i 

K (E;) Ejn («.) Ai (0) ! (8) 

Sedaj bi radi imeli le še koeficienta K in n, ki 
j u bomo dobili iz torzijskega preizkusa. 

2.2 Torzijski preizkus valjaste epruvete cilin-
drične oblike 

N a j p r e j napišemo nekaj osnovnih enačb, k i 
vel ja jo za torzijo, kot je nar isana na si. 3. Za te 
razmere velja: 

<*n * 0; a 2 3 0; ctm = a n = a33 = a a = 0 (9) 
Komponente deformaci jskega tenzor ja pa so: 

Eli = 
5u, 
5x, 

tr> = 
8u2 

5x, 

1 / 5U) ( 5 u ^ \ _ 

2 6 X 2 5 X J ) 

8u3 

5x3 

= 0 

= E O = 

(10) 

(5) 

(6) 

En = 
/ 5 u , 1 5u , 

U * 3 6x, _ 
=£ o 

£23 "K 
5U; 

Sx3 

Su, 2 

5x, 
* 0 

u1( u2 in u3 so pomiki v smeri odgovar ja jočih osi 
Xj, x2 in x3 (x, y, z). Brez izpeljav n a j povemo, da 

Slika 3 
Torzija valjaste epruvete cilindrične oblike 

Fig. 3 
Torsion of a prismatic bar with circular section 



velja za torzijo okrogle epruvete v elastičnem pod-
ročju, p r i kateri prečni prerezi ostanejo ravni: 
«1 = — aX2X3 
U2 = ax,x2 

Uj = 0 (11) 

a je p r i tem kot zavrtitve pri toržij i na enoto 
dolžine: 

2 . v t 
a = 

Ei = 

+ 6 ( 4 + 4 + 
1/2 

V3 

(Izpustili smo pisanje indeksa i) 

aR . _ dR 

V T ' V3" 

2itvtR , 2nvR 
a l i : ,e = — ; E = — — 

L V 3 L V 3 

Navor pr i torziji pa računamo po: 
Ra 

M = 2it r 2 d r = ™ f (te2 d e 
J V 3 o 

Ker velja 4: 
d t>(a) db 

- j F ( a ) d « = F . ( b ) -
a 

izračunamo dal je z upoš tevanjem (15): 

d (Moe) , R3 a2 

;= 67x.a 
da 3 V 3 

dM ŠM d SM 
i m a m o : = » — I 

da Sa a 6a 

Iz (17) in (18) dobimo: 

o = 
V 3~ ( 5M . 5M ^ 

a 11 
6d ) 

oziroma: 
V3~ ( 5 In M 6 ln M 

o ( e , e ) = - l i - M 3 + — + 

L je dolžina, ki jo torziramo in v število vr t l ja jev 
v 1 sekundi. 

Kot vemo, je splošen izraz za efektivno defor-
maci jo: 

V 2 ~ r 
- (£n — + (£22 — E33)2 + (E33 — Eu)2 + 

2tc R3 V ' S i n e 
E in E sta podana z (14). 

S in M 

6 ln E r) (19) 

S ln E 

5 l n M 

se običajno imenuje faktor u t r j evan j a n. 

pa imenu jemo indeks deformaci jske 

(12) 

Z upoštevanjem (10) in (11) dobimo za naš 
pr imer : 

a r 1 n a 
c — — ; r = (x2, + x2

2) ; de = — dr (13) 
V3 

6 ln E 

hitrost i m. 

Sedaj izmerimo torži jsko krivuljo za dani ma-
terial in iščemo regresi jsko odvisnost v obliki6: 
ln M = ao + a! In E + a2 (ln E)2 + . . . + min e (20) 

V pr imeru, da so le ao, al in a2 različni od 0, 
m pa j e tudi različen od 0 in konstanten, bo veljalo: 

M _ e ao + ln e + a2 (ln E)2 + min £ (21) 

Zaradi njihovega geometri jskega pomena ve-
l j a jo formule (13) v elastičnem, p a tudi v plastič-
nem področju . Za r = R, k j e r R pomeni polmer 
torzirajoče epruvete, bi imeli: 

(14) 

Če iščemo izraz za o v en. (19) v obliki cr = 
= K £n £m, imamo: 

V 3 " ao + a! In E + a2 (ln E)2 + m ln i 
(3 + a t -f 

+ 2 a 2 l n E + m) = K E" ŠM 

Od tod izpeljemo koeficient u t r j evan ja n : 
n = a t + 2 a2 ln e (22) 

Faktor K pa je 

K = V 3 e a o E~ a 3 l n £ (3 + a1 + 2 a 2 I n E + . m ) (23) 

(15) 

(16) 

(17) 

Ob predpostavki M = M (a, d) in ke r velja 
da _ d 
da a 

(18) 

2-rc R3 

Z (22) in (23) imamo sedaj dano odvisnost 
n = n (E) in K = K (E), Izraza za n in K vstavimo 
potem v enačbo (8). 

3. EKSPERIMENTALNE MERITVE 

Torzijske in trgalne epruvete smo izvedli za 
2 kvaliteti, č 3990 in KV10. Kemična sestava j e 
dana s tabelo: 

C Si Mn P S Cr Ni Cu Al Sn 

C 3990 .16 .02 1.31 .085 .238 .34 .13 .27 .002 .018 % 
KV 10 .06 .01 .40 .011 .041 .10 .11 .22 .002 .012 % 

Toplotno so bili vzorci obdelani tako, da smo 
j ih n a j p r e j mehko žarili 1 u ro na temp. 800 °C, 
po tem pa smo j ih počasi ohladili na mi ru jočem 
zraku. 



3.1 Mikrotrgalni preizkus 

Izvedli smo ga pri 2 konstantnih hitrostih vle-
čenja pri temp. 20° C, nato pa še pri temp. 100 °C. 
Vlečni histrosti sta bili 4.2 mm/min. in 8 mm/min. 
Na registrirani papir smo posneli silo (v N) v odvis-
nosti od časa (v s). Preizkušanec je valjaste oblike, 
dolžine 50 mm, na sredini je tanjši, v dolžini pribl. 
28.5 mm, premer tanjšega dela pa je pribl. 4.0 mm. 

Na meji elastičnosti smo vlečenje ustavili, da 
bi lahko izmerili premer vzdolž trgalne epruvete. 
Ugotovljeno je, da se premer ni zmanjšal enako-
merno vzdolž celotnega ravnega dela, temveč je 
na mestu, k jer se kasneje epruveta pretrga, manjši 
kot drugje. To zmanjšanje premera ni bilo možno 
izmeriti pri 100 °C, k je r je takrat trgalna epruveta 
v peči. 

3.2 Torzijski preizkus 

Izvedli smo ga prav tako pr i 20 °C in 100 °C, 
hitrost torziranja pa je bila 27vrt . /min. Na regi-
strirni papir smo posneli navor (v Nm) v odvis-
nosti od časa (v s). Epruveta je valjaste oblike, 
dolžine 400 mm, ki je na sredini tanjša (premer 
tanjšega dela je pribl. 6 mm), v dolžini 42.0 mm. 

Vse meritve dolžin in premerov so bile izvedene 
s klasičnimi merilnimi sredstvi — z mikrometrskim 
vijakom in kljunastim merilom. 

4. NUMERIČNI IZRAČUN 

4.1 Ocenitev koeficientov m in faktorja f 

Najpre j povemo, da koeficient m, ki je sicer 
konstanten, zavzame vrednosti med 0.001 in 0.01 za 
kovinske materiale pri sobnih temperaturah, pri 
višjih temperaturah pa je že nižji7-8.9. Pri temp. 
100 °C je pr i nas vrednost m že med 0.01 in 0.015. 
Koeficient m smo določili z preizkušanjem različ-
nih vrednosti, nato pa smo izbrali tistega, pri ka-
terem smo dobili najboljše u jemanje med izra-
čunano in izmerjeno krivuljo. Nobena izmed do-
sedaj uporabljenih metod za določevanje m nam-
reč še ni splošno veljavna. Celo pri istem materialu 
nam lahko ena metoda da drugačno vrednost m 
kot druga metoda10. 

Tudi določevanje faktor ja f je zvezano s precej 
ugibanja. Izhajali smo iz ocene, ki smo jo dobili 
tako, da smo merili premer na meji elastičnosti 
in iz podatkov v literaturi.7-8 Vrednost f na j bi bila 
manjša za sobno temperaturo (med 0.002 in 0.01), 
za večje temperature pa je f že večji od 0.01. 

Tu na j še omenimo, da lahko s spreminjanjem f 
ali m ali pa obeh hkrat i dosežemo še boljše uje-
manje med izmerjenimi in izračunanimi kri-
vuljami. 

4.2 Izračun regresijskih koeficientov 

Na elektronskem računskem centru ŽJ imamo 
narejen program za račun regresijskih koeficien-
tov pri polinomni regresiji. 

Slika 4 
27 

Navor v odvisnosti od časa, frekvenca v = — s - 1 

60 
Fig. 4 

27 
Torque — tirne curve, frequency v = — s ~ 1 

60 

Izmerimo krivuljo navora v odvisnosti, od časa. 

Zgled je na si. 4 | v = |. V 60 s J 
Zaradi (20) želimo dobiti regresijske koeficiente 

v regresiji: 
ln M — m ln £ — a^ + a, ln e + a2 (ln e)2 + . . . 

Postopoma po naslednjem vrstnem redu: v času t 
odčitamo vrednost navora M, s in i sta v tem času 
dana s (14). Izračunamo ln M — m ln e in za ta čas. 
Postopek ponovimo pri različnih časih in dobimo 
izmerjeno odvisnost ln M — m ln ž od ln e. Podatke 
vstavimo v program za polinomno regresijo in do-
bimo še zgornjo odvisnost v funkcijski obliki. Tako 
bi dobili za razmere na si. 4 naslednje regresijske 
koeficiente pri regresiji 2. s topnje in za vrednost 
m = 0.004: a« = 2.87035, a, = 0.11705, a2 = -0.04171. 

In £ 
Slika 5 

Izračunana (polna črta) in izmerjena (točke) odvisnost ln 
ln M — m ln č od ln e 

Fig. 5 
ln M — m ln i as the of ln e — calculated (full line) and 

measured (points) 



Slika 6 
Izračunana odvisnost med koeficientom n ln ln E 

Fig. 6 
Strain — hardening exponent n as the function of ln e 

Na si. 5 je narisana funkci jska odvisnost 
ln M — m In E od In E, ki jo izračunamo (polna črta), 
in izmerjena odvisnost (točke). Koeficiente a0, a! 
in a2 potem vstavimo v (22), oz. (23). Na si. 6 pa je 
še narisana odvisnost n (ln E), ki jo dobimo iz (22) 
pri našem primeru. 

4.3 Simuliranje mikrotrgalnega preizkusa 

Pri računski metodi prediktor — korektor, ki 
jo uporabimo za reševanje diferencialnih enačb, 
moramo poznati vrednosti £IT E; V nekem začetnem 
času ^ Bistveno za to metodo je tudi to, da ra-
čunamo vrednosti rešitev dif. enačb v ekvidistanč-
nih točkah — v našem primeru v ekvidistančnih 
časovnih intervalih A t. Kot smo že pre j omenili, 
velja, da se začne trgalna epruveta lokalno zoževati, 
ko smo še v elastičnem področju. Prav zaradi tega 
privzemamo obliko trgalne epruvete, ki je dana 
z (3), že v elastičnem področju. Trenutek to, ko 
začnemo računati z (3), je naš začetni čas. Do tega 

Slika 7 
Mikrotrgalni preizkus KV 10, T = 20 "C, v = 4.2 mm/min 

Fig. 7 
Force — time curve for steel KV 10, T = 20 °C, 

v = 4.2 mm/min 

t (S) 
Slika 8 

Mikrotrgalni preizkus KV 10, T = 20 ®C, v = 8 mm/min 

Fig. 8 
Force — time curve for steel KV 10, T = 20 °C, v = 8 mm/min 

t renutka pa upoštevamo homogeno obliko trgalne 
epruvete — od tu pa lahko izračunamo E;, ker 
pač poznamo hitrost vlečenja, in začetni premer. 
Imamo torej Et (to), č; (to) v vsaki točki i. Po metodi 
prediktor — korektor izračunamo z:, (to + A t), 
Ej (t0 + At) in tako potem nadal jujemo po korakih At 
do konca. Tu na j omenimo, da je lokalno oženje 
v elastičnem področju res zelo majhno in morda 
v praksi zanemarljivo, pomembno pa je v naših 
izračunih prav zaradi enačbe (3). 

5. PRIMERJAVA MED IZMERJENIMI IN 
IZRAČUNANIMI NATEZNIMI KRIVULJAMI 

Na vseh naslednjih slikah predstavlja polna 
črta izmerjeno krivuljo, točke pa so izračunane po 
pre j opisanih postopkih. Vsaka zadnja narisana 
točka je zadnja vrednost za silo, ki jo računalnik 
še izračuna. 

Regresijski koeficienti ao, in a2 so srednja 
vrednost 2 paralelk torzijskih preizkusov. 

5.1 Mikrotrgalni preizkus KV 10 pri temp. 20 °C 
in hitrosti vlečenja v = 4.2 mm/min (si. 7) 

Regresijski koeficienti so: 
ao = 2.89018, a t = 0.0993, a2 = —0.04822 
Za f vrednost postavimo 0.003, m vrednost pa je 
0.004 

5.2 Mikrotrgalni preizkus KV 10 pri temp. 20 °C 
in hitrosti vlečenja v = 8 mm/min (si. 8) 

Regresijski koeficienti so: 
a« = 2.89018, a, = 0.0993, a2 = —0.04822 

Vrednosti f in m sta: 
f = 0.003, m = 0.004 



Slika 9 
Deformacija t kot funkcija lege vzdolž trgalne epruvete 

pri 2 začetnih vrednostih deformacije 

Fig. 9 
E as the function of position along the tensile bar for 2 

stages of deformation 

Na si. 9 narišemo še vrednosti za e v vsaki 
točki i, če je prvič: E (1) = 0.226 in drugič: e (1) = 
= 0.336 

Na si. 10 pa je narisana odvisnost e v vsaki 
točki vzdolž trgalne epruvete, če je zopet prvič 
E (1) = 0.226 in drugič E (1) = 0.336 

5.3 Mikrotrgalni preizkus KV 10 pri temp. 100 °C 
in hitrosti vlečenja v = 8 mm/min (si. 11) 

Regresijski koeficienti so: 
ao = 2.86535, at = 0.1335, a2 = — 0.04807 

Vrednost f in m sta: 
f = 0.015, m = 0.012 

Slika 10 
Deformacijska hitrost i vzdolž trgalne epruvete pri defor-

macijah, ki ustrezajo si. 9 
Fig. 10 

Straln — rate e along a tensile bar for deformations of fig. 9 

t (S) 
Slika 11 

Mikrotrgalni preizkus KV 10, T = 100 °C, v = 8 mm/min 

Fig. 11 
Force — time curve for steel KV 10, T = 100 "C, 

v = 8 mm/min 

5.4 Mikrotrgalni preizkus Č 3990 pri tem.20°C 
in hitrosti vlečenja v = 8 mm/min (si. 12) 

Regresijski koeficienti so: 
a« = 3.09748, at = —0.09558, a2 = —0.09836 

Vrednosti f in m sta: 
f = 0.0024 i n m = 0.006 

20 40 
t (s) 

Slika 12 
Mikrotrgalni preizkus C 3990, T = 20 °C, v = 8 mm/min 

Fig.12 
Force — time curve for steel C 3990, T = 20 °C, 

v = 8 mm/min 



Slika 13 
Mikrotrgalni preizkus C 3990, T = 100 °C, v = 8 mm/min 

Fig. 13 
Force — time curve for steel C 3990, T = 100 "C, 

v = 8 mm/min 

5.5 Mikrotrgalni preizkus C 3990 pri temp. 100 °C 
in hitrosti vlečenja v = 8 mm/min (si. 13) 

Regresijski koeficienti so: 
ao = 3.06848, a j = —0.01127, a2 = -0.06654 

Vrednosti f in m sta: 
f = 0.015 in m = 0.013 

6. ZAKLJUČEK 

V članku smo prikazali simuliranje mikro-
trgalnega preizkusa z upoštevanjem enodimenzij-
skega napetostnega stanja. Naši rezultati se dobro 
u jemajo z eksperimentom, vendar le do področja, 
k je r nastopi večje lokalno oženje. Da bi zajeli tudi 
to področje, bi bilo vsekakor nu jno upoštevati tri-
dimenzijsko napetostno stanje. 

S pomočjo torzijskega preizkusa smo dobili od-
visnost koeficienta u t r jevanja n od E. TO odvisnost 
smo sicer dobili iz torzijskega preizkusa, toda iz 
dobrega u jemanja izmerjene in izračunane natezne 
krivulje lahko sklepamo, da bi enaka odvisnost 
veljala tudi pri vseh ostalih preoblikovalnih po-
stopkih. To pa bi bilo zelo koristno, ker vemo, da 
se pr i preoblikovanju materiala različni deli raz-
lično deformirajo. 

Upoštevali smo tudi deformacijsko hitrost in 
z n jo v zvezi koeficient m. Glede na to, da smo si 
pri določevanju tega koeficienta predvsem po-
magali s podatki iz l i terature in s preizkušanjem 
ustreznih posameznih vrednosti za m, bi bilo po-
trebno izdelati merski ali računski postopek, ki bi 
nam dal vrednost m za hladno in za toplo pre-
oblikovanje. 

Tudi privzetek, da ima trgalna epruveta obliko, 
ki jo opišemo s kosinusno funkcijo, in da je ve-
likost oženja v sredini odvisna od faktor ja f, je le 
aproksimacija, ki je bila tudi že dana v literaturi7-8. 
Tudi tu mislim, da je prava rešitev za določitev 
oblike trgalne epruvete reševanje elasto in plasto-
mehanskih enačb v 3 dimenzijah. 

S spreminjanjem faktorjev f ali m ali pa obeh 
hkrat i je možno doseči še boljše u jemanje izmer-
jenih in izračunanih krivulj. S tem se je ukvarjalo 
že dosti raziskovalcev7-8-9. Vendar je vprašljivo, če 
ima to sploh smisel, če poprej ne izdelamo modela 
trgalnega preizkusa v 3 dimenzijah. 

Enodimenzionalno simuliranje pa nam vseeno 
da rezultate, ki so sicer že znani, in sicer je hitrost 
oženja v sredini trgalne epruvete, ko se približu-
jemo maksimum sile, znatno večja, kot na robovih 
epruvete. Prav tako dobimo, da je deformacija naj-
večja v sredini. 

Na koncu na j omenimo še, da bi bilo brez upo-
rabe računalnika praktično neizvedljivo računanje 
polinomne regresije, kot tudi metode prediktor — 
korektor za reševanje diferencialnih enačb. Za-
vedati pa se moramo, da je računalnik že eno iz-
med nepogrešljivih sredstev pri raziskovalnem 
delu in da bo sčasoma njegova uporaba še bolj 
vsestranska, kot je sedaj. 

DODATEK 

Računska metoda prediktor — korektor za re-
ševanje diferencialnih enačb.1 

Pri reševanju dif. enačbe 
y' = f(x,y)J y(xo)=:y0 

je bistveno, da računamo vrednosti rešitve v ekvi-
distantnih točkah. Naj bo h razmak med argumenti 
in: 

X; = Xo + i h, i = 1, 2 . . . 
Vzemimo, da poznamo poleg začetne še m vred-
nosti rešitve. Torej na j bo znana tabela: 

X Q , X J , . . . X M , X M 4. X 

yo .y i . - . -Ym 
yo> y». • • • y m 

Cel razred metod tega tipa dobimo z uporabo kva-
draturnih formul posebne oblike. Na jp re j upo-
rabimo kvadraturno formulo oblike: 

x m + 1 m 

j" y' dx = ym + i — y„ s 2 Akyfc' <a> 
XQ k = l 

Z n jo izračunamo vrednost, 

(p) m 

y m + l A k Y k ' 
k = 1 

ki jo imenujemo predvidena vrednost v točki x m + j. 
Formulo (a) imenujemo prediktor. Nato pa izraču-
namo predvideno vrednost odvoda iz 

y 'm + 1 = f (x m + 1 , y-m + 1 ) 



Seda j pa uporabim drugo kvadra turno formulo: 
x m + i m + 1 

j y ' d x = y m + 1 - y a M , (b) 
X2 k = 2 

To formulo imenujemo korektor . Iz (b) izračunamo 
korigirano vrednost : 

m 

y £ V i = y 2 + S B * y ' x + B m + 1 1 
k = 2 

in na to korigiramo še odvod: 

y'm + 1 = f ( x m + 1» y(m + 1.) 

Prvih m vrednosti moramo računat i po kaki drugi 
metodi . Za metodo tipa predik tor — korektor j e 
značilno: 

a) razmik h mora bi t i konstanten, 
b) začetne vrednost i moramo izračunati dru-

gače, 
c) n a vsakem koraku izračunano dve vrednosti 

funkc i j e f{x ,y) , 
č) za oceno lokalne napake ni t reba dodatnih 

računov 
To metodo uporabimo, kadar zahteva f (x, y) 

veliko računanja , koraka h pa ni t reba spreminjat i . 
Pr i naših računih pa sta to dva pogoja izpolnjena. 
Sicer uporabimo Hammingovo modificirano me-
todo predik tor — korektor , katere postopek j e 
takle11 (kratek povzetek): 
Dan j e sistem n navadnih dif. enačb prvega reda: 

dy, 
y i ' = — r — = f i ( x , y i , . . . , y n ) dx 

ali: F (x ,Y) = 

' f! (X, Y) N 

f n ( x , Y ) 

y n = 
dyn 

dx 
= f n ( x , y i , . . . , y n ) 

z začetnimi vrednostmi: 

yi(xo) = Mi, o 

yn(xo) = y n , o 

Označimo še: 

Po Hammingovi modif ikaci j i klasične Milneove 
metode predik tor — korektor izračunamo vred-
nost i v točkah xj + j = Xj + h po nas lednjem: 
Na jp re j moramo poznati vrednosti v ekvidistanč-
n ih točkah Xj _ 3, X j _ 2, Xj _ , , X j . 
Prediktor izračunamo po: 

j + 1 = ^ j — 3 + ~ ~ (2 Y' j Y ' j _ j + 2 Y j _ 2) (1) 

Izračunamo modif ikator : 

M j + 1 ^ P j + 1 - - 1 | - ( P j - C j ) (2) 

M ' j + 1 = F ( x j + 1 , M j + 1 ) (3) 

Izračunamo korektor : 

In končno vrednost : 

Y j + 1 = C . + 1 + A . ( P j + 1 - C . + 1 ) (5) 

Y, Y', P, M, C in F so vektor j i z n komponentami . 
Enačbe (1) in (4) ima jo lokalne napake: 

no 

Ti = h5 Y (5) 

T2 = ——— h5 Y(5> 
40 

€ ( X J _ 3 , X J + ! ) 

%i e (x j—2 j +1 ) 

ali: Y0 = 

' k « N 

/ \ y i ,o 

yn>0 . 

Y(X) = 

y „ W ) 

Naš p re j šn j i sistem enostavneje zapišemo: 

Y ' = ~ = F ( x , Y ) ZY(XO) = Y0 dx 

Rekli pa smo že, da moramo poznati vrednosti 
funkci j in odvodov teh funkc i j v točkah x<„ Xj, x2 
in x3. Y0 in Y0' = F (xo, Y0) so podani v začetku. Za 
izračun Y1( Y / , Y2, Y2' in Y3, Y3' uporabimo Ral-
stonovo varianto metode Runge — Kut ta (po-
vzetek): 
K , = h Y / 

K2 = h F (xj + 0.4 h, Yj + 0.4 K,) 
K3 = h F (xj + 0.4557372 h, Y, + 0.2969776 Ki + 
+ 0.1587596 K2) 

•K4 = h F (xj + h, Yj + 0.2181004 K t — 
— 3.0509651. K2 + 3.8328647 K3) 
In končno: 

Y j + i = Yj + 0.1747602 K,- — 0.5514806 K2 + 
+ 1.2055355 K3 + 0.1711847 K4 

Te formule so pr imerne za integracijske me-
tode, ki se ne začnejo same, ampak moramo po-
znati neka j predhodnih vrednosti . 
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ZUSAMMENFASSUNG 

Die Simulierung des Mikrozerreissversuches eines 
runden Stabes mit der Beriicksichtigung des eindimensio-
nellen Spannungszustandes in der Ziehrichtung bei kon-
stanter Geschvvindigkeit wird gezeigt. Das Ziehen ist bei 
zwei versehiedenen Geschvvindigkeiten, bei 20 °C und 100 °C 
durchgefiihrt worden. Zwei verschiedene Stahlsorten sind 
untersucht worden. Bei der mathematischen Simulierung 
ist die Verformungsgeschwindigkeit E und der Verfestig-
ungsexponent-n beriicksiehtigt vvorden. Der Verfestigungs-
exponent bleibt aber nicht konstant, sondern ist eine 
Funktion der Verformung. Diese Abhangigkeit ist das 
Ergebnis des Torsionsversuches desselben Stahles und ist 
mittels der Anvvendung der polinomnen Regresie erhalten 
vvorden. Ein guter Zusammenhang zvvischen den gemes-
senen (volle Zeile) und der ausgerechneten Kurven (Punkte) 
— Kraf t in Abhangigkeit von der Zeit ist erhalten vvorden. 
Dieser Zusammenhang gilt nur bis zum Punkte vvo schon 
eine starkere lokale Einschniirung auf t r i t t . Auch die Ham-
mingsche Modifikation der klassischen Methode nach Milne 
Prediktor — Korrektor die bei unseren Ausrechnungen 
angevvendet vvorden ist, gibt uns die ausgerchneten Werte 
fiir die Kraf t nur bis zum Bereich der ausgepragten Ein-
schniirung (der letzte gezeichnete Punkt an den Bildern 
ist auch der letzte der noch vom Rechner ausgerechnet 
vvird). 

Die Verformungsgeschvvindigkeit ist in der konstituiven 
Gleichung ( 0 = K . E ° . E ° ) potenziert durch m, den man 
auch als Index der Verformungsgeschvvindigkeit nennen 
kann. Der Index hat bei Kaltversuchen einen Wert zvvischen 

0,001 und 0,1, bei koheren Temperaturen ist er grosser. 
Der Index-m ist durch die Priifung verschiedener Werte 
best immt vvorden, vvobei die schon bekannten Daten 
beriicksichtigt vvorden sind. Es vvare notig ein Mess oder 
Rechenverfahren auszuarbeiten um genauere Werte fiir m 
zu erhalten. 

Die Abhangigkeit des Verfestigungskoeffizienten-n von 
der Verformung, erhalten beim Tossionsversuch, ist bei 
der Simulierung des Zugversuches beriicksiehtigt vvorden. 
Wir nehmen das als berechtigt an, denn die Ubereinstim-
mung der gemessenen und ausgerechneten Werten kann 
als gut betrachtet vverden. Demnach konnte die Abhangig-
keit des Verfestigungskoeffizienten -n von der Verformung 
auch bei anderen Verformungsverfahren, vvo sich vvie 
bekannt verschiedene Teile des Verformungsstiickes ver-
schieden verformen (Walzen, ziehen von Draht, Tiefziehen 
u. s. vv.) angevvendet vverden. 

Bei der Simulierung vvurde angenommen, dass der 
Zerreissstab am Anfang der Rechnung eine Form hat die 
mit der Sinusfunktion beschrieben vverden kann. Die 
richtige Form konnte nu r durch die Losung der elasto — 
plasto mechanischen Gleichungen in 3 Dimensionen erhalten 
werden. Die Losung dieser vvird notig u m den Zugversuch 
naher zu beschreiben. 

Mit dem eindimensionellen mathematischen Modeli 
vverden trotzdem die schon bekannten Ergebnisse erziehlt, 
dass die Einschniirungsgeschvvindigkeit und die Verformung 
allein in der Mitte des Zerreissstabes viel grosser sind, als 
an den Enden des Stabes. 



SUMMARY 

Mathematical model for tensile test of a cylindrical 
specimen is described. One-dimensional stress s ta te in 
the direction of drawing with the constant velocity v is 
considered. Two dravving velocities were chosen at 20 and 
100 °C for two dif ferent steels. In the mathemat ical simu-
lation also s train ra te and strain-hardening power n 
are taken in account being not constant bu t a funct ion 
of deformat ion. This relationship was obtained f rom the 
torsion test of the same mater ia l by a polynomial re-
gression. 

The agreement betvveen the measured (full line) and 
the calculated (dots) values fo r the force — time curves 
is ra ther good till the commencement of final necking. 
The modification of the Hamming and Milne s tandard 
trial and error method is used. This method enables to 
calculate values of force till the commencement of final 
necking (the last dot in figures represents also the end 
of the calculation). 

The power m of the s train ra te in the equat ion is 
strain-rate sensitivity. I t can vary betvveen 0.001 and 0.01 fo r 
metallic materials at the room temperature . At higher 
tempera tures it is greather. For our model it was d e t e r -

mined f rom data in references and by testing various 
values. The necessity exists for developing a numerical or 
experimental technique to measure the strain-rate sensi-
tivity. 

The relationship between the strain-hardening power 
n and the deformat ion was obtained f r o m the torsion 
test. This relat ion was applied in simulat ion of the tensile 
test. This seems to be just if ied because a very good agre-
ement between the calculated and measured values was 
obtained. This relation can be applied also fo r the other 
deformat ion processes, e.g. wire dravving, rolling, deep 
dravving, etc. since in those processes various sections of 
material a re subjected to different deformat ions . 

The original geometry of bar shovved slight sine-shaped 
form. According to our opinion the real f o rm of the bar 
can be obtained by solving the three-dimensional mecha-
nics equation and therefore it should be the onlv way to 
describe exactly the tensile test. 

But the one-dimensional mathematical model shovved 
that deformat ion and strain ra te are much greater in 
the middle of the bar than at the ends. 

3AKAIOTEHHE 

PaccMOTpeHO MOAeAHpoBamie .vuiicpoHcnuTamia na pa3ptiB Kpyr-
Aoro npyTKa y h h t m 0AH0MepH0e HanpaaceHHe npn KOHCTaHTHOH 
6bICTpOTe v npoKaTKH. 

PaCTH«eune np0H3B0AHAocb npn nprnueHenuH AByx pa3AHMHbix 
6i>ICTPOT npH T-ax 20 "C H 100 "C. B3HTH ABa copTa CTaAH. IIpu 
MaTeMaTHHecKOM noArpeBe B3HTO BO BHHMaHHe Ae<i>opMaima a raK>KC 
K03<j)<J)HUHeHT vnpô HeHHH n, KOTopbifi He npeACTaBAaeT coSoft no-
CTOSHHVIO BCAiFrtiHV, a <|>yHKUHio Ae<t>opMaunn. 3ia 3aBHCHM0CTb no-
Ay^ena H3 HcnbrraHHa -roro x e caMoro o6pa3ua na Kpy*ieHHe, a 
HMeHHO c vrroTpeoAeHHeM noAHHOMa perpeccmi. 

OKa3aAacb xopoinoe corAacoBaHHe -MOKAV H3MepeHHbiMH (noA-
Has AHHHH) H BBI<JHCAHHHbIMH KpHBbIMH ( T O I K H ) — CIlAa B 3aBHCH-
MOCTH OT BpeMeHH. 3TO corAacoaaHHe AeiicTBHTeAbHo AO npeAe.va, 
rAe HacTynaeT CHAbHoe AOKaAbHoe cyaceHHe. TaKjKe MOAH$HKai;Ha 
no Hamming — y KAaccuraecKoro MeTOAa no Milne — npeACKa3anne-
KoppeKuna, K0T0pyK> MH ynoTpe6HAH npn Haim« BbinecAeHHax AaeT 
BhmecAOHHbie 3HaqeHHa AAa CHAM TOAbKO AO npeAeAa ap so BbipažKeH-
noro cyaceHHa nocAeAHaa Tomca Ha pncyHKe npeACTaBAaeT TaioKe 
nocAeAHHio ToqKy, K0T0pyi0 TaioKe enje BbliHCAaeT CMCTMHK) . 

BblCTpOia AETJ^OPMAUILH B KOHCTHTYHOBHOM ypaBHeHHH (CT = 
= K . £° . e") B«3BeAeHa B CTenem> M, KOTOPVTO MO»CHO o6o3HawrB 
RaK KHAeKC 6ucTpoTbi Ae<t>opMauHH. 3naneHHe m M" HcnuraHHii 
B XOAOAHOM cocroaHHH A E » H T M E « A Y 0 , 0 0 1 H 0 , 0 1 , a AAa HcnbiTauHa 
N P H čoAee B M C O K H X TeM-p AHANEHHE cpaBHHTeABHO (SoAirne. 

OnpeAeAeHHe m BbmoAHeHO H3yneHHeM OTH. HCCAeAOBaHHe.« 
pa3AII*IHbIX 3HaweHHH, HpHMeM KOHeHHO SblAH B3aTbl BO BHHMaHHe 
y > K e H 3 B e C T H b I e A a H H b i e . EblAO 6 b l Heo6xoAHMO H 3 r O T O B H T b H 3 M e p H -

TeAbHbiH HAH BbiMecAHTeAbHbiH cnocoS AAa TOHHoro onpeAeAeHiia 
3Ha<jeHHa. 

3aBHCHMOCTb K03<}><i>HimeHTa ynpoHHeHna n noAyMeHHaa H3 Hc-
nbiTaHHa o6pa3ua Ha K p y i e H H e B3STO BO BHHMaHHe npn MOACAHPOB-

HHK) HcnbiTaHHa Ha pacTa>KeHH£. 

C H a n i e H C T O p O H b l M M MOMCeM 3 a K A J O « H T 6 , <iTO I t p H M e H e H H b I H 

c n o c o č i o n p e A e A e H H a K03CJ><}>HmieHTa B n o A H e onpaBAaH: lOMepeHHa 
H B b i H H C A e H H a y p a B H e H H » x o p o m o c o r A a c y H > T c a . H 3 a T o r o c A e A y e T , 

TO 3 a B H C H M 0 C T b K 0 3 < j x i > H H H e H T a y n p o * u i e H H a n OT A e < i > o p M a u n H 

MOJKHO n p H M e H H T b T a i o K e npn APyrnx c n o c o 5 o B Ae4>opMauHH, npn 
K O T O p b ! X K a K 3TO H 3 B e C T H O ACt j jOpMHpVKJTCH p a 3 A H H H 0 O T A e A b l l b l C 

nacra A e < J > o p M H p y i o m e r o o 6 p a 3 u a ( n p o n a T K a , B O A O l l e H i i e n p o B O A O K a , 

r A y 6 o K a a B H T a a c K a H n p . ) . Bo B p e M H c a M o r o M O A e A H p O B a H i i a B 3 8 T 0 , 

HTO o G p a a e u H c n b i T a H H a H a p a a p b i B H M e e T B H a n a A e B b u m c A e i m a H a 

p a 3 p b i B < J ) o p M y , K O T o p a a o m i c a H a K a K C H H y C 0 H A H a a <J>YHKMIA. A e f t -

C T B H T e A b H y i o ( j > o p M y MOJKHO 6 M S b i A O n o A y i H T b p a 3 p e u i e H H e M 3 A a c T H -

H e c H O H n A a c T H H e c H O M e x a H i m e c K H X ypaBHeHHi1 B T p e x p a 3 M e p a x . 

Pa3pemeHHe 3 T H X ypaBHeHHii OKajKeTCa B e c b M a H E 0 6 X 0 A H M 0 , T a K K a K 

H a o c H O B a H H H 3 T 0 r 0 MoacHO 6yAeT SoAee TO<IHO o m i c a T b HcnbiTaHHe 
H a p a 3 p b i B . C O A H O M e p H b r M w a r e M a r n ^ e c K i r M M O A e A e M M H BCC-T&KH 

noAHHaeM y>Ke H3BecTHbie Haw pe3yALTaTW T. e., MTO GbiCTpora 
cyjKeHiia H caMaa Ae<j)opMaiXHa B cepeAHHe o6pa3ua Ha pa3pbiB 
r o p a 3 A o C o A b u i e >jeM n a K O H u a x c a M o r o n p y T K a . 


