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V ¢lanku predstavimo Seebachov izrek iz geometrije trikotnika. Dogajanje, podobno
kot pri vodenih ogledih filmov, poteka na dveh kanalih. Na enem poteka matemati¢na
predstavitev tematike, na drugem pa klepet o moznostih, dilemah in ozadjih.

TRIANGLE GEOMETRY, OROSLAN AND RAVELLO

In this article, we present Seebach’s theorem, which is a topic in triangle geometry.
The events, as during guided online film screenings, take place on two channels. On
one, there is a mathematical presentation of the topic, and on the other, a chat about
possibilities, dilemmas, and backgrounds.

Uvod

Pred kratkim sem si ogledal slovenski film Oroslan reziserja Matjaza Iva-
nisina. Film kot medij za prenasSanje sporocil spremljam z velikim zani-
manjem. Posebej rad imam evropski avtorski film. Oroslan mi je vzbudil
zanimanje ze ob pripravah na snemanje. Zgodbo Zdravka DusSe, ki se je
dogajala na Tolminskem, so avtorji prenesli v Porabje. Sledimo dolgim
meditativnim posnetkom in dogajanju pripenjamo nabor lastnih asociacij.
Film tece pocasi, Casa za osebni prispevek je dovolj. Pozneje sem na spletu
zasledil moznost vodenega ogleda filma. Film tece, vzporedno pa se modera-
tor in avtor pogovarjata o ozadjih, idejah in moznostih. Ogled se je izkazal
za dragocenega. Pogosto je potrdil ustreznost lastne percepcije filma in jo
razsiril v Stevilne, prej neslutene smeri.

Od tod ideja o podobni eksperimentalni predstavitvi, tokrat matema-
ti¢ne teme. Nivoja se locita po pisavi. Matematicni nivo je pisan v obicajni
pisavi, nivo klepeta v ozadju pa boste prepoznali po zapisu v taki pisavi.

*Kokk

Geometrija trikotnika je veja matematika, ki se ukvarja s fiksnim trikot-
nikom ABC' in z njim povezanimi znacilnimi tockami, premicami, krozni-
cami in drugimi objekti. Nekatere teme iz geometrije trikotnika so bile v
Obzorniku ze prisotne. Tako je bil v ¢lanku [7] predstavljen pojem znacilne
tocke trikotnika, v [12] pa kubi¢ne krivulje trikotnika.
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Izvrstna vstopna tocka v geometrijo trikotnika je spletna stran ameri-
skega matematika Clarka Kimberlinga [1], ki med drugim prinasa seznam
znacilnih toc¢k trikotnika z vsemi enciklopedi¢no zbranimi podrobnostmi.
V tem c¢lanku bomo uporabljali tam nastopajoCe oznake, ki so v geome-
triji trikotnika standardne. Tako bomo notranje kote trikotnika oznacevali
z 2A, 2B, «C, njihove velikosti pa kar z A, B,C. Povod za to izbiro je
dejstvo, da bomo grske ¢rke potrebovali za druge namene. Kimberling v
svojih pojasnilih tudi ugotavlja, da je ta zapis prakticen in da sega nazaj
vse do Eulerja. Na ta nacin res z isto ¢rko ozna¢imo dve stvari, oglisce
trikotnika in velikost notranjega kota, a je verjetnost, da bi pri tem prislo
do nesporazuma, zelo majhna.

Seebachov izrek

Definicija 1. Naj bo ABC trikotnik v ravnini in P tocka znotraj trikotnika.
Poltraki AP, BP in CP sekajo stranice a,b,c trikotnika ABC v tockah
Ap,Bp in Cp. Trikotnik ApBpCp imenujemo Cevov trikotnik trikotnika
ABC glede na tocko P.

Slika 1. Levo: Cevov trikotnik glede na toc¢ko P. Desno: sredi§¢ni in antikomplementarni
trikotnik.

V problemski rubriki revije American Mathematical Monthly je bil leta
1995 objavljen problem, ki je spraseval, ali znotraj trikotnika obstaja tocka
P, glede na katero bi bil Cevov trikotnik enakostrani¢en. Odgovor je pozi-
tiven, reSitev je bila objavljena leta 1997 v [3]. Pozneje se je izkazalo, da
je veliko splosnejsi rezultat v ¢lanku [11] Ze deset let prej objavil nemski
matematik Karl Seebach. Rezultatu recemo Seebachov izrek.

Izrek 2. Naj bo Ay B1CY poljuben trikotnik. Potem obstaja natanko ena taka
tocka P znotraj trikotnika ABC, da je Cevov trikotnik ApBpCp trikotnika
ABC glede na tocko P direktno podoben trikotniku A1B1C1.
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Direktna podobnost (oznaka ApBpCp ~ A1 B1C1) pomeni, da sta tri-
kotnika podobna na nacin, da za ustrezne kote velja Ap = Ay, Bp = B; in
Cp=0C].

Iz izreka seveda takoj sledi, da je znotraj trikotnika natanko ena tocka,
katere Cevovov trikotnik je enakostrani¢en. Ta toCka sodi med znacilne
tocke trikotnika. V zgoraj omenjeni Kimberlingovi Enciklopediji znacilnih
tock trikotnika [1] nosi oznako Xsz7g.

Na sliki 1 desno so razpolovisca stranic trikotnika ABC' oznacena z
A',B',C’, tezisce pa z G. Trikotniku A'B'C’ recemo srediséni trikotnik
trikotnika ABC. Znano dejstvo je, da velja A’B'C’ ~ ABC. Seveda je
A'B'C" Cevov trikotnik trikotnika ABC glede na tocko G. Iz Seebachovega
izreka torej izhaja, da je tezis¢e G edina tocka znotraj trikotnika, katere
Cevov trikotnik je podoben osnovnemu trikotniku ABC.

Znani so primeri pomembnif matematikov, Ki so poleg svojih glavnih podrotij z velikim
veseljem gojili tudi geometrijo. Taka sta bila recimo Euler in Plemelj. NeKateri drugi mate-
matiki pa geometriji niso naklonjeni. Geometrijske rezultate doZivljajo nekKako takole: Imamo
neko druzino geometrijsKif objektov in potem doKaZemo, da je lega neke tocke glede na te
objeKte nekgj Cisto posebnega.

To je véasih celo res. Seebachov izreK nam recimo sporoéa informacijo o izjemnosti toéKe
X370. Sporoéa nam tudi dodatno informacijo o izjemnosti tezis¢a. Vendar pa, te pogledamo
na pravi naéin, lahKo v teh ugotovitvah pogosto zaznamo zelo lepe in globoKe rezultate.

Narisimo sliko v GeoGebri in premikajmo toéko P. (Bralca prijazno vabim, da to dejansko
naredi!) Risejo se nam razliéni Cevovi trikotniki. 1z Seebachovega izreKa sledi, da na ta naéin
dobimo galerijo prav vseh moznik oblik trikotnikov. Vsaki obliki pripada toéno doloéena totka
P. Znotraj poljubnega trikotnika je torej na preprost naéin zakodirana informacija o prav vseh
oblikah trikotnikov.

Geometrija je nazorna in vizualno predstavljiva. To pomeni, da za raz-
liko od nekaterih drugih vej matematike problem lahko hitro razumemo in
ga sorazmerno zlahka predstavimo tudi nespecialistu. Izziv je zdaj, kako
ta problem resiti. Vcasih se izkaze, da kljub preprosti formulaciji dokaz
niti priblizno ni lahek. To se zgodi tudi v primeru Seebachovega izreka.
Originalni dokaz je dolg, nepregleden in kar kli¢e po izboljsavah.

* k¥
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Véasih se v matematicnif raziskavah podajamo v zelo abstrakine daljne svetove, vendar
pa potem tam niti ne potnemo Kaj zares eKstremnega. Kot bi poslali vozilo na Mars in se
potem veselili vsakega drobnega premika po njem. Seveda je, na primer, prvi marsovski polet
z dronom velik doseZek. Sploh ob misli na moZnost opazovanja in snemanja povrsja. A tako
veliki preboji so redKi. Po drugi strani pa ima tudi gibanje po stari dobri Zemlji svoje prednosti.
V zaletky morda eKspedicija ni videti tako speKtakularna, zato pa nam omogoca, da opravimo
res izdaten sprefiod do neznanih Eudes bliZnjif grebenov, sotesK in jam, z izjemnimi razgledi
in z inovativno izbranimi prefiodi.

* k¥

Kot receno je originalni dokaz Seebachovega izreka rac¢unski, dolgotra-
jen in nepregleden. Velik napredek v smeri preglednosti je leta 2006 napra-
vil jordanski matematik M. Hajja, ki je v ¢lanku [4] predstavil nov dokaz.
Osnovna ideja je naslednja.
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Slika 2. Dokaz M. Hajje, konstrukcija vértanega trikotnika.

Imamo trikotnik A;B1C7 in se sprasujemo po tocki P, da bo veljalo
ApBpCp ~ A1B1Cy. Izberimo neki kot ¢ in trikotniku ABC vértajmo
trikotnik Ao BoCy tako, da bo AsByCy ~ A1B1C1 in bo kot 2BC5As =
¢ (slika 2). To naredimo tako, da najprej izberemo neko tocko CY € ¢,
odmerimo kot ¢, dobimo tocko A € a, nato pa od daljice C} A} odmerimo
kota A; in C; ter dobimo tocko Bj. Tako je A,BLCYH ~ A1B1Cy. Zdaj
pa naredimo razteg s sredis¢em v tocki B, ki trikotnik A5B5CY preslika v
podoben trikotnik AsByCy tako, da tocka Bs lezi na stranici b. Namesto
uporabe raztega si lahko mislimo tudi, da izbrano to¢ko C premikamo po
stranici ¢ toliko ¢asa, da ustrezna tocka B) pade na stranico b.
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Na ta nacin, s spreminjanjem kota ¢, dobimo druzino vseh v trikotnik
ABC vértanih trikotnikov, ki so podobni trikotniku A1 B1Cy. Zdaj pa mo-
ramo dokazati le Se, da se samo pri enem trikotniku iz te druzine daljice
AAy, BBy in CCsy sekajo v neki skupni tocki P, kar pomeni, da je to Cevov
trikotnik glede na neko tocko P (slika 3). Pri tem se opremo na Cevov izrek
[14], ki pravi, da se daljice AAg, BBy in C'Cy sekajo v skupni tocki natanko
tedaj, ko velja

|BAs| |CBa| |ACH| _

=1.
|A2C| |B2A| |C2B|

Avtor je nato izrac¢unal levo stran zgornjega izraza kot funkcijo f spremen-
ljiivke ¢, premislil, na katerem intervalu se giblje kot ¢, in dokazal, da je f
na tem intervalu monotono narasc¢ajoca funkcija, ki zavzame vse pozitivne
vrednosti. Zato vrednost 1 zavzame natanko enkrat. Med vsemi v trikotnik
ABC vértanimi trikotniki Ao BoCy » A1 B1Cy je torej natanko en Cevov
trikotnik glede na neko tocko P.

Ena od prednosti geometrije je, da nam nudi moZnost vizualizacije. Vsebino lahiko pribli-
Zamo s sliko. Se posebej uéinkovito to lahiko storimo z racunalnisKimi programi za dinamiéno
geometrijo, Ki so se pojavili pred KaKimi 30 leti in so geometriji dali moéan dodatni zagon. Zelo
pomemben pri tem je pridevnik dinamiéni, Kar pomeni, da lahKo Ze narisane objeKte interak:
tivno premikamo, ob tem pa dinamiéno sprembjamo spreminjajoco se sliko. Med proimi taKimi
programi sta bila Geometer’s SKetchpad in Cabri Geometry, v nasifi razmisljanjif pa smo Ze
neKajkrat omenili GeoGebro. V nadaljevanju jo bomo Se vecKrat.

EE R

Obravnavani Hajjov dokaz lahko s pomocjo GeoGebre ucinkovito ilustri-
ramo, ob tem pa premislimo tudi nekatere detajle.

Najprej na podlagi slike 2 premislimo, kako iz trikotnika A5BSCY do-
bimo trikotnik AsBsCy. Zagrabimo tocko CY in jo pomikamo na levo (oz.
na desno), dokler tocka Bj ne zadene stranice b. Ker si to premikanje lahko
predstavljamo kot delovanje raztegov s srediS¢em v tocki B in z razli¢nimi
koeficienti, je jasno, da pri tem postopku tocka Bj tece po poltraku z iz-
hodis¢em v tocki B. Zato je konc¢na tocka Bo kar presecisce tega poltraka
s stranico b. Argument z raztegi nam da tudi, da so stranice nastopajoc¢ih
trikotnikov pri premikanju vzporedne. Zato je stranica BsAs vzporedna
stranici B, A5. Pri narisanem trikotniku A} B)CY torej v prvem koraku do-
bimo to¢ko Bs, z nadaljnjima dvema vzporednicama pa Se tocki Ao in Co.
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Slika 3. Dokaz M. Hajje, funkcija f je narascajoca.

. . . N |BAs| |CBs| |ACs| ;.
V GeoGebri lahko tudi ozna¢imo daljice iz izraza 0| [BaA] [CoB) 0 Pri

danem kotu ¢ izpiSemo vrednost tega izraza, torej f(y) (slika 3). Potem
na drsniku spreminjamo kot ¢ in eksperimentalno dozivimo dejstvo, da je
funkcija f monotono narascajoc¢a. Pri kotu ¢, kjer funkcija f zavzame
vrednost 1, tudi nazorno vidimo, da se ustrezne tri daljice sekajo v skupni
tocki. To je tista edina tocka, ki jo trikotniku Ay B1C; zagotavlja Seebachov
izrek.

Slika v GeoGebri nam tudi omogo¢i premisliti in testirati drobne detajle
v dokazu, kot je recimo interval, na katerem lahko pri danih podatkih izbi-
ramo kot ¢. Upostevajoé trikotnik C,BA) mora veljati ¢ < 180° — B. Ce to
velja, lahko narisemo daljico C5A5. V nadaljevanju od nje odmerimo kota
C1 in A;. Ce naj bo tocka B!, znotraj kota < B, mora na spodnji strani ve-
ljati ¢+ Cy < 180°. Podoben razmislek na zgornji strani nam da ¢ > Ay — B.
Potegnemo poltrak in dobimo toc¢ko Bs € b. Zdaj nam manjkata le Se dve
vzporednici. Ce Zelimo, da bo tocka Cy lezala na stranici ¢ in ne na njenem
podaljsku, mora biti ¢+ zunanji kot trikotnika AC5 B> in zato vecji od A.
Od tod sledi ¢ > A-C7. Podobno pri obravnavi totke Ay dobimo ¢ < A+ Aj;.
Veljati mora torej: ¢ € (m, M), kjer je

m =max{0,4; - B,A-C1} in M =min{180° - B,180° - C1, A+ A;}.

Mnozica (m, M) ni prazna, saj je vsak od elementov iz mnozice na levi
manjsi od vsakega elementa mnozice na desni.

Posploseni Seebachov izrek

Kljub velikemu napredku pri dokazu M. Hajje je e vedno ostal vtis, da bi
bilo k dokazu mogoce pristopiti e bolj neposredno. Okvirna ideja je nasle-
dnja. Imamo trikotnik A;B;C} in is¢emo tocko P, za katero bo ApBpCp ~
A1B1Cy. Kaj ¢e bi §li postopoma in bi najprej poiskali tocke P, pri kate-
rih je v trikotniku Ap BpCp ustrezen en kot, na primer Cp = C;. Izberimo
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totko Z € ¢ in si oglejmo Cevove trikotnike tock P z daljice ZC' (slika 4). Ko
tocko P premikamo od Z proti C, koti <« ApCpBp tecejo od 180° proti 0°.
Zato na tej daljici obstaja natanko ena tocka, imenujmo jo Pz, za katero bo
ta kot meril C;. Ce izriSemo vse tocke Py, ko Z pretece stranico ¢, dobimo
neko krivuljo, recimo ji I'c (slika 4). Na njej so tocke P, ki imajo Cevove
trikotnike z ustreznim kotom pri oglis¢éu Cp. Podobno obstajata analogni
krivulji I'p in I'4 s tockami, katerih Cevovi trikotniki imajo ustrezni kot pri
oglis¢ih Bp oz. Ap. Iskane tocke z vsemi tremi ustreznimi koti so presecisca
teh treh krivulj.

Slika 4. Krivulja tock z enim ustreznim kotom.

Presecisce dveh od teh krivulj je tocka, katere Cevov trikotnik ima ustre-
zen kot pri dveh oglis¢ih. Torej ga ima tudi pri tretjem. Skozi presecisce
dveh krivulj tako zagotovo poteka tudi tretja.

Nagcrt je torej naslednji: poiskati je treba enacbe krivulj I'4,I'p in '
in resiti dobljeni sistem enacb. Videli bomo, da je ta pristop mogo¢ in da
prinasa Se dodatne prednosti. Doslej smo namre¢ tocke P izbirali samo
znotraj trikotnika. Koncept zlahka posplosimo tudi na (skoraj vse) tocke
zunaj njega.

Definicija 3. Naj bo ABC' trikotnik v ravnini. Nosilke stranic trikotnika
0znac¢imo z ng, Ny, Ne. Vzporednico premici n, skozi oglis¢e A ozna¢imo s
qa, analogno definiramo premici g in g.. Mnozico vseh toc¢k v ravnini, ki ne
lezijo na nobeni od premic nq, Ny, Ne, Ga, @b, §e, 0zZNACIMO 7 E.

Izberimo tocko P € E. Premice AP, BP in C'P sekajo nosilke stranic
Ng,Np,Ne v toCkah Ap, Bp,Cp. Tudi v tem primeru trikotnik ApBpCp
imenujemo Cevov trikotnik trikotnika ABC' glede na tocko P.
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Slika 5. Cevov trikotnik glede na tocko P zunaj trikotnika ABC.

Mnozica E je predstavljena na sliki 1 desno. To je ravnina brez Sestih
premic. Premice qg, ¢p, ¢c se paroma sekajo v tockah A, B,C, ki so oglisca
tako imenovanega antikomplementarnega trikotnika ABC. Ime izhaja iz dej-
stva, da sliko neke tocke T' z raztegom dg 1/ imenujemo komplement tocke
T, sliko z inverzno transformacijo, torej raztegom dg,—2, pa antikomplement
tocke T'. Razteg dg,—2 premice ng,np, n. zaporedoma preslika v njim vzpo-
redne premice skozi tocke A, B in C, torej v premice qq, qp, ¢.- Ker tocka A
lezi na ny in n., bo njena slika lezala na ¢ in q.. Zato je A antikomplement
tocke A. Analogno velja za B in C.

V definiciji 3 smo se bili prisiljeni odre¢i tockam z omenjenih Sestih
premic. V primeru P € n, premici AP in n, sovpadata, kar pomeni, da
presecisée Ap v tem primeru ni definirano. V primeru P € ¢, je zadeva
podobna, a manj kriticna. Premici AP in n, sta zdaj vzporedni, zato prese-
¢isce Ap v klasiénem smislu ne obstaja. Obstaja pa, ¢e nekoliko spremenimo
perspektivo in se preselimo v projektivno ravnino.

Prisli smo do tocke, ko se bomo morali za nadaljevanje zgodbe nekoliko
tehni¢no podkovati. Brez ustreznih orodij od tu naprej ne gre vec.

Ob misli na ustvarjanje novih orodij se mi v spomin vrala prizor iz mesteca Ravello na
italijansKi Amalfijski obali. Nad obalo se dvigajo strme vzpetine, pejsazi so presunljivo lepi,
a prostora za bivaliséa in obdelovanje zemlje je malo. Toda Gudje so se znasti. V strme hribe

so vrezali terase in tam posadili oljKe in limonovce. Ob bregove so stisnili bivaliséa in ob njih
uredili vrtove. Poti so posuli z belim pesKom ter dodali slikovite ograje in Kipe. Naravo so
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zadinili z osupljivo lepo arhiteKturo. Ob neki vili so izdelali teraso in nanjo postavili oder za
simfonicni orkester. Ob poletnifi velerih tam poteKajo Koncerti.

Skratka, mo¢ Eloveske domisljije je navdusujoéa. Veasif smo ob pogledu na naso civiliza-
cijo pesimistiéni in upraviceno Kritiéni. MarsiKaj je v zgodovini res $lo narobe in Se vedno gre.
Vendar ob tem vseeno ne smemo pozabiti, Koliko éudovitega smo Kot Eloveska vrsta ustvarili.
Rawello je sinonim za ta ponos. V ta Kontekst Kot pomemben dejavnik sodi tudi matematika.
Ce se Kot Elani tloveske vrste éutimo ponosne ob pogledu na éudesa Ravella, smo lahiko upra-
viteno ponosni tudi na to, Kako smo v teKu stoletij iz ni¢ ustvarili najrazlicnejse matematiéne
objekte in teorije ter Kako smo jifi na presenetljive natine uspeli povezati in preplesti.

* k¥

Slika 6. Levo: Ravello, vila Rufolo. Desno: Ravello, detajl.

Ko so tezave s tem, da se dve premici v ravnini véasih sekata, vcasih pa
ne, postale nadlezne, se je nekdo spomnil, da bi za vsak snop vzporednih
premic tam nekje v neskonénosti dodal eno dodatno tocko. V njej se zdaj te
premice sekajo. Tako dobimo druzino dodatnih tock, ki ji reCemo premica
v neskonénosti. Ravnini s pridruzenimi tockami na premici v neskonénosti
potem recemo projektivna ravnina [8, str. 5-6]. V projektivni ravnini se
torej poljubni dve premici sekata. Ce se zgodi, da presecisce lezi na premici
v neskon¢nosti, to pomeni, da sta premici v klasi¢nem smislu vzporedni.
Kot smo v ravnino uvedli kartezi¢ne koordinate, lahko uvedemo ustrezne
koordinate tudi v projektivno ravnino. Z njimi enakovredno obravnavamo
obicajne tocke kot tudi tocke v neskonc¢nosti. Ena od moznih uvedb ko-
ordinat v projektivno ravnino so trilinearne koordinate. Ce so karteziéne
koordinate definirane glede na dve pravokotni koordinatni osi, so trilinearne
koordinate definirane glede na neki trikotnik. Izkaze se, da so te koordinate
izjemno primerne za delo v razmerah, ko imamo vseskozi v obravnavi en
fiksen trikotnik. Kot smo omenili Ze v uvodu, tej veji matematike re¢emo
geometrija trikotnika.
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Trilinearne koordinate smo v Obzorniku zZe srecali, in sicer v ¢lanku [12].
Na tem mestu povejmo le, da toc¢ke opisujemo v obliki 7" = o : 5 : -y, pri Cemer
so to razmerja predznacenih oddaljenosti tocke T od nosilk stranic trikotnika
ABC'. Pri tem je predznak koordinate « pozitiven, ¢e tocka lezi na istem
bregu nosilke stranice a kot trikotnik ABC, in negativen sicer. Analogno to
velja za preostali koordinati. Delo s trilinearnimi koordinatami je omogo-
¢ilo nesluten razvoj geometrije trikotnika. S tem orodjem zlahka preverimo
dejstva, za dokaz katerih bi sicer pogosto potrebovali precej inovativnosti.
Poznavanje podrobnosti teh tehni¢nih orodij za spremljanje nadaljevanja

nase zgodbe ni nujno potrebno. Radovednemu bralcu pa priporoc¢am vire
[1, 9, 10, 15].

Clovekova zmoZnost, da na strma pobocja vreZe terase, zasadi vrtnice, postavi Kipe in
zgradi amfiteater za simfonicni orKester, je navdusujoéa. Prav tako pa je navdusujota tudi
zmoznost matematiKov, da v trenutky, Ko se stvari zapletajo, ustvarijo inovativna orodja,
prilagojena situacifi, Ki omogotajo izvrsten vpogled in udobno delo.

kKK

Slika 7. Prva krivulja Cetrtega reda, I'c.

Vrnimo se k naSemu problemu. Pri danem trikotniku A;B;C; iS¢emo
tocke P € E, da velja ApBpCp » A1 B1Cy. Kot smo zastavili naso zgodbo,
pot do resitve vodi preko krivulj I'4,I'p in I'c. V ravnino uvedemo trili-
nearne koordinate glede na osnovni trikotnik ABC. Oznac¢imo k, = cot Ay,
kp = cot By in k. = cot C;. Z uporabo analititne geometrije v trilinearnih
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koordinatah brez vecjih tezav izpeljemo [5] enacbe zgoraj omenjenih krivulj
I'p,I'pinTe:

- 2 ’y +o?B% = 2afvy(~acos A+ kefsin B+ kyysin Q)
—a?q? +ﬁ v +a?p? 2087 (kparsin A — 5 cos B + kyysin C')
o?~y% + 3242 — o232 2037y (keasin A + k.S sin B —ycos C).

Gre za krivulje Cetrte stopnje, zapisane v trilinearnih koordinatah. Ker
se pri pretvorbi v kartezi¢ne koordinate stopnja krivulj ohranja, gre za kri-
vulje cetrte stopnje v obi¢ajnem smislu.

EE

Ko matematiki izpeljemo nove enacbe, jih najprej premerimo s Kritiénim pogledom. Je vse v
redu? Pri pravKar zapisanif enatbah najprej opazimo elegantno simetriéno strukturo, Kot pri
Kaki sneZinki. Kot pravi H. G. Hardy: » Lepota je prvi test, na svety ni trajnega prostora za
grdo matematiko.« Seveda pa eleganca e ni zagotovilo za to, da so zapisane enacbe brezhibne
in da bo njifiova uporaba uéinkovita.

Za potrditev se zatecemo K eKsperimentu z GeoGebro. Ta omogoéa risanje Krivulj v Kar-
tezicnif Koordinatah, v trilinearnifi pa ne. Lotimo se torej pretvorbe danif enach v Kartezicne
Koordinate in nato izrisa Krivulj. Spomnim se vznemirjenja, Ko je bilo delo opravljeno in je bilo
treba pritisniti le Se zaKljuéni Enter. Rezultat je na sbiki 7.

Narisimo se vse tri Krivulje ikrati, to je slika 8. Takoj opazimo, da se glavna poanta na
sliki potrdi. Znotraj trikotnika se Krivulje seKajo v natanko eni skupni toéKi. Nadalje opazimo,
da smo dogajanje iz notranjosti trikotnika uspesno prenesli tudi navzven. Naslednji pogled pa
prinese presenelenje. Pricakovali smo, da bo sKozi vsako preselisée dveh Krivulj poteKala tudi
tretja. Na sliki ni vedno videti tako. A nekaj na sliko dodanih elementov razblini dvome.
Nepritakovana presetista dveh Krivulj, skozi Katera ne poteKa tudi tretja, so bodisi oglista
trikotnika ABC' bodisi oglista antikomplementarnega trikotnika ABC, torej tocke zunaj
mnozice IV, znotraj Katere resujemo problem.

Zdaj se lahiKo prepustimo naslednjemu vzgibu ob pogledu na zgornje enaébe. Da bi namreé
enacbe preobliKovali, jih ustrezno sesteli ter pridobili eKvivalenten in morda preprostejsi sistem
enacbh.

EE 2

Oglisca trikotnika imajo trilinearne koordinate A=1:0:0, B=0:1:0
in C=0:0:1. SeStejmo po dve zgornji enachi in izpostavimo skupne fak-
torje. Zlahka opazimo, da tocka P ¢ {A, B,C} zadosca zgornjemu sistemu
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Slika 8. Vse tri krivulje: I'4,I'p in I'c.

natanko tedaj, ko zadosca sistemu

By = a(maa+negf+n,cy)
ay B (neaa+mpf+ngc?y)
af vy (npac+nqpB+me7y),

kjer je ma = (ke + kp)sin A, n.p = (ke.sin B — cos B) in so ostali koeficienti
definirani analogno.

Tokrat imamo sistem treh enac¢b drugega reda. Tocka P je torej pre-
seCisce treh stoznic, oznac¢imo jih S4,Sp, Sc. Premislimo, da ima lahko ta
sistem najve¢ tri reSitve. Poleg Ze znane reSitve znotraj trikotnika lahko
torej pricakujemo Se najve¢ dve reSitvi zunaj.

Stoznici S4 in Sp se lahko sekata najve¢ v stirih tockah. Ob tem prva
o¢itno poteka skozi tocki B in C, druga pa skozi tocki A in C. Eno od
za nad namen ni zanimiva. Tako smo prisli do dodatne informacije glede
Cevovih trikotnikov tock zunaj trikotnika ABC.

Izrek 4. Naj bo A1 B1Cy poljuben trikotnik. Potem obstajajo najveé tri tocke
P v ravnini, da velja ApBpCp ~ A1B1C1.

Do tock se dokopljemo z reSevanjem zgornjega sistema. Dobimo kubi¢no
enacbo ene spremenljivke, ki ima lahko tri ali pa samo eno realno resitev.
Tako se dejansko zgodi, da imamo vc¢asih tri reSitve, v¢asih pa eno samo.
Na sliki 9 vidimo primer, ko se ustrezne stoznice pri danih trikotnikih ABC
in A1 B1C1 sekajo v treh tockah.
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Slika 9. Tri stoznice: Sa,Sp in Sc.

Obravnavani postopek ima pred predhodnimi kar nekaj prednosti. Omo-
goCa nam obravnavo tock P zunaj trikotnika. Poleg tega nam ne sporoca
samo Stevila ustreznih tock P, pa¢ pa tudi omogoci, da preko zgornjih enach
izracunamo njihove trilinearne koordinate. Na ta nacin je tocko véasih mo-
Zno neposredno prepoznati, ali pa recimo dokazati, da je ne moremo kon-
struirati samo s Sestilom in ravnilom. V ¢lanku [5] je tako na primer do-
kazano, da v splosnem tocke X379 samo z ravnilom in Sestilom ni mogoce
konstruirati.

Cevianske sestre in sestricne

V tem razdelku bomo spoznali nekaj uporab pravkar predstavljenega pri-
stopa. Opravili bomo kratek informativni sprehod po okolici.

Definicija 5. Naj bo ABC' trikotnik v ravnini in P € F poljubna tocka.
Tocka @ € E, QQ # P je cevianska sestra tocke P, ¢e sta njuna Cevova
trikotnika direktno podobna. Tocka () je cevianska sestricna tocke P, ¢e sta
njuna Cevova trikotnika podobna, a nista direktno podobna.

Recimo, da bi pripravili obrazec, v katerem bi zbirali podatke o dolo¢eni
tocki P v ravnini. Med drugim bi vanj vpisali njene trilinearne koordinate
glede na osnovni trikotnik ABC, pa oddaljenosti od oglis¢ tega trikotnika
itd. Na to¢no dolo¢eno mesto v tem obrazcu bi vpisali podatke o velikosti
kotov Cevovega trikotnika trikotnika ABC' glede na tocko P, torej trojico
(Ap,Bp,Cp). Celotnemu obrazcu bi potem lahko rekli genom tocke P,
omenjeni trojici pa cevianska sekvenca tega genoma. Tocki P in () sta torej
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cevianski sestri, e imata identi¢no ceviansko sekvenco genoma. Tocki sta
cevianski sestriéni, ¢e cevianski sekvenci nista identi¢ni, vsebujeta pa iste
tri kote.

Premislimo zdaj, kaj nam o cevianskih sestrah in sestricnah poljubne
tocke P € FE sporocata izreka 2 in 4. Za tocko P znotraj trikotnika iz
izreka 4 sledi, da ima najve¢ dve cevianski sestri. Obe se nahajata zunaj
trikotnika. Lahko pa se zgodi, da totka P cevianske sestre sploh nima.
Tocka P ¢ E zunaj trikotnika pa ima natanko dve cevianski sestri. Po
izreku 2 ima namrec znotraj trikotnika natanko eno ceviansko sestro, kar
pomeni, da ima kubi¢ni polinom iz argumentacije izreka 4 dve realni nicli,
potem pa je realna tudi tretja.

Pri cevianskih sestricnah se bomo omejili samo na tocke znotraj trikot-
nika. Iz definicije izhaja, da je mnozica kotov Cevovega trikotnika cevi-
anske sestricne () enaka mnozici kotov Cevovega trikotnika tocke P, torej
{Ap, Bp,Cp}. Denimo, da so to trije razli¢ni koti. Ker se sekvenci ne smeta
povsem ujemati, imamo na voljo pet permutacij teh treh kotov, vsaka od
njih pa nam znotraj trikotnika zagotavlja natanko eno ceviansko sestri¢no.
Ce torej tocka P lezi znotraj trikotnika in je njen Cevov trikotnik raznostra-
nicen, ima znotraj trikotnika natanko pet sestricen.

Na splosno je obravnava te tematike sorazmerno zapletena, zato se ome-
jimo samo na dva posebej lepa primera: P = X379 in P =G.

Cevov trikotnik tocke P = X357 je enakostranic¢en, zato tocka nima cevi-
anskih sestricen. V ¢lanku [5] obravnavamo njene cevianske sestre in ugoto-
vimo, da te obstajajo samo, ¢e je osnovni trikotnik ABC' izrazito topokoten.

Videli smo ze, da je teziS¢e G edina tocka znotraj trikotnika, katere
Cevov trikotnik je direktno podoben osnovnemu trikotniku ABC'. V ¢élanku
[5] obravnavamo mozne cevianske sestre tocke G. Izkaze se, da te obstajajo
natanko tedaj, ko je trikotnik ABC topokoten. Dokazemo tudi, da sta v

ABC 7z o¢rtano kroznico antikomplementarnega trikotnika ABC. Bralca
vabim, da narisSe sliko v GeoGebri in to preveri.

V ¢lanku [6] obravnavamo cevianske sestricne tocke G. Najprej doka-
zemo, da nobene od petih cevianskih sestricen znotraj trikotnika na splosno
ne moremo konstruirati samo s Sestilom in ravnilom. Nadaljevanje zgodbe
odkrije dodatni skriti potencial pristopa, opisanega v poglavju 3.

* K ¥

Ze stari Grki so se ukparjali s problemom, KaKo neki objekt Konstruirati samo s Sestilom in
ravnilom. Od tod zgodba o trisekciji Kota, podvojitvi KocKe in Kvadraturi Kroga. Kljucéna pri
Kasnejsi razresitvi tovrstnih problemov je teorija razsiritev polj. S tem sredstvom doKaZemo,
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da nobena od treh nastetih Konstrukcij v splosnem ni mogocéa. Isti argumenti so tudi v jedru
dokaza, da v splosnem s Sestilom in ravnilom ni mogoce Konstruirati ceviansKih sestricen tocke
G.

Ob tem se nam zastavi vprasanje, ali bi bilo Katero od KonstruKcij, Ki niso izvedljive samo
s Sestilom in ravnilom, mogole izvesti, ée bi imeli na voljo se Kako dodatno sredstvo? Katero
bi to dodatno sredstvo lafiko bilo? Znano je npr., da je triseKcijo Kota moZno izvesti, Ce imamo
dodatno na voljo orodje, imenovano tomahavk [2]. Ob tem se vprasamo, ali je to res najbolj
naravna izbira. Da bi se namred matematik po ravnilu in Sestilu najprej oboroZil ravno s
tomahavkom?

Razmisljajmo v naslednji smeri. Ce imamo na voljo ravnilo, skozi obstojele toike neke
Konstrukcije lahKo potegnemo premice. Ce dodatno v uporabo dobimo Sestilo, [ahko risemo
KrozZnice. Tako npr. s Sestilom in ravnilom (afiko narisemo KroZnico sKozi dane tri toéKe, triko-
tniku lahKo otrtamo KroZnico. Nove tocke pridobivamo Kot presetiséa tako narisanif premic
in KroZnic.

Taksne so nase moznosti, ¢e imamo na voljo ravnilo in Sestilo. Kaj bi bil naslednji naravni
Korak? Da bi poleg risanja premic in KroZnic imeli na voljo moZnost risanja naslednjif najpre-
prostejsifi Krivulj, to je stoZnic. Gre torej za orodje, Ki bi sKozi danifi pet toék v ustrezni legi
narisalo edino stoZnico, Ki poteka tam skozi. V GeoGebri je tako orodje na voljo, in to pod
gumbom, namenjenim stoZnicam.

* k¥

Cevov trikotnik glede na tocko G je torej podoben osnovnemu trikot-
niku, zato ima v cevianski sekvenci genoma zapisane kote tega trikotnika
(A, B,C). Nakazimo, kako bi z uporabo dodatnega orodja za risanje stoznic
skozi danih pet tock konstruirali sestricno M¢ tocke G s ceviansko sekvenco
genoma (B, A,C).

NasSa metoda iz 3. poglavja nam je ustrezne tocke dala kot presecisca
treh stoznic (slika 9). Ce bi znali narisati dve od njih, bi kot edino presecisce
znotraj trikotnika dobili tocko M¢.

Premislimo najprej, kaj na sploSno vemo o omenjenih treh stoznicah.
Stoznica S 4 ne glede na vhodne podatke (torej kote A1, B, C}) vedno poteka
skozi tocki B in C, kar je jasno razvidno iz njene enacbe. Poleg tega smo
krivuljo S4 dobili s seStevanjem enacb za krivulji I" B in I'c, za kateri smo
svoj ¢as preseneceni ugotovili, da se sekata v tocki A. Koordinate tocke A
torej zadoscajo enacbam za I'p in I'¢, po seStevanju pa tudi enacbi za S4.
Tako vidimo, da vse krivulje S4 potekajo skozi tocke B,C in A. Ce uspemo
konstruirati Se dve tocki na tej stoznici, lahko uporabimo orodje za risanje
stoznic skozi pet tock in stoznico nariSemo.

Ti dodatni dve tocki bosta seveda odvisni od vhodnih podatkov. V
nasem primeru upoStevamo enakost kotov A1 = B, By = A,C1 = C in izra-

81-99 95



Bojan Hvala

Slika 10. Tocka Mc¢ s ceviansko sekvenco (B, A,C).

¢unamo ustrezne koeficiente iz enacbe stoznice Sy4, torej: my = g,
2_.2 2_.2 . . . .
b —=, nyc = <3~ . Tako dobimo enacho te stoznice:

Ne,B =

abefy = ab’a® + b(b% — *)af + (¢ - a*)ary.

Oblika te enacbe nas takoj napelje k zamenjavi trilinearnih koordinat « :
B : 7 s ploséinskimi koordinatami X : Y : Z, ki so s trilinearnimi povezane
takole X = aa,Y = b8 in Z = ¢y. V ploséinskih koordinatah se enacba
stoznice S, glasi:

Y Z =X+ (0 -A)XY + (2 -a®)X Z.

Izra¢unajmo ploscinske koordinate presecis¢c U in V stoznice Sy z nosilkama
stranic b in ¢, torej s premicama Y = 0 in Z = 0. Dobimo U = (a?-¢?): 0: b?
in V= (c®-b%) :b2:0. Za ilustracijo si oglejmo, kako bi konstruirali tocko
V.

* KK

Matematiko véasif primerjajo z alpinizmom. Turo zainemo v izhodiséu in zaKljucimo na
dolotenem cilju. Pogosto se zgodi, da so zares zafitevni le KratKi odseKi poti, preostanek je ne-
problematiten. Ce je Kritiéna totka ena sama, je pot iz izhodiséa do zatetka Krititnega odseka
Jjasna, prav tako pot od Konca Kriticnega odseka do cilja. Prednost matematike je v moZnosti
predhodne obravnave teh neproblematiénih odsekov. Od izhodis¢a napredujemo, doKler gre, iz
cilja se pomikamo nazaj, spet dokler gre in na ta naéin osamimo Kljuéni problematiéni odsek.
Temu se potem lahKo posvetimo s polno pozornostjo in z vsemi moémi.

* k¥
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Nas cilj je tocka s plos¢inskimi koordinatami V = (¢ - b?) : b2 : 0. Ni
tezko uganiti, da bo izhodis¢e tocka L = a? : b% : ¢2. To je Lemoinova
tocka trikotnika z oznako Xg v Kimberlingovi Enciklopediji znacilnih tock
trikotnika [1]. Konstruiramo jo tako, da v trikotniku ABC nosilko tezis¢nice
na stranico a prezrcalimo preko simetrale notranjega kota pri ogliééu A.
tri premice se sekajo v tocki L.

Nas vzpon bo torej potekal od tocke L do tocke V. Za uspesno pot
potrebujemo nekaj preprostih splo$nih informacij.

Najprej sta tu koncepta Cevovega in anticevovega trikotnika. Pojem
Cevovega trikotnika ze poznamo. Anticevov trikotnik trikotnika ABC' glede
na tocko P je tak trikotnik APBPOP, da je trikotnik ABC' Cevov trikotnik
tega trikotnika glede na toc¢ko P. Za ilustracijo si lahko pomagamo kar s sliko
1, saj je antikomplementarni trikotnik ABC' anticevov trikotnik trikotnika
ABC glede na tezisce G.

7 osnovnimi metodami analiticne geometrije v plos¢inskih koordinatah
izpeljemo koordinate oglis¢ Cevovega trikotnika glede na tocko P = Xp :
Yp : ZPZ

APZO:YPIZP BPZXPZOZZP CPZXPZYPZO.

Pri obravnavi koordinat anticevovega trikotnika zacnemo z neznanimi deve-
timi koordinatami tock Ap, Bp, Cp in zapiSemo zahteve iz definicije: tocka
A lezi na nosilkah daljic B 3pCpin ApP, analogno za B in C. Re§imo sistem
in dobimo:

A~P=—XP:YP:ZP BP=XPZ—YPZZP ép=Xp:Yp:—Zp.

Oglisca anticevovega trikotnika pri dani tocki P so torej enoli¢no dolocena.
Za njihovo konstruktibilnost je kljuéno dejstvo, da je totka Ap harmonicna
konjugiranka tocke P glede na toc¢ki A in Ap [13]. Od tod sledi, da jo lahko
konstruiramo celo samo z ravnilom [15, str. 3].

Od nujnih informacij zdaj potrebujemo le Se ena¢bo premice v neskonc-
nosti. V trilinearnih koordinatah se ta glasi aa + b8 + ¢y = 0, v ploscinskih
pa X+Y+2Z=0.

Zdaj za osnovo vzamemo Lemoinovo tocko L = a? : b% : ¢* in se napotimo
proti tocki V = (¢2 - %) : b2 : 0. Do tocke Cf, = a? : b? : —¢? Ze znamo priti.
Nadaljujmo na drugem koncu poti, pri tocki V. Ta je C—tocka Cevovega
trikotnika glede na tocko Wy = (¢2-b%) : b? : Z in to ne glede na izbiro stevila
Z. Dolo¢imo Z tako, da bo tocka Wy lezala na premici v neskonc¢nosti, ki
ima ena¢bo X +Y + Z = 0. To dosezemo z izbiro Z = —c2. Naj bo torej
W = (2 =1v?) : b?: —c®. Premica CW seka nosilko stranice ¢ v tocki V
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in zato tocka W lezi na premici C'V. Vendar pa glede na svoje koordinate
tocka W otitno lezi tudi na premici s preprosto enacbo ¢?Y +b*Z = 0. Na
tej premici pa lezita tudi tocki A=1:0:0 in Cr=a?:b%: —c2.

Tocka W torej lezi na premici v neskonénosti in je presecisce premic ACT,
in C'V. Ker se ti dve premici sekata na premici v neskon¢nosti, sta dejansko
vzporedni. Od tod sledi, da je tocka V presecisée vzporednice premici AC],
skozi tocko C' in nosilke stranice c.

Tlustrirali smo pot do konstrukcije tocke V. Podobna, a morda Se malo
zahtevnejsa je pot do tocke U, zato ta detajl tokrat izpustimo. Omenimo
le, da je konstrukcija tock U in V najbolj inovativni del celotne zgodbe.

* k¥

Ta odsek poti je posebej zanimiv, Ker znotraj geometrijsKe teme Kjucno vlogo odigra Zon-
gliranje s simboli, Ki je sicer bolj znacilno za algebro. Matematicne teorije in Koncepti se na
nenavadne nacine prepletajo in oplajajo.

EE R

Ko enkrat imamo tocki U in V, skozi tocke B,C, A, U in V z dodatnim
orodjem za risanje stoznic skozi danih pet tock nariSemo stoznico S4. Po-
dobno nariSemo stoznico Sp. Njuno edino presecisée znotraj trikotnika je
tocka Mc.

Na podoben nagin, a z druga¢nimi reSitvami v inovativnem vlozku, kon-
struiramo tudi preostale Stiri sestricne teziséa G.

Zakljucek

Ameriski matematik John E. Wetzel, zasluzni profesor na University of Illi-
noys v Urbani-Champaign, je izjavil:

Geometrija trikotnika ima veé cudeZev na kvadratni meter kot katera koli
druga veja matematike.

To pogosto citirano izjavo lahko zasledimo na primer v uvodu h knjigi
[9, str. 1] ali med zahvalami spletne strani [1]. Izjavo je seveda treba obrav-
navati dobronamerno in z dolo¢eno mero smisla za humor. Vsekakor pa je
v njej dobro povzeto bistvo fascinacije z geometrijo trikotnika. Gre za ob-
cutek ocaranosti nad presenecenji, ki se tu pojavljajo nenavadno pogosto.
Zato si zelim, da bi se geometrija trikotnika obdrzala v Studijskih programih
matematike in da bi k tej tematiki (vsaj obcasno) pristopalo veé¢ radovednih
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raziskovalcev. To zelim tudi Stevilnim drugim Zzivopisnim vejam matema-
tike. Bojim se namre¢, da se s ¢asom matematicna diverziteta vse bolj
kréi in siromasi. Povedano v jeziku biologov pozivam k ohranjanju Sirokega
spektra raznovrstne matematicne flore in favne.

* k¥

Na ta natin smo spoznali Seebachov izrek, temo iz geometrije trikotnika. Kaj pa v naslovu
poéneta Oroslan in Ravello?

Oroslan na eni strani simbolizira eKsperiment obravnave tematike na dveh Kgnalifi. Proi
se skusa drZati vseh pravil pisanja matematicnega teksta, drugi pa ta pravila Krsi, a vsebino
nadgrajuje z informacijami, Ki bi za bralca utegnile biti zanimive. PreKlop na drugi Kanal zato
pomeni drugalen pristop K branju in evalvaciji teksta. Ima pa Oroslan tudi dolotene simbolne
podtone. Oroslan je nekdo, Ki je onstran. V tem smislu simbolizira brezéasen, nepretenciozen
pogled na razmere.

Ravello je Kraj, Kjer cvetita narava in ustvarjalnost, vsaka zase in v povezavi druga z
drugo. Simbolizira lepoto stvarstva v isKreni, izvorni, v fasu preverjeni obliki. Ne gre za
Sopirjenje ali razstavo preralunljivosti, paé pa za razmah tlovesKega duha, Ki s svojo sveZino
razveseljuje vse okrog sebe.
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