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STIRI POSPLOSITVE PORAZDELITVE BETA
Anton CEDILNIK !
Izvlecek

Porazdelitve, opisane v tem sestavku, imajo isti kompleksno analiti¢ni funkcijski izraz kot
obi¢ajna porazdelitev beta, nosilci pa so omejeni, na eno stran omejeni ali neomejeni inter-
vali. Te porazdelitve analiziramo, izracunamo momente, dologimo racionalne transformacije
in izpeljemo $e nekaj limitnih izrekov.
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FOUR GENERALIZATIONS OF BETA DISTRIBUTION
Anton CEDILNIK 1!
Abstract

The distributions, described in the article, have the same complex-analitic functional expres-
sion as the usual beta distribution law; however, the supports are bounded, one side bounded
or unbounded intervals. We analyse these distributions, calculate the moments, determine
rational transformations and deduce some limit theorems.
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1. UVOD

Pomembnost porazdelitve beta v gozdarskih in nasploh bioloskih vedah je nesporna,
ker ima nasproti normalni porazdelitvi (katere uporaba. je pretirana) kar nekaj pred-
nosti.

Prva prednost je njena omejenost. Mnoge kolic¢ine v biotehniskih vedah so omejene,
vendar jim prilagajamo normalno porazdelitev zaradi domnevne podobnosti, ker so
njihovi histogrami pat znadilne ”zvonaste” oblike. Porazdelitev debelin dreves je 7e
taka koli¢ina, ki pa je brez dvoma omejena tako navzgor kot navzdol. Seveda je res, da
gre normalna porazdelitev dale¢ pro¢ od srednje vrednosti zelo hitro proti 0, vendar
se vseeno sliSi groteskno, da je verjetnost za, na primer, negativno debelino drevesa
nenicelna.

Druga prednost beta porazdelitve je nesimetri¢nost poljubne stopnje. Ze omenjena
debelina drevesa je znaéilen primer slu¢ajne spremenljivke, ki je v nekaterih (naravnih)
sestojih asimetriéna v desno, v drugih (redéenih sestojih) pa v levo; prilagajanje
take porazdelitve na Prokrustovo posteljo normalne porazdelitve pomeni hudo izgubo
informacije, da o dvomljivih rezultatih niti ne govorimo.

Naslednja prednost beta porazdelitve so parametri. Ze osnovna porazdelitev beta ima
dva, afino deformirana pa ima kar tiri in vsaj dva sta zelo preprosto obvladljiva, kar
pa njune uéinkovitosti pri prilagajanju prav ni¢ ne zmanjsa.

Eksponentna parametra imata, resnici na ljubo, to slabo stran, da povzroéita hudo
neelementarnost porazdelitvene funkcije; izraza se namreé z nepopolno funkcijo beta,
ki je prece] bolj sitna kot Gaussov integral (oziroma funkcija napak) pri normalni
porazdelitvi.

PosploSeno porazdelitev beta, natanéneje, njeno gostoto verjetnosti bomo definirali z
istim izrazom, s katerim je definirana navadna porazdelitev beta, le da bodo parametri
v splosnem poljubna kompleksna stevila, nosilec gostote pa bo kateri koli interval
med singularnimi toc¢kami. Kot kompleksna analiti¢na funkcija je torej gostota za
vse posebne primere ista. Ti posebni primeri so §tirje: navadna beta porazdelitev,
ena navzdol neomejena, ena navzgor neomejena in §e ena na obe strani neomejena.
Izkazalo se bo, da smo tako dobili tudi Snedecorjevo in Studentove porazdelitev, kar
kaze na intimno zvezo med temi porazdelitvami.

Vse §tiri porazdelitve bomo podrobno opisali in izra¢unali njihove momente. Raziskali
bomo, kako se porazdelitve spreminjajo, ¢e slu¢ajne spremenljivke utrpijo racionalno
transformacijo. Videli bomo, da so prvi trije posebni primeri, omenjeni v prejénjem
odstavku, v tesnem sorodstvu, zadnji, neomejeni tip pa racionalne transformiacije
v splosnem ne povezujejo s prej$njimi. V zadnjem poglavju bomo izpeljali limitne
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izreke za obravnavane porazdelitve. Limitne porazdelitve so gama in njej sorodne
porazdelitve ter normalna porazdelitev.

2. DEFINICIJA PORAZDELITVE BETA
1. DEFINICIJA

Posplosena porazdelitev bela je zvezna porazdelitev, podana z gostoto

x —p)*(x —q)° T
p(x):{OA( P)( q) : xégfg} (1)

Pri tem so A, p, ¢a, b kompleksna stevﬂa, P, q ¢ D, D pa je odprt interval, katerega

Stevila A, p, ¢, a,b in obmoéje D morajo biti seveda izbrani tako, da je funkcija p(z)
za vsak z € R realna nenegativna in da je

AfE-pre—ade=1. 2)
Najprej uveljavimo zahtevo po realnosti funkcije p(z) na D.
p(z) = A-expla-Ln (x—p)+b-Ln (x—q)] (3)
Ln(x—p)=Ln (x—p; —ipg) = %ln[(x —p1)% + p2l +iArg (x — p1 —ipa)
L (x— q) = 3 Inf(x— a0)? + o] + iArg (x ~ a1 - iaz)

a-ALn (x—p) + b-Ln{x—q) = Ry +iRy =

= (e nle ~p)* + 93]~ asAre (x— p1 —iv2) +

+%b1 Inf(z ~ q1)* + ¢3] — baArg (x — q1 — iqz)) +

+i(ajArg (x ~ p1 —ip2) + %az In[(x — p1)* + p3] +
+biArg (x — q1 — idz) + %bz In[(x ~ q1)* + 2] (4)

p(z) = [(A1 cos Ry — Az sin Ry) + i(A; sin Ry + Az cos Ra)] - exp Ry (5)
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Zahteva po realnosti je torej na D:
ArsinRs + Az cos Ry = 0 o (6)

Ker je ta izraz konstanten na nepraznem odprtem intervalu, je njegov odvod tam
enak 0:
dRy

(A cos Ry — Agsin Ra) - - = 0 (7

Recimo, da je A cos Rs — Aasin R = 0 za nek 2z € D. PomnoZimo to enaibo z A;
in enatbo (6) z Ay pa dobimo: (A? 4+ A%)cos Ry = 0, kar da: cos Ry = 0, saj je
nujno A # 0 in z njim tudi: [A)* = A? + A% # 0. Potem pa iz obeh pogojev dobimo
ge: Aysin Ry = —Agsin Ry = 0, kar da 8e: sin Ry = 0 in s tem protislovje. Torej je
povsod na D:

dRy _
o = ®)
Ker je:
arctan ’—;A —5+2%7 , pu>0
LN ) 2k , =0, z—-A>0
Arg (x—A—ip) = m+ 2kw , =0, z-A<0 kez, (9)
arctan ’;" +5+2km , p<0
iz ¢esar dobimo:
4 prg(x— A —ip) = — (10)
R e
dobimo iz identitete (8) naslednjo identiteto:
asz + aypy — aspr | baz + bigy — boqy -0 (11)

(x—p1)? +p3 (z—q1)?+ 4

Ce pomnozimo enaébo z obema imenovalcema, dobimo na levi polinom, katerega vsi
koeficienti morajo biti enaki 0. To nam da §tiri enaébe:

g+ by =0 (12)
a1pa — azpy — 2a2q1 + biga — bagy — 2bapy =0 (13)
— 2a1p2q1 + 2a9p1q1 + a2qs + az2q3 — 201p1qz + 2baprgr + bapt + bapi =0 (14)

@pagi — asprqi + apads — azpras + bipez — bapiqr + bipdgz — bapiq =0 (15)
Upostevajmo (12) v (13):

azx(p1 — 1) = —a1p2 ~ hig2 (16)
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To vstavimo v (14):
az(p3 — 43) = (1 — q1)(a1p2 — bigz)
PomnoZimo to enacbo s (p; — ¢1) in upostevajmo (16):

(a1p2 + b1g2)(P3 — ¢2) = (p1 — ¢1)*(—a1p2 + b1g2)

Sedaj pa (16) pomnozimo s (p1 — ¢1) in iz dobljenega ter iz (17) izracunajmo:

= 2(p1 — ¢1)bigz = a2l(p1 — @1)* + (P3 — ¢3)]

— 2p1 — q1)ar1p2 = az{(p1 — ¢1)* — (P} — 43)]

(15) pomnozimo z —2(p; — q1) in upostevajmo (19) ter (20):

a[(p1— q1)" + (P2 + 42)°] (o1 — 11)* + (2 — 42)?] = 0

Sedaj pa napravimo analizo vseh moZnosti!

1 m#a
az = by = 0 (sledi iz (21)), aips = bigz = 0 (sledi iz (19) in (20)).

(11) ps#0,g2#0. ay=b; =0

(1.2) p2#0,¢2=0. a1=0

(1.3) p2=0,¢2#0. by =0

(1.4) p2=¢2=0.

(2) P1 = q1. :
a1pz + bigz = 0 (sledi iz (16)), a2(p3 — ¢3) = 0 (sledi iz (17)),
a1p2(p3 — 43) = 0 (sledi iz (15)).

(2.1) pr#Fxge.  a=br=app =big2=0.

(2.1.1) p2#0, g2 #0. a1 =b; = 0.

(212) pr#0,q2=0. a1 =0.

(2.1.3) p2=0,¢2 #0. by = 0.

(22) p2=q

(17)

(18)

(19)
(20)

(21)
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(221) P2 ‘-%2 0. b1 = -

(2.2.2) ps = 0.

(23) P2 = —{2 ¢ 0. b] = ay.

Postavimo: A = |A|exp(iArg A). Za z € D je tedaj:
p(z) = |Alexpi(R2 + Arg A) -expR;.

To pa pomeni, da je moino Arg A izbrati tako, da p(z) ne bo samo realna, pag pa
tudi nenegativna funkcija, ne glede na to, kaksen je sicer' Ry. Poslednji kritrij je tedaj
normativni pogoj, ki dopusti nasledje stiri moznosti:

pe) = Alpi—a)"(qn—2)", —o<z<p<q (22)
ple) = Al-p)*(g-2)", p<z<q (23)
p(z) = Al-p)"(@-q)", m<p<zr<oo (24)
ple) = A(z—py— ip2)" % (z — py 4 ipy)h i

= A'l(z —p1)* + p3]* - exp(—2a; arctan £ h ), p2#0 (25
2

S primernim preimenovanjem parametrov dobimo konéne oblike teh stirih porazdeli-
tev: :

Bi(p,g,0,b): pi(z) = Az —p)*Hg—-2)Y p<z<yg (26)
a>0,b>0, 4= ot @

Ba(p,q,a,b): pa(z) = A(’;::):_l; —o<e<p<yg (28)
a>0,b>0, A= Uz HEH (29)

Ba(p,g,a,b):  ps(x) = AETEL. g<p<z<oo (30)

_ (p—g)’I'(a+b
a>0,b>0,A= F‘gan“ (31)
Ba(p,q,a,b):  pa(z) = ACAL—JK;M“M“" THE o< < 00 (32)
[(pz—g)?+1]

a>0,p>0,A:E&T) (33)
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Pri tem smo izhajali iz naslednjih rezultatov:

/1 :L‘a_l(l _ :L')ﬁ—ld:l: — B(a,ﬂ) — F(a)r(ﬂ)

T(a + ) (34)
{(a>0,8>0)
. o _(s— P)* AN (@ 4 1)T(B + 1)
/r (z —7r)*(s — 2)Pdz = TCEYES) (35)

(a>~-1,8>—-1,r<s)
Integral (35) s substitucijo 2 = r + (s — 7)t prevedemo na integral (34).

- 00

" s — )P (o —a—-pg-1)
/ (r-a:)“(s—-—a:)ﬁd:cz( )++F(F(__'_ﬂl))[‘( -1 (36)

(a>-1l,a+8< —1,r<5s)
Integral (36) s substitucijo z = =

=5t prevedemo na integral (34). |
) R e
[ @—ﬂ%w—g%mz“ r)+HF%:3H a—pB—1) -

B>-lLa+p<-1,r<s)
Integral (37) s substitucijo & = —t prevedemo na integral (36).

/00 exp[b arctan(pz — ¢)](z — %)"

a4l =
oo e — g+ 1)H

1 =
- prEs, / . e“(cost)““"“l(sin t)"dt = ——;ﬁFn(a,b)
~%

(38)
(p>0,0<n<a)
Pri tem smo uporabili substitucijo pz — ¢ = tant.

Integrirajmo obe strani naslednje ena¢be od —% do 7!

a[e“(cos )4~ 2(sint)* '] =
= be?*(cos t)* " 2(sint)" ! — (a — n — 2)e**(cos t)* " 3(sint)"+2 +

+(n 4 1)eb(cost)* " (sint)™
S preureditvijo dobljene enaébe tedaj ugotovimo:

(39)

b n+1
Fn+2((l, I)) = an+1(a, l)) -+ an((L, b) (40)
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V naslednjem integralu uporabimo substitucijo ¢ = —z:
0 3
/ e*(cost)*~ldt = / e~ (cos 2)*~dz (41)
-z ’ 0
2
To nam da: .
Fo(a,b) = / (¥ + e=")(cos £)*=1dt = Fy(a, —b) (42)
0

Integrirajmo od —% do 7 $e obe strani naslednje enagbe!

d .

a[ebt(cos )2 1] = beb*(cos t)? — (a — 1)e**(cost)* % sint (43)
S preureditvijo dobljene enaébe Se uvidimo:

Fl(a,b) =

a— ng(a,b) = -—Fl((l,—-b) (44)

Ce imamo rezultat (42), nam enaébi (40) in (44) induktivno data F,(a, b) za poljubno
naravno stevilo n.

Fa(a,b) = (GL_%%%FO(CL,I;) (45)
Fy(ab) = 2 +30=58) ooy (46)

(a = 1)(a—2)(a—3)
bt + 202(3a — 7) + 3(a? — 4a + 3)
(a—e—-2)(a=3)(a—14)

Ce upostevamo: (sint)? = 1 — (cos t)?, je:

Fs(a,b) = Fo(a,b) (47

Fy(a,b) = / " eM(cost)*3dt — / ’ e’ (cost)* " dt = Fo(a — 2,b) — Fo(a,b) (48)

-Z
2

Od tod sledi za vsak a > 0:

Fo(a+2,b) = a(a+1)

=y g D) (49)

To pa Ze tudi pove, da se splala tabelirati funkcijo Fy(a, b) le na obmoéju
2<a<4,b>0.

Povejmo Se nekaj preprostih lastnosti funkcije Fo(a,d) !

6F0(a, b) >

6F0((l, b)
b <

Fo(a,b) > 0, 0 zab>0, e 0. (50)
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32{(1) Fo(a,b) = oo, a]j—&nolo Fola,b) =0, - bl-l-v-rgo Fo(a,b) = 0.

2a-ﬂr(%)2
I(a)

1, = =
Fo(l,b# 0) = E(e%_ff?”), Fo(1,0)= =

Fg(a, 0) =

Fo(2,b) = -ﬁ—};—i—(e'ik +e %)
. 2 P11 w b p ’
Fo(3,b# 0) = W(e 2 _ o), Fo(3,0) = % ,

6 x ) ]
Fo(4,b) = 5 (eF +e F)

CESY D)

(51)
(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

Nastejmo za konec razdelka tiste porazdelitve izmed najbolj pogosto uporabljenih, ki

so posebni primeri porazdelitev B;(p, ¢, a,b)!
Enakomerna zvezna porazdelitev: Bi(p,¢,1,1)
Arkussinusna porazdelitev: By(0,1,3, %
Porazdelitev beta: 8(a,b) = B;(0,1,¢,b)

Wignerjev polkrozni zakon: By(—r,7,3,3)
Snedecorjeva porazdelitev: F(g, k) = B3(0, =2, g, %)
Cauchyjeva porazﬂelitev: Ba{p,¢,1,0)

Studentova porazdelitev: S(f) = B4(71;, 0, f,0)

3. OPIS PORAZDELITVE BETA

(A) Bi (p) q, @, b)

i — I - ; — 4 —
El{r;)pl(z)_ { g=p’ 4= }"5{;}9;(3})— { qu’ b=1

(57)
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—00, a<l 00, b<1

b(1-%) a=1 a{a—1) b=
(a—p)*> - o, =2 =
lim p(z) = 00, l<a<?2 lim pi(z) = -0, l<b<2.
z\p b(14d) a=2 /g a(—a=1) - b=9
(g—p)*’ - i (a=p)Z =
0, a>?2 0, b>2
‘ (58)
Ekstrem funkcije pi(z) na intervalu (p, q):
1. a< 1&b <1 = minimum
_ (U-a)g+(1-b)p
YT 2-a-b (59)
_ [(a+b)(2 —a—b)2a-?
Pl = M@ — a1 = B (60)
2. a>1&b>1—=—> maksimum :
_(a=1)g+(b-1Dp
= a+b—2 (61)

/

a<i b<1

oo

[}
[
f
I
]
[}
t
]
)
= 1=
baaxb: b>i
]
L
|
t
[}
1
]
1
|
]
]

1

L%—a:;:b -8 :

TP b ey P _ '
s a=t a>i= : b<i :
' ' a<i !
I 1<a<2  1<b<2 H |
I 1 ac1 |
v/ a=32 bz2 ! ]
) a>1 |
{ /az2 b2 A

p q

F q

Slika 1 Gostota porazdelitve Slika 2 Porazdelitvena funkcija

B(p.q,a,b) B(p.q.ab)
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I'(a+b)(a— 1)*~1(b—1)*~}

P = TG a b= 22 (©2)
(B) Bs(p,g,a,b)
o0, a<l
limpa(z) = ¢ X, a=1 (63)
=/r 0, a>1
00, a<1
b(b+1) _
g-p)*? a=1
lim ph(z) = —00, l<a<?2 (64)
z/p _b(bt1 a=9
o (g=p)*? -
0, a>2
Ekstrem funkcije po(2) na intervalu (—o0,p): ¢ > 0 = maksimum :
| ,_ @+ Dp=(a= 1) ,
&= I (65)
(
1
1
|
]
]
{
a<i }
o b f —mmmmmm—oz
MQ“P a>1 :
1<a<z | a=t ;
a=2 \\ | a1 |
a>2 i ;
P 4

Slika 3 Gostota porazdelitve Slika 4 Porazdelitvena funkcija
BZ(p’q’&b) BZG}fq’arb)
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I(a+b)(a~ 1) 1(b+ 1)}

= 66
P = G @G + )
(C) BS(p: q,a, b)
a <1
lim pa(z) = a=1 - (67)
P a>1
a<l
a=1
lim pi(z) = l<a<?2 (68)
a=2
a>2
Ekstrem funkcije ps(2) na intervalu (p,00) : @ > 0 => maksimum :
- b)p— (a— ~ |
_ (a+bp—{(a-1T) (69)
I(a+b)(a — 1)*1(b+ 1)*+!
(e~ DetDle=1l0+) -

<1

B T p—
/‘

4|
tfer
&

o

"

1<a<z

b
L]

a>2

(p — OT(a)L(b)(a + b)a+t

Slika 5 Gostota porazdelitve
By(p.g.ab)

Slika 6 Porazdelitvena funkcija
B_?C?’qr"l’b}
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(D) B4(P» 9 a, b)

p , p’b
pala/p) = mooy  Pald/P) = 5 (1)
Ekstrem funkcije ps(z): maksimum pri
1, b
v= pra+l +9)
p - exp[barctan E’-Ii’-T]

pa(z) = (72)

Fo(a, b)[(27)2 + 1)F

/bmlDbm

~ q/p

Slika 7 Gostota porazdelitve
By(p,9,3,b)

2. TRDITEV

Simetri¢ne so le porazdelitve By(p,q,a,a) (srediice pri (p + ¢)/2) in Bs(p,q,a,0)
(sredisée pri ¢/p).

Dokaz: Porazdelitvi By in B3 seveda ne moreta biti simetri¢ni. Ze iz oblike po-
razdelitve B; pa vidimo, da je potrebno za simetrijo:

a>1 &< b>1l,a< 1l &= b< !l Tore ima simetricna porazdelitev razen v
primeru a = b = 1 ekstrem, ki je seveda to¢no na sredini med p in q:

(a—1e+(O—-1p _pty
a+b-—-2 2
O¢itno pa je to tudi zadostno za simetri¢nost.

= aq+bp=ap+bg=(a—b)(q—p)=0=a=b

Naj bo sedaj z > 0.
1 — 22 1 1 - 22

1 2>l—2=>l> s —_
tz ‘ 14 22 1422 (14 22)2

>0
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Nedoloéni integral tega izraza arctan z — 1:7 je strogo narascajoca.-funkcija. Ker je
pri z = 0 vrednost te funkcije 0 in ker je povsod zvezna, sledi za pozitivne z:

z
arctan z — ——— >0
1+

72
To pa spet pomeni, da je njen nedoloceni integral z-arctanz —In(z2+1) za z >0
strogo narasajoca funkcija, prav tak pa je tudi njegov antilogaritern
g? arctanz
1422
Pri z = 0 ima ta funkcija vrednost 1, zato je zaradi njene zveznosti in sodosti:

e? arctan z

1+—Z2>1, Vz#£0 (73)

Vzemimo sedaj, da jé neka porazdelitev By(p, ¢, ¢,b) simetri¢ria. Ker ima en sam
maksimum, mora biti:

1, b 1, b
iy G ) = - - v R.
:D4(p(a+1+q)+f) p4(p(a+1+(1) c), ce
Naj bo
o= b
T pla+1)
Potem je:
P eIzarct:zm a?l B p
Fo(a,b) [(Z4)2+ 1) Fola,b)

oziroma

2b 2b
et arctan PES)

(252 +1
Ta enaéba pa za (2b)/(a+ 1) # 0 nima resitve, kot sledi iz (73). W

4. MOMENTI

(A) Bl (p$ q,a, b)

@-or = (e=p+o-a" =X (| )e-pC-a"* @
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my(c)

Z1
22
may

U(Bl (pa % a, b))

mga

A(Bl (p) _q) a, b))

(B) BZ(pqua!b)‘

= (n e I'(a+ b)T(a+ k)
ICZ:% (k)(p~ )" (g - p)kF(a)I‘(a+b+ y

ag+bp _
- (l+b — E(Bl(p,q,(l,.b))

. (0)_(aq+bp)2+0u12+bzo2
AT T @+ b)(a+ b+ 1)

"Q(zl) - ab(q — p)2
(a+0)2(a+b+1)

q—p [ ab
a+bdbVa+b41

2ab(b ~ a)(g — p)*
(a+0p3(a+b+1)(a+b+2)

2b—a) [fa+bd+1
a+b+2 ab

my (0) =

= D(Bl(p: % q, b))

mg(z1) =

Uporabimo (74) in dobimo:

n

(@)= 3 () D= Ha =)

k=0

Momenti eksistirajo samo za n < b.

+T(a+ k)L(b — k)

21

Z9 =

mso

a(Bz(p, ¢,a,0))

mg

A(Ba(p,q,a,b)) =

a
= p= ;=0 —p) = E(B2(p, ¢, 0,0))

(b= Dp—a(g —p)* = (b - 1)p*+ a(¢® — p?)
(b— 1)(b—2)

ala — —p)?

qg—p Ja(a+b-1)

b—1 b—-2

—2a(a+b—1)(2a+b- 1)(g—p)®
(b—1)3(b—2)b-3)

~2(2a+b—1) b—2
b—3 ala+b-1)

(75)
(76)
(17)
(78)
(79)

(80)

(81)

(82)

(83)
(84)
(85)
(86)

(87)
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(C) Bs(p,q,a,b).

Spet uporabimo (74) in dobimo formulo za my,(c), ki je enaka (82); od tod podobnost
ali celo enakost formul pri (B) in (C).

n

_ n n—k L(a+k)L(b — k)
mo() =3 L e

Momenti eksistirajo samo za n < b.

2= pt -0 =EBs(pg,0b)
o = [C-Dptap—qf?— (- 1p’—alp’ - ¢*)
2 - (b-1)(-2)
_ ala+b=-1D(p-q)? _
mo = (b—- 1)2(b—2) = D(B;(p,q,a,b))

o(Bo(p,g,0t)) = L4 U (59)

2e(at b= D)Q2atb-1)(p—q)°
[(EDEEDIED)

A(Bs(p,q,a,b)) = 2(2ab+_b3_ 4 \/;E (%)

(D) B4(p1 q,a, b)

m3 =

in(e) = pik (}) @ pey+ e (91)
Momenti eksistirajo le za n < a.
1 b
z = ;(fl + a_———l) = E(Ba(p, ¢, a,b)) (92)
— 2 _ —a2) —
o = la—Dg +;j((:r_(fll)(ali(;) ¢°) — 2b¢ (93)
my = b+ (o~ 1)? = D(Ba4(p, ¢, a,b)) (94)

p*(a—1)*(a—2)

_ 1 162+ (a—1)?
0(34(1)7 1, b)) - p((z _ 1) a—9 (95)
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4b[6% + (a — 1)?]
p3(a - 1)3(a - 2)(0 _ 3) (96)

ABpaed) = ZolpraetE @

5. TRANSFORMACIJSKI IZREKI

m3

3. IZREK

1. Naj bo X sluéajna sj)rémen]jivka, porazdeljena po zakonu Bi(p, g, a,b). Tedaj
je —' |

X—p

9—p

sluéajna spremeljivka, porazdeljena po zakonu f(a,b), in

Y =

_ WX -p)
“= a(g — X)

sluéajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu F'(2a, 2b).

2. Naj bo X slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu Bz(p, ¢, q,b). Tedaj

je
~p—X
=X
slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu fB(q, b), in
_ b(p — X)
a(q - p)

sluéajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu F(2a, 2b).

3. Naj bo X slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu Bs(p, ¢, a,b). Tedaj

je
y=2X=P
=X,
slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu B{a,b), in
7 - WX —p)
a(p—q)

slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu F(2a, 2b).
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Dokaz: Dokazimo le 1., dokaza 2. in 3. sta podobna.

() = mh)= PG len={ 3 220
A= %P(X<(q p)x+p)= in((q p)z +p) =
= (a-ppx((¢—-p)z+p) = ll:ga);f(bb)) 21— 2)'”
To je gostota porazdelitve By (0, 1,a,b) = B(a, b).
pale) = %P(Hm):{ﬂ: =
N

ab(q - p) (bp + aq:c) _ F(a + b)(;)b a—1
t+ae2™ ras )" T())T(B)(L + z)o+?

To pa je gostota porazdelitve

B3(0, —%,a,b) = F(2¢,2b). W

4. POSLEDICA

Naj bo X slu¢ajna spremenljivka, '

_aX+p . a B
Y“7X+6 in |7 6|:;é0.

Ce je X porazdeljena po zakonu Bi(p, ¢, a,b), je:

_alg=pZ+(ap+h)
We-p)Z+(yp+96)’

Ce pa je X porazdeljena po zakonu Bsy(p, g, @, b) ali Bs(p,q, a,b), je:

_ (ag+B)Z — (ap+ B)
(Y9 +6)Z — (vp+6)

Pri tem je Z slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu B(a,b).
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5. IZREK

Naj bo Z sludajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu B(a, b).

Y

il

AZ +p o Bi(p, A+ p,a,b) (za A>0)
Bi(A+p,p,b,a) (za A <0)

Y = AZ7'4p : Bs(A+p,pba) (zaX>0)
Bo(A+ je, p, b,a)  (za X < 0)

Vo= amEZ o Ba(Apab)  (za A > p)
Ba(A, i, a,b) (za A < p)

Dokaz gre podobno kot dokaz izreka 3.
6. POSLEDICA

X : Blabh) = 1-x B(b, @)
X : F(g,h) = X' : F(hy)

Opomba: Z nekaj truda sé da ugotoviti, da razen transformacij iz izreka 5 nobena
druga transformacija iz posledice 4 ne da porazdelitve tipa By 3 3.

7. IZREK
X : 84(1), q;4a, b)

Y = M +p - B4(A,‘51’—1 a,b) (za A > 0)
Ba( L5, 42 q —b) (za X < 0)

Dokaz je preprost.

8. IZREK

X : Balp,q,a,b), Y = arctan(pX — q).

Tedaj je Y sluéajna spremenljivka z gostoto

1 by a—1 s i
_ W.@ (COSJf) y ~§-<m< 5
Py (=) { 0, drugod
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Dokaz:
d L, 223
Py (2) = - Parctan(pX — ) < 2) = = 0, sz o
Tl PX<B), —f<a<]
_ Ed;FX(tanprﬂ)’ _% <z< % _ (M)P_(C&T)” _% <e< %
0, drugod 0, drugod
n
9. IZREK
X : Ba(p,q,a,0).
Y = MpX—¢)?+p : Bs(p,pu—A, %, £) (za A>0)
BZ(”:#—"\;ﬁa %) (Za"\ < 0)

V posebnem je:

a(pX—(-I)2 : F(1,q)
1

Y
Z FpX-q? - (2’5

Dokaz: Dokazimo le za A > 0, za A < 0 bi bil dokaz podoben.

pr(z) = LP((pX-q? <) =
0, z<
- { —£<X<£) :z:>,u}:

0, <

Py (L) - P (5] wsp T
¢I+\/_~)+px _ﬂ)] z>u }

0, < p

zp\/x\/r_;[p"(

I I
e VN

10. IZREK

Bodita X : 4(r,a) in Y : v(s,d) neodvisni sluéajni spremenljivki, porazdeljeni po
porazdelitvi gama. Potem:
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A+ o Ba(p,pe— 22,a,b) (A >0)
M BZ(“)[‘ - A,:i)a:b) (’\ < 0)

ifn’i;})’/ © Bk, -i‘-,a,b) : (As > pr)
Bi(%,4,b,a) (As < pr)

Posebna primera:
%-%}% . F(2a,2b)
z : Bla,b)

rX+sY

Dokaz je povsem klasiéen.

6. LIMITNI IZREKI
11. LEMA
Naj bo A € R. Tedaj je (1 + %‘-)” nara$tajoca funkcija argumenta b za % > —1in je:

912 1 PRY
1_.‘_2_A_<£.___i_b)_

% X <1 (b>2|A])

Dokaz: \
O =0+ +E
h b

d A A Al Iz
—f(b) = (1 + =)* y-Z Lad
V oglatem oklepaju imamo funkeijo
' z
y(Z) — ln(l + Z) — m

9(0)=0, ¢'(2)>0 za z>0, ¢'(2) <0 za —1<2z<0.

Torej je g(z) > 0, V2 > —1, oziroma f(b) je za i = 0 narascajoéa funkcija povsod,
kjer je je % > —1.

Sedaj pa izraze v oglatem oklepaju izrazimo z vrstami in dobimo:

20 3x% 0 43 TR

d PEI W
' O=F P -grE -t
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. Glede na to da je %1 < 2, je vsota v gornjem izrazu zagotovo med in — ogiroma

enaka  + 4t9(b) J(b) € (0,1).
Za p = 0 je tedaj dbf(b) > 0, f(b) je ﬁtrogo naraséajota funkcua, zato: f(b) <
limy—, o f(b), kar da:

(I + 3)5 < et

Ta rezultat pa takoj izkoristimo za nadaljnji sklep: A
za p = gg_ex j dbf(b) < 0, f(b) je strogo padajoéa funkcija, kar da: (1+ %)3’ +

2‘\ et > et To pa je 7e konéna ocena. M

12. IZREK

Gostota p(z, b) porazdelitve B; (p, 2,a,b) (za r > 0) po totkah in po normi prostora
LY(IR) konvergira z rastotim b proti gostoti - :

ooy = { Fle= e sy
0 , ¢<p

(za p = 0 je to kar porazdelitev y(r, a)); porazdelitvena funkcija porazdelitve
Bl(p,{f«,a,b) pa po totkah konvergira z rastoim b proti porazdelitveni funkciji

S p(t)dt.

Dokaz: Naj bo z > p neko fiksno steviloind > m = 1+2a+r(2e—p). Zap<t <z

velja:

Dla+b)(t —p)* i (2 —¢)b=1  pa
Far®)(E —pyr1 T

}pl(t, b) — p(t){ = l )(t _ p)a—lewr(t—p)} —

—_ wr..f_ . a-1 “T(t*p) |
= e

Pri tem je A = % r(t— p)(b_:‘;)b 1

Funkcijo I izrazimo s Stirlingovo formulo:

F(“ + b) — (1 + %)b 1 —r(a+b} 1(1:)( a+b

G —rp) e JTFE -

kjer je 0 < 7(2) < 155



226

Zbornik gozdarstva in lesarstva, 41

b
Po prejsnji lemi je (1+:¢/b) =1- 2“32;" <1, 9, €(0,1).
m je narasdéajoéa funkcija argumenta b, zato je

1 a'(92
=1-— .
l+% 2b<1 Jd5 € (0,1)

e_l_;b < e"(""H’)-T(b) < el2(:+b) < e—lg

' L 1 319 '

~1% — —— pT3 — T(a+b)—-7(b) 3~ :

el W<y = 12b » 92 €(0,1).
To pa Se da: e™(@+)-7(0) « 1 4 =
Zlahka tudi dobimo: _

at+b. ., a+rpa : m+a
(o) = D) < max{1; ()7
- "t P ber
r(t p)( '—rt) -1 _ (1 ) P(l _ 7’("‘ —p))rp—-l
b—rp —r(i p) b—rp

Prvi faktor ima po lemi zgornjo mejo 1 in spodnjo mejo 1 — %)l—, drugi faktor

pa ima za meji 1 in (1 — —}f_—_%;})”’ 1' in sicer je 1 zgornja meja za pr— 1 > 0 in spodja
mejaza rp— 1< 0.

Torej je:
Za 191 3'(93

1-
X 12b
za p < t < &, pri ¢emer je Se: 1 — %%{A(t) <1,

(ll92

A=(1- 55 L+ )A(t)B(t)

(- r(z P))pr 1 B(t) < (1+M)Ir1)—ll'

m—rp m—rp

Ocenimo sedaj Se zgornjo mejo funkceije py (¢, b):

ra . m+ta ., b—rt ,_
pl(t,b)<l—:(a—)(t- p)* (1 +—)max{ (o p) }(b_rp)b '
- r(t — b1
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r

bb——rlp > rmin{l; T:ln:

(oo < (1 - s

1
}=R>0.
rp

Ta izraz je po lemi naras€ajoca funkcija argumenta b, zato ga lahko navzgor ocenimo
z njegovo limito, ko gre b prek vseh mej, to je z e~ F(t=7),

Torej je: .
pi(t,b) < C(t — p)*~te  Bl-P),

kjer je C izraz neodvisen od ¢ in b.

Izberimo si poljuben € > 0. Oéitno eksistira tako stevilo M, > m, da iz b > M, sledi
A -1]<e.

Najprej vzemimo: ¢t = 2. To nam da za b > M, :

p1(z,b) — p(z)] < )(:1:— p)* Lemr(a=p)e,

(

kar je ekvivalentno trditvi:
Jim pa(a,b) = p(z)

Znova pustimo ¢ te¢i od p do z in naj bo b > M..
[ mevyae= [ pod =1 [ a6 - pioael <
—00 —00 p

xr T‘a T
< / Ipa (6, ) — p(8)|dt < —— / (1 = p)i=le="Pedt <
14 ( ) F(a) 4 )

rt 00 a—1_—r(t—p) _
€—— t—p e Pldt = e,
CIREE

kar je ekvivalentno trditvi:

T xr
blim/ pl(t,b)dt=/ p(t)dt

Spet si izberimo € > 0 in naj sedaj ¢ tece od p do co.
o

[ imnew) =stotae < [ imncev) = pioe+ [ pace vyt [ o<

T T

00
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<<Lﬂma»rqﬂma+clma—pr*aﬁ“¢Mv+menﬂ.

Izberimo najprej z tako velik, da jé vsota drugega ih tretjega ¢lena manjsa od £/2.
Nato poistimo tak M./, da iz b > M, s sledi:

pE ' ' 6’
[ men-pol <.
P
Tako smo nasli za izbrani £ tako stevilo M./, da iz b > M, sledi:

Jim lpi(¢,0) — p()]]: = 0. u

13. POSLEDICA

Izrek 12 velja tudi za porazdelitvi: -

8§

b
BI(P+ *s')_ +'b_)

b r a,b),

s b
B3(p+ Z)—;)(’wb)
pri » > 0 in poljubnem s.
Dokaz: Ce je X : By(p, %,a, b) sluéajna spremenljivka in je

i s X 4w
Y =X+ ?)- ter 4 = —-:—"%—5(—3
sta Y in Z sluéajni spremenljivki, porazdeljeni po gornjih dveh zakonih; pri tem je

_ bs —rbp? — spr
=
Oditno je

imY=1lmZ=lmX. W
b OO b 00 b—oo

14. POSLEDICA

Na naéin, opisan v izreku 12, konvergira porazdelitev F(g,h) z rastoéim h k po-
razdelitvi v(g/2, g/2).
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15. LEMA

Za vsak b € Rin vsak z € [0, ) velja:

ch(b:c) < (cos a:)'b9

Dokaz: Ta neenatba je ekvivalentna neenacbi
(cosz)?” - ch(bz) < L.

Za z = 0 velja enakost. Ce pokazemo, da je leva stran neenatbe padajoéa funkcija,
je trditev Ze dokazana.

%((COS :lr)b2 ch(bz)] = —b*(cos x)b2’1 sinz ch(bz) + b(cos :r)f’2 sh(bz) =

= b(cos )" ch(bz)[th(bz) = b tanz]

Recimo, da je b > 0. Potem je predznak odvoda enak predznaku izraza v oglatem
oklepaju.

2 _ b‘l t /
% th(bz) = ——W < 0 == th(bz) je konkavna funkcija.
? 2b tan z
a‘-i—z(b tanz) = (—ngzr:—)% > 0 = btan z je konveksna funkeija.

d d
= th(bz)|p=0 = zi—:g(b tanz)|z=0 = b

Zato je btanz > th(bz) in izraz v oglatem oklepaju, z njim pa tudi cel odvod, je
negativen.

Za b = 0 je gornja neenatba trivialna, za b < 0 pa tudi velja, ker sta obe strani sodi
funkciji argumenta b.

Vemo, da velja:
Fo(a, b) 2 Fﬂ(a’o) (b € IR)'

Velja pa Se ena taka ocenal
16. TRDITEV

Za a > b? je: Fo(a,b) < Fo(a —b%,0).
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Dokaz:

<

wfi
Fo(a,b) = 2/ ch(bt)(cost)*~1dt <
0
x/2 )
< 2/ (cost)2~ ' dt = Fo(a — 4%,0). W
0
17. TRDITEV
Jim VaFy(a,b) = V2w, Vb e R

Dokaz: \/__2"_11_\( )2
VaTrEg)?
Ta) Vi

VaFo(a,b) < VaFy(a— b, 0) = , /a _“bz Va — b2Fy(a — b2,0) — V21

VaFo(a,b) > VaFy(a,0) =

18. TRDITEV

Za a~ 1 je:
Fo(a, 2b) ~ 27%(e™/? 4 e~™/2) Fy(a, b).

Pri tem je ~ ena od relacij <, > ali =.

Dokaz: Zaa~1je 1~ (sint)®! za 0<t¢< /2 in zato:

©/2
Fo(a,2b) ~ / (e + e7 ) (cos t)* (sin t)*"1dt =
0 :

w/2 :
= 21_“/ (e?M + e_2l’t)(sin ‘Zt)““ldt.
0

To je ob substituciji z = m/2 — 2t enako:

n/2 :
2-—&/ (ewb/ze—bz + e—rb/2€bz)(cos z)a—ldz -
—-mw[2 '

= 2_“(6’”’/2 + e~ /2) Fy(a, b). [ |
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19. TRDITEV
Za vsak a > 0 je
blim b%e” "2 Fy(a,b) = I'(a).

Dokaz: Naj bo b > 0.

wf2 x
R(a,b) = / (e’ + e"")(§ — )% Ldt.
, ¢

Substituirajmo:
i
= —t)=2z.
(Z -1

wh/2
R(a,b) = b"“/ (€™ 277 4 e 260 Ny =
0

wbf2 wbh/2
- b—aewb/2/ za—16~—zdz iy Sl / eze—ﬂb/Zza-ldz —
0 4]

0

o0 3 xhf2
— b-aewb/2/ Zawle-zdz__ b»—nerb/Q/ za—ole-zdz_i_ 0(“)1)) / zaw—ldz}
wb/2 ‘ b Jo

kjer je
e” ™2 < ¥(a,b) < 1.

o 9(a, byr?be
a, ~mb/2 — a-1 - 3
ble / R(a, b) = F((l) - /1;6/2 z e zdz + W

lim b%~™"/2R(a,b) = I'(a).
b0

Naj bosedaj a> 1in b > 0.

Fo(a,b) < R(a,b) = lim sup Fy(a, b)b%e ™% < I'(a).
b0
Nato pa vzamemo ¢ < 1 in b > 0.

Fo(a,b) > R(a, b) = lim inf Fo(a,b)b%e™™/2 > I'(a).

Toda z upostevanjem formule (49) dobimo:

b2 + (a+1)2
a(a+1)

b2 + (a+1)?
= y < — .
Fo(a,b) Fola+2,b) < EES) R(a+2,b)
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b (a+ 1) ,
. a,—7b/2 < 1 pat? —wb/2 —
hmbs_t.lib ¢ Fo(e,b) < boren b2a(a+ 1) ) Rlat2,b)
_T(a+2)
= aarD =@

Torej trditev zagotovo velja za a € (0,1). Za tak a je tudi:

_a(a+ 1)b?

pat2 -wb/2 _
Fola+2,0)0 b2+ (a+1)2

b%e "2 Fy(a,b) — T(a + 2).

Trditev potemtakem drzi za a € (0, 1]U (2, 3].

Sedaj pa naj bo a € (1, 2].
w/2
Fo(a,b) > / (e¥ — e ") (cos t)* " sintdt =
0

w/2 » ,
= / P (cost)*Vsintdt = Fy(a+ 1,b) = 2Fg((t+ 1,b)
a

~r[2

bae—‘lrb/,2Fo(a’b) > lb““e"'b/ng(a +1,b) — l[‘(a +1) = I'(a).
a _ a
Trditev sedaj velja Ze na intervalu « € (0, 3].

Dokazimo s popolno indukcijo e naslednjo trditev: Za vsako naravno Stevilo n in
vsak a iz intervala (n,n + 1] velja enacba v tej trditvi.

Za n = 1 smo trditev Ze dokazali. Recimo, da trditev velja za n < k in postavimo:
n=k+1 Tedajjea=k+1+¢ ce(0,1].

(@ —2)(a — 1)b?

a,—7mh/2 —
bt o, b) = S

b2~ ™2 Fy(a — 2,b) —
— (a—2){a — 1)T'(a — 2) = ['(a). [ |

V dokazu smo mimogrede sre€ali poseben primer naslednje neenacbe:

20. TRDITEV

Fo(a,b) > |b!F0((l +1,b), Va>0inVb.

a



233
Cedilnik, A.: Stiri posplositve porazdelitve beta

DokaZemo jo na enak naéin, le posebej moramo obravnavati moznosti, ko je 5 > 0 ali
b < 0. '

21. IZREK

Naj bo s > 0 in m poljubno realno &tevilo. Gostota ps(z,a) porazdelitve

Ba(1/(sy/a), m/(s\/a), a,b) po totkah in po normi prostora L(IR) konvergira z rasto-
éim a proti gostoti p(x) porazdelitve N(m,s); porazdelitvena funkcija porazdelitve
Ba(1/(sy/a), m/(s\/a), a,b) pa po totkah konvergira z rastotim a proti porazdelitveni
funkciji porazdelitve N{m,s). V posebnem konvergirata na omenjene naéine gos-
tota in porazdelitvena funkcija porazdelitve S(f) z naraséajoéim f proti gostoti in
porazdelitveni funkciji standardizirane normalne porazdelitve.

Dokaz:

1 8b arctan(-t;:'\?’})

o _ Vi - P G i
[palt, ) p(i), iFg(a,b)[(%r':‘)z‘iﬂi]‘%l 8\/‘2_7-; .

1

= ——e " 2|A -1,
sV 2 '
kjer je z = (t —m)/s in
22
A= van eb arctan(z/\/a) 1 e /2
= > 5 .
VaFo(a,b) \/1 +2 i+ Z2ya/s
Vnaprej obravnavajmo samo tako velike a, da je
e vam < 2.
\/EFG(G> b)
Za |z| < \/a je
| arctan z [ > 22
arcta 7> 37
za va
a
2 <
pa je Se
ebarctan(zf‘/&’) =1+ 4bz9; 9, € (0’ 1)‘

3/a
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Seveda pa velja Se
gbarctan(z/V/a) < emibl/2 (Z € R)

L oo <va e
1—}-22/0- %a 3 2 s L)y
1

(z € R).

— <1
V1i+z22a ™

2
(1+ %/%2_)4/3 je naradéajota funkcija argumenta a, zato je za ¢ > 2

2 2
o? /2 2e? /2
(14 22y = 2422 (z€R).
Za |z| = paje
< ol < ! <1+ 427
(1+ Zi/z_z)afz 122 3a
Zato: y
e? 2 422
Zl—_*_Z_sz_z_).;-/; = 1 + 3_(1,193’ 1}3 € (0, 1)
Torej je za |z| < ot a2,|b|} = A/cj- :
2 462’191 z° 192 42’2?93
= 1—- 1 .

Najprej fiksirajmo ¢ in z njim z. Ce gre a prek vseh mej, gre A proti 1 in
[pa(t, a) — p(t)] proti 0, s emer je konvergenca gostot po tockah dokazana.

Izberimo sedaj nek fiksen z.

§ = |/_$ P4(t,a)dt-/j p(t)dt| < /z |pa(t, @) — p(t)|dt <

-0

m—sR T
< [ o st [ 0 - polie <
-03 m—shi
R b/2 i
46” _22/2 ~z2/2
< \/2_1;/ 2+z2 ] e |A — 1|dz.




235
Cedilnik, A.: Stiri posplositve porazdelitve beta

Vzemimo poljuben € >.0 in poistimo tak R > |¥=2, da je cel prvi ¢len manjsi od
£/2. Potem lahko Se dolodimo tak a > ¢R, da je |A — 1} < ¢/2, kar nam da:

8 < £ 3‘32/23(1 < = + _zzlzd:::e.

+ 2m 2\/211'

To je dokaz konvergence porazdelitvenih funkeij po toékah.

o m-~sR
¢ = [ it -pOldt< [ patt,a) + pioae +
m+sR
' / (pa(t, ) + p(0)]dt + f I ZCORTO S
@ gowlbl/2 42 —z2

Spet si izberemo poljuben ¢ > 0 in pois€emo tak R, da je prvi &len manjsi od /2.
Nato dolo¢imo se tak a > cR, da je |A — 1| < £/2, pa je:

R
8 < = +\/—3———/ e ? /26(1 < - +2\/.2.._/ _32/2(1.‘525.
wJ- ¥y

To pa je konvergenca gostot po normi prostora L'(RR). N

22, IZREK

Naj bo » > 0 in s,u poljubni Stevili. Gostota ps(z,b) porazdelitve
B4(37b, £b — u,a,b) po tockah konvergira z rasto¢im b proti gostoti:

oy = { o=t > )

0, z<s

Ce je X slu¢ajna spremenljivka z gostoto verjetnosti p(z), je Y =

Xl_ = slucajna
spremenljivka, porazdeljena po zakonu (7, a).

Dokaz:
1 1
p4(13, b)

ba ,—wb/2 1’0(“ b {( — 54 ur)g_i_ afl

blarctan §(z—s+22)~ I}

Jim b2e ™2 Fy(a, b) = I(a).
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ur

[(x_s+_)2 ]o = (2 —s) T
jim eb[arctau %(1:_3_*__?)‘_ %] — 4
boo . |
,x‘;,— s=2> A= ‘}im emb[§—a.rctanu] -0
. bo

z<s== A= blirn e~ F—arctan 2(s~2- %)) _ g
— 00

z>s=>A :exp(-l-)limf blarctan g(x ~ s+ u_;) - —;—}) = exp(— )
— 00

xr— s

py(z) = —-P( < )w—,{{P((X<S )+ (X > s+ 1)), m>0}

P(s+; <X <s), z <0

3_{ a%tljmﬁ’x(s+i~)3, w>0}:{_;5px(s+%), x)O}.

0, : z< @ 0, z<0

To pa je gostota porazdelitve y(r, a).
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