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Clanek predstavi problem pozresne koze in njegovo naravno posplositev v n-razsezni evklidski prostor. Resitev
problema v ravnini je izrazena implicitno in s pomoc¢jo kompleksne analize tudi eksplicitno. Resitve problemov v
vi§jih razseznostih so opisane implicitno s sistemom dveh enaéb. Obravnavano je tudi limitno obnasanje resitev, ko
razseznost prostora narasca preko vseh mej.

THE GRAZING GOAT PROBLEM

The article presents the grazing goat problem and its natural generalization to the n-dimensional Euclidean
space. The solution of the problem in the plane is expressed implicitly and explicitly, the latter using complex
analysis. Solutions of the problems in higher dimensions are described implicitly with the system of two equations.
The limiting behaviour of solutions as the dimension approaches infinity is also discussed.

1. Uvod

V tem ¢lanku bomo spoznali problem pozresne koze. Ena izmed variacij problema, s katero se sicer ne
bomo ukvarjali, je bila prvi¢ objavljena leta 1748, kot navaja [6]. Problem, ki ga bomo obravnavali,
pa je bil prvotno objavljen leta 1894 v prvi izdaji revije American Mathematical Monthly.

Zgled 1 (Problem pozresne koze). Imamo pasnik, ograjen z okroglo ograjo, in kozo, ki se tam pase.
Kozo z neraztegljivo vrvjo privezemo na ograjo. Koliksna naj bo dolzina te vrvi, da bo koza lahko
pojedla natanko polovico plos¢ine pasnika?

Problem je na videz zelo preprost, k njemu lahko pristopi vsak z nekaj srednjesolskega zna-
nja geometrije in trigonometrije, vendar pa se bo izkazalo, da se je do njegove eksplicitne resitve
presenetljivo tezko prebiti.

Nagrt naSega raziskovanja je slede¢: najprej bomo v 2. poglavju poiskali resitev prvotno zastav-
ljenega problema. V razdelku 2.1 jo bomo izrazili implicitno, v razdelku 2.2 pa eksplicitno. Slednji
opis resitve je bil zanimivo odkrit Sele leta 2020. Nato bomo v 3. poglavju poiskali naravno posplo-
Sitev problema v visje razseznosti. V razdelkih 3.11in 3.2 bomo nasli nove resitve, v razdelku 3.3 pa
bomo opisali njihovo limitno obnasanje ob tem, ko razseznost evklidskega prostora raste preko vseh
meja.

2. Osnovni problem

V tem razdelku si bomo ogledali dva pristopa k reSevanju osnovnega problema pozresne koze. Naj-
prej problem podajmo na bolj geometrijski nacin.

Zgled 2 (Problem pozresne koze v ravnini). Naj bo K krog v ravnini s sredis¢em v tocki O in
polmerom 7. Naj bo S tocka na kroznici, ki omejuje krog K, in £ krog s sredis¢em v tocki S ter
polmerom r’. Koliksen naj bo polmer 7’ kroga £, da bo plosc¢ina preseka krogov K in £ enaka
polovici plos¢ine kroga K7
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2.1 Implicitno podana resitev

Problem bomo za zacetek poskusili resiti z znanjem srednjeSolske matematike, saj nam bo rezultat
pomagal pri iskanju eksplicitno podane resitve.

Slika 1. Skica problema pozresne koze v ravnini.

ki omejujeta kroga K in £, povezimo ju s tockama O in S. Oznac¢imo $e kot £ BSO s . Implicitno
podano resitev problema pozresne koze v ravnini opiSe naslednja trditev, dobljena v [2].

Trditev 3. Ce ploscina preseka krogov K in £ znasa natanko polovico ploséine kroga K, potem za
radija 7 in ' ter kot ¢ € (0

™

, 5) veljata zvezi:

r'=2rcosp in sin(2p) — 2pcos (2p) — g = 0.
Dokaz. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je » = 1, saj bomo tako dobili razmerje
med r’ in r. Prav tako lahko zaradi simetrije za tocko S izberemo poljubno robno tocko kroga K.
S pomocjo skice opazimo, da velja |OS| = |OA| = |OB| = 1, saj so vse te daljice polmeri kroga
K, velja pa tudi |SA| = |SB| = 7/. Trikotnika ASOA in ABOS sta torej skladna in enakokraka.
Dodatno imata oba vrh v tocki O in velja

£SAO = LOSA = 4ABSO = £OBS = ¢.

Kota £LAOS in LSOB sta torej enaka m — 2.

Presek, cigar plo$¢ino zZelimo izracunati, razdelimo na tri dele: na krozni izsek s srediséem v
tocki S, polmerom 7’ in sredisénim kotom 2¢ ter dva krozna odseka, ki ju porodita tetivi SA in SB
ter v obeh primerih tudi sredis¢éni kot m — 2¢. Zaradi enakosti kotov LAOS = LSOB sta ta krozna
odseka skladna. PloS¢ina kroznega izseka je enaka
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plosc¢ina vsakega od kroznih odsekov pa je enaka

—9 1 -2 1

Sedaj vse tri ploscine seStejemo in dobimo, da je plosc¢ina preseka enaka
(r')2 o+ 7 —2p —sin (1 — 2¢).
S pomocjo sinusnega izreka v trikotniku ABQOS dobimo tudi zvezo
r’ 1

/
= =92
sin (m —2¢p)  sing - o8

kjer smo drugo enakost dobili z upostevanjem sin (2¢) = sin (7 — 2¢) in formule za sinus dvojnega
kota (¢ pa o€itno ne more biti enak 0 ali 7).
S tem smo Ze izrazili 7’ v odvisnosti od ¢. Dobljeno zvezo vstavimo v izraz za plos¢ino preseka,

ki ga enacimo s 7, kolikor znasa polovica plos¢ine enotskega kroga. Nastalo enakost s pomocjo zvez

1+-cos (2¢)
2

sin (2¢) = sin (7 — 2¢) in cos? ¢ = preoblikujemo v zeleno obliko

sin (2¢) — 2p cos (2¢) — g =0,

s ¢imer je dokaz koncan. n

Opomba 4. Funkcija f(z) = sin (2z) — 2z cos (2z) — § je zvezna, dodatno pa velja, da je f(0) = =5

”) obstaja njena nicla, kar nam

ter f(§) = 5, torej po izreku o vmesni vrednosti na intervalu (O, Z
zagotovi obsto] takega kota ¢. Poleg tega sta (glede na skico) tako obstoj kot enoli¢nost dobljene
) intuitivno oCitna. Res, enolicnost resitve sledi tudi iz dejstva, da je

,g) strogo naraScajoca, saj za vsak x € (07 %) velja

reSitve na intervalu (O,%

funkcija f na intervalu (O
f'(z) = 2 cos (2x) — 2 cos (2x) + 4x sin (2z) = 42 sin (2z) > 0.

S tem pristopom smo uspeli dobiti implicitno podano resitev problema pozresne koze v ravnini.
Tezava se pojavi, ker je enacba za izracun kota ¢ transcendentna, zato ne moremo poiskati njene
eksplicitne resitve. Priblizno resitev lahko izra¢unamo s pomocjo rac¢unalnika ali pa kaksne apro-
ksimacijske metode, na primer z Newtonovo metodo, ki se izkaze za sorazmerno u¢inkovito. Kot je
navedeno v viru [2], izra¢un pokaze, da sta iskana kot ¢ in polmer 7’:

© ~0,9528 ~ 54,59° ~» 1/ ~1,1587 - 7.

2.2 Eksplicitno podana resitev

V tem razdelku bomo poiskali natanéno resitev problema pozresne koze v ravnini, z drugimi bese-
dami, izrazili jo bomo eksplicitno. Pri tem si bomo pomagali z metodami iz kompleksne analize, kar
je ze samo po sebi nekoliko presenetljivo, saj se ukvarjamo z geometrijskim problemom v ravnini.
Zanimivo je tudi dejstvo, da je bila eksplicitno podana reSitev odkrita dokaj pozno — leta 2020.
Razdelek je povzet po viru [0].

Glede na implicitno podano resitev, ki smo jo izpeljali v prejSnjem razdelku, je ekvivalenten
problem eksplicitno izraziti tisto ni¢lo funkcije

f(z) =sinz — zcos z — g,

ki lezi na intervalu (0,7). Pri tem smo za lazji zapis namesto 2¢ uvedli spremenljivko z, kar pa
lastnosti funkcije f ne spremeni, saj smo ustrezno prilagodili opazovano domeno.
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Pred naslednjim izrekom se spomnimo $e definicije enostavne povezanosti. Mnozica U je eno-
stavno povezana, Ce je povezana s potmi in ¢e za vsaki zvezni preslikavi (poti) p: [0,1] — U in
q: [0,1] — U, za kateri velja p(0) = ¢(0) ter p(1) = ¢(1), obstaja homotopija F': [0,1] x [0,1] — U,
za katero velja F(z,0) = p(z) in F(z,1) = q(x).

Izrek 5. Naj bo U C C odprta in enostavno povezana mnozica ter g: U — C neni¢elna holomorfna

funkcija. Potem za vsako enostavno niclo 2y € U funkcije g obstaja enostavna sklenjena krivulja C
v U, da velja

= f dz -’
c 9(2)
Dokaz. Naj bo zy € U enostavna nicla funkcije g. Tedaj obstajata tak odprt krog A (zo, €) in odprt
disk V C U, da je A(z0,e) €V C U ter 2y edina nicla funkcije g na V. Naj bo C robna kroznica
kroga A (zg,¢). Zaradi enostavnosti nicle zg je funkcija z — Zg_(j)o
Cauchyjevem izreku velja
Z— 20
dz = 0.
7({: 9(2)

Zaradi linearnosti integrala lahko sedaj iz te enakosti izrazimo zg v Zeleni obliki. m

holomorfna na V in posledi¢no po

Zgornji izrek bi radi uporabili na funkciji f, ki je seveda holomorfna na celotni kompleksni

ravnini. V prejSnjem razdelku smo razmislili, da ima zozitev funkcije f na realna Stevila natanko

eno niclo na intervalu (g, 7'(‘) , ki jo oznacimo z zp. Poleg tega velja f/(z) = zsin z, torej je zp tudi

enostavna nicla, saj ne more biti nicla odvoda f’. Ker je f cela funkcija, moramo torej — podobno
kot v dokazu izreka — poiskati tako enostavno sklenjeno krivuljo C v C, da nicla zq lezi v notranjosti
obmocja, omejenega s krivuljo C, in je tam tudi edina ni¢la f, hkrati pa f tudi na C ne sme imeti
nicel.

Krivulja C seveda ni enoli¢no dolo¢ena, vendar zaradi doslednosti pois¢imo konkretno enostavno
sklenjeno krivuljo, ki bo ustrezala pogojem. Pri tem nam bo v pomo¢ naslednja lema.

Lema 6. Naj bo D = {z € C;Rez € [%,ﬂ , Imz € [—%, ﬂ} . Funkcija f v mnozici D — {2} nima
nicel.

Dokaz. Najprej si oglejmo imaginarno komponento funkcije f. Velja
Imf(z +iy) = Im (sin (z + iy) — (x +iy) cos (z + iy)) .
Spomnimo, da za vsak z € C veljata zvezi:

cos z = cosh (iz)

sin z = —isinh (iz).

Hiperboli¢ni funkciji razpisemo po definicijah, namesto z piSemo z + iy in vse skupaj vstavimo v
Imf(z +iy). Po krajsem ra¢unu dobimo:

Imf(x +iy) = (cosz + xsinz) sinhy — y cos x cosh y.
Za x € (g, 7T] velja neenakost cosx + xsinx > cosx, torej ob pogoju y > 0 velja tudi:
Imf(z +iy) > —cosx (ycoshy — sinhvy).

S primerjavo koeficientov v Taylorjevih razvojih funkcij y — ycoshy in y — sinhy vidimo, da za
y > 0 velja neenakost y coshy > sinh y, torej je za x € (g, Tr] ter y > 0 resni¢na ocena:

Imf(x +iy) > —cosz (ycoshy — sinhy) > 0.
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Posebej obravnavamo Se primer, ko je z = 5. To vrednost vstavimo v formulo za imaginarni del

funkcije f in ob predpostavki, da je y > 0, dobimo:
. ™ .
Imf(z+iy) = §smhy > 0.

Za konec opazimo, da je Imf(x—iy) = —Imf(z+iy), torej je funkcija f za vsak z € D— ( [g, ﬂ X {O})
razlicna od ni¢. Premislili pa smo ze, da je zp edina ni¢la f na intervalu [g, 7r]. "

S pomocjo leme 6 tako lahko podamo iskano krivuljo C kot vértano kroznico kvadratu, ki omejuje
obmocdje D. Enacba kroznice C je torej:
3

vy

Posledi¢no torej po izreku 5 iskano niclo funkcije f izrazimo kot:

-1
zdz dz
20 = . — |- . — .
|s—fx|=z sinz —zcos2 — § |2—fx|=z SNz —zc082 — §

4 4

7 upostevanjem trditve 3 tako pridemo do koncnega rezultata. Pri tem moramo biti Se pozorni na
to, da v argument kosinusa vstavimo polovico vrednosti iskane nicle.

Trditev 7. Eksplicitno podana resitev problema pozresne koze v ravnini je enaka

-1
, 1 zdz dz
r =2rcos | — - : e : T
2 |o—3x|—z SInz —zcosz — 5 |o—3x|=z SIn2z —zco82 — 5
4 4 4 4

3. Posplositev problema

Ena izmed lepih lastnosti problema, s katerim se ukvarjamo, je njegova preprosta formulacija, ki
nam omogoca veliko zanimivih posplogitev. Ze v ravnini imamo na primer moznost izbrati poljubno
metriko in analizirati presek dveh metri¢nih krogel (ve¢ o tem si bralec lahko prebere v viru [1]),
vendar se s tem v tem ¢lanku ne bomo ukvarjali. V glavnem se bomo osredotocili na posplositev
naloge v vi§jerazsezne evklidske prostore.

3.1 Resitev trirazseznega problema

Preden se lotimo povsem splosne verzije problema si oglejmo, kaj se zgodi, ¢e preidemo iz ravnine
v prostor.

Zgled 8 (Trirazsezni problem pozresne koze). Naj bo B zaprta krogla v prostoru s sredis¢em v tocki
O in polmerom R. Naj bo S toc¢ka na sferi, ki omejuje kroglo B in naj bo C zaprta krogla s sredis¢em
v tocki S in polmerom R’. Koliksen naj bo polmer krogle C, da bo prostornina preseka krogel B in
C enaka polovici prostornine krogle B?

Zanimivost trirazseznega problema je, da je v resnici enostavnejsi od tistega v ravnini, hkrati pa
ima lepSo reSitev. Situacijo tokrat predstavimo v koordinatnem sistemu, saj si bomo pri reSevanju
pomagali s prostorninami rotacijskih teles (glej sliko 2).

Pokazimo naslednjo trditev, ki opisuje resitev trirazseznega problema pozreSne koze. Bralec jo
lahko najde tudi v viru [4].

Matrika 12 (2025) 2 5



Jan Malej

Y

|

ol

Slika 2. Projekcija trirazseznega problema na ravnino.

Trditev 9. Naj bo B krogla v prostoru s polmerom R = 1. Ce je prostornina preseka krogel B in C
enaka polovici prostornine krogle B, potem je polmer R’ € (1,2) krogle C ni¢la polinoma

p(z) = 32t — 823 + 8.
Opomba 10. Za kroglo s polmerom R nicla polinoma p podaja razmerje R'/R.

Dokaz (trditve). Utemeljitev, da je R’ dobro definiran, naredimo popolnoma enako kot v primeru
v ravnini — obravnavamo polinoma p(x) in p/(z). Prav tako je oc¢itno, da mora veljati R’ € (1,2).
Pokazimo, da je tak R’ res nicla polinoma p(z), pri ¢emer si pomagamo s skico na sliki 2.

Is¢emo prostornino telesa, ki ga dobimo, ¢e obmocje v zgornji polravnini, omejeno s kroznicama
B in C ter abscisno osjo, zavrtimo okoli le-te. Ozna¢imo to telo s P. Enacbi kroznic, ki omejujeta
telo P, sta

B:(z+1)2+42=1 in C:2*+y*=(R)%

. . . iy L. S . R')?
Po kratkem racunu ugotovimo, da mora z-koordinata presecisca kroznic zadoscati zvezi xg = — ( 2) .

S pomocjo formule za prostornino rotacijskih teles dobimo izraz za prostornino telesa P:

(r)? 0

V(P) = F/_Rl ’ (R)? — 2*)dx + 7T/(R,)2(1 — (z 4+ 1)%)dz.

Integrala v V(P) je preprosto izraCunati, saj sta integranda polinoma. Izraz za V(P) se tako
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poenostavi:

3 (R)?
_ (R (®)° 2AR) (rR)*  (®)
”T(_ > 24 3 >+7r<_ 24 4 >
R 2m(R)
1 3

Radi bi, da je prostornina telesa P enaka 2%, torej polovici prostornine krogle . Dobljena izraza
enacimo in enakost preuredimo:
R/ 4 2 Rl 3 2
”(4) + ”(3 ©_ T e 3R -8 +8=0.

Torej je R’ res nicla polinoma p. ]

Dobljena reSitev trirazseznega problema je sicer lepo izrazena, vendar ni racionalno Stevilo.
Kljub temu jo je z bisekcijo enostavno aproksimirati. Kot je navedeno v viru [4], se izkaze, da je
priblizek za razmerje enak

R ~1,2285- R.

3.2 Resitev posplosnega problema
Posploseni problem definiramo podobno kot trirazsezni problem.

Zgled 11 (Posploseni problem pozresne koze). Naj bo B n-razsezna zaprta krogla s sredis¢em v tocki
O in polmerom r. Naj bo S tocka na n-razsezni sferi, ki omejuje kroglo B in C n-razsezna zaprta
krogla s srediSéem v tocki S ter polmerom 7’. Koliksen naj bo polmer krogle C, da bo n-razsezna
(Jordanova) prostornina preseka krogel B in C enaka polovici n-razsezne prostornine krogle B7

Pri resevanju problema v ravnini smo imeli na voljo formule za plos¢ino kroznega izseka in
odseka, v prostoru pa so se integrali za prostornine rotacijskih teles zelo lepo poenostavili. Za
izraCun reSitve problema v n > 4 razseznostih pa ustreznih orodij Se nimamo, zato potrebujemo
nekaj predpriprave.

3.2.1 Predpriprava

Od zdaj naprej n-razsezno prostornino poenostavljeno imenujmo kar prostornina in podobno n-
razsezno (zaprto) kroglo kar krogla. Potrebovali bomo formulo za prostornino krogle s polmerom r,
ki jo ozna¢imo z V,,(r). Do te bomo prisli s pomocjo n-ternega Riemannovega integrala. Rezultati
so povzeti po viru [3].
Brez skode za sploSnost smemo predpostaviti, da je sredis¢e krogle v koordinatnem izhodiscu.
Kroglo opisuje enacba
a3+ a5+l <1’

Prostornino krogle V;,(r) torej dobimo po formuli:

n—1
/daq/ dxg/ dzs - - / ldz,,,
2 2

kjer je s; := \/rz —x] — T3 — - 33 za vse it = 1,2,...,n — 1. Pri tem smo v resnici izracunali

prostornino krogle v enem od therokt(mtov, rezultat pa nato zaradi simetrije pomnozili s Stevilom
hiperoktantov, za katerega je preprosto preveriti, da je enako 2. Pri rac¢unanju s prostorninami je
uporabna naslednja lema.
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Lema 12. Naj bo r > 0. Velja zveza

Dokaz. Zvezo dokazemo s pomocjo vpeljave novih spremenljivk. V formuli za prostornino krogle
za vsak i = 1,2,...,n naredimo substitucijo u; = ¢ oziroma x; = ru;. Jacobijeva determinanta je
tedaj oc¢itno det J = r", meje integriranja pa se spremenijo na naslednji nac¢in:

;=0 — wu;=0
rp=1r = u;=1.

Za vse i = 2,...,n pa dobimo
Ti =81 — ui:\/lfu%f'--fu?_l.
Dodatno oznac¢imo t; = \/ 1-— u% — = u?fl in dobimo
1 t1 to tn—1
Va(r)=1r"" 2”/ dul/ duz/ dusg - - / ldu, = V,(1) - 1",
0 0 0 0
kar smo Zeleli dokazati. n

Opomba 13. Opazimo, da velja tudi zveza

T S1 52 Sn—1 T
Vi (1) —2"/0 d:rl/o dacg/o dacg---/o 1dwn—2/0 Vi—1(s1)dzxq,

iz leme 12 pa sledi
2/ Vn_l(sl)dl'l =2 Vn_l(l)/ s’f_ldwl =2 Vn_l(l)/ (7"2 - x%)%ldaﬁl
0 0 0

3.2.2 Resitev

Prisli smo v polozaj, ko lahko implicitno podamo reSitev problema v n razseznostih za poljuben
n > 2. Podaja jo naslednja trditev.

Trditev 14. Naj bo n > 2 poljubno naravno stevilo. Ce tevilo k,, podaja razmerje med polmeroma
krogel B in C v posploSenem problemu pozresne koze, potem zanj velja naslednji sistem enacb:

ky = — kn = 2cos 3,
I
kjer sta
2-3 5
L = / cos"pdp in Iy = / cos™ pdp.
0 L
Ogledali si bomo dokaz trditve, ki je povzet po viru [3]. Preden se lotimo njegove izpeljave, si

v koordinatni ravnini ponovno pripravimo skico, ki je za predstavo relevantna kljub temu, da je

krogli B in C, ter ju povezemo z daljico, polmer OS pa daljica AB razdeli na dva dela, ki sta
oznacena z a in r — a. Dodajmo Se daljici OB in SB ter ozna¢imo kota « in § (glej sliko 3).
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Slika 3. Projekcija n-razseznega problema na ravnino.

Dokaz. Za zacetek lahko podobno kot pri problemu v ravnini upoStevamo, da je o + 28 = m, kar
nam s pomcjo sinusnega izreka da zvezo

knr r

sina  sinf’

ki jo lahko kot v dokazu trditve 3 preoblikujemo do k,, = 2cos 3, s ¢imer dobimo eno od enakosti.

Zelimo izracunati prostornino obmoéja, sestavljenega iz dveh disjunktnih krogelnih odsekov,
porojenih s tetivo AB. Po drugi strani bi radi to prostornino izenacili s polovico prostornine krogle
B.

Oznac¢imo prostornini krogelnih odsekov z Wy in Wy. Dobimo ju podobno kot prostornino krogle
v 3.2.1, le da moramo bolj pazljivo izbrati meje integracije. Pri izracunu Wj prva integracijska
spremenljivka ne bo na intervalu [0, r], ampak na [a,r]. Dodatno moramo biti pozorni $e na dejstvo,
da se krogelni odsek razteza zgolj preko 2"~ ! hiperoktantov in ne preko 27, kot smo to upostevali
pri prostornini krogle. Tako dobimo

Sn—1 T
Wy =2"" 1/ dxl/ dazg/ dxs - - / ldxn:/ Vi—1(s1)dx1,

2

kjer je Se vedno s; = \/r2 — a2 —z3 — - — x; zai=1,2,...,n— 1. Analogno izpeljemo tudi izraz

za izracun Wy

knr t1 to tn—1 knr
Wg = 2”71 / d:c1 / d.CEQ/ d(Eg o / 1d$n = / Vn_l(tl)dxl,
r—a 0 0 0 r—a

kjerjetl-:\/(knr)Q—:E%—x%—---—m? zavsei=1,2,...,n—1.

Problem smo torej prevedli do resevanja enacbe:

knr

1 r r
Wi+ Wy = §Vn(r) < / anl(sl)dxl +/ anl(tl)dl‘l = / anl(sl)dxl.
a r 0

—a
Sedaj na obeh straneh odstejemo Wi, na desni strani zamenjamo vrstni red integracijskih mej pri

W1 in upostevamo aditivnost domene pri integriranju, s ¢imer dobimo

knr

Vn_l(tl)dxlz/ Vn_l(sl)d:ﬁl.
0

r—a
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7 uporabo leme 12 in premisleka v opombi 13 enac¢bo nadalje preoblikujemo:

knt n=1 a n=1
Vo—1(1) - / (k2r? — 1) 2 dzy = V(1) - / (r* —27) 2 dai.

r—a 0
Pokrajsamo V,,_1(1) in na vsaki strani vpeljemo novo spremenljivko. Na levi strani vpeljemo
x1 = kur-sing, na desni pa 1 = 7 - sin . Enacbo lahko nato preoblikujemo do Zelene oblike:

2 265
kyy - / cos” wdp = / cos” wdp,
T3 0

2

pri ¢emer upostevamo trigonometri¢no identiteto sin?x + cos’z = 1 in v postopku pokrajsamo

r z obeh strani enacbe. S kratkim premislekom ob skici se bralec lahko prepri¢a, da so dobljene

integracijske meje po vpeljavi novih spremenljivk res prave. n
V tabeli 1, dobljeni v viru [1], so navedene priblizne vrednosti k, za 2 <n < 5.
n| ~k,
2 | 1,1587
3 | 1,2285
4 | 1,2681
5 | 1,2936

Tabela 1. Priblizki resitev n-razseznega problema pozresne koze za 2 < n < 5.

3.3 Limitno obnaSanje resitev

V prejsnjem razdelku smo (implicitno) podali resitev n-razseznega problema pozresne koze za vse
naravne n, za katere je problem smiselno definiran (torej za n > 2). Sedaj bomo Se opisali obnasanje
resitev ky, ko n raste preko vseh meja. Dobljeni rezultati so povzeti po [3] in [5].

Opomba 15. Ohranimo dogovor, da n-razsezno (zaprto) kroglo imenujemo krogla, n-razsezno pros-
tornino pa prostornina.

V nadaljevanju bomo skicirali dokaz naslednjega rezultata.

Trditev 16. Naj bo (k) n>2 zaporedje, kjer s k., ozna¢imo resitev problema pozresne koze v n razsez-
nostih. Tedaj je

lim &, = V2.

n—oo

Za zacetek pred skico dokaza premislimo, ¢e je trditev sploh smiselna, saj je vendarle na prvi
pogled nekoliko presenetljiva. Na skici (slika 4) dodatno razdelimo presek krogel na obmoéji D in
E, kjer obmocje E lezi v levi polovici krogle B, obmoc¢je D pa v desni. Prostornino obmocja D
oznacimo z D,,, prostornino obmocja E pa z E,,. Najprej opazimo, da za noben n € N ne more biti
kn, = v/2 oziroma ne more veljati 7’ = /2, saj bi prostornina porojenega preseka krogel B in C
o¢itno bila ve¢ja od polovice prostornine krogle B (neodvisno od izbire n). Za vse n € N torej velja
kn < V2, tudi limita (¢e obstaja) bo zato kvecjemu /2.

S pomo¢jo naslednjega premisleka o porazdelitvi prostornine krogle, dobljenega v viru [4], bomo
najprej premislili, da limita zaporedja (k,),,~, ne more biti manjsa od V2. Oglejmo si kvocient
Va(1-6) -

T OEL poljuben § € (0,1). Z uporabo leme 12 ga lahko enostavno preoblikujemo:

A ) I A ()
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Problem pozresne koze

Slika 4. Pomo¢ pri obravnavi limitnega primera.

To pa pomeni, da je
lim 7‘/”(1 —9)
N—00 Vn(l)

saj je 0 < |1 —§| < 1. Ta rezultat nam pove, da je v visokih razseznostih veé¢ina prostornine krogle

=0,

zbrana blizu njenega roba in ne blizu sredisca.

Denimo, da limita zaporedja obstaja in je strogo manjsa od v/2. Na skici lahko opazimo, da
v tem primeru del desne polovice krogle B za noben n € N ne bo del preseka krogel B in C. Za
velike n bo prostornina tega dela krogle B postajala vedno manj zanemarljiva (v primerjavi s celotno
prostornino krogle ). Hkrati pa bo del prostornine preseka krogel, oznacen z E,,, predstavljal vedno
manjsi delez prostornine celotnega preseka krogel. 1z tega sledi, da bo za velike n prostornina preseka
krogel (bistveno) manjsa od polovice prostornine krogle B, kar pa je v nasprotju s predpostavko, da
je k, resitev problema.

V skici dokaza trditve bomo uporabili Se naslednjo lemo, katere dokaz je na voljo v viru [3].

Lema 17. Naj bo r € (0,00). Potem je
lim V,(r) =0,

n—o0

kjer je V,,(r) prostornina krogle s polmerom 7.

Skica dokaza (trditve 16). Za vsak n > 2 naj bo gy, : [0,2] — [0, 1] funckija, ki vsakemu realnemu
stevilu k € [0, 2] priredi razmerje %, kjer je V prostornina krogle B, Vp pa prostornina preseka
krogel B in C, kjer je polmer krogle B enak r, polmer krogle C pa je k- r. Ocitno je, da je za
vsak n > 2 funkcija g, zvezna in naracajoCa. Prav tako smo izpeljali, da za vsak n > 2 obstaja
(enoliéna) resitev problema ki, da je gn(k,) = 3. Dokazimo, da je

lim gn(\/i) = 1

n—00 2
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Fiksirajmo polmer krogle C na 7v/2. Prostornino preseka krogel B in C enako kot v predhodnem
razmisleku razdelimo na dva dela: D,, in E,,. Za poljuben n je D,, enak polovici prostornine krogle
B. Dokazati moramo torej, da je

lim E, = 0.

n—o0

Formulo za prostornino krogelnega odseka pa smo ze izpeljali, velja

r/2 V2 n—1
En = / Vn_l(tl)dafl = Vn_l(l) . / (27"2 — Hf%) 2 da:l.

Vpeljemo novo spremenljivko z1 = 7 - v/2sin ¢, izraz za E, postane

Wl

B, =2% 1" V,_1(1)- / cos” pdp.

4

Dobljeno formulo za FE, lahko ocenimo navzgor, za vsak x € E, g] je namrec cos™ x < 273, 7
upostevanjem leme 12 dodatno dobimo

L. Vn_l(r) . /2 27%d90 = TZ,‘

4

w3

0<E, <2 Vi (r).

Ce n posljemo preko vseh mej, gre po lemi 17 vrednost Vii—1(r) proti ni¢, hkrati pa je 7 konstanta
glede na n. Po izreku o sendvicu je torej

lim E, =0.

n—oo

Sedaj bi morali preveriti Se veljavnost naslednjih izjav:
(i) za vsak k € [0,v2) je limy,00 gn(k) = 0 in
(ii) za vsak k € (v2,2] je limy—o0 gn(k) = 1,

vendar bomo dokaza izpustili, bralec ju lahko najde v viru [5].

Naposled imamo tako vse, kar potrebujemo za dokaz, da je v/2 res limita zaporedja resitev
(kn),>9- Izberimo poljubno majhen € > 0. Vemo Zze, da imamo za vsak n > 2 enolicen k,, za
katerega je gn(kn) = %, po drugi strani pa velja tudi

lim g,(V2—¢) =0 in li_>m gn(V2+e)=1.

n—oo

To pa pomeni, da mora obstajati tak N € N, da bo za vse n > N veljalo

k‘nf\f?‘<6,

kar je natanko to, kar smo zeleli dokazati. n

LITERATURA

1] G. Bassett, The goat in the city, Math. Intelligencer, 44(1):1-6, 2022.

2] M. Fraser, A tale of two goats, Math. Mag., 55(4):221-227, 1982.
3] M. Fraser, The grazing goat in n dimensions, The College Math. Journal, 15(2):126-134, 1984.
4

5] M. D. Meyerson, Return of the grazing goat in n dimensions, The College Math. Journal, 15(5):430-432, 1984.

]

]

]

] M. Harrison, The grazing goat and spherical curiosities, Math. Mag., 94(5):369-382, 2021.

]

6] I. Ullisch, A closed-form solution to the geometric goat problem, Math. Intelligencer, 42(3):12-16, 2020.

[
[
[
[
[
[

12 Matrika 12 (2025) 2



	Uvod
	Osnovni problem
	Implicitno podana rešitev
	Eksplicitno podana rešitev

	Posplošitev problema
	Rešitev trirazsežnega problema
	Rešitev posplošnega problema
	Predpriprava
	Rešitev

	Limitno obnašanje rešitev


