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vektorski snopi svetlobe

V tem prispevku izpeljemo vektorsko metodo za izracun elektromagnetnega polja v
okolici goris¢a mikroskopskega objektiva z veliko numeri¢no aperturo (NA), ki ga upora-
bimo za fokusiranje Gaussovega snopa. Pokazemo, da se polarizacijske lastnosti svetlobe
v gori§éu mocno razlikujejo od snopa, ki ga fokusiramo z le¢o pri majhnih NA, pri ¢emer
uporabimo skalarno teorijo uklona na lec¢i ali paraksialno aproksimacijo za izracun polja.

FOCUSED GAUSSIAN BEAM

In this paper, we derive a vector method for calculating the electromagnetic field
around the focal point of a large numerical aperture (NA) microscope objective used to
focus a Gaussian beam. We show that the polarization properties of light at the focal
point are significantly different from light focused by a small NA lens, where we use the
scalar diffraction theory or the paraxial approximation to compute the field.

1. Uvod

Moc¢no fokusirani vektorski snopi svetlobe imajo zanimive in uporabne la-
stnosti. Za razliko od skalarnih snopov svetlobe, kjer je polarizacija svetlobe
konstantna in kaze smer vektorja polarizacije (oziroma smer elektri¢nega po-
lja) ortogonalno na smer Sirjenja snopa (z), je v mo¢no fokusiranih vektor-
skih snopih prisotna tudi z-komponenta polja. Ta pojav omogoca uporabo
snopov v superresolucijskih tehnikah, s katerimi pretentamo uklonsko limito
in izboljsamo loc¢ljivost, ali v opti¢nih pincetah za manipuliranje majhnih
delcev v fiziki mehke snovi.

V tem prispevku se omejimo na fizikalni opis vektorskih snopov svetlobe,
predvsem z vidika formiranja snopov z uporabo le¢, ki delujejo pri velikih
numeri¢nih aperturah (NA). V nadaljevanju opisemo, kako preslikave sno-
pov svetlobe razumemo v okviru Fourierove optike, nato izpeljemo diskretni
skalarni opis preslikav snopov svetlobe, na koncu pa model dopolnimo in iz-
peljemo diskretni vektorski opis transformacije snopov svetlobe. Model nato
uporabimo za izra¢un elektromagnetnega polja v goriscu lece pri preslikavi
Gaussovega snopa.
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2. Fourierova optika

Pri Sirjenju svetlobe v homogenem mediju gre za sklopljeno nihanje elek-
tricnega in magnetnega polja, ki ju v izotropnem mediju opisuje valovna
enacba:

9 B i@QE(r,t) B

VEE(rt) - 5——5— =0, (1)
, _1B(r,t)

V*B(r,t) 2 a2~ 0, (2)

pri ¢emer je E elektricno polje, B je magnetno polje, ¢ = co/n je sve-
tlobna hitrost v danem mediju z lomnim koli¢nikom 7 in ¢y je svetlobna
hitrost v vakuumu. ReSitve valovne enacbe so ravni valovi, ki jih opi-
Semo z valovnim vektorjem k in jih zapisemo kot E(r,t) = REge’* ™=t in
B(r,t) = RBoe* "~ pri ¢emer je w krozna frekvenca valovanja. V optiki
se velikokrat zadovoljimo s skalarno aproksimacijo in namesto z vektorskimi
koli¢inami E in B valovanje opiSemo s skalarnim poljem u(r,t), ki je resitev
skalarne valovne enacbe:

1 %u(r,t)

2
Veu(r,t) — 2 o

=0. (3)
Na prvi pogled se zdi tak pristop identi¢en vektorskemu opisu polja, saj je
valovna enacba, razpisana po komponentah, set skalarnih valovnih enacb.
Vektorsko resitev dobimo z mnozenjem skalarnega polja z ustreznim vektor-
jem polarizacije, na primer E(r,t) = \/gEou(r,t), kjer je faktor \/% po-
sledica normalizacije brezdimenzijskega skalarnega polja u(r,t), kot bomo
videli nekoliko kasneje. V ucbenikih po navadi tak pristop argumentirajo
z besedami: “Ce nas polarizacija svetlobe ne zanima, uporabimo skalarno
aproksimacijo valovne enacbe, ki da zadovoljive rezultate.” Zavedati se na-
mre¢ moramo, da za polje u(r,t), ki resi skalarno valovno enacbo (3), vek-

torsko polje E(r,t) = \/gEou(r, t) sicer resi valovno ena¢bo (1), vendar v
tem primeru ni nujno, da tako polje zadoséa vsem Maxwellovim enac¢bam,
na primer, da mora biti divergenca polja enaka ni¢ V- E = 0. V primeru
ravnega vala iz V - E = 0 sledi, da mora biti elektricno polje pravokotno
na valovni vektor (k- E = 0). Za Sirjenje v smeri z ima vektor elektri¢nega
polja Eq zgolj x in y komponenti. Za omejen snop svetlobe, ki se §iri v
smeri z, pa na sploSno to ni res, zato ne moremo mnoziti skalarnega polja
s konstantnim vektorjem Ej in pricakovati, da pravilno opisujemo vektor-
sko polje svetlobe. Kasneje pokazemo, da je za vektorsko obravnavo vseeno
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uporaben opis s skalarnim poljem, zato si najprej oglejmo, kako preslikave
snopov svetlobe opiSemo s skalarno teorijo.

V okviru skalarne aproksimacije se je razvila kompletna veja optike ime-
novana Fourierova optika s Stevilnimi uporabnimi rezultati, od principa su-
perpozicije, Fresnellovega uklonskega integrala do preslikav z le¢ami. Sirje-
nje prostorsko omejenih svetlobnih snopov lahko opiSemo s principom su-
perpozicije, ki pravi, da snop svetlobe, ki se §iri v smeri osi z, lahko zapiSemo
kot sestevek ravnih valov [2]:

w2 J f Wk, by )Rtk sVRR=R g qg, (1)

pri éemer smo upostevali, da polje zapisemo kot u(r,t) = Ru(z,y, z)e” ™!,
kjer je u(x,y,z) krajevni del polja u(r,t) in je k& = w/c valovno §tevilo.
Vidimo, da je polje v izhodis¢u u(x, y, 0) inverzna Fourierova transformacija
funkcije u(kz, ky):

u(z,y,0 f J u(ka, ky)e™ Tk dky = FH {u ko, by}, (5)

iz cesar sledi u(ks, ky) = F {u(x,y,0)}, kjer je F Fourierova transforma-
cija. S principom superpozicije lahko torej izra¢unamo polje pri poljubni
oddaljenosti z od izhodis¢a, ¢e poznamo polje v izhodiscéu u(x,y, 0):

u(@,y,2) = ®: {u(z,y,0)} = F s (ko ky) F {ulz,5,0)}},  (6)

pri ¢emer smo vpeljali operator Sirjenja svetlobe &,. 7 dvodimenzionalno
Fourierovo transformacijo F polja v izhodiséu koordinatnega sistema u(z, y, 0)
dobimo amplitude u(ky, ky) ravnih valov, iz katerih je sestavljeno polje, nato
za izra¢un polja pri izbrani koordinati z najprej posamezni ravni valovi pri-
dobijo ustrezen fazni premik ®,(ky,k,) = R=ki=ky 7 inverzno Fourie-
rovo transformacijo F~! pa rekonstruiramo polje po principu superpozicije.
Potrebujemo Se operator preslikave lece, ki ga izpeljemo z uporabo Fre-
snelovega uklonskega integrala. Za idealno (tanko) leco goriitne razdalje
f, ki jo postavimo na razdalji f od svetlobnega polja, ki ga opise funkcija
u'(2',y"), dobimo v goriséu lece Fourierovo transformacijo polja u' [2]:

( ;Cf {U LIT y Z)\f J f / —lkol’x /f—ikoyy’ /fd$ dy
(7)
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Slika 1. Shema preslikave ravnega vala z idealno leco. Zaslonka A v ravnini S’ dolo¢a
numeri¢no aperturo (NA) lece. Paralelni zarki se zberejo v goriséu le¢e v ravnini S.
Pri majhnih vrednosti NA lahko preslikavo polja «'(z’) izra¢unamo z operatorjem Ly,
za izracun polja v okolici goris¢a u(x,z) pa uporabimo operator Sirjenja @.. Princip
preslikave preko Fourierove transformacije je mozno uporabiti tudi pri velikih vrednosti
NA, kjer dopolnemo preslikavo L¢ tako, da upostevamo vektorsko naravo svetlobe. Pri
vektorski obravnavi posameznim komponentam skalarnega polja ug pripiSemo ustrezen
vektor polarizacije, kot je to razlozeno v poglavju 4.

V okviru skalarne teorije lahko torej z uporabo enacbe za preslikavo lece (7)
v kombinaciji z enac¢bo 6 izracunamo poljubne transformacije z leCami in
Sirjenja polja v praznem prostoru. V nasSem primeru nas zanima oblika polja
v okolici gorisca mikroskopskega objektiva (le¢e) v ravnini S pri preslikavah
polja na vstopni strani objektiva v ravnini S’ (slika 1). V ravnini S’ se
nahaja zaslonka z amplitudno prepustnostjo A(z’,y’). Polje v goriscu lece
je tako

w(z,y,2) = @AL{A 0w (@,1)}}, (8)

pri ¢emer operator Ao predstavlja prehod preko zaslonke. V prvem priblizku
to operacijo izvedemo preprosto z mnozenjem polja u'(z,y) s funkcijo pre-
pustnosti odprtine A(z,y). V nadaljevanju si bomo ogledali, kako izracun
(enacba 8) opravimo z uporabo diskretne Fourierove transformacije, nato
pa bomo tehniko razsirili Se na vektorska polja in izra¢unali elektri¢ne in
magnetne komponente polja v okolici gorisca lece.
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3. Skalarni opis

V nadaljevanju za poenostavitev zapisa vpeljimo krajevni vektor = (z,y),
preéni vektor Sirjenja

B = (kz/ko, ky/ko) = ni(sin 6 cos ¢, sin f sin ¢) 9)

in konstanto Sirjenja o = k,/ky = 1/”12 — 32 = n;cosf, kjer 6 kot med
smerjo valovnega vektorja in osjo z, ¢ je kot med smerjo projekcije valov-
nega vektorja na ravnino zy in smerjo osi z, kg = w/cy, n; pa je lomni
koli¢nik. Skalarnemu polju u(x) pripiSemo matriko @(x) velikosti N x N,
kjer je = p(n,m), p je velikost slikovne tocke, m in n pa sta ustrezna inde-
ksa v matriki, u,, », pa je element te matrike. Tu smo upostevali obrnjenost
koordinatnega sistema v matrikah, saj ug, = u(z,y = 0) predstavlja ele-
mente prve (zgornje) vrstice (0s ), um,0 = u(z = 0,y) pa prvi (levi) stolpec
matrike (os y). Upostevamo tudi, da elementi matrike un_mm N—n = U—m,—n
predstavljajo polje pri koordinati —x = —p(n, m).

Izbrali smo si racunsko obmocje enakomernih dimenzij v smeri « in y.
To seveda ni potrebno, vendar moéno poenostavi implementacijo in inter-
pretacijo rezultatov. V primeru kvadratne slikovne tocke je torej slika tudi
kvadratne oblike I x L, pri ¢emer je L = Np. Obenem je v reciprotnem
prostoru slikovna tocka tudi kvadratne oblike, kar poenostavi vizualizacijo
polja. V reciprotnem prostoru ravne valove karakteriziramo z vektorjem
B = LQ—]Z)(Z ,k), pri ¢emer sta k in [ indeksa komponent diskretne Fourierove
transformacije. Fourierova transformiranka polja je matrika @(3), elemente
matrike pa ozna¢imo z uy;. V nadaljevanju z A, b in ¢ oznacimo matriko,
vektor in skalar, v tem vrstnem redu. ;l, a in ¢ so N x N matrike matrik,
vektorjev in skalarjev za mnozenje v realnem prostoru, medtem ko so 21, a
in ¢ N x N matrike matrik, vektorjev in skalarjev za mnozenje v reciproé¢nem
prostoru, v tem vrstnem redu.

Pri prehodu na diskreten opis namesto integrala pridelamo vsoto, zato
je polje sestavljeno iz konénega Stevila ravnih valov. Princip superpozicije
(enacba 4) se v tem primeru glasi:

u(x, z) = 2 aﬂeiko,@-erik:oaz (10)
8

pri cemer vsota tece po vseh ravnih valovih z amplitudo ag. Ce v enacbo
10 vstavimo z = 0, dobimo dvodimenzionalno diskretno Fourierovo trans-
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formacijo. Komponente matrike @(x) dobimo z inverzno Fourierovo trans-
formacijo polja v reciproénem prostoru u(3):

~ _ 1 R u k 127"nl’\
t(x) = F 1 =N Z Z N u(B), (11)

medtem ko komponente polja v reciproé¢nem prostoru u(3) definiramo kot
Fourierovo transformacijo polja @(x):

N—-1N-1

a8) = 2 St e ke~ N nliy(a), (12)

mOnO

pri éemer sta F in F ! diskretna Fourierova transformacija in njen inverz. V
tipi¢nih numeri¢nih implementacijah (recimo v programskem jeziku python)
sta to funkciji fft2 in ifft2. Izbira normalizacije Fourierove transformacije je
sicer poljubna, vendar je prikladno izbrati simetri¢no normalizacijo. Ampli-
tude ag v enacbi 10 so pri tej normalizaciji ag = uy,;/N. Operator Sirjenja
svetlobe @, je:

Uz, z) = ©.0(x,0) = F'd, o Fii(x, 0), (13)
pri ¢emer je &32 = ¢#k08 fazna matrika velikosti N x N, ki jo dobimo iz
matrike & = 4/n? — 32, z o pa ozna¢imo Hadamardov produkt, ki ga dobimo

tako, da zmnozimo istolezne elemente matrik ®, in 4(8) = Fi(x,0). Na
podoben naé¢in lahko prevedemo uklonski integral (enacba 7) za preslikavo
lece in dobimo: .

Ua) = Lol (2') = f—p}"&'(x’), (14)
pri ¢emer smo vpeljali velikost slikovne tocke na vstopni strani lece kot
p = Jgf Krajevni vektor ' namre¢ lahko povezemo z vektorjem (3, velja
namre¢ ' = —f3. Izvor svetlobe, ki ga postavimo v &’ = —f3 v goriscu
leée na vstopni strani leée v koordinatnem sistemu S’ ustvari ravni val z
vektorjem 3 v goriS¢u na izstopni strani leGe v koordinatnem sistemu S.

Pri numeri¢nih racunskih metodah navadno zapiSemo enacbe z brezdi-
menzijskimi koli¢inami. Skalarni numeri¢ni model, ki smo ga izpeljali, zapi-
§imo v kontekstu kasnejsega vektorskega modela, kjer vpeljemo kompleksno
elektri¢no polje kot E = Ep&, pri ¢emer je Ey poljubni faktor skaliranja,
recimo Fy = 1 V/m, za pretvorbo med brezdimenzijskim elektri¢nim poljem
€ in pravim poljem E. Intenziteto svetlobe (gostoto svetlobnega toka) za
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ravni val zapisemo kot I = %Zi|E|27 pri ¢emer je Z; = Zp/n; impedanca
medija, Zyp = /po/eo = 377 Q pa je impedanca praznega prostora. V
numeri¢nem modelu, ki ga bomo izpeljali, lahko torej intenziteto svetlobe
vpeljemo kot I = IoZ, pri cemer je Z = %L|E|? brezdimenzijska intenziteta
in Iy = % ustrezen normalizacijski faktor. V skalarni aproksimaciji lahko
torej vpeljemo intenziteto kot Z = |u|?, s ¢imer tudi privzamemo zvezo med
amplitudo skalarnega polja in amplitudo elektri¢nega polja v = \/% IE|.
Intenziteto skalarnega polja zato definirajmo kot

~

T(x) = [3(z)]? = i(x)* o u(x). (15)

Ce zelimo polju u in intenziteti Z pripisati enote, pa mnozimo polje z Ej,
intenziteto pa z Ij.

Preslikajmo sedaj kolimiran Gaussov snop svetlobe, katerega grlo posta-
vimo v gorisce lete. Da bo primer bolj zanimiv, privzemimo, da za presli-
kavo uporabimo imerzijski objektiv, ki preslika svetlobo iz zraka v snov z
lomnim koliénikom n; = 1,5. Imerzijski objektivi so primerni za preslikave
pri velikih numeri¢nih aperturah. Z njimi lahko stisnemo snop svetlobe do
najmanjse mozne velikosti, ki je omejena z uklonsko limito. Goris¢éna raz-
dalja objektiva naj bo f = 4 mm in NA = 1,4, kar ustreza mikroskopski
povecavi M = f;/f = 50, ¢e tak objektiv uporabimo v mikroskopu, prila-
gojenem na neskoncénost. Mikroskop namrec sestoji iz objektiva in lece z
goriscno razdaljo f; = 200 mm, ki skupaj tvorita opti¢ni sistem.

Najprej si moramo izbrati zeleno velikost slikovne tocke p v ravnini S
in velikost matrike N x N. Ker Zelimo izracunati polje stisnjenih snopov,
moramo za velikost slikovne tocke izbrati vrednosti, ki so manjse od valovne
dolzine svetlobe. Izberimo A = 500 nm, p = 40 nm in N = 200. Pri tej
izbiri je slika velikosti L = 8 pm. Ta izbira velikosti slike v kombinaciji z
leco definira velikost slike v recipro¢nem prostoru L' = p’N = 50 mm in
premer odprtine na vstopni strani objektiva d = 2fNA = 11 mm.

Najprej ustvarimo polje na vstopni strani. Da bo primer bolj zanimiv,
zapisimo Gaussov snop, ki osvetljuje leCo zunaj osi preslikave:

o' (z) = ef(w’fa:f))Z/w%’ (16)

pri ¢emer izberemo x{, = (—4,0) mm in w{, = 1 mm. Gre torej za pre-
slikavo, pri kateri, glede na geometrijsko interpretacijo preslikave, dobimo
polje, ki se v ravnini S Siri pod kotom 6 = arcsin z—(} ~ 42°. V numeri¢ni
implementaciji zapiSemo matriko u'mm, pri ¢emer moramo upoStevati, da
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podatke v matrikah zapiSemo po kvadrantih. To je posledica uporabe dis-
kretne Fourierove transformacije, kjer so v reciproénem prostoru zastopane
tako pozitivne kot tudi negativne frekvence. Zato je v prvem kvadrantu
polje v’ pri koordinatah 2/ > 0 in v/ > 0, v drugem kvadrantu je polje v’ pri
koordinatah 2’ < 0 in 3/ > 0, v tretjem kvadrantu imamo 2’ > 0iny’ < 0 in
v Cetrtem kvadrantu 2’ < 0 in 3’ < 0. Za vizualizacijo matrike je primerno
prestaviti koordinatno izhodis¢e matrike %70 v center slike, kar v program-
skem okolju python naredimo s funkcijo ’fftshift’. Na sliki 2a so prikazani
polje in oblika zaslonke pred le¢o v matricnem zapisu (m,n) in ustrezna
vizualizacija v koordinatnem sistemu S’ s koordinatami &’ = (x,y).

Polje najprej transformiramo s preslikavo lece in upostevamo obliko za-
slonke pred leco. Na sliki 2b je prikazan realni del polja i@ (x) in intenziteta
svetlobe v goris¢u lece, ki ju izra¢unamo s preslikavo

/

iti(z) = il Aot (2) = %fﬁ o @l (a'), (17)
pri ¢emer mnozenje z ¢ uporabimo zaradi lazje primerjave relativnih faz med
poljema na obeh straneh preslikave. Polje iu(x) je zopet Gaussova funkcija,
kar je lastnost Fourierove transformacije na Gaussovi funkciji. Primerjamo
lahko tudi velikost grla in amplitudo polja z rezultatom, ki ga dobimo z
uporabo znanih enacb za preslikave Gaussovih snopov (v okviru paraksialne
aproksimacije). Pozicija grla zo je podana z enacbo

21 f?

2 2
21 + 2§

z9 = (18)

pri Cemer je zg = k:w62/2 dolzina grla na vstopni strani in z; pozicija grla
na vstopni strani. Sirina grla na izstopni strani le¢e je podana z

wo = wj j—j (19)

V naSem primeru je grlo postavljeno v gorisce lece na vstopni strani, zato

je z1 = 0 in dobimo wg = wéi = KJZ‘E) = % pm. Amplituda polja v grlu
je tako za faktor wj/wy = glO3 vecja kot v izhodis¢éu, kjer smo izbrali

polje z intenziteto Z = 1 v centru grla, in je v skladu z izra¢unanim poljem
prikazano na sliki 2. Za izrac¢un polja zunaj goriS¢ne ravnine uporabimo
operator Sirjenja polja. Najprej izracunamo matriko @, katere elementi so

)\2
Qg | = \/ 12 — ﬁ(k’Q + 12) (20)
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Slika 2. Preslikava Gaussovega snopa (wj = 1 mm) z le¢o (f = 4 mm). Center snopa
je postavljen 4 mm iz osi lece. V goriséu se snop §iri pod kotom 42° v mediju z lomnim
koli¢cnikom n; = 1, 5.
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kjer indeksa matrike k in [ te¢eta od —N /2 do N/2—1, ¢e je N sodo Stevilo.
Nato izracunamo fazno matriko ®,, katere elementi so:

By, = elfozant, (21)

)

Pri izracunu matrike je pomembno, da upoStevamo dejstvo, da niso vse
komponente polja v reciproénem prostoru propagirajo¢i ravni valovi. Ma-
trika @& je namreé realna samo za ravne valove, pri katerih velja 8 < n;. V
nasprotnem primeru je konstanta Sirjenja o kompleksna, s tem pa namesto
ravnih valov dobimo eksponentno pojemajoca evanescenéna polja. Ceprav
smo ustrezno filtriranje ze opravili z zaslonko pred leco, ki jo opiSe matrika
ﬁ, je treba za izboljSanje numeri¢ne stabilnosti tako filtriranje opraviti tudi
v recipro¢nem prostoru komponent Fouriereve transformiranke 7. To naj-
lazje opravimo s tem, da postavimo komponente fazne matrike ®;; = 0
povsod, kjer je ay; kompleksen. Precni profil polja prikazuje slika 2c, kjer
vidimo pri¢akovano §irjenje Gaussovega snopa.

Numeri¢ni model, ki smo ga uporabili, ima v primerjavi z analiti¢nim
modelom doloc¢ene pomanjkljivosti. Zavedati se moramo, da lahko z nume-
riénim pristopom S§irjenje svetlobe opisujemo zgolj v okolici goris¢, torej v
bliznjem polju. S tem, ko smo presli na diskreten opis, smo namre¢ ustvarili
periodi¢ne robne pogoje. Pri velikih oddaljenostih od grla lahko pride do
interference s poljem iz sosednjih celic, ki so med seboj zamaknjene ravno
za L = 8 pym. To je vidno v vogalih slike 2c, kjer zaradi periodi¢nih robnih
pogojev pri koordinati (z,z) = (—4,4) pum vidimo prispevek polja, ki se
nahaja na desnem robu pri (z,z) = (4,4) pm.

Primer fokusiranja svetlobe, ki smo si ga izbrali na sliki 2, je Se zmeraj
znotraj omejitev skalarne aproksimacije. Poskusimo sedaj polje zbrati v
Se manjSe obmocje. To dosezemo tako, da osvetlimo celotno odprtino lece
s svetlobo. Gaussov snop na vstopni strani postavimo v izhodis¢e in ga
razSirimo na velikost w{ = 3 mm. Pri teh pogojih majhen delez svetlobe
ze osvetljuje robove zaslonke, zato tukaj v rezultatih ze pricakujemo vpliv
uklona na odprtini. Poleg tega v tem primeru tudi vstopamo v rezim, kjer
postane uporaba skalarne teorije vprasljiva. Rezultati preslikave so prika-
zani na sliki 3. Komentiramo jih nekoliko kasneje, v kontekstu vektorske
obravnave polja. V naslednjem poglavju si zato poglejmo, kako rezultate
skalarne teorije "popravimo”, da dobimo vektorski opis.
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(a) Levo: prikaz vrednosti elementov matrike @, n. Desno: prikaz polja v sistemu (2/,y’). S érno
je oznaceno obmocje zaslonke objektiva (5 >NA).
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(b) Levo: intenziteta svetlobe v goris¢u le¢e. Desno: Realni del amplitude polja v goriséu.
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(c) Levo: precni profil intenzitete. Desno: preéni profil realnega dela amplitude polja pri y = 0.

Slika 3. Preslikava Gaussovega snopa (wj = 3 mm) z leo (f = 4 mm). Center snopa je
postavljen v osi leGe, kar ustvari mo¢no fokusiran snop svetlobe v goris¢u lece.
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4. Vektorski opis

Pri prehodu iz skalarnega opisa na vektorski opis najprej definirajmo vektor
polja, ki opiSe tako elektri¢ne kot magnetne komponente polja. Na prvi po-
gled se zdi, da mora biti vektor oblike (E,, Ey, E., By, By, B,)T, vendar niso
vse komponente tega vektorja med seboj neodvisne. zV-E =0inV-B =0
sledi, da ima ravni val dve mozni lastni polarizaciji, obenem pa ima pri da-
nem vektorju Sirjenja B valovni vektor dve mozni projekciji na os z, torej
polje, ki se §iri v smeri osi z, in polje, ki se Siri v nasprotni smeri. Mozna so
torej Stiri lastna stanja Sirjenja, kar pa mora opisati vektor s Stirimi kompo-
nentami. Sirjenje svetlobe v poljubnem homogenem mediju lahko opisemo z
Berremanovim matri¢nim formalizmom [1], kjer za vektorsko obravnavo sir-
jenja svetlobe izberemo z in y komponenti elektri¢nega in magnetnega polja
in vpeljemo t. i. Berremanov vektor ¢ = (E,, Hy, E,, —H;)T. V tem delu
bomo zaradi enostavnejSe numeri¢ne implementacije vpeljali naslednji vek-
tor m = (Sx,Hy,Ey,Hx)T, kjer smo vpeljali brezdimenzijske komponente
& = Ey/Ey, & = Ey/Ey,Hy = ZoHy/Eo,Hy = ZoH,/Ey.

Najprej definirajmo intenziteto svetlobe, ki je povezana s Poyntingovim
vektorjem S. V nasi brezdimenzijski notaciji vpeljimo torej Poyntingov vek-
tor kot & = %8 x H*, pri ¢emer velja S = [(S. Poyntingov vektor definira
smer in jakost energijskega toka. Intenziteto svetlobe sedaj definirajmo v
kontekstu meritve, kjer z ustrezno kamero izmerimo intenziteto v izbrani
ravnini. Ker je normala ravnine v smeri osi z, je izmerjena intenziteta torej
kar z-komponenta Poyntingovega vektorja:

I(z) = RS.(x) = % R (En(a) o HE () — &, (@) o HE())] . (22)

pri ¢emer vzamemo absolutno vrednost, saj lahko tok tec¢e tudi v nasprotno
smer. Vidimo, da za izracun intenzitete ne potrebujemo z-komponent elek-
tricnega in magnetnega polja, s ¢imer upravi¢imo izbiro komponent vektorja
m. Princip superpozicije pri prehodu na vektorski opis ohrani, zato lahko
zapisemo

%(m, z) = Z aéym;}_rﬂjezkoﬁm—zkoaﬁ’uz7 (23)
B?V

pri ¢emer z v = 1, 2 oznac¢imo obe lastni polarizaciji, +, — pa oznacujeta dve
mozni smeri Sirjenja. Tako kot pri obravnavi skalarnega polja, v primeru
z = 0 dobimo inverzno Fourierovo transformacijo vektorskega polja

m(x,z) = Z ag,ms eikoB® — Z mgehoBe, (24)
B B
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pri ¢emer vsoto po lastnih stanjih lahko zapiSemo s 4 x 4 matri¢nim for-
malizmom. Vektor mg dobimo z mnoZenjem amplitudnega vektorja ag z
ustrezno 4 x 4 matriko polja:

pri cemer smo vpeljali matriko Fig = [mgl, mg, 52, 52] ki ima v
stolpcih zapisane komponente lastnih vektorjev polja mE (5:1,, ’H+V, 5;,,, ’H;{V)T.
Amplitudni vektor alg, katerega kvadrat predstavlja intenzitete lastnlh stanj,

vpeljemo kot ag = (a} ag 1031 ,672, /372) Pri izpeljavi matrike F' vzemimo

najprej primer ravnega vala, ki se §iri v ravnini zz. Za pomo¢ nam je lahko

slika 1, kjer je s sivo barvo oznacen ravni val v obmocju gorisca lece. Temu

valu lahko pripisemo bodisi polarizacijo p (oznaceno na sliki 1) ali pa po-

larizacijo s. V obmo¢ju odprtine pred le¢o sta to ravno polarizaciji = in

y. Tema dvema polarizacijama pripiS§imo vektor mg in mg s ki ju zapi-

Semo v prvi in tretji stolpec matrike F'. Vektorja mg in my dolo¢imo na

podoben nacin in ju zapiSemo v drugi in ¢etrti stolpec ter dobimo

akl/n akl/n 0 0
0

| 2 n —7n 0
k

0 0 —Qkl Ok

pri cemer so oy podani v enacbi 20. Vektorje mg smo normirali tako,
da je S, = 1, na ta nacin zagotovimo ohranitev intenzitete pri prehodu iz
amplitudnega vektorja ag v elektromagnetni vektor mg. Splosno resitev, za
Sirjenje v poljubni smeri, dobimo iz matrike F’ tako, da zavrtimo vektorje
za ustrezen kot ¢. Torej je matrika Fg = RgFy in je

COS P 1 0 — sin ¢y 0
v 0 COS P 1 0 sin ¢y, ;
Rg =Ry, = sin ¢p 0 COS O, ] 0 ’ 27)
0 —sin ¢y 0 COS P 1

pri cemer kot zasuka dobimo iz zveze ¢, ; = arctg(k/l). Matri¢ni formalizem
nam omogoca, da zapiSemo operator Sirjenja vektorskega polja kot:

m(z,z) = M.mi(z,0) = F "M, o Fri(z,0), (28)

pri cemer vpeljemo prenosno matriko

—

Mzzﬁ'oiizoF , (29)
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kjer N x N matrika F sestoji iz 4 x 4 matrik Fg in je & N x N matrika
diagonalnih matrik ag = diag(+a, —a, +a, —a) in je a = 4/n? — 32 kon-
stanta Sirjenja svetlobe. Vidimo, da je oblika operatorja M, za translacijo
vektorskega polja m enaka obliki operatorja &, za translacijo skalarnega
polja. S Fourierovo transformacijo dobimo amplitude ravnih valov mg, ki
pa jih moramo, za razliko od skalarnega polja, najprej razstaviti po lastnih
stanjih ag = Fglmg, nato pa amplitudni vektor ag mnoziti z ustrezno
fazno matriko in rekonstruirati celotno polje z mg = Fgag. Za razliko
od skalarnega opisa, kjer vsakemu ravnemu valu 8 pripisemo skalarno am-
plitudo ag, moramo pri vektorski obravnavi zapisati amplitudne vektorje
ag = (aal,alg’l,ag’Q,aE’Q)T, ki nosijo informacijo o amplitudi, polarizaciji
in smeri Sirjenja posameznih ravnih valov.

Potrebujemo Se operator za preslikavo polja z leco. Problem preslikave
lece pri velikih numeri¢nih aperturah resi t. i. Deby-Wolfov integral [6]. Na-
mesto numeri¢ne implementacije Deby-Wolfovega integrala, za katerim stoji
fizikalni opis lece, lahko uporabimo nekoliko drugacen pristop, ki temelji na
matemati¢nem opisu idealne lece. Pristop je razlozen v [5], tukaj povze-
mimo klju¢ne korake. Najprej ugotovimo, da skalarno polje u in vektorsko
polje m lahko povezemo, ¢e vpeljemo generalizirani Jonesov vektor:

i(@) = @} (@), 7, (@), (@), 7, ()", (30)

pri éemer so uE, neodvisna skalarna polja. S Fourierovo transformacijo j ()
b

dobimo amplitudne vektorje ravnih valov jg zapisane v laboratorijskem
koordinatnem sistemu S(x,y). Amplitudni vektor ag smo zapisali v lastnem
sistemu polarizacij S(p, s), ki je glede na laboratorijski sistem zavrten za kot
¢. Prehod iz enega koordinatnega sistema v drugega tako dobimo z rotacijo
koordinatnega sistema, zato velja jg3 = Rgag. Jonesov vektor j lahko zato
povezemo z vektorjem m:

m(x) = Bnj(x) = F ‘B, o Fj(x), (31)
pri cemer je
Bm:ﬁ‘oﬁT:ﬁloﬁ’loﬁT, (32)

pri cemer je R rotacijska matrika, ki poskrbi za ustrezno vrtenje kompo-
nent Jonesovega vektorja iz laboratorijskega koordinatnega sistema v lastni
sistem. Podobno, kot smo vpeljali R’ﬁ za, rotacijo vektorja m v enacbi 27,
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komponente matrike R za rotacijo vektorja j zapiSemo kot:

COS (ﬁkJ 0 —sin QﬁkJ 0
B B 0 oS Pp, 0 —sin ¢y
Rﬁ B Rk’l N sin ¢k,l 0 Cos gf)kJ 0 (33)
0 sin ¢y, ; 0 COS P 1

Polje 5(:3) = B;'m(x) je torej reprezentacija pravega vektorskega polja
m(x). V Jonesovem matri¢nem formalizmu [3] vektor j = (jz, j,) predstav-
lja polarizacijo in amplitudo elektri¢nega polja ravnega vala, ki se Siri v smeri
osi z. S tem ko skalarnemu polju @ pripiSemo Jonesov vektor, v resnici pri-
vzamemo, da je obravnavano polje dobro kolimirani snop svetlobe, pri cemer
vse komponente ravnih valov dobro opise en sam valovni vektor, ki definira
smer Sirjenja. j je torej paraksialno polje, ki se Siri v referené¢nem koordi-
natnem sistemu, pri katerem so vsi valovni vektorji kg usmerjeni v smeri
osi z. Na splosno torej vektor 3 ne vsebuje komponent pravega elektricnega
polja. Komponente elektriénih in magnetnih polj dobimo iz 5 preko enacbe
31. Zapis z Jonesovim vektorjem pride do izraza, ko opazujemo svetlobo
z mikroskopom oziroma, ko imamo opraviti s paraksialnimi snopi svetlobe.
Ce poljuben vektorski snop svetlobe opazujemo z mikroskopom, v ravnini
slike dobimo vektorsko polje ﬁi, ki je sestavljeno iz skoraj paralelnih ravnih
valov. V tem primeru vektor j pravilno opise elektricne komponente elektro-
magnetnega polja. Vektor j poljubnega fokusiranega snopa svetlobe torej
lahko razumemo kot elektri¢no polje snopa, ki ga otipamo z mikroskopom
pri velikih povecavah. Opis z vektorjem j je uporaben tudi pri preslikavah.
Snop svetlobe v ravnini S’ na sliki 1 pred leco je dobro kolimiran, zato je 7
primeren za opis elektricnega polja svetlobe v ravnini S’ pred leco.

Oglejmo si nekaj lastnosti Jonesove reprezentacije vektorskega polja. V
tem delu nas zanima zgolj Sirjenje svetlobe v smeri naprej, zato vpeljemo
vektorsko polje 5+($) = (i (), O,}; (x),0)T. Delujmo z operatorjem B;,!
na enacbo 28 in upostevajmo enac¢bo 31, dobimo:

~+

P (@, 2) = B M.Brg (2,0) = F 13,75 (2,0) = @.5 (2,0). (34)

Jonesova reprezentacija vektorskega polja se torej pri Sirjenju obnaga kot
skalarno polje. Izkaze se [5], da iz zahteve po idealni transformaciji lece,
kot je prikazano na sliki 1, sledi, da je Jonesova reprezentacija vektorskega
polja v gorisc¢u le¢e ravno Fourierova transformacija Jonesove reprezentacije
polja na vstopni zaslonki pred leco, torej je:

~+ ~I+

j (@) =Lsj (). (35)

81-100 95



Andrej Petelin

Vidimo, da lahko pri vektorski obravnavi transformacije snopov z leCami
uporabimo rezultate skalarne teorije, ¢e pred preslikavo in po njej opravimo
ustrezno preslikavo iz vektorskega na skalarno polje in obratno. Postopek za
izracun vektorskega polja v goriSc¢u lece je identicen preslikavi s skalarnim
poljem, samo da skalarnemu polju pripiSemo Jonesov vektor. Ko izracu-
namo konéno Jonesovo vektorsko polje v goriséu lece, uporabimo enac¢bo 31
za izracun komponent elektri¢nega in magnetnega polja. Vektorsko polje v
okolici gorisca lece je:

w(x) = Bpd.LrAc]  (2). (36)

Izracunajmo sedaj elektriéno polje v gorisc¢u lece iz primera, ki ga pri-
kazuje slika 3a, kjer smo najprej izracunali skalarno polje @(x) prikazano
na sliki 3b, kot razlozeno v prejsSnjem poglavju. Sedaj vstopnemu in iz-
stopnemu skalarnemu polju pripiSemo ustrezen Jonesov vektor. Vzemimo,
da pred leco skalarno polje opisuje svetlobo, ki se §iri v smeri osi z in je
polarizirano v smeri . Za taksna polja se je uveljavil termin skalarni snop
svetlobe, saj je polarizacija polja konstantna in se ne spreminja z odda-
ljenostjo od centra snopa x, za razliko od wektorskih snopov svetlobe, kjer
je polarizacija polja funkcija oddaljenosti od centra snopa. Vpeljemo to-
rej ;I(az’) = (¥ («'),0,0,0), ki opisuje skalarni snop svetlobe polariziran v
smeri z. V skladu s principom transformacije Jonesove reprezentacije polja
(enacba 35) dobimo v ravnini slike j(z, z) = (u(zx, 2),0,0,0)7. Izracun elek-
tromagnetnega polja m(x, z) = Bm;(x, z) dobimo z uporabo transformacije
B, iz ¢esar dobimo elektri¢ni komponenti polja &, in £, in magnetni kom-
ponenti polja H, in H, (slika 4). Potrebujemo Se z-komponente polj € in
. Manjkajoéi komponenti polj zapisimo v vektor Z(x) = (H.(z), & (x))7,
ki ga lahko izra¢unamo iz vektorja m, kot je to razlozeno v [5], lahko pa ga
dobimo neposredno iz Jonesove reprezentacije:

¥(x) = B.j(x) = F ' B. o Fj(a), (37)
pri ¢emer je
B.=F'oR. (38)

Elementi matrike IA*"” so matrike velikosti 2 x 4

y |2 0 0 Brki Bk
kil = \/c:l[ —Bry/n Bry/m 00 ]’ 39)

pri Gemer je fBy; = 2 #4/k? + 12, Princip preslikave iz Jonesove reprezentacije
na vektorsko polje lahko tudi posplosimo, ¢e vpeljemo celotni vektor elektro-
magnetnega polja kot f( ) = (Hz (), Ex (@), Hy(x), Ey(), Ho(), E- ()7,
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Slika 4. Elektri¢ne in magnetne komponente polja fokusiranega Gaussovega snopa izracu-
nane iz skalarnega polja s slike 3, ki mu pripiSemo polarizacijo x in generalizirani Jonesov
vektor j(x) = (2(x),0,0,0)T. Kljuéna razlika med skalarno in vektorsko resitvijo je v
komponenti z, ki ima v primerjavi s komponento z fazo e**™. Posledi¢no, snop v fokusu
ni linearno polariziran, ampak elipti¢no.
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ki mu pripiSemo ustrezno transformacijo:
f@) = Byj(x) = F ' By o Fj(x), (40)

pri cemer prepusc¢amo bralcu, da izpelje matriko B ¢ iz matrik Em in B o

S slike 4 je razvidno, da v primeru moc¢nega fokusiranja svetlobe v goris¢u
lece pridelamo znatno vrednost komponente z elektrinega in magnetnega
polja. Poleg tega opazimo, da je relativno glede na komponento x polja,
komponenta z fazno premaknjena za et*™, odvisno od koordinate x. To
pomeni, da v goris¢u lece namesto skalarnega snopa, ki je polariziran v smeri
x, dobimo vektorski snop svetlobe z elipticno polarizacijo, kjer se su¢nost
polarizacije zamenja pri prehodu iz —x v ®. Taksnega polja ne moremo
dobiti v okviru skalarne teorije, ali s Sirjenjem Gaussovega snopa v okviru
paraksNialne aproksimacije. Za konec si oglejmo Se precni profil vektorskega
polja f in ga primerjajmo s skalarnim poljem % in z Gaussovim snopom, ki
ga v okviru paraksialne aproksimacije opisuje funkcija

\I/(:r;) _ @E—TQ/w2eikz+ikr2/2R—in’ (41)
w

pri ¢emer so w = wm/l—l—zQ/z R = z(1 + z%/z) = arctg(z/z0),

z0 = kwo /2 k =nky, 12 =22 + y in dolo¢imo wyq iz Sirine snopa v ravnini
zaslonke w(. V skladu z lastnostmi transformacije Gaussovih snopov z le¢o
A

= :,% pm. Na sliki ba skoraj ni opaziti razlik med ¥ in
7T’UJO us

dobimo wy =
skalarnim poljem @ s slike 3c, kar kaze na to, da je v tem primeru opis s
paraksialnim poljem W priblizno enako natancen kot opis s skalarnim poljem
4. Odprtina zaslonke je glede na parametre vstopnega Gaussovega snopa $e
vedno dovolj §iroka, da ob¢utnega uklona svetlobe zaradi kon¢ne razseznosti
lece ni opaziti. Pri natan¢ni primerjavi sicer opazimo dolo¢ena odstopanja
med izra¢unanim poljem @ in ¥ (slika 5a desno). Poleg prispevka zaradi
uklona na odprtini lece, je izracun Sirjenja svetlobe z operatorjem &, natanc-
nejsi. Pri izpeljavi polja W namre¢ reSujemo paraksialno valovno enacbo, ki
je zgolj priblizek prave valovne enacbe. S tega vidika je torej izrac¢un polja v
okolici gorisca lece preko formalizma, predstavljenega v prejSnjem poglavju,
bolj natancen od resitve, ki jo podaja enacba 41.

V primerjavi s pravo, vektorsko resitvijo, ki je prikazana na sliki 5b,
zopet na prvi pogled ni opaziti velikih odstopanj med 2 in gx (razen faktorja
normalizacije 4/2/n;), opazimo pa pomemben prispevek komponente SNz, ki
ga tako paraksialna aproksimacija ¥ kot tudi skalarna aproksimacija u ne
moreta reproducirati.
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-4.0 . . . -4.0 . .
40 20 00 20 4.0 40 20 00 20 4.0
X [um] X [um]

(a) Levo: realni del polja ¥(z, 0, z) preslikanega Gaussovega snopa v okviru paraksialne aproksi-
macije v okolici gorisca leée pri y = 0. Desno: primerjava s skalarnim poljem iu(z, 0, z)—¥(z, 0, z).

R{igx}(x, 0,2) 3{ie} x, 0,2)
4.0 15000 4.0
10000
2.0 2.0 2000
5000
E; 0.0 - 0 E; 0.0 - 0
N N
—~5000
2.0 1 2.0 1 ~2000
—-10000
-4.0 ; ; ; —~15000 -4.0 ; ,
40 -20 00 20 4.0 40 -20 00 20 4.0
x [um] x [um]

(b) Levo: realni del polja i€;(x,0,2). Desno: imaginarni del polja i€, (z, 0, z) v okolici gorisca
lece pri y = 0.

Slika 5. Primerjava skalarnega polja u(z,0, z), Gaussovega snopa ¥(z,0,z) in z in z
komponent elektri¢nega polja €(x, 0, z) pri preslikavi Gaussovega snopa s slike 3a.
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5. Zakljucek

V tem prispevku smo izpeljali numeri¢no metodo na podlagi diskretne Fou-
rierove transformacije za izracun elektromagnetnega polja v okolici gori-
S¢a lece. Pokazali smo, da lahko za izracun vektorskega polja uporabimo
skalarno teorijo in vpeljali Jonesovo (paraksialno) reprezentacijo pravega
vektorskega polja. Pri transformacijah vektorskih polj lahko vektorskim
stanjem pripiSemo ustrezen Jonesov vektor in izracunamo Sirjenje in trans-
formacije polja z uporabo principov Fourierove optike, ki bazira na skalarni
aproksimaciji. Na koncu za izratun pravega vektorskega polja opravimo
ustrezno vektorsko transformacijo skalarnega polja z operatorjem B. Tak
racunski pristop poenostavi postopek kreiranja Vgtopnih polj in tudi celotno
preslikavo, saj komponente vektorja m oziroma f izracunamo $ele na koncu
z uporabo operatorja B.

V prispevku smo si ogledali preslikavo osnovnega Gaussovega snopa in
pokazali, da ima polje v goriscu le¢e zanimive polarizacijske lastnosti. Ce-
prav je na vstopni strani Gaussov snop linearno polariziran, dobimo v gori-
§¢u lece hitro spreminjajoco se polarizacijo, ki prehaja iz levosuéne eliptic¢ne
polarizacije v desnosucno eliptiéno polarizacijo. Se bolj zanimiva polja v
goriscu lahko dobimo z uporabo Gaussovih snopov visjih redov ali s pre-
slikavami vektorskih snopov svetlobe, pri ¢emer je polarizacija svetlobe v
ravnini pred leco funkcija precnega krajevnega vektorja . Z uporabo ma-
tricnega formalizma, ki smo ga izpeljali, lahko bralec samostojno raziskuje,
kako oblika polja na vstopni strani, v kombinaciji z lastnostmi lece, vplivajo
na obliko polja v goris¢u le¢e. V pomoc je lahko implementacija metode,
napisana v programskem jeziku python, ki je javno dostopna na spletnih
straneh GitHub [4] in vabi bralca, da preizkusi delovanje metode in da
raziS¢e vektorske lastnosti svetlobe v goris¢u lece pri preslikavah z veliko
numeri¢no aperturo.
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