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Mat ematika I

o ŠTEVILIH, KI JIH LAHKO ZAPIŠEMO
S SAMIMI ENAKIMI ŠTEVKAMI

Če bi nalet eli na enakost

552 = 4444, (1)

bi bil a prva misel ta, da ni pravilna, ker je leva stran kvadrat lihega števila
55 , se pravi liho število, desna stran pa je sodo število. Kaj pa, če števila
niso za pisana v običaj nem deset iškem številskem sestavu in se nam zdi
račun zato napačen? Vsak bralec bo zlahka odkri l, da enakost (1) velja v
sestavu z osnovo 7. V t em sestavu pomeni 55 število 5 · 7 + 5 = 40, desna
st ran 4444 pa število

4 . 73 + 4 . 72 + 4 · 7 + 4 = 1600 .

Res je 402 = 1600 .
Št evilo 40 im a , za pisano v sest avu z osnovo 7, enaki št evki. Njegov

kvadrat 1600 pa se v istem sestavu spe t izraža s samimi enakimi števkami,
in sicer št irimi. Ali obsta ja morda še kak šn o drugo naravno število, ki
se da v primerno izbranem sestavu zapisati z dvem a enakima števkama,
njegov kvadrat pa s štirimi enakimi števkami? Odgovor na to vprašanje
daj ejo rešitve enačbe

(2)

Indeks (r) pove, da velja t a račun v številskem sestavu z osnovo r . Iskano
število smo za pisali v t em sestavu z enakima števkama a, njegov kvadrat
pa s št irimi enakimi števkami b. Na koliko načinov lahko izberemo osnovo
r t er števki a in b, da velja enačba (2)? Ugotovili bomo, da je rešit ev
nešt et o, t oda v nekem smislu je rešit ev ena sama , namreč ti sta , pod ana z
enakostjo (1).

Osnova številskega sestava je lahko katerokoli naravn o število r > 1,
števke pa so znaki za števila od Odo r - 1. V enačbi (2) ne sme biti a = O,
saj aa pri a = O ni dvomestno število ( temveč = O). Prav tako ni b = O.
Zat o veljajo ocene

r > 1 , 1 :::; a :::; r - 1 in 1 :::; b :::; r - 1 . (3)

Ker pomeni aa v sestavu z osnovo r število ar + a = a( r + 1), bbbb
pa število

br 3 + br 2 + br + b = b(r 3 + r 2 + r + 1) = b(r + 1)(r 2 + 1) ,
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lahko zapišemo enačbo (2) v ob liki

(4)

(4*)

Iščemo tiste rešitve te enačbe v naravnih številih a, b,r , ki zadoščajo

pogojem (3).

Pripomba. V enačbi (2) pomenita a in b števki, v (4) pa pripadajoči

naravni števili.

Iz (4) izračunamo

b = a
2

(r + 1) .
r 2 + 1

Ker je b naravno število, mora biti produkt a2(r + 1) v števcu ulomka na
desni delj iv zimenovalcem r 2 + 1. Enakost

r 2 + 1 = (r + 1)2 - 2r

pove, da imata r + 1 in r 2 + 1 kvečjemu skupni faktor 2 (števili r in r + 1
sta si namreč tuj i). Zato sta samo dve možnost i:

a) Največji skupni delitelj števil r + 1 in r 2 + 1 je 1. Iz enačbe (4*)
izhaja, da je v tem primeru a2 de ljiv z r 2 + 1, tor ej a2 = k(r2 + 1), kjer
je k celo število. Potem je b = k(r + 1) in velja, ker je k ~ 1, ocena
b ~ r + 1 > r, tako da tretji pogoj (3) ni izpolnjen . Reš itve potemtakem
ni .

b) r + 1 in r 2 + 1 imata največji skupni delitelj 2 (to je očitno tedaj ,
kadar je r lih). Ker je zdaj faktor r + 1 v števcu na desni st rani enačbe

(4*) deljiv z 2, toda z nobenim drugim faktorjem imenovalca r 2 + 1, mora
biti faktor a2 deljiv z (r2 + 1)/2, tako da je kvocient med a2 in (r2 + 1)/2
(le-ta je enak ulomku 2a2/(r2 + 1)) celo število , ki ga zaznamujmo s h .
Zdaj dobimo b = h T!l . Če bi bil h ~ 2, bi veljala ocena b ~ r + 1 > r, ki
je v nasprotju s tretjim pogojem (3). Zato mora bit i h = 1, se pravi

Ker je h = 1, im amo enakost 2a2 /(r 2 + 1) = 1, ki jo zapišimo v obliki

(5)

Zanimajo nas rešitve te enačbe v naravnih številih a in r. Najpreprostejša
a = 1, r = 1 ne pride v poštev, ker ni izpolnjen pogoj r > 1. Če pa je a, r
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taka rešitev v naravnih št evilih , pr i katerih je r > 1, i zračunamo iz (5) ,
da je v tem pr imeru

a= Jr2
: 1 < r.

Torej so vsi pogoji (3) izpolnjeni . Tako smo ugotovili:

En akos t (2) velja natanko tedaj , kadar sta naravn i šte vi1i a in r > 1
rešitvi enačbe (5) . Pripadajoči b pa j e enak (r + 1)/ 2.

Koliko rešit ev ima enačba (5) v naravnih šte vilih a in r? Če ust rezata
a in r t ej enačbi, velja isto za šte vili

a' = 3a + 2r in r' = 4a + 3r .

S prep rostim računom namreč ugotovimo, da je

(6)

Očitno sta a' in r' naravni št evili, če sta taki a in r . Veljata tud i oceni
a' > a in r' > r . Rešitev a = 1, r = 1 nam da a' = 5, r' = 7 in b' = 4. Če

zdaj vstavimo a = 5 in r = 7 v (6) , izračunamo a' = 29, r' = 41 in b' =
= 21. Tako lah ko nad aljujemo. Dobimo neskončno naraščajoče zaporedje
rešitev enačbe (5) . Brez dokaza povejmo, da so v t em zaporedju zajete
prav vse njene rešit ve v naravnih številih a in r .

Torej obstaja neskončno naravnih števil, ki j ih lahko zapišemo v
pr imerno izbrani osnovi z dvem a enakima šte vkama, njihov kvadrat pa
s št irimi enakimi šte vkami. Rešitvi a = 5, r = 7, b = 4 pripad a najmanjše
tako število, namreč ar + a = 5 . 7 + 5 = 40, ki nam da enakost (1).
Nas lednja rešit ev a = 29, r = 41, b = 21 določa šte vilo ar + a = 29 . 41 +
+29 = 1218. V sest avu z osnovo r = 41 potrebuj emo 41 znakov (št evk) za
označitev števil od Odo 40. Za prvih deset naravnih števil lah ko obdržimo
običaj ne števke O, 1, .. . , 9, za nad aljnj a , med njimi za a = 29 in b = 21,
p a potrebujemo n ove zn ake . Izber im a npr. znak 6, za 29 in znak D za

21. Št evilo 1218 zapišemo potem v sestavu z osnovo r = 41 v obliki 66.
En akost (2) , ki pripad a dru gi rešit vi enačbe (5), pa se glasi

Te enakost i pa seveda ne bi mogli zamenjat i za račun v deseti škem sestavu.
Pri nad aljnj ih rešitvah je a > 29 in b > 21, tako da vselej pot rebuj emo
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novi števki za a in b. Zato je enakost (1) ed ina rešit ev enačbe (2) , ki jo
lahko zapišemo samo s števkami desetiškega sestava.

Enačba (2) je poseben primer splošnejše enačbe

~(T) =~(T)' (7)
n m

ki naj velja v sestavu z osnovo (r) . Število, ki ga kvadriramo, se v njem
zapiše z n enakimi št evkami a, njegov kvadrat pa z m enakimi števkami b.

Primer n = 1 ni zanimiv, reš itev je tedaj nešteto in j ih zlahka
najdemo: Za a vzamemo polj ubno naravno število , postavimo b = a2 ,

za osnovo r pa izberemo katerokoli naravno število , ki je večje od b. Zato
bomo odslej privzeli , da je n > lo

Ker je

n- l+ n-2 +aa . . . aCT) = ar ar . . . a
'-v--"'

n m

lahko zapišemo enačbo (7) v ob liki

a2(rn~1 + rn- 2 . . . + 1)2 = b(r m - 1 + r m - 2 . .. + 1) . (8)

Naravna števila a, bin r morajo ustrezati tej enačbi, hkrati pa tudi pogo
jem (3).

Iz ocen 1 :::; a in b :::; r - 1 izpeljemo najprej tole zaporedje neenačb

r2n- 2 < (rn-1 + rn- 2 + . . . + 1)2 :::; a2(r n- 1 + rn- 2 + . .. + 1)2 =
= b(rm - 1+rm - 2+ . . .+ 1) :::; (r _1)(rm - 1+rm -

2+ .. .+1) = rm -1 < r'":

Tu smo upošt eval i enačbo (8) in identiteto

(r - 1)(rm- 1+ rm - 2 + . . . + 1) = rm - 1 .

Ker je osnova r > 1, vidimo, da mora biti eksponent 2n - 2 pri potenci
števila r na začetku teh neenačb manjši od eksponenta m pri r na kon cu ,
se pravi 2n - 2 < m.

Podobno nam dasta pogoja r - 1 ~ a in b ~ 1 zaporedje neenačb

r2n > (r" _ 1)2 = (r _ 1)2(r n- 1 + r n- 2 + . . . + 1)2 ~

~ a2(r n- 1 + rn-2 + . . . + 1)2 = b(r m - 1 + rm - 2 + . . . + 1) ~

~ r m- 1+ r m - 2 + . . . + 1 > r m- 1.
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Od tod do bimo, da je 2n > m - 1. Potemtakem leži m v te hle mejah

2n - 2 < m < 2n + 1 .

Ker st a m in n narav ni št evili, imamo samo dve možnosti : ali je m = 2n - 1
ali pa m = 2n . Oglejmo si ob e po vrsti.

a) Če je m = 2n - 1, dob imo iz enačbe (8)

a2(rn - 1 + rn - 2 + ...+ 1)2
b = ~:;--~-----;o------;::---'-

r2n - 2 + r2n - 3 + ...+ 1

Ker je b celo število, je št evec v ulomku na desni delj iv z ime novalcem.
Id enti t et a

r 2n - 2 + r 2n - 3 + ...+ 1 = (rn - 1 + 1)(rn - 1 + rn - 2 + ...+ 1) _ rn - 1

pove, da šte vili rn - 1 + rn - 2 + ...+ 1 in r2n - 2 + r2n - 3 + ... + 1 nimata od
1 različnega skupnega delitelja (s skup nim deliteljem bi moral bit i deljiv
t udi r n - 1 , to da štev ili rn - 1 in r n - 1 + r n - 2 +...+ 1 sta si očitno t uj i). Od
to d skl epamo, da je a2 deljiv z ime novalcem r 2n - 2 + r 2n - 3 + ...+ 1, torej
kvo cient a2 j (r2n - 2 + r 2n - 3 + ... + 1) je neko celo število k 2 1. P otem je

b = k(rn - 1 + r n - 2 + ...+ 1)2 > r 2n - 2 .

Ker je n > 1, sledi od tod, da je b > r . Potemtakem tretji pogoj (3) ni
izpolnjen in za to ne mo re biti m enak 2n - 1.

b) Naj bo zdaj m = 2n . Ker je

r2n - 1 + r2n - 2 + ... + 1 = (r n + 1)(r n - 1 + rn - 2 + ... + 1) ,

dobimo iz (8)

a2 (rn - 1 + r n - 2 + ...+ 1)
b = . (8**)

r n + 1
Ker smo primer, ko je n = 2 in m = 2n = 4, obravnavali že na začetku ,

naj bo ods lej n > 2. Iz ident itet e

r" + 1 = r" - 1 + 2 = (r - 1)(r n
-

1 + rn
-

2 + ... + 1) + 2

razberemo , da im at a šte vili rn +1 in rn - 1 +rn - 2 +...+1 kvečjemu skupni
delit elj 2. Če je največji skup ni delit elj 1, sta si t uj i in je za to kvocient
a2n-:+ 1) neko celo število k. Če pa je največji skupni delit elj enak 2,



~ ~ n s ~ b a ( 7 ) j e ~ S I J i w a n s r a ~ ~  o, b i n r  pdn > 11s 

~ , f a r I P o r s m o v i d e % i , ~ ~ e v .  
-- 

&t tole ~ mndma Wba (5) nha d t v e  v oalih WvW, pri 
bted bi bid r = 10 (r je d e j  hi). &to v d ~ ~ e t & k m  &mu n h l i  ne 
velja e d w t  oblilce [7),15e je ra > 2. Pri n = 1 pa so tele ree5itve: la = 1, 
~ ~ = 4 i n 3 = = 9 ~  

Ivm vidov 




