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1 Predgovor

Zaradi stalnih in ponavljajocih se zelja slusateljev po primerkih starih izpitnih vprasanj
sem se odlocil izdati zbirko vseh kolokvijev in izpitov pri predmetih kjer sem svojcas sam
vodil vaje. Temu sedaj dodajam tudi zbirko vseh domacih nalog.

Zbirka je nastajala skozi vec¢ let. V tem casu sem vodil vaje na Univerzi v Mari-
boru in kasneje na Univerzi v Ljubljani. Zal je bil curriculum pri tedanjih predmetih
malce drugacen kot je sedaj. Zato sem se odlocil, da bom zbirko zgolj v grobem razdelil
kronolosko. Tako sem iz te zbirke izpustil vse naloge, katerih tematika sega v podrocje
Analize I oz. Analize II — take naloge najdete v drugih zbirkah. To je tudi razlog, da
se zbirka zac¢ne s peto nalogo, in ne z prvo, kot bi pricakovali. Tu pa tam se kaksna od
nalog ponovi v vec letih. Primerilo se je, da se je ponovila kar celotna skupina nalog — v
tem primeru sem iz zbirke odstranil vse nadaljnje tovrstne repeticije. Zbirko sem zacel z
nekaj primeri ze resenih nalog. Vabim vas, da jih poskusite resiti najprej sami; mogoce pa
predlagana resitev ni najbolj elegantna? Na koncu sem dodal tudi nekaj nalog iz linearne
algebre, ter eno (reseno) nalogo iz kompleksne analize.

Na tem mestu bi rad dodal, da naloge niso moje. Vec¢inoma sem jih ¢rpal iz znanih
zbirk nalog kot so

(i) M. Uséumli¢, P. Milicié: Zbirka zadataka iz vise matematike 1. Beograd. Nauc¢na
knjiga, 1984.

(ii) B. G. Sergeevic, B. P. Demidovi¢ (prevajalec I. Uremovi¢): Zadaci i rijeSeni primjeri
iz vise matematike s primjenom na tehnicke nauke. Zagreb. Tehnicka knjiga, 1978.

(iii)) M. Dobovisek, M. Hladnik, M. Omladi¢: ResSene naloge iz analize 1. Ljubljana,
Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS, 1972.

(iv) V. Batagelj: Diskretne strukture. 1 - naloge. Ljubljana, IMFM FNT, Oddelek za
matematiko, 1979.

(v) M. Dobovisek, B. Magajna: Naloge iz algebre 1. Ljubljana, Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov SR Slovenije, 1984.

(v) M. Kolar, B. Zgrabli¢: Ve¢ kot nobena, a manj kot tiso¢ in ena resena naloga iz
linearne algebre. Ljubljana, Pedagoska fakulteta, 1996.

(vi) P. Mizori-Oblak, B. Krusi¢ (avtor dodatnega besedila): Matematika za studente
tehnike in naravoslovja, Del 1. Ljubljana, Fakulteta za strojnistvo, 1997.



(vii) P. Mizori-Oblak, Matematika za Studente tehnike in naravoslovja, Del 2. Ljubljana,
Fakulteta za strojnistvo, 1991.

(viii) P. Mizori-Oblak, Matematika za Studente tehnike in naravoslovja, Del 3. Ljubljana,
Fakulteta za strojnistvo, 1986.

(ix) E. Kramar, Resene naloge iz linearne algebre. Ljubljana, Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov SR Slovenije, 1989.

Tu in tam pa se najde tudi kaksna izvirna naloga.

Cisto na konec sem dodal e nekaj nalog, ki sem jih razdelil na predavanjih v letu
2008/2009. S casoma, ko se bo tovrstnih nalog nabralo ve¢, bo ta razdelek postal daljsi.
Naj na koncu zazelim obilo veselja pri resevanju.



2 Analiza III — racunske naloge



Izracunaj 1'01°% z razvojem v Taylorjevo vrsto reda 2 in izracunaj napako.

Pomagamo si s funkcijo dveh spremenljivk f(z,y) := z¥; izracunali pa bi radi f(1'01,098) = f(1 +
0'01,1 = 002). Torej razvijmo f okoli tocke a = (1,1).

Taylorjeva formula reda p = 2 za funkcijo dveh spremenljivk se v tocki a = (a,b), perturbirani z
xg = (7o, y0) glasi

0 0
flatx0) = £(@) + 5 (@)oo -+ 5 @t
1,07 0? 02
51 (52 (@t + 25 (@ + 55 (@) +
1/ 0%F 85 f
+ 51 (555 (@78 + 355, (@)atyo+

i i
35057 (@703 + 5.3(O))

+

kjer je ® = (a+ 0xp) pri nekem Stevilu © € [0, 1], torej je © neka tocka na daljici med a in a + xg.
Zadnji sumand nam da napako. Ocenimo ga!
Najprej je pri nasi nalogi a = (1,1) in xo = (0°01,—0'02). To vstavimo v zadnji sumand.

1 [ 0xY oxY

Ry = |55 R - zgyo+

3' 6$3 r=1+0x( 0 a$2ay r=1+0x( Oy

y=1+0yg y=1+0yg

oxY > oxY 3
53 “ToYy T 5o Y
OxOY? | e=1+62 O 9y3 [om140aq 0

y=1+0yq y=1+0yq

Pri nas so parcialni odvodi enaki

oxY _
37 = T (24 (F1+y)y
B (—1+y)+2 >y +a72 (=14 y) y In(x)
0x2dy : :
OxY
Tng = 227" In(z)+ 2z M yln’x
y
% = 'Inlz
oy?
Odvode moramo rac¢unati v tockah z = 1 + 0zg = 1 + 0016 oziroma y = 1+ 6yy = 1 — 0°020. Pri tem

Yy _ .
lahko v % faktor #¥~3 navzgor ocenimo z

l2¥ 73 < 1

saj je y — 3 strogo negativno Stevilo, in je > 1. Podobno velja za amgay ter Bway . 'V zadnjem odvodu
nastopa z¥; le-tega ocenimo z

2Y] = (1+00160)' 0% < (1+0010)" < 101.
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Dalje, povsod kjer nastopajo logaritmi, je |lnz| = |In(1 + 0'010)| <Ine = 1. Torej je

|Ry| < ] =241-0020] | —14+1-0020-|1—0020]-(0016)*+

<z (
3( |~ 141-0020]+1-]1-0020]+1-]—1+1—0020]- 1) - (0°010)2 (0°026)+
(2 F11-0 029|) - (0°016) (0°026) + 101 - (0'029)3) <

< g (102-0°02-1- 001°+3(002+1+002) - 0017 - 0°02+

w|}_.

+3(241)-001-002>+001-002°%) =
- 2°04-107%+624-10754+360-10"°>+400-10"°
= 3
<10°°

Napako smo ocenili, da je najveé 10~°. Se priblizna vrednost 1'01%98:

1098 - . e of af
10199 =f(1 4 001,1 - 002) = £(1,1) + (a (1,1) -z a—y(1,1)~yo)+
o 2 2 o 2
+3 (3L a2t ono-i—afg(l,l)'yg)
14 (1-00140-(~002)) + 5(0+ 2001 (~102) + 0) =
— 1.0098,

Mimogrede: ‘toéna’ vrednost bi bila 1'01% 8 = 1.009799023 . ... Zakaj pa smo uporabili narekovaje? zato,

ker najbrz tudi vhodna podatka nista to¢na, temvec predstavljata zgolj dvodecimalni priblizek.



V. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. V parcialno diferencialno enacbo

2 2
Au - u 0w

za funkcijo u = u(x,y) vstavi polarne koordinate

r=rcos¢ y=rsino.

Naloga iz uporabe veriznega pravila.

du  Ou ﬁ ou 0o

9~ oroz T 9s0n (1)

Za izracun % bi morali poznati r = r(x,y) ter ¢ = ¢(z,y). Mi pa poznamo njuna inverza,

x = xz(r,¢) ter y = y(r,¢). Da vseeno dobimo % si pomagamo z izrekom o lokalni inverzni

preslikavi,

—1 -
% g_; _ % g—z ~ (cos¢p —rsing ! B cosv(gb) sin(¢)
% 9o |~ % T \sing rcos¢ =\ _sin@) _Coﬁf¢) :

Jy or BRI r

Vstavimo v ([{I); dobimo
Oou  Ou Ou, sing

pe Ecosgb—}— 6_¢( . ).
Se enkrat moramo odvajati po x:
u u sin ¢ u u sin ¢
ou? 3(@COS¢+@(_sin¢)) B 8(27COS¢+ oo (% )) o, a(%cos¢+ Su (-5 ))@
0x2  Qx \Or 0¢ r n or Ox 0¢ ox

B 5, 0u? sin(2¢) Ou?  sin®(¢) Ou? sin?(¢) Qu  sin(2¢) u
N <COb (d’)ﬁ o (9r(9<;5+ r2 @) N r E—i_ 2 9¢

Podobno postopamo pri g—;ﬁ:
Ou_oudr  uds_du . 0w coso
9y  oroy  0say or 9T ag Ty
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in s tem

ou? 0 /0u Ou  cos ¢ (‘)(%-sin¢—l—g—z- CO:¢) or a(%.sin¢+g_g.co:¢) 0o

a_yz:a_y(ﬁ'&w*a_qs' )= or oy " 99 oy
o, 0u? sin(2¢) Ou? cos?(¢) Ou? cos?(¢) Qu  sin(2¢) du

B (sm ((ZS)W r o Ordg 2 @) roar  r2 8¢

Sestejmo, in pokrajsajmo, pa dobimo

o oo 1o tou_
oz Oy Or2  r20¢2  ror

. Poisci definicijsko obmocje funkcije

f(z,y) == zysin m
V tockah, v katerih Se ni definirana, jo definiraj tako, da bo postala povsod zvezna.
Ali je dobljena funkcija parcialno odvedljiva v tocki (0,0)?

2y = R*\ {(0,0)}. Funkcija f je produkt dveh zveznih funkcij, torej je zvezna povsod, kjer je
definirana. Definirajmo jo ’se v (0,0), da bo tudi tu zvezna. Ker je funkcija sin omejena, je
limz—o f(x,y) = 0. Torej postavimo

y—0

)

~ faysinz: (a,y) # (0,0)
f(x’y)_{o; " =0

in ta funkcija je zvezna. Parcialne odvode v T'(0,0) moramo rac¢unati po definiciji:

ﬁ(0,0): i X0 = f(0,0) _ . 0-0

ox A—0 A A=0 A

Podobno obstaja tudi g—ng (0,0).
. Poisci ekstrem funkcije
fla,y)=(z—y)*+(y—-1)°

na enotskem kvadratu.



Gre za kvadrat z ogliséi v 7'(0,0), 7(1,0), T(0,1), T'(1,1). Najprej v notranjih tockah. Tam mora
biti gradient niceln, torej % =2(r—y)=0in g—i =3(y—1)? —2(x —y) = 0. Resitev sistema teh
dveh enacb je ena sama Ty = (1, 1), ki ravno Se lezi na enotskem kvadratu.

Poglejmo ge ekstreme na robnih daljicah. Prvi dve imata parametrizacijo A — (\,0) oz. A — (0, ).
Tu je f(A,0) = A — 1 z ekstremom v tocki A\ = 1/2, torej v tocki T1(1/2,0). Podobno je
f(0,X) = A2+ (A —1)3, ki pa nima lokalnih ekstremov, saj strogo naraséa. Drugi dve robni daljici
imata parametrizacijo pu — (u, 1) oz. p+— (1,p). Tuje f(u,1) = (u —1)2, ki ima lokalni ekstrem
pri g = 1, torej v T»(1,1) (to totko ze poznamo). Podobno je f(1,u) = (1 — u)? + (u — 1)3, ki
ima lokalne ekstreme pri p = 1/3 oz pri g = 1, kar nam prinese $e eno novo tocko T3(1,1/3).
Funkcija ima ekstrem bodisi v notranjih tockah, bodisi na robu, torej v eni izmed naslednjih tock
To = 1o, Ty, T3 oz. v ogliscih T, = (0,0), T5 = (1,0), Ts = (1,1) = Ty, T7 = (0,1). Izrac¢unamo
vrednost funkcije v vsaki od teh 7 tock, in dobimo, da je min f = —1, zavzet v T4(0,0) ter
max f = 4/27, zavzet v T5(1,1/3).

. Razvij v Taylorjevo vrsto funkcijo

: 2,3
fla,y) = V) 3(x — 2yx + 5y°a”) (y' — 2xy® + 5z 4+ 1)

okoli tocke 0.

xy?

Uporabimo enoli¢nost Taylorjeve formule. Najprej je

sint = i 7(_1)k {2ht+1
' .
= (2k +1)!

Vstavimo ¢ := 223>, in dobimo

sin(2”y%) i (=D* ($293)2k+1:i (=D* pAk+2-1, 6k+3-3
( ( '

zy3 - 2B+ 1)1 ayd 2k +1)! 4

k=0 k=0

V preostalem sumandu zgolj odpravimo oklepaje. Dobimo
_ o 2(=1)" 4k4+2-1, 6k+3—3
f(x,y) = ];) mfc Yy +
+ 152%y% — 3023y° — 62y° + 122%y* + 3ay* — 622>+
+ 7523y% + 1522y% — 302y — 6xy + 1522 + 3.

10



V. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1I za visjesolce

1. Preveri, ¢e funkcija z = z(x,y), definirana implicitno z
4sin(3z + 2y + 5z) = 3x + 2y + 5z

ustreza enachi
0z N 0z P
oxr Oy T

2. Poisci definicijsko obmocje funkcije

1

T,1Y) = TYCOS ———=
f(x,y) ==y Ry

V tockah, v katerih Se ni definirana, jo definiraj tako, da bo postala povsod zvezna.
Ali je dobljena funkcija parcialno odvedljiva v tocki (0,0)?

3. Poisci ekstrem funkcije

fla,y) = (z—y)*+(y—-1)°
znotraj enotskega kvadrata.

4. Razvij v MacLaurinovo vrsto funkcijo
fl,y) :=In(l+z+y)

do polinoma cetrte stopnje.

11



IX. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU

ANALIZA 11
1. Funkcijo f(z) := sin(zz) razvij v Fourierovo vrsto na intervalu [—m,7]. Nato
izracunaj vsoto
f: ksm k:x
—0
2. Funkcijo f(x) := cos(zz) razvij v Fourierovo vrsto na intervalu [—m,7|. Nato
izracunaj vsoto
2
Z(_l) L2
k=0

3. Razvij liho nadaljevanje funkcije y = 2* v Fourierovo vrsto na intervalu [—1, 1].

4. Razvij sodo nadaljevanje f(z) := e® v Fourierovo vrsto na [—m, 7.

12



IX. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 1II za visjesolce

1. Sodo nadaljevanje funkcije f(z) := sin(zx); * > 0 razvij v Fourierovo vrsto na
intervalu [—m, 7].

2. Liho nadaljevanje funkcije f(x) := cos(zx); * > 0 razvij v Fourierovo vrsto na
intervalu [—m, 7.

3. Razvij funkcijo y = 2? + 1 v Fourierovo vrsto na intervalu [—1, 1].

4. Razvij funkcijo f(x) := e* v Fourierovo vrsto na [—, 7.

13



X. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Doloci funkcijo f, ¢e je
flx+yz—y) =zy+y°

2. Naj bo z(z,y) = zf(%). Poisci funkciji f in z, ce je 2 = \/1+y? za z = 1.

3. Poisci definicijsko obmocje funkcijama

fz,y) = g(z,y) == /sin(z? + y?)

y— T

4. Razvij f(x) := e v Fourierovo vrsto na [—m,7|. Za katere z je f(z) enaka svoji
Fourierovi transformiranki s(x)?

14



XI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. Pokazi, da je funkcija
2y . 2 2
_ e Ty #FO
xT,y) =
flz.y) {0 =0y

zvezna pri fiksirani spremenljivki x = x in zvezna pri fiksirani spremenljivki y = .
Ali je zvezna tudi kot funkcija dveh spremenljivk?

2. Poisci parcialne odvode funkcije

fla,y) = {x2+y27

0 r=0=y

v tocki T'(xg, yo) (lahko sta tudi obe enaki 0).

3. Preveri veljavnost identitete

0z N 0z N
T— — =ay+z,
ox yay 4

e je z = z(x,y) = vy + xe¥/*.
4. Preveri veljavnost identitete

b ow ou_
or oy 0z

cejeu=(z—y)ly—2)(z—x).

15



XII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA II

1. V diferencialno enacbo
9*u N Pu
ox?  oy?

uvedi polarne koordinate x = r cos ¢, y = rsin ¢.

u

2. Transformiraj enacbho
,*u 0%
Tr— -y =— =
Ox? Oy?

z uvedbo novih spremenljivk £ = 2% +y* inn =1 +

0

1

.

3. Preveri, v katerih tockah elipse 222 +y* = C? je smerni odvod funkcije f(z,y) := y—;
v smeri normale na elipso enak nic.

4. V katerih tockah elipsoida
2?2 2
P + =+ 2= 1

oklepa normala na elipsoid enake kote s koordinatnimi osmi?
5. Pokazi, da se ploskvi z enacbama

2 2 2
x——l—y—zz—, in :172+y2—|—(z—

a? b2 c?

b2 +02)2 b? (% + )
C

dotikata v tocki T'(0, £b, ¢).

16



XIII. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 11

1. Naj bo w dvakrat zvezno odvedljiva funkcija, ki zadosc¢a enacbi

Vanjo vstavi novo funkcijo z = w? + z; nato tudi poisci reSitev gornje enacbe.

2. S pomocjo Euler-McLaurinove formule sestej
2K
k=1
3. S pomocjo Euler-McLaurinove formule priblizno izracunaj

ﬁ 1+ 1/K%).
k=1

(Nasvet In(7,) = > In(1 + 1/k?). Nato uporabi Euler-McLaurinovo formulo pri
= 3 in oceni napako.)

4. V katerih tockah elipsoida
22 z2
? + b_2 —|— — =1

oklepa normala na elipsoid enake kote s koordlnatnimi osmi?

5. Pokazi, da se ploskvi z enacbama

c c?

2 s B2+ 2\ b (B2 + )
——l——:—, m xr+y +\\z- —_—

dotikata v tocki 7°(0, b, c).

17



XIV. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ANALIZA 11

1. Implicitno je podana krivulja.
522 4 8y + 5% = 9
Poisci najvecjo razdaljo med tockami na tej krivulji.
2. Implicitno sta podani krivulji.
P4yt =1 ry =1
Poiséi razdaljo med njima.

3. V katerih tockah elipsoida
2?2 22 B
? + b—2 -+ g =1

oklepa normala na elipsoid enake kote s koordinatnimi osmi?

4. Pokazi, da se ploskvi z enacbama

2 2 2
x——l—y—zz—, in :172+y2—|—(z—

a? b2 c?

b2 +02)2 b (% + )
C

dotikata v tocki T'(0, £b, ¢).

18



3 Linearna Algebra — racunske naloge



Pokazi, da se v pokon¢ni tristrani piramidi viSini sekata natanko tedaj, ko
sta nasprotni si stranici pravokotni

ISI

Tocka (Q—presecisce visine iz B s stransko ploskvijo—Ilezi v ravnini, ki jo dolocajo tocke A, C, D. Torej
tudi vektor AQ) lezi v tej ravnini, kar pomeni, da je

AQ =i+ B = jip b+ i &
t].
BQ = —d’+ub5+ucé’.

—
Velja seveda Se, da je BQ viSina iz B na stranico AC' D, torej

—_— - —
BQ -b=0=BQ-¢
Dobimo dve linearni enacbi
59 o o
peld” —d F+mwb-@ = 0

z resitvijo

&) (b-2) (@-2) 16> — ( -5}(56)}}

Hm —

. . ==
To pa pomeni, da je vektor BQ enak:

@& (@0 (6-9) b((@ve-(@-9

= = + = =
b2 |72~ (5-9)° b2 112 — (&

Oy
—~
S
oy
~
N————

B_cj_—d+c((

O
~
[\v]



Sedaj pa: Vi visina BQ seka visino D P, ¢e na daljici BQ obstaja taka tocka X, da vektor DX lezi v smeri

vektorja DP da je torej DX pravokoten na ploskev ABC, kar je isto, kot da je pravokoten na vektorja @
in b. Torej je

— —
0=DX-d=(—¢+d+BQ)-d
in —_— - — -
0=DX b= (-C+d+ABQ)-b
Glede na dejstvo, da je
A3 (@8 a2 - @9 (-0
(—é+a@+ABQ) = (1—X) i+ ( )+

b2 (&2 — (5- &)
c(A@- WP @-5) (-0 + (-0~ b2

+ = =
b2 1e2 - (5-8)°

)

je oCitno, da ima prva enacba resitev:

(>~ (@) (521> - (5-0)%) ,
2(a-b) (@) (b-0)— (@ )b — |aP (5-2)" — (@-b)” 1712 + [af? 5] 2

Druga enacba pa se pokrajsa v:

{r—

@b—b-e=0
Trdimo, da imata obe skupaj resitev natanko tedaj, ko je gpravokoten nad—é= DB — to pa tudi
zelimo pokazati.
Potrebnost pogoja b- (@ — &) = 0 smo ravnokar izpeljali. Glede njegove zadostnosti pa je potrebno se
preveriti naslednje: Cim je b- (d — &) = 0 ima sistem gornjih enacb resitev. To vidimo takole. Najprej se
zaradi b- (@ — &) = 0 resitev \ iz (2) pokrajsa v

(1 - (@) (~(a-5)° + ) |
(1 @07 +2 (@ 0) (@) — (@ (- 0) e+ Ja 5

seveda je ta A reSitev natanko tedaj, ko je imenovalec razlicen od ni¢. Sedaj si s pomocjo Gram—
Schmidtove ortogonalizacije izberimo ortonormirano bazo prostora, generiranega z vektorji (d,cﬂ@—
torej je

{r— (3)

a = (a,0,0)
¢ = (z,9,0)
b = (51,05 03)

Zaradi linearne neodvisnosti @ in ¢ je seveda a # 0 # y. Dalje, b- (@ — ¢) = 0, kar pomeni, da je by =

W. Upostevaje vse to, dobimo, da je imenovalec izraza (3) za A enak

—(Ba") +201%a v —a?a? (5% + f” + 2 ) - 517 a? (2?4 %) +
P (487 PG (@ 4 ?) = (o)’
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torej se visini res sekata.

—_—
Mimogrede: tocka presecisca, tj. vektor DX ima koordinate

29212 —¢clal?(@a-b)(b-8) —blal?(@a-¢) (b-2) +2a(a-b)(a-a) (k-8 —c(a-b)(a-a) (k-9
@) — a2 (52 - (a-8)% 212 + |a|? B2 |12

+

|@|% (a-b) g2 —a(a-b)2|e?+e(a-b)?|a? —b(a-b)(a-ala?

2( o) (b-¢
N —((@-a2b2) +2(a-b)(@a-2) (b-2) — a2 (b-8)2 — (a-b)2 a2 + |@|2 |b|2 |82 @

(
a2 (b-8)% —(a-b)? a2 + a2 52 |&2
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I. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ALGEBRA

1. Zapisi enacbo ravnine, ki je pravokotna na premico

r+1 y—-1
= =2

2 3

in poteka skozi tocko, kjer gornja premica prebode ravnino xy.

Parametri¢na oblika:

2 -1
=132+ ]1
1 0

IS IS

Ravnino prebode v tocki ko z = 0, torej bo A = 0, in tocka enaka T'(—1,1,0). Premica ima smerni
vektor § = (2,3,1). To je isto¢asno normalni vektor nase ravnine. Le-ta vsebuje tudi tocko T
Njena enacba:

2X4+1)+3(Y—-1)+(Z-0)=0.

2. Na premici, doloceni z enacho
r4+y+2=0 z—2+4=0

poiséi tocko, ki je enako oddaljena od tock A(5,3,1) in B(3,1,—3).

Resitev sistema z +y+2=0inx —2+4 =0 je

T 1 —4
yl = |-2| A+ 1| 4 |;
z 1 0

dobimo ga bodisi z eliminacijo spremenljivk, bodisi z Gaussovim postopkom. Poiskati moramo
tocko, ki je enako oddaljena od A in B, torej (x—5)%+(y—3)%+(2—1)? = (z—3)2+(y—1)2+(2+3)%
Ker tocka T'(x,y, z) lezi na nasi premici, dobimo

(A=4) =52+ ((=20+4) =32+ A =12 =((A=4) =32+ ((-22+4) — 12+ (A + 3)2,

z resitvijo A = 4. Iskana tocka: (z,y,z) = (0,—4,4).
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3. Dan je pravilni tetraeder z robom dolzine 1. Izracunaj razdaljo med poljubnima
njegovima daljicama.

Razdalja med daljicama, ki delita skupno oglisce, je 0. Potrebujemo Se razdaljo med dvema
mimobeznicama v tetraedru.

Najprej poisc¢imo ustrezne enacbe. Pravilni tetraeder ima za svoje stranice pravilne, tj. enako-
strani¢ne trikotnike. Potrebne enacbe zelo enostavno dobimo s pomoc¢jo kompleksnih stevil —
enakostrani¢ni trikotnik, iz osnovne ploskve postavimo tako, da njegovo sredisc¢e sovpada s koor-
dinatnim izhodis¢éem, lezi v ravnini zy, eno oglis¢e pa ima v tocki 77 = 1+ 0¢ = (1,0,0). Potem
sta drugi dve oglis¢i osnovne ploskve v tockah

2 2
Tg:cos?ﬂ'—l-isincos?ﬂ' = (_%v\/Tng)
ter 4 4

T; ZCOS?W —i—z’sincos—7T = (—l —@,O).

Cetrta tocka pravilnega tetraedra lezi na pravokotnici skozi osnovno ploskev, ki poteka skozi njeno
sredisce. Torej lezi na z osi. Razdalja od te tocke do drugih treh ogliss je enaka razdalji med oglisci
v osnovni ploskvi, saj je tetraeder pravilen. Torej d(Ty,Ty) = d(T},T3), oziroma 22 + 1 = \/32.
Vzamemo le pozitivno resitev, se pravi, da Ty = (0,0, v/2). Izracunati moramo le e razdaljo med
mimobeznicama skozi T4, T5 in skozi T3,T4. Podaja jo formula

|(Ty — T, 51, 52)]

d= —
|81 X 82|

Ustrezni smerni koeficienti so 51 = Ty — Ty = (3 —\/73,0) ter 55 = Ty — Ty = (—%, —?, —\/5)
Njihov vektorski produkt je

N =)

§1 X §2 = det

J
S NN
L V3 _ /5
2 2

z normo |8 x 83| = 3. V Stevcu moramo izracunati mesani produkt

—_

(T4—T1,§1,§2) Zdet %

2

1=3v3l _ /3
—Yal =

Razdalja je torej enaka

24



II. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ALGEBRA

1. Katere od danih mnozic tvorijo bazo R3
(a) {(1,2,0),(1,2,3),(0,1,0)}
(b) {(2,1,3), (3,2, 1),(0,0,0)}
(©){(3,1,2),(3,2,-1), (07170)7(17070)}
(d){(3>1,2)>(1 0, 1) (1,2,-1)}
(){(3,1,2),(1,1. - 1), (0 4,5)}

Izrazi vektor (3, 2, 1) kot linearno kombinacijo danih vektorjev, ¢e je mogoce.

2. V enakokrakem trapezu ABC'D naj bo AB= 2 2, DC= ain ADzz. Naj bo E
razpolovisce stranice BC', I’ razpolovisce stranice DC', S pa presecisce daljic AFE
in BF. Izrazi AS z vektorjema a in ; Primerjaj plosc¢ino trikotnika AABS s

plosc¢ino trapeza.

3. Dan je trikotnik ABC. Tocke P, Q in R delijo stranice AB, BC in CA v razmerju
1:2. Daljici AQ in CP se sekata v tocki D daljici AQ in BR v tocki E,

daljici BR in CP pa v tocki F. Pokazi, da je plos¢ina trikotnika DEF enaka %
ploséine trikotnika ABC.

4. Zapisi enacbo ravnine, ki je pravokotna na premico
r+1 y—1
2 3

in poteka skozi tocko, kjer gornja premica prebode ravnino xy.

=z

5. Na premici, doloceni z enacbo
r+y+2z2=0 —xr—-2y+z2=1
poiséi tocko, ki je enako oddaljena od tock A(5,3,1) in B(3,1,—3).

6. Dan je pravilni tetraeder z robom dolzine a. Izracunaj razdaljo med poljubnima
njegovima daljicama.
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ITI. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ALGEBRA

1. V R3 imamo vektorje @, b in &z dolzinami |@| = 2, |b| = 3 in |¢] = 4. Vektorja b in
¢ oklepata kot 7, kot med vektorjem @ in ravnino, ki jo razpenjata b in ¢, pa meri

Z. Izracunaj volumen tetraedra, napetega na vektorje ¥ = a — b,

=b—Cin Z=a+ 2cC.

L ol

2. Poisci enacbo premice, ki lezi v ravnini X : x — 4y + 2z — 7 = 0 in ki pod pravim
kotom seka premico, ki je podana s presekom ravnin

I i —2y —4z= -3 ter Iy : 20 +y — 32 = —1.

3. Poisci premico skozi tocko T'(0,—1, 1), ki seka premici

p:—x;3:2—y:zinq:—xg1:—y'g?’:z—l.
4. Ugotovi, ali se premici
r—1 y+1 2z-2 y+1
= = 32" _z
2 3 S

sekata. Doloci tudi enacbo ravnine, ki je enako oddaljena od obeh premic.

5. Denimo, da so vektorji @ x b, b x & in & x @ komplanarni (lezijo na isti ravnini).
Pokazi, da so tedaj tudi kolinearni.

6. Doloc¢i volumen paralelepipeda, katerega tri stranske ploskve leze na ravninah
r+z=1 20 — by + 22 = -3 20— z=2

eno od oglis¢ pa ima v tocki T'(—1,4,7).
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IV. DOMACA NALOGA PRI PREDMETU
ALGEBRA

1.

Doloé¢i enacbo ravnine X, ki vsebuje presek ravnin €2 : 2x +y 4+ 2z = 1 in II :
x — 3y + 2z = 0 ter tocko T'(1,0,2). Kam se preslika tocka S(2,4,0) pri zrcaljenju
cez ¥ 7

Poiséi pravokotno projekcijo premice p : * +y — 2z = 1, x + z = 2 na ravnino
Tix—y+z=1

Dan je trikotnik ABC'; dolzina stranice AB bodi ¢, dolzina stranice AC' pa b, medtem
ko naj bo a dolzina stranice BC'. Izracunaj dolzino simetrale kota z vrhom pri A.

Poisc¢i enacbo premice skozi tocko A(0, 1,2), ki sece premico, podano s presekom
ravnin
r4+y+2=0 in z—2=-4

pod pravim kotom. (Enac¢ba naj bo v vektorski, parametri¢ni in kanoni¢ni obliki.)
Zapisi enacbo premice, ki je zrcalna slika premici
(2,-1,1) x "= (—-1,1,3)

glede na ravnino 2z + 2y + 42 = 0. (Enacba naj bo v vektorski, parametri¢ni in
kanoni¢ni obliki.)

Poisci simetriéno tocko od T'(2,—1,0) glede na premico

(5,0,2) x 7= (0,4,0)
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V. DOMACA NALOGA IZ LINEARNE ALGEBRE

1. Katere od danih mnozic tvorijo bazo R?

(a) {(1,2,0),(1,2 3) (0,1,0)}

(b) {(2,1,3),(3,2,1),(0,0,0)}
(c) {(3,1,2),(3,2,-1), (0,1>0) (1,0,0)}
(d) {(3,1,2), (1, ,1) (1,2,-1)}

(e) {(3,1,2), (1, -1, -1), (0 4,5)}
(—

Izrazi vektor (—3,2, —1) kot linearno kombinacijo danih vektorjev, ¢e je mogoce.

N N

2. Doloci kot med vektorjema ¢ in d, ¢e je c=a + b, E: 2a — b

‘axb’:\/gab.

a‘in

3. Poiséi pravokotno projekcijo premice p : x +y — 2z = 1, x + z = 2 na ravnino
Tix—y+z2=3

4. Poisc¢i enacbo premice, ki lezi v ravnini ¥ : x — 4y + 22 — 7 = 0 in ki pod pravim
kotom seka premico, ki je podana s presekom ravnin Il : x — 2y — 42 = —3 ter
Q:2v+y—32=-1.

5. Dana je mnozica
M ={(a,2a) | a € R} C R?
in operaciji
(a,2a) + (b,20) = (a + b, 2a + 2b),
Aa,2a) = (Aa,2Xa), X€ER.

Prepricaj se, da je mnozica M s tema dvema operacijama realen vektorski prostor!

6. Katere od danih mnoZic tvorijo bazo R*

(a) {(0,2,1,0),(1,0,0,1),(0,1,0,0), (0,0,1,2)}

(b) {(0,2,1,0),(1,0,0,1),(0,1,0,0)}

(c) {(2,3,0,1),(3,1,0,0),(2,1,3,0),(3,—1,3,—-1)}
(d) {(1,0,2,1),(2,3,0,1),(3,1,0,2),(2,0,1,0)}

(e) {(0,2,1,0),(1,0,0,1),(0,1,0,0),(0,0,0,0)}
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VI

DOMACA NALOGA 1Z LINEARNE ALGEBRE

. Dane so tri tocke paralelograma A(—1,3,a + 5), B(a,2,4) in C(3,a,1). Dolo¢i pa-

rameter a tako, da bo za cetrto tocko D veljalo BD‘ =3,

R:a:O,a:%

. Dolo¢i pogoj, kateremu morajo zadoscati realna stevila a, b, ¢, da bodo polinomi

p(t) = (t—a)(t—=b); pt):=(t—=0)(t—c); ps(t):=(t—a)(t—c)
linearno neodvisni.
R:(a—b)(a—c)(b—c)#0

Dolo¢i enacbo ravnine X, ki vsebuje presek ravnin €2 : 2x +y 4+ 2z = 1 in II :
r — 3y + z = 0 ter tocko T'(1,0,2). Kam se preslika tocka S(2,4,0) pri zrcaljenju
cez X 7

R:z+4y =1, (0,—4,0)

Poisci enacbo premice, ki je simetricna premici IT_l = y_—f = %3 glede na ravnino
r+y+4z2=9.

Rix=3+4+4t,y=—-2, 2=2+ 13t

Premica —x = % = z — 1 seka ravnini z enachama z = 0 in y = 2 v tocki A

oziroma B. Dolo¢i na preseku danih ravnin tocko C' tako, da bo imel trikotnik ABC'
najmanjso mozno plosc¢ino.

R: C(£,2,0)

Poisci bazo podprostora W v R? napetega na vektorje (1,2,1), (3,2,1), (7,6,3) in
(1,6, 3). Dopolni bazo W do baze celega prostora.

R: By = {(1727 1)7 (3727 1>}7
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VII. DOMACA NALOGA IZ LINEARNE ALGEBRE

1. V prostoru P4 polinomov stopnje najvec¢ stiri sta dani mnozici
U:= {p € Py; 0 je vsaj dvojna nicla polinoma p}

Vi={pePs; p(1)=p(2)}
Pokazi, da sta U ni V' vektorska podprostora in pois¢i bazo za U NV

4

. . 4 4
R: Baza za U je {a? 2% 2}, baza za V je {1,2° — T o — & 2% — 2},

2. Dolo¢i parameter a tako, da bo vektor (—1,a+2, —2, a®*+a+1) pripadal podprostoru
v R*, razpetemu na vektorje (1,0,2,4), (3,1,1,2), in (5,1, 5, 3)!

3. Naj bo P,(—R) vektorski prostor polinomov najve¢ druge stopnje z realnimi koefici-
enti. Katere od naslednjih mnozic vektorjev iz tega prostora so linearno neodvisne?
Ce je mnozica linearno odvisna, izrazi en njen element kot linearno kombinacijo
ostalih!

(a‘) {17t7t2 - 1}7
(b) {t*+1,t—2,t+ 3},
(c) {2t* +t,t* + 3,1},
(d) {22 +t+1,3t* +t —5,t + 13}.
4. V prostoru P; sta dani mnozici polinomov:
S, o= {308 -2+ — 1),
Sy = {t*—1,t+1,£2—1}.

Ce je mnozica linearno neodvisna, ji dodaj tak polinom, da postane linearno odvisna.
Ce pa je mnozica linearno odvisna, ji odvzemi tak polonom, da postane linearno
neodvisna.

5. V R* imamo podprostora:

S = £{(1,1,1,1),(2,3,1,0),(1,—1,1, 1)},
T = ‘C{(L_]-7_171)a(27_2>0a0)7(3a_1a171)}-

Poisci bazi prostorov SNT in S + T
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6. Naj bosta U in V podmnozici prostora R*:

U = {(a,b,¢,d)[b+c+d=0},
V = {(a,b,c,d) |a+b=0 in c=2d}.

Pokazi, da sta U in V vektorska podprostora v R? ter poiséi baze prostorov U, V,
UnNnVinU+ V!
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VIII. DOMACA NALOGA IZ LINEARNE ALGEBRE

1. Naj bosta @ in b linearno neodvisna vektorja v R®. Preslikava A : R® — R’ je
podana s predpisom: AZ = ad x (Z x b). Dokazi, da je A linearna preslikava!

2. Pokazi, da je preslikava A : P,y — Py, podana s predpisom: Ap(t) = p(t+3) — p(t +
2) + p(t + 1), linearnal

3. Linearna preslikava L : P, — P, je definirana s predpisoma: L(t — 1) = ¢+ 2 in
L(t+1)=2t+1.

(a) Izracunaj L(5t + 1)!
(b) Doloéci L(at + b) za poljubna a,b € R.

4. V R* naj bo U podprostor, napet na vektorja (1,1,0,0) in (1,—1,-2,0); V; pa
podprostor, ki ga razpenjata vektorja (2¢t,—1,—1,t) oz. (—t + 1,6+ 1,¢,2t(t — 1))
Pri katerih vrednostih parametra t ta dva prostora sovpadata?

R:t=0
5. Transformacija A : P, — P je podana s predpisom
(Ap)(t) = p(1) - (1 + 1t + %) + Ap(t)
Poisci njeno jedro pri glede na razliéne izbire vrednosti parametra .

R: A = 0, tedaj je Ker A = {a(l —t) +p(1—-1); of € R}. Pri A = -3
je Ker A = {a(l +t+1?); a€ ]R}. Pri ostalih parametrih je Ker A = 0.

6. Naj bosta d in b linearno noedvisna vektorja. Preveri, da je preslikava
A7 — (Z-@)a+Txb

linearna, in poisci njej pripadajoco matriko v bazi a, 5,6 x b, Ali je preslikava

surjekcija?
a? @b —b?

R: A= 0 0 @&-b |. Surjekcija je natanko tedaj, ko @ in b nista pravokotna.
10 0
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X. DOMACA NALOGA IZ LINEARNE ALGEBRE

1. Obravnavaj naslednje sisteme enacb glede na razlicne vrednosti parametrov, ki v
njih nastopajo, ter poisci vse resitve, kadar obstajajo!

r 4+ oy + 2z =1 r — y + 2z + u
(@) 4z + 2y = 6 (b) 2z 4+ 3y — 2z — u
ar + 4y + az = 2 Sr + by — 2z — w
1 — 39y + x3 + x4 = 1 ar + by + z =1
(¢) —x1 + 229 + 323 — 24y = a (d =« + aby + z =D
6xr; — 17z + 2x3 + fPry = 3 r + by + az =1
2. Resi matricno enacbo AX = B, ce sta:
13 3 1 01
A=1]1 10 in B=|21 2
0 1 1 3 01
3. Naj bodo
2 -3 1 8 7 6 2 0 =2
A=14 -5 2|, B=|102], C=|18 12 9
5 —7 3 1 10 23 15 11

in I identiéna matrika. Poiséi matriko X, ki zadosca enacbi: AXB + AX1 = ('

4. Poisci taksno matriko Y, da bo zadoscala enacbi B+Y =Y A — BA, pri ¢emer sta:

211 1 03 10
1 10 —1 ) 02 91
A=1011 1 o B=14 038 0
001 O 0040
5. Dani sta matriki:
2 -1 0 1 0 O
C=10 2 2 in D=2 -2 0
0 0 1 0 3 2

Resi matriéno enacho XTC = D1
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6. Podana je matri¢na enacba:
11 a —1 1 1
{1 2]X_X[1 1]—{1—1

kjer je X = [i y ],x,y,z,weR.

w

(a) Pri katerih vrednostih parametra « je enacba resljiva?
(b) Doloé¢i matriko X za a = 3!
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XI.

DOMACA NALOGA 1Z LINEARNE ALGEBRE

. 'V vektorskem prostoru R? definirajmo (nov) skalarni produkt s predpisom:

((a,b,0),(x,y,2)) =alx — 2z) + 2by + (22 — ).

Preveri, da predpis res ustreza vsem lastnostim skalarnega produkta! V tem novem
skalarnem produktu ortonormiraj standardno bazo prostora R3!

.V prostoru polinomov P3; imamo skalaren produkt

mm:[p@wm.

1

Poiséi ortonormirano bazo podprostora U = {p € P5 | p/(—1) = p/(1)} glede na ta
skalaren produkt!

. 'V prostoru R* imamo vektorje a; = (1,0, 1,0), as = (0, —1,1,0),inaz = (—=1,0,0,1).

(a) Ortonormiraj mnozico {ay,as,az} glede na obicajni skalarni produkt v R*!

(b) Ozna¢imo z A podprostor v R* napet na vektorje a;, as in az. Izracunaj
razdaljo vektorja b = (1,0,0,0) do prostora Al

Najbo W ={(z,y,z,w) | x+2=0 in 2zx+w = y}. Pokazi, da je W podprostor
vektorskega prostora R* in poiséi tisti element w € W, ki je najmanj oddaljen od
elementa v = (—1,2,6,0). Koliksna je ta razdalja?

Za vsako od naslednjih matrik poisci lastne vrednosti, izracunaj lastne vektorje in
ugotovi, ali jo lahko diagonaliziramo. V primeru pozitivnega odgovora na zadnje

4 9 9 3 1
A:{élﬂ B:{g;ﬂ c=1-3 14 0 D=1|1 -2 1
31 3 0 0 1

Naj bo linearna preslikava f : R® — R3 podana s predpisom: f(x,y,2) = (22 +
3y, —y + 4z,3z). Poisci njene lastne vrednosti in lastne vektorje!
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7. Dana je matrika

a 0
A=1|2 1
3 1

— o O

Dolo¢i parameter a tako, da bo ena izmed lastnih vrednosti matrike A enaka 2.

vrednosti!
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4 Kompleksna Analiza — racunske naloge



Bodi D obmoéje ki ga iz enotskega kroga odreze krog s srediscem v tocki
i in polmera -1 7 Konformno preslikaj D na enotski krog!

Is¢emo presek krogov z enachbama
2+ =1 in 2°+(y—-1>*=1/2.
Presecisca so v

V7 3 VT 3

Ho— = hio— Ly — 31

Doloc¢imo se kote med krogoma: Najprej koti med obema krivuljama v tocki T3 := —T, Z} Da bomo
dolocili smer tangente na enotski krog v tej tocki, moramo kroznico parametrizirati:

T =cost,y =sint

Tocki presecisca sta tedaj v polarnih koordinatah podani z enacho sint = %. Torej je vektor enak

cost,sint) = (—sint,cost)| ;. , .
-t

%
ot
Ce je sint = %, jecost =*£4/1— %2; tangenta torej lezi v smeri vektorja
(5
4’ 4

(Predznak - je zato, ker mora gledati v nase obmocje.)
Se drugi krog: V parametricni obliki ima enacbo

(cost 14 smt)

V2 V2

V preseciséu druga koordinata ustreza y = 3/4, oziroma sint — 2_\/5, tangenta pa poteka v smeri vektorja:
B(COSL‘ 1+sint) ~ (- sint cost)’ _(1 \/7)
oe\ Ve ) T R e T T

Cosinus kota je tedaj

cos ¢ = < (i \1_) (1 —£)> = —i — ¢~ 104.478°.

Naprej postopamo takole: tocko (‘Tﬁ, %) preslikamo v izhodisée in naredimo inverzijo z +— % Zahtevajmo

Se, da gre tocka i v tocko 1. Mobiousova preslikava, ki to naredi je

b—i—az_
d+cz’

f(z) =
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zanjo veljajo enacbe

Resitev je

oziroma

ia+b
1) - ic+d '

= — _3“1—’—\/7@_41) 0= —3ic+VTc—4d=0
—3zc+\/70—4d

0 — 3ia+\/7a+4b7

B 3ic+\/70+4d_
(=3i+V7) ¢ (z—i—\/—)

b—ic,d—> ——— a

(—ied— T oo )

f(z)_1+i\/7—iz—\/72

l—i\/?—iz—k\/?z’

us
. . . o . P (— L . . .
ki jo komponiramo Se s preslikavo w +— w*<**(=1) | pa se nam D preslika na zgornjo polravnino.
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5 Analiza III — teoreticne naloge



Domace naloge iz teorije pri predmetu Analiza III — funkcije vec
spremenljivk
(2008-2009)

1. Bodi (M, d) metriéni prostor realnih stevil z obicajno razdaljo. Pokazi, da so inter-
vali povezane mnozice.

2. Bodi f: (M,d)— > (R, |.|) zvezna funkcija, ki metri¢ni prostor (M, d) slika v realna
stevila z obicajno razdaljo. Ce je podmnozica A v M povezana, pokazi, da je tudi
njena slika, f(A) povezana.

(in je torej interval, kot vemo ze iz 2. DN)
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