PREOLER

List za mlade matematlke, fizike, astronome in racunalnikarje

ISSN 0351-6652
Letnik 26 (1998,/1999)
Stevilka 2

Strani 72-78

Sandi Klavzar:

STOPNJE TOCK GRAFOV V NALOGAH, (za ko-
nec gremo tudi v Portoroz)

Klju¢éne besede: matematika, teorija grafov, grafi, povezave, stopnje
tocke.

Elektronska verzija: http://www.presek.si/26/1367-Klavzar.pdf

© 1998 Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
© 2010 DMFA - zaloZniStvo

Vse pravice pridrzane. RazmnozZevanje ali reproduciranje celote ali
posameznih delov brez poprejSnjega dovoljenja zaloznika ni dovo-
ljeno.



72 Matematika

STOPNJE TOCK GRAFOV V NALOGAH
(za konec gremo tudi v Portoroz)

V Preseku in tudi drugje pogosto naletimo na naloge, ki jih lahko preve-
demo v jezik teorije grafov. Take naloge so posebej pogoste na medna-
rodnih matematiénih tekmovanjih mest, ki jih spremlja tudi Presek. Pri
nalogah tega tipa nam grafi pomagajo na dva na¢ina. Najprej z njimi
nalogo prevedemo v matematiéni jezik, nato pa z nekaj znanja o grafih in
kaksno dobro idejo poskusamo problem tudi resiti.

Ko sem pregledoval naloge te vrste, sem ugotovil, da jih lahko raz-
delimo v dve skupini: v skupino nalog o stopnjah tock grafov in skupino
preostalih nalog, ki jih tudi lahko resujemo s pomocjo grafov. Vsaj polo-
vica nalog obravnava stopnje tock in take naloge si bomo ogledali tokrat.

Na tem mestu vabim bralca, da pogleda na konec ¢lanka (naloga 7),
kjer se odpravimo na portorosko plazo. Ce lahko resi zastavljeni pro-
blem, zasluzi vse cestitke. V vsakem primeru naj se potem vrne nazaj in
pregleda, kako reSujemo podobne naloge. Ce bo tudi potem portoroski
problem ostal pretrd oreh, pa naj bralec pogleda v prihodnjo stevilko
Preseka, kjer bomo objavili resitev.

Nekaj besed o grafih

O grafih Presek kar pogosto pise, na primer pred kratkim, ko je bilo go-
vora o varnih poteh in kratkih poteh. Tudi v Presekovi knjiznici najdemo
prijetno branje o grafih za zacetnike (Bajc, Pisanski: Najnujnejse o gra-
fih). Nobene §kode pa ne bo, e tudi tu pojasnimo osnovne pojme teorije
grafov.

Graf G sestavljata mnozica tock, ki jo ozna¢imo z V((G), in mnozica
povezav, ki jo oznagéimo z E(G). Pri tem je mnozica E(G) sestavljena iz
(neurejenih) parov tock. Toéki iz iste povezave imenujemo sosedi. Zelo
pogosto si pomagamo s sliko grafa, ki jo dobimo takole: Za vsako tocko
grafa nariSemo krozec, med dvema tockama pa potegnemo &rto (pove-
zavo), e ti dve tocki nastopata kot par v mnozici E(G). Na primer, e je
mnozica tock grafa G enaka

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
in je mnozica povezav
{{1,2},{1,8},{1,9},{2,3},{2,7},{3.4},
{3,6},{4,5},{4,9},{5,6},{6,7},{7,8}},

graf GG lahko nariSemo, kot je prikazano na sliki 1.
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Slika 1. Graf G.

Osnovni pojem o grafu, ki ga Se potrebujemo, je stevilo povezav, ki
izhajajo iz dane tocke. Temu Stevilu recemo stopnja tocke. Na grafu
G s slike 1 so tocke 5, 8 in 9 stopnje 2, medtem ko so ostale tocke sto-
pnje 3. Dovoljene so tudi tocke stopnje 0, torej take, ki nimajo nobenega
soseda. Stopnjo tocke u bomo oznagili z d(u). Dogovorimo se tudi, da
naj |E(G)| oznatuje stevilo vseh povezav grafa G. (V gornjem primeru
imamo |E(G)| = 12.)

Tale uvodni del zakljué¢imo z naslednjo ugotovitvijo, ki se imenuje
osnovna lema teorije grafov. Za poljubni graf G z mnozico tock V(G) =
={1,2,...,n} velja:

d(1) +d(2) + -+ d(n) = 2 |E(G)| . 1)

Osnovna lema teorije grafov torej trdi, da je vsota stopenj tock grafa enaka
dvakratniku stevila povezav. Res je tako, saj ko sestejemo stopnje vseh
totk, vsako povezavo upostevamo ravno dvakrat. (Preizkusi to sam na
gornjem primeru.) Kljub temu, da je osnovna lema teorije grafov dokaj
preprosta, je izjemno uporabna. To bomo delno spoznali v nadaljevanju
tega clanka.

Naloge s stopnjami tock

Naloga 1. (Izbirno tekmovanje za 1. letnik, 1991) V skupini ljudi je
vsak poznal liho stevilo ljudi iz te skupine. Dokazi, da je v skupini sodo
ljudi.

To je tipiéna naloga, ki jo s pomoéjo osnovne leme teorije grafov
uzenemo v trenutku. Vsaki osebi priredimo tocko grafa, povezave pa naj
predstavljajo poznanstva. Predpostavka naloge pravi, da je stopnja vsake
tocke liho stevilo. Ce bi bilo v skupini liho ljudi, potem bi na levi strani
strani enakosti (1) dobili liho Stevilo (vsota lihega stevila lihih Stevil je
liho stevilo). Ker imamo na desni strani enakosti (1) sodo stevilo, to ni
moZno, zato mora biti v skupini sodo §tevilo ljudi.
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Naloga 2. (Izbirno tekmovanje za 1. letnik, 1979) V druzbi Sestih
fantov so tudi dekleta. Dve dekleti poznata vsaka po Stiri fante, tri
vsaka po tri fante, ostale pa vsaka po dva fanta. Noben fant ne pozna
vec kot stiri dekleta. Koliko najveé je lahko deklet v druzbi?

Shematiéno smo nalogo prikazali na sliki 2, kjer smo z fi, fo,.... fs
oznacili sest fantov.
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Slika 2. Sest fantov in dekleta.

Najvecje stevilo deklet bomo imeli v primeru, ko vsak fant pozna po
stiri dekleta, ta primer smo tudi prikazali na sliki. Povezav, ki izhajajo iz
fantov, je v tem primeru 6-4 = 24. Seveda mora biti tudi stevilo povezav,
ki izhajajo iz deklet, enako 24. Pet deklet s stirimi oz. tremi znanci nam
da skupaj 17 povezav. Preostane nam Se 7 povezav za dekleta z dvema
znancema, torej imamo prostora Se za tri dekleta. V druzbi je torej najvec
8 deklet.

Naloga 3. V cirkuski predstavi nastopajo Stirje pari klovnov, dva
rdeca, dva modra, dva zelena in dva rumena. Med predstavo se na
veselje gledalcev zaletavajo med seboj, pri tem pazijo le, da se ne zale-
tijo v klovna enake barve. Nekega dne je prvi rdeéi klovn po predstavi
vprasal vseh preostalih sedem klovnov, v koliko drugih klovnov so se za-
leteli med predstavo. Dobil je same razlicne odgovore. V koliko klovnov
se je med predstavo zaletel drugi rdeéi klovn?

Na prvi pogled je videti, kot da nalogi manjkajo podatki. Vendar
temu ni tako. Sestavimo graf G takole: Njegove tocke naj predstavljajo
klovne, graf ima torej 8 tock. Dve tocki povezimo s povezavo, ¢e sta se
ustrezna klovna med predstavo zaletela. Zanima nas torej stopnja tocke,
ki ustreza drugemu rdeéemu klovnu.

Stopnja tocke v grafu G je najve¢ 6, saj imamo 8 tock, klovn pa ni
sam sebi sosednji in tudi klovnu iste barve ne. Zato so odgovori, ki jih je
dobil prvi rdeéi klovn, enaki 0, 1, 2, 3, 4, 5 in 6. Ozna¢imo ustrezne tocke
vGkarz0,1,2 3, 4,5 in 6, prvega rdecega klovna pa z r (glej sliko 3).
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Slika 3. Stopnje klovnov.

Poglejmo klovna stopnje 6. Ta je sosednji vsem klovnom, razen is-
tobarvnemu. Ta mora biti seveda stopnje 0, saj imajo vsi drugi klovni
vsaj enega soseda. Recimo, da klovna 6 in 0 tvorita modri par. Poglejmo
sedaj klovna, ki je odgovoril s 5. Ta klovn ni sosednji 0 niti 1 (saj je njemu
sosednji 6). To pomeni, da klovna 5 in 1 tvorita par, recimo zelenega. Z
enakim premislekom bo sedaj vsak sam ugotovil, da klovna 4 in 2 tvorita
rumeni par. To pa ze pomeni, da je klovn 3 drugi rdeci klovn, torej se je
zaletel s tremi drugimi klovni.

Naloga 4. (14. mednarodno tekmovanje mest — pomladanski krog,
prva skupina, 1992/93) V Petrovem razredu je poleg njega se 25 dija-
kov. Peter je opazil, da ima vsak izmed teh 25 dijakov razliéno stevilo
prijateljev. Koliko prijateljev ima Peter v tem razredu? Podaj vse
mozne odgovore.

Ta naloga precej spominja na prejsnjo, klovnovsko, zato bomo resitev
le skicirali, bralec pa naj doda manjkajote podrobnosti.

Ker ima ustrezni graf 26 tock, je najvecja mozna stopnja 25. Loc¢imo
dva primera. V prvem primeru predpostavimo, da ima vsak vsaj enega
prijatelja, torej da ni tocke stopnje 0. Torej, 25 dijakov ima stopnje od 1
do 25. Sedaj kot v nalogi s klovni pridemo do zakljucka, da ima Peter 13
prijateljev.

V drugem primeru predpostavimo, da imamo tocko stopnje 0. To
pomeni, da ima preostalih 24 dijakov stopnjo najve¢ 24, zato so njihove
stopnje od 1 do 24. Kot pri klovnih zopet sklepamo, da ima Peter v tem
primeru 12 prijateljev.
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Naloga 5. (18. mednarodno tekmovanje mest — jesenski krog, prva

skupina, 1996/97)

a) Aliobstaja taka druzba 10 deklet in 9 fantov, da so stevila fantov, s
katerimi se posamezna dekleta poznajo, med seboj razliéna, stevila
deklet, s katerimi se posamezni fantje poznajo, pa so med seboj
enaka?

b) Ali obstaja druzba 11 deklet in 10 fantov z zgornjo lastnostjo?

Resitev te naloge najdemo v prvi stevilki lanskega Preseka. Tu le
dodajmo, da (negativni) odgovor na vprasanje b) takoj dobimo z osnovno
lemo teorije grafov, ustrezni graf za (pozitivni) odgovor na vprasanje a)
pa je prikazan na sliki 4.

Slika 4. Resitev naloge 5.

Zadnja naloga, ki jo bomo resili, je zahtevnejsa in primerna za dijake
v zakljuénih razredih srednje Sole. Kdor ne sodi v to skupino, naj nalogo
kar preskoci in se loti portoroskih plaz.

Naloga 6. (16. mednarodno tekmovanje mest — pomladanski krog,
druga skupina, 1994/95) Dokazi, da sta v skupini 50 ljudi vedno dva,
ki imata sodo Stevilo (lahko tudi 0) skupnih znancev iz skupine.

Kot smo Ze navajeni, bodo tocke grafa za to nalogo predstavljale ljudi
in povezave poznanstva.

Najprej opazimo, da ni kaj dokazovati, ¢e obstajata dve tocki, ki
nimata skupnega soseda (saj imata 0 skupnih sosedov). Predpostavimo
torej, da ni dveh takih tock. Zato si graf lahko predstavljamo takole: Vze-
mimo neko poljubno tocko, recimo u. Nato en nivo nad njo narisimo vse
njene sosede, Se en nivo vise pa vse sosede sosedov, ki jih $e nismo narisali
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(glej sliko 5). Prvi nivo smo oznaéili z Ny in drugega z Ny. Povezave
nasega grafa torej potekajo med « in Ny, med N; in N» ter znotraj N in
znotraj Na.
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Slika 5. Graf poznanstev po nivojih.

Ny

Na sliki 5 se pojavijo vse tocke nasega grafa. Ce bi namreé obstajal
Se en vi§ji nivo, potem tocka u ne bi imela skupnega soseda s tockami
tretjega nivoja, vendar smo to moznost izkljuéili. .

Naj bo v poljubna tocka iz N;, torej poljubna soseda tocke u. Ce
ima v znotraj N; sodo sosedov, je problem reSen, saj imata tedaj u in v
sodo Stevilo skupnih sosedov. Zato predpostavimo, da ima v liho sosedov
v N;. Ker je bila v poljubna tocka iz Ny, ima torej vsaka tocka iz N; liho
sosedov v Ny. Sedaj uporabimo osnovno lemo teorije grafov, iz katere
sledi, da je v Ny sodo tevilo tock. Z drugimi besedami, stopnja tocke u
je soda.

Spomnimo se, da je bila u poljubna tocka nasega grafa, torej smo
ugotovili, da so vse tocke grafa sode stopnje.

Vzemimo sedaj poljubno totko w iz Na. Ce ima w sodo sosedov v
Ni, smo opravili, saj imata tedaj u in w sodo skupnih sosedov. Zato
predpostavimo, da ima ima w liho sosedov v Ny. Ker je v N; sodo stevilo
tock, ki imajo sodo mnogo sosedov v Na, ugotovimo, da mora biti v N3
sodo stevilo tock. Torej imamo sodo tock v Nj, sodo tock v Ny in Se
tocko u, skupaj torej liho stevilo tock. To seveda ni mozno, saj ima graf
po predpostavki 50 tock. Tako smo prisli v protislovje, ki nam pove, da
smo morali v enem prejénjih korakov izpeljave imeti situacijo z dvema
tockama s sodim Stevilom skupnih sosedov.

Pozorni bralec je verjetno opazil, da naloge nismo resili le za 50 ljudi,
ampak za poljubno skupino sodo mnogo ljudi.

Tako. Spoznali smo nekaj tipiénih nalog, ki jih lahko resimo s po-
moéjo grafov in stopnjami tock. Za konec pa Se obljubljena portoroska
naloga.
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Naloga 7. Kot gotovo veste, je portoroska plaza sredi poletja zelo
zasedena. Vsekakor toliko, da imate, kjerkoli Ze ste na njej, na razdalji
do 10 m se druge obiskovalce. Pokazi, da lahko v takem vrvezu vedno
najdemo dve osebi, ki imata enako stevilo obiskovalcev plaze, odda-
ljenih do 10 m od njiju. Ali trditev velja tudi, ¢e 10 m zamenjamo s
100 m?

Sandi KlavZar






