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I. Tretji racunski nacin tretje stopnje.

, Logaritmovanje.

§ A. Obéna pojasnila o logaritmih.

Ako razstavimo dolodeno Stevilo 4 na enake faktorje Logaritmovati =
logarithmieren.
a ter dolo&imo, koliko je teh faktorjev, pravimo, da lo- 7" Whe
garltm ujemo Jtevilo A z ozirom na Stevilo «, v znakih der Logarith-
d.
A = a* Doloteno Stevilo A se zove logaritmand ali kraj8e ,,cn sevito
sStevilo® sploh, znani faktor ¢ se imenuje osnovno ali podioga =
lie G dzahl
Stevilo ali podloga, neznano Stevilo » pa logaritem. e
Da_je x logaritem Stevila A z ozirom na podlogo a, za- Logaritem =
’’’’’ EF SR ler Logarith S.
plbemo tako-le: x = ¢log A, ali kadar je podloga znana, °°"legarithmu
tudi tako-le # = log A.

Logaritem dolotenega &tevila je torej tisti potenéni ‘
eksponent, s katerim se _mora_znana podloga_ vzmnoZiti, ,)o e ESRSIR L
da dobimo doti¢no &tevilo za rezultat, v znakih “log 4 = x
Nt g — 4. e

-»-J{ Logaritem Stevila 1 je za vsako podlogo Logaritem Ste-
lenak 0; zakaj a¢ = 1 e
i 5 5 : ge.

Logaritem katerekoli podloge je enak 1;

zakaj al = a.

Logaritmi enega in istega Stevila z ozi-

rom na razli¢ne podloge so razliéni; zakaj &e

bi v enatbhi 4 = a” = b¥ bila eksponenta z in y enaka,
bi morali tudi podlogi ¢ in b biti enaki.
1z
20 —1, N =2 2—4 2B= 8§ 26=16,...
Sl ol =50 33 e G 30 = DB 8] L
i 6. d.

sledi, da si moremo misliti Stevila leZeta med S, 81600 Logaritemski
oziroma med 1, 3, 9, 27, 81,... tudi kakor potence pod- sestav= das
loge 2, oziroma kakor potence podloge 3, i. t. d. Stevila na- 10.;2-‘1’2}:::15‘c1m
ravne Stevilne vrste se torej dado izraziti kakor potence '
ene in iste podloge. Ce to storimo in pregledno sestavimo
doti¢ne eksponente, dobimo logaritemski sestav.

Logaritemski sestav je pregledna razvrstitev tistih
potentnih eksponentov, s katerimi moramo doloteno pod-

Matel, Aritmetika. 1g



Briggov logari-
temski sestav —
das Briggs’sche
logarithmische

. System.
Neperjev logari-
temski sestav =
das Neper’sche
logarithmische
System.

Kako logaritmu-
jes produkt.

Kako logaritmu-
jes kvocijent, ozi-
roma ulomelk.
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logo vzmnoZevati, da dobimo Stevila naravne Stevilne vrste
za rezultate.

Ker ne moremo z vzmnoZevanjem negativnega Stevila
dobiti vsakega pozitivnega Stevila in ker je vsaka potenca
od 1 zopet 1, smemo za podlogo logaritemskega sestava
vzeti le pozitivno Stevilo, ki je razlicno od 1. V rabi sta
dva logaritemska sestava. Pri radunanju s posebnimi Stevili
rabimo vefinoma navadni, dekadidni ali Briggov
logaritemski sestav, ki ima za podlogo Stevilo 10.
Za vi§jo matematiko je posebno vaZen naravni, hiper-
boliéni ali Neperjev logaritemski sestav, ki
mu je podloga iracijonalno Stevilo 2:71828 ..., katero za-
znamujemo 8 érko ¢ in ga dobimo, ako seStejemo brez-
konéno Stevilno vrsto: ;

1 1 1 1
1 +T+1"-'?3+1-2-3+'1"-2-3.4“|“"

§ 2. Radunski zakoni o logaritmih.
¥ Logaritem pro dukta je enak vsoti lo-

garitmov vseh faktorjev, v znakih

log ABC = log 4 - log B - log C.

Dokaz. Recimo, da je log 4 = m, log B = »n in
log 0= p; torej 4 = a™, B = " in C = a?, Potent je
ABC = a™-a*-a? = a™+"*? in log ABC =-m-+}+n-|p;
ali e namesto m, n, p postavimo njih vrednosti, najdemo

log ABC = log 4+ log B} log C.
. Logaritem kvocijenta (ulomka) je enak

razllklloga,rltmov d1v1denda1n d1v1zor_|a(stevca.
in 1men0valca), v znakih

logB = log 4 — log B.
Dokaz. Recimo, da je log 4 = m in log B = n,

‘| m
toreJ 4 = a™ in B = a". Potem je 7z = —= = a"~"*in

(t?l
log ﬁ = m — n; ali ¢e postavimo namesto m in n navedeni

vrednosti, najdemo
log ‘% = log 4 — log B.
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/
3’ Logaritem potence je enak logaritmu

podloge pomnozZenemu s potenénim eksponen-_

tom, v znakih

log A» = plog A.

Dokaz. Recimo, da je log 4 = m, torej 4 = a™
Potem je 4? = (a™)® = a?™ in log 4» = pm; ali €e po-
stavimo namesto » njegovo vrednost, najdemo

log A2 = plog 4.

“ Logaritem korenskega izraza je enak
lo arl_i_;.mu radikanda, deljenemu s korenskim

eksponentom, v ~znakih

o ogal: oo :
S R T St
Dokaz. Ker je po radunskih zakonih /4 = A7, naj-
demo po prejinjem izreku
; 2 1
logw = log 42 = y log 4.

§}«/0 Briggovih logaritmih.

I. Z ozirom na navadni, dekadi¢ni ali Briggov logari-
temski sestav si je treba Stevila naravne Stevilne vrste
misliti kakor potence podloge 10.

Briggovi logaritmi dekadi¢nih enot vi§jih
redov 80 pozitivna cela Stevila.

Dokaz. Iz 10° = 1, 10t = 10, 10* = 100, 103 = 1000
i. t. d. sledi, da je logl =0 loglIE—RT oo D —
log 10008= 3.5 1..d.

Briggov logaritem vsakega celega Stevila,
ki ni dekadi¢na enota, je iracijonalno Stevilo.

Dokaz. Recimo, da je 4 celo Stevilo, ki ni dekadiéna
enota viéjih redov. Ce bi bil logaritem od 4 racijonalno

stevﬂo ™, bi morala veljati enatba 10GL = Aali10™ = 4"

Ta ena(‘,ba pa je le mogota, Ce sta étevm 10" in A" se-
stavljeni iz enakih prafaktorjev, t.j. iz prafaktorjev 2 in b
1*

I\ :l(o logaritmu-
jes potenco.

Kd.ko logaritmu~
jes km enski
izraz.

Logaritmi deka-
didnih enot visjih
redovin dekadid-
nih Stevil sploh



Znatilka = die

Charakteristik.

Pridavek = die
Mantisse.

Kako dolodis ka-
rakteristiko celih
Stevil.

Kdaj se izpre-
meni karakteri-
stika.

Edaj imajo Ste-
vila isto mantiso,
Logaritmovnik
die Logarith-
mentafel oder
das Logarith-
menbuch.
Logaritmi deka-
ditnih enot niz-
Jjih redov in de-
cimalnih Stevil.

+

in sicer iz vsakega teh faktorjev istotolikokrat. Stevilo 4
bi bilo potem enako dekadiéni enoti vi§jih redov, kar pa
nasprotuje izrekovemu pogoju. Torej mora log A leZati
med dvema zaporednima racijonalnima Steviloma in je zato
iracijonalno Stevilo.

Briggovi logaritmi dekadi¢nih Stevil,

leze¢ih med 1 in 10, so vedji od 0, pa manj8i od 1,
» b 10 ” 100’ » ” ” 17 b)) " ” 2!
” bl 100 ” 1000! ” ” ” 27 ” " ” 3?

1t

Logaritmi dekadi¢nih Stevil so torej sestavljeni iz celega
Stevila in nepopulnega decimalnega ulomka; celote se ime-
nujejo znadilka ali karakteristika, pridejani deci-
malni ulomek pa se zove pridavek ali mantisa.

Iz zgoraj navedenega sledi, da je karakteristika pri
enoStevilénih Stevilih enaka 0, pri dvostevilénih enaka 1,
pri trostevilénih enaka 2, pri &etveroStevilénih enaka 3,
i. t. d. Vob&e smemo redi, da je karakteristika za enoto
manjSa od Stevila Stevilk, s katerimi se piSejo celote do-
titnega Stevila.

Ako pomnozi§, oziroma deli§ dolodeno de-
kadiéno Stevilo s kako potenco od 10, se iz-
premeni le karakteristika doti¢nega Stevila.

Dokaz. Ako je 4 dekaditno Stevilo, je po ratunskih

zakonih
log 4 -+ n,
log 4 — n.

log A4-10"
] II
0% 1on

V prvem sludaju se logaritem &tevila 4 povela, v drugem
zmanjsSa za n enot, t. j. izpremeni se le karakteristika,
mantisa pa ostane ista.

Briggovi logaritmi takih Stevil, ki se ujemajo v za-
porednosti Stevilk, se ujemajo v mantisi, razlikujejo pa v
karakteristiki.

Mantise dekadi¢nih Stevil so se pregledno sestavile
v logaritemske tablice, ki se zovejo logaritmovnik.

II. Briggovi logaritmi dekadi&nih
nizjih redov so negativna cela Stevila.

enot
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Dokaz. 1z 1071 = 0-1, 10-2 = 0:01, 10— = 0-001,
i. t. d. sledi, da je log 0’1 = — 1, log 0°01 = — 2,
log 0°001 = — 3, i. t. d.

Ako delimo Stevila naravne Ztevilne vrste s poten-
cami od 10, dobimo desetinska ali decimalna Stevila, ki
imajo po zgoraj navedenem iste mantise kakor cela stevila.

Mantise vseh decimalnih Stevil, torej tudi pravih de-
cimalnih ulomkov, so pozitivne in odvisne le ed zapored-
nosti Stevilk.

Kar se tite karakteristike pri decimalnih Stevilih, si
je treba sledede zapomnifi. Dokler se nahajajo v decimalnih
Stevilih celote, dolotimo karakteristiko kakor pri celih

Kako dolodis

karakteristiko
pravih decimal-
nih ulomkov.

Stevilih. Pri pravih decimalnih ulomkih pa je karakteristika 2,

negatlvna in_znaSa_toliko enot, kolikor nicel stoji pred <

prvo veljavno étewlko doti¢tnega decimalnega ulomka. Ni¢la, ' f

——

ki nadomestuje celete se pri tem tudi vzame v poStev.
Resni¢nost navedenega pravila uvidimo iz naslednjih pri-
merov.

; log S log 10 = log 2 —1 = 0-30103 —1,

log 0:03 = log '@ — log8—2 — 0747712 —2,

log 0007 = log 1o — log 7 — 3 — 0-84510— 3,

log 0:000351 = log o — log 851 — 4 — 054531 — 4,

It

h)

Negatwna karakteristika se postavlja za pozttwno*-
mantiso. Ce sta v logaritnru dve karakteristiki, se skréita =,

v eno. N. pr.

1:30103 — 2 = 0-30103 — 1.
Vsak negativni logaritem pretvoris na obliko s pozitivno
mantiso, e mu toliko enot pridtejes in odstejes, kolikor
jih je ravno treba. N. pr.

— 2-34467 = 3 — 2°34467 — 3 = 0:65533 — 3.

P

2

i
<
£

Ako dolo¢imo pri kateremkoli celem ali desetinskem <=~

Stevilu red njegove prve (na najvisjem mestu stojede) Ste- 1

vilke ter ga primerjamo s karakteristiko, vidimo, da se ¢
ujemata te dve Stevili.

-



Logaritmi neka-
terih decimalnih
Stevil.

Kako izradunad
logaritem Stevila,
lezedega med
1 in 10.

Kako se poi$te s pomod&jo logaritmovnika dolofenemu
Stevilu pripadajoéi logaritem in kako dolo¢enemu logaritmu
pripadajo¢e Stevilo, ué¢i navodilo v logaritmovniku.

Ako izratunamo Stevilu 10 ponavljajod kvadratni
koren, najdemo logaritme nekaterih decimalnih Ztevil, le-
%et¢ih med 1 in 10. N. pr.

10 — /10 — 3:16228, torej jo log 3:16228 — § — 0-B;

10t = /Y10 = /316228 = 177828, torej je

log 177828 = { = 0-25;

10% — |/ 1-77828 — 133352, torej jo log 133352 —
e OR T

Rezultati teh radunov so sestavljeni v naslednji tablici:

Stev. log. Stev. ﬁ log.
10 1 1-00451 000195
316228 05 1:00225 000098
1-77828 0-25 1-00112 0-00049
1333562 0-125 1-00056 0+00024
1-15478 0-0625 1-00028 0-00012
1-07461 0-03125 1-00014 0-00006
1-03663 001562 1-00007 0-00003
1:01815 0-00781 1-00004 0-00002
1-00904 - 0-00391 1-00002 000001

S pomod&jo te tablice izraduna¥ logaritem Stevila, le-
Jedega med 1 in 10, n. pr. Stevila 37, tako-le. Stevilo 3°7
razstavi§ na take faktorje, ki se nahajajo kakor stevila v
omenjeni tablici, in potem seStejes logaritme vseh dotiénih
faktorjev. Faktorje Stevila 3:7 pa najde§, ako deli§ 3°7 s
Stevilom 3-16228, ki se nahaja v tablici in je manjSe od
3:7; dobljeni kvocijent 1°17004 deli§ z naslednjim manjSim
Stevilom tablice (t.j. z 1'15478); novi kvocijent deli§ zopet.
z naslednjim manjiim Stevilom tablice, i. t. d. Stevilo 37 je
potem enako produktu vseh zaporednih divizorjev in zad-
njega kvocijenta, ki se bliZa enoti in se sme zato izpustiti.
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Ce je pa Stevilo, kateremu je treba izratunati loga- Kako najdes lo-

ritem, vedje od 10, razstaviS doti¢no Stevilo najprej na
dva faktorja, izmed katerih je eden manj& od 10, drugi
pa neka potenca od 10, in potem postopas slitno kakor
v prejénjem sludaju. N. pr.

157 = 1-57 . 102 in log 157 = log 1'57 } 2.
Ker se vrednost 10—” bliZza ni¢li, e postaja n vednoﬁ
vedji, smemo sklepati, da je 10—® = 0 in log 0 = — co.c,

Kako so logaritmi odvisni od logaritmanda in kako
se z njim izpreminjajo, spoznamo najbolje, ako naértamo
funkeiji ¥ = log « funkeijsko &rto. Po pojasnilih o loga-

b4
M,

X9

i

ritmih sme premenljivka = imeti le pozitivne vrednosti.
Za x = 0 je funkcija y = — co. Za vrednosti od z = 0
do z — 1 je funkcija y negativna in se veta. Za o = 1
je funkcija y = 0. Za vred-

nosti odfz‘: = ldoke = == | @ y ‘ Totke \
so funkcijske vrednosti po- | ! ‘
.zitivne 'in se veéajo.. Pride- | T e M, |
jana slika predoduje &rto O S T M, }
(logaritemsko &rto), ki pri- e 015, M. |
pada funkciji ¥ = log . 1 0 M"
Posamezne totke M, M,, 5 0-48 Mf
M,. .. te trte najdes s po- 6 0'78“ M)
mod&jo navedenih podatkov. 10 1 B Mh
Logaritemska &rta iz- 20 s ﬂ;
ide od negativne ordinatne 30 1-48 MB
osi v neskon&ni daljavi, se 3 X

garitem Stevila,
vetjega od 10.

Logaritem niéle,

Logaritemska

funkeija in loga-

ritemska é&ria



Ratunanje z
logaritmi.
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vzdiguje sprva prav hitro, pozneje pa polagoma, presece
pozitivni del abscisne osi in se razteza ob tej osi v pozi-
tivno smer.

§ 4. Uporaba Briggovih logaritmov.

S pomodjo Briggovih logaritmov se dado radunski
na¢ini druge in tretje stopnje zelo okrajSati in v¢asih iz-
vrsiti tudi v takih sludajih, kjer nam manjka potrebnih
pravil. V ta namen smatramo rezultat raduna za neznano
Stevilo, kateremu se da iz podatka dolo¢iti logaritem po
racunskih zakonih. Primerjaj naslednje naloge!

a) 14:568 > 1:293 3 0-037429 = x,
log z = log 14°568 —-log 1°293 |- log 0-037429 =

= 1-16340
0-11160
0-57321 — 2
log v = 0-84821 — 1
T — 070503
P ——e
433 :
b) | — Gg) = —=. Ako se nahaja v rafunu nega-

tivno Stevilo kalkor podloga ali radikand, se smatra med
radunanjem to Stevilo za absolutno in po konfanem ratunu
se doloCi rezultatov predznak po ratunskih zakonih.

log x = 3(log 43 — log 6b)

AL =

—=1-63347 ) .
181201 J X3
(0-82056 — 1) X 3

246168 — 3
log z = 0-46168 — 1 .
2= 028953 1o (—5) — — 0-28953.

Ako je pri odstevanju logaritmov minuend manjsi
od subtrahenda, se prvemu toliko enot pristeje in odsteje,
da postane razlikna mantisa pozitivna.



5/0-93047
%) V Toeas = &
log x = 1(log 0°23047 — log 4-9648)
44 =
—"036261 — 1 }J
0-69590
(3:66671 —5) :5
loge = 0°73334 — 1
2 — 0:BATT
Pri odStevanju logaritmov se je minuendu toliko enot

pristelo in odstelo, da je postala razlikna karakteristika
deljiva s b.

d) VVi87—192 = a.

Pri navedeni nalogi se mora vrednost vsakega ra-
dikandovega dela posebej doloéiti, da je mogoce nakazano
odStevanje izvrsiti.

log Y'18'7 = ilog 187 = 1-27184:2 = 0°63592,
V187 = 4-3243.
log /92 = 1log 9°2 = 0-96379:3 = 0-32126,
V92 — 20954,
v = 43243 — 20054 — |/2-2289,
log @ — 4log 2:2289 = 0-34809:3 = 0-11603
@ = 1°30626.

¢) Dvotlensko eksponentno enatbo 327.47—1! —= b~
razreSis, ako jo logaritmujes in potem poiS¢es po Ze znanih
pravilih vrednost za x.

2w log 34 (x—1) log4 = xlogh

z(2 log 34 log 4 —log 5) = log 4
gy log 4 G log 4 . logd
" 2log3-log4 —logh ~ log36 —logh ~ log7-2

0-60206
% = ogrgs — 0°7023;

I

Po ratunskih zakonih se je skréilo: 21og 3 |- log 4
— log 9 - log 4 = log 36 in log 36 — log b = log? =
— i :

RazreSevanje
eksponentnih
enath.
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J) Mnogoélensko eksponentno enatho 27— 117 —
= 2*++ —11*+1! ragresi§, ako jo najprej pretvoris v dvo-
¢lensko in potem postopa$ kakor pri prej$nji nalogi.

113:-,—1___111, — 2:(:-{»4_21:
117 (11 — 1) = 2=(2+ —1)
11710 = 2*#:15

il oo —eDeL 3
z (log 11 — log 2) = log 3 — log 2
log3—1log2  logl-h — 02378,

sy logll—log2 = log 5B

g) Enatba, pri kateri se nahaja neznanka v logarit-

Logaritemska  mandu, se zove logaritemska. Logaritemsko enalbo
enadha — loga- oav . . ry o : o
R o razrfas:s, ako jo najprej s ?omoéjo ratunskih zakonov pt:e
chung, tvori§ v dvotlensko z obliko log 4 = log B, potem iz-
RazreSevanje o . . . - v . ¥
Jogaritemskih ©NACIS logaritmanda in nadalje postopas po Ze znanih pra

enath. vilih, N. pr.

log x +log (x4 1) = 2log (x — 1)
log [ (v +1)] = log(z — 1)*
2@+1) = (@—1)
x = 4. |
Ali drugi primer:
3 log (42 1) = log 3 4 L (log 50 | logx) — 1
log /42 -1 = log 8 -+ log J/502 — log 10

— 3Y/50
log Y4z 1 = log Llﬁ_‘”
TR 3V50
T

i —
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II. Enache druge stopnje. Enache visjih stopenj,

ki se dado pretvoriti na enache druge stopnje.

Kvadratne funkcije. Diferencijalni kvocijent in
integral.

§ 5. Razreevanje enach druge stopnje z eno neznanko
in njih lastnosti.

I. Urejena enatha druge stopnje (kvadratna enad&ba)

ima vobée obliko
2tax b = 0

in utegne biti ali Gisto ali ne¢isto kvadratna. Cisto
kvadratna je tista enatba, pri kateri se nahaja neznanka
samo v drugi potenci, v znakih 2* |- b = 0; nedisto kva-
dratna pa je enatba, e se nahaja neznanka v drugi in
prvi potenci, v znakih 22 ax -+ b = 0 ali 22 4-ax = 0.

a) Cisto kvadratno enatho #2 -~ b = 0 razreis, ako
prestavi§ znani €len v drugi enatbeni del in potem poiS¢es
vsaki enalbeni strani kvadratni koren, v znakih

;172+ I) = 0
2= —b
Gl i— +_ '/[f—————l-),
ali » = -+ (Eh e e e

Cisto kvadratna enatba ima dva nasprotna
realna ali imaginarna korena. Zakaj Stevilni izraz
Vr; b predstavlja realno Stevilo, &e ima / negativno vred-
nost; &e pa ima b pozitivno vrednost, je IR imaginarno
stevilo.

b) Netisto kvadratno enatho @+ ax 4 b = 0 raz-
resis, ako prestavi§ znani 610911 v drugi enatbeni del, pri-
Ztejed obema deloma izraz (E, potem koreni¥ novo enadého
z 2 in poiSéed vrednost za = po Ze znanih pravilih, v znakih

Kvadratna
enatha == qua-
dratische Glei-

chung,

Cisto kvadratna

enatha = rein
quadratische
Gleichung.

Netisto kva-
dratna enatha —
gemischt quadra-
tische Gleichung.



Urejevanje kva-
dratnih enadb.
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alt o= — LYo —b in m=—= 2 _ye_3

Neznanko urejene kvadratne enathe 2? - ax | b = 0
najdeS torej po obrazcu

etk l/r_r- ____
i — 5 == 1 b.

Izraz %2__5 je za kvadratno enacbo zelo vaZen;
zakaj predznak tega izraza dolofa kakovost enadbenih ko-
renov. Ako je izraz 1 — b pozitiven, ima enachba
dva razli¢na realna korena; ako je fgﬁ b enak
ni¢li, sta enathena korena realna in enaka;
teje pa —‘f—b negativen, sta korena spojeno
kompleksni §tevili.

¢) Enatbo % ax = 0 razresi, ako jo razstavi3 na
faktorja in potem izenali§ vsakega teh faktorjev z nitlo,

v znakih
2+ ar =0
z(x -+ a) = 0,
torej * = 0 ali x}a = 0; iz tega sledi , = 0 in
.1'2 = — .

Ako je treba razreSiti kvadratno enatbo, ki nima
nobene izmed navedenih oblik, mora8 doti¢no enacho naj-
prej urediti, t.j. pretvoriti jo moraS na eno izmed nave-
denih oblik, in potem postopad kakor zgoraj. Urejevanje
enatb se izvrSuje po Ze znanih pravilih, katera hoemo
tukaj kratko ponoviti in popolniti.

1. Izvr&i ratunske nacine, katere nakazujejo oklepaji.

2. Odpravi ulomke, oziroma korene ter skréi in okrajsaj
dobljene izraze kolikor mogode.
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3. Prestavi vse enalbene élene v levi enacbeni del
ter jih uredi po padajoéih potencah z ozirom na neznanko.

4, Deli vse enacbhene é&lene s koeficientom neznanke
v najvisji potenei.

Samo po sebi se razume, da red omenjenih pretvar-
janj ni v vsakem slucaju isti, ki je tukaj naveden ; ampak
pretvarjanja se izvr8ujejo v tistem redu, ki je doti¢ni na-
logi najbolj primeren.

Enatho /o -2 — Yo — b = 1 uredi§, ako jo ku-
buje§ po obrazcu

(6 — b)3 = a®— 03— 30 |- 8ab® = a®— b3 — Bab(a—1),

potem porabi§ znano vrednost za ¢ — 0 in nadalje po-
stopa8 po Ze znanih pravilih.

x4 92— (w—5) —8Yzr2Va—5-(YzF2—ya—b) =1
=
— 8Y2°—3z—10 = —6
Vo2 — 32 —10 — 2

ﬁ:glg.lliIB = 0

Enatho Y2z 2L yYzr—38— oL 2= y22—5
uredis, ako pusti§ v vsakem enac¢henem delu po dva ko-
renska izraza, potem kvadruje$ enatbo in nadalje postopa¥
po Ze znanih pravilih.

V2o 24 yYo—3 = yYz+2+V22—5
30 —142)22" — 40— 6 — 80— 3+ 22—z —10
iy e SR | + V22 — % —10
20 — 4 —6 = 21— 2 —9 — 22 _x_— 10
2/ 22" —x —10 = 3z — 3
a? — 142 4 49 = 0.
Pri iracijonalnih enalbah je treba vsakokrat posku-
siti, ali ustrezajo najdeni koreni doti¢ni enatbi.



Kaj da vsota, kaj

produkt obeh ko-

renov kvadratne
enadbe.

Enadheni trinom
= das Glei-
chungstrinom,
Korenski faktor
= der Wurzel-
faktor.

Lastnost enadhe-
nega trinoma.

Binomske enatbe
= binomische
Gleichungen.
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Il. Urejeni kvadratni enatbi «* - ax + b = 0 sta ko-

Ay l/(fi— b in @y = —';—I/Zm— b, Iz
teh izrazov sledi, da je

a? ((c2 )

Sy b

Vsota obeh korenov urejene kvadratne
enacbhe je enaka nasprotnemu koeficientu dru-
gega Glena; produkt obeh korenov je enak
tretjemu ¢lenu.

rena x; =

T+, = —a in px, = = i)

S pomodjo tega izreka stvori§ prav lahko kvadratno
X - ¥ 3. 1
enacho, e poznas oba korena. Ako sta n. pr. ; in — 4 ko-

: 3 1 1 3 1 3
rong, Jo—a = 3+ (—g) = s =¢-(—3) = —5
in kvadratna enadba 2% — —isr: - i:; = 0.

Levi del urejene kvadratne enatbe, t.j.izraz «> | ax b
se imenuje enat¢beni trinom. Razlika med enatbeno
neznanko in onadbenim korenom se zove korenski

faktor. Ce sta n. pr. z; = —%—Fl/-%f—b in @ =
= — —;—— l/%— b korena enatbe 2®-} axr -+ b = 0, sta

2 — xy in @ — 2, korenska faktorja te enacbe.

Ena¢beni trinom urejene kvadratne enache
je enak produktu obeh korenskih faktorjev.
Zakaj z ozirom na prejinji izrek najdeS

(x—2) (@ — ) = 22 — (23 + @) 2475 = 22 | axw - b.

Iz te lastnosti sledi, da je enaé¢beni trinom de-
ljiv z vsakim njegovih korenskih faktorjev.

§ 6. Enacbe vijih stopenj, ki se dado pretvoriti na
kvadratne enache.

T.Enatba, v kateri se nahaja samo ena potenca ne-
znanke, se imenuje binomska. Urejena binomska enatha
ima obliko z* - a 0. Kako se urejene binomske enatbhe
tretje in Cetrte stopnje razresujejo, kazejo naslednji primeri.
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@) Enagbo #* -8 = 0 razresi§, ako razstavi§ levo
stran te enatbe na faktorja po obrazecu o® -} 0® =
— (@} b)(a®> — ab 4~ b%) in potem izenadi¥ vsakega teh
faktorjev z nidlo. Iz (x -+ 2) (2> — 22 4 4) = 0 sledi
22 =0 ali pa 22 — 2244 = 0; torej je »; = —2,
-y 8y, —1 =3

b) Enatbo 2% — 27 — 0 razreii§, ako jo razstavi§
na faktorja po obrazeu a® — 0% = (a — b)(a2+-,ab | b?)
in potem postopas kakor v prejSnjem prij neru. Iz
(x—38) (482 +9) = 0 sledi z — 3 0 ali pa
22 8¢9 = 0; torej je x;, = 3, 2 = [(ZZ g - T3y

e e §(1+l/_3) S ﬁ‘v
¢) Enatho #* — 4 = 0 razresi§, ako’ razstavi ivi del

te enatbe na faktorja po obrazeu a2 — b2 = (a--0)(a — b)
in potem izenadis vsakega teh faktorjev z ni¢lo. Iz
(224 2)(x2—2) = 0 sledi 222 ='0 ali pa 2>— 2 = 0;

torej jo wy = VY — 2, x2=—|/—2 i = Vo in‘

SHS R l/2

d) Enatbo z*| 16 = 0 razre§1s, ako jo razstavis na
faktorja po obrazcu a® |- b? = a? kb%g = (a 4 bi) (e — b7)
in potem postopaS kakor v IjreJénJem primeru. Iz
(2% 4 47) (2® — 41) Sledl a2 4i == 0 ali pa 22 — 4i = 0;
torej jo @ = 2 —1, ag:—a—zlf—z 2, = 27 in
i — oy, Vrednosmma Vi in Y — i najde§ drugo
obliko, ako vzmnoZi§ in koreniS izraza V’Oﬂi—{—é - V0—i
in YO7i— )0—i z 2 ter seltejes, oziroma oditejed
dobljeni identi¢ni enadbi, v znakih

‘/(T_—I—-ff 4 I/O = — |/2 Vo — 2 = |/2 ::i‘t;;;
V—O,tl—.f?-#|/0ﬁi=|/—2|/0~zz~—|/_2 odsteto
l/i (55 fii.‘/*z iy g W_““z:j

Iz navedenih primerov izvajamo, da ima vsaka
binomska enatba tretje in &etrte stopnje

RazreSevanje
binomskih enalb
tretje stopnje.

RazreSevanje
binomskih enadéh
tetrte stopnje.



Trinomske
enad¢be = trino-
mische Glei-
chungen.
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toliko korenov, kolikor znaSa potenéni eks-
ponent neznanke. Istotako je tudi pri binomskih
enatbah visjih stopenj.

Nadin razreSevanja binomskih enacb tretje in detrte
stopnje se uporablja tudi pri drugih enalbah, ki niso
binomske. N. pr.

¢) Enatbo (x — 3)* — (b — x)® = 0 razstavi3 na fak-
torja kakor binomsko enatbo pod b). Iz [(x — 3) —
— B— )l — 3P+ @—3) (6 — =) + (6 — 2)2] = 0 naj-
de¥ korene x; = 4, x; = 4| V—3inaz =4—y—3.

/) Enatbo x* — 625 = 262 (20 — 2?) razreSis, ako raz-
stavi§ levo stran te enatbe na faktorja kakor binomske
enatbo pod ¢), potem prestavis &len desne strani na levo
stran in razstavis dobljena izraza zopet na faktorja. Iz
(x2 4 25) (x2 — 25) -+ 26 x (x> — 25) = (x> — 2b) (x® 25
-+ 262) = 0 najdeS korene #; = §, 2y = — b, 3= — 1
in @, — — 2b.)

q) Enatho (3 -—x)® = «— 3 pretvori§ na enostav-
nejSo obliko, ako prestavi§ &lena desne strani na levo
stran in potem razstavis enatbo na faktorja. Iz (3 — z)® -
+@B—x) = 8—x)[(8B— )2+ 1] = 0 najdeS korene
=3, =3+ —1hae=38—y—1 ‘

h) Pri enatbi ifg = ?QI postopad istotako
kakor pri prejSnjem primeru. Iz iig L o 4_ TR
= (@ + 3)(51—'3 = U—Z—E) = 0 najdes korene x; = — 3,
asee— b e e—

II. Ako ima urejena enacba obliko «™ | ax” 4 b = 0,
se zove trinomska. V trinomski enac¢hi se nahaja ne-
znanka v dveh razlitnih potencah. Wrinomske enatbe se
dadé na tej u¥ni stopnji razrefiti, &e jih je mogole pre-
tvoriti na kvadratne enadbe. To se da izvrSiti, ako je
potenéni eksponent m dvakrat tolik kakor potenéni eks-
ponent #. V naslednjem se hoemo torej ozirati le na take
trinomske enadbe, ki imajo obliko z*" - ax” -+ b = 0 ali

1 1
z* | ax? L b = 0.
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Trinomska enatba x?"+ ax” 4 b = 0 je kvadratna RBazreievanje
% s i 3 trinomskih
z ozirom na neznanko x”; zakaj ako postavi§ x” = y (torej il

x?" = y2), dobi navedena enatha obliko 2|~ ay | b = 0. ~
Iz te kvadratne enacbe najdeS

a |/a3 S

in ¢e postavis namesto y vrednost «”, dobi& binomsko enacho
e T R,
e ol

katero razreSi§ po pravilih za binomske enathe.

: 1 a5 :
Trinomska enatba z" - ax®** | b = 0 (ali
|/ s+ aVotb = 0) je kvadratna z ozirom na neznanko

1
2n

Jﬁn - I/UL zakaj ako postavi§ z?" — — y (torej S _h
dobi navedena enatha obliko .e/~ _|_ ay T 1, G e
dratne enathe najdes ,

il Baye '_;'f'}' , G

ali ¢e postavis namesto y vrednost J,?‘", je

! & (:277. a@? 2n
iai:_ﬁil/z——bmm: —“_“!‘l/ ) _

X
N.pr.:
@) Iz evathe x* — 32 —4 = O aliiz ®— 8y —4 = 0
(Ce postavi§ @ = y) najdeS y — 2* = 4, —1; torej je
= =9 5

b) Iz enatbe Ve —{—5[/1 — 14 = 0 ali iz 4* | 5y —
— 14 = 0 (%e postavis. [/m = y) najde§ y = |/:a =

torej je x = 64. Drugi koren, ki se najde pri razres1tv1,

" se ne more rabiti,

¢) Iz enatbe (22— 60 4-11)2 — 4 (22— 6x+-11) -3 = 0

ali iz y>— 4y +3 = 0 (fe postavi§ 22 — 6x | 11 = y)

najde$ y = @* — 62 - 11 = 3, 1; torej je v, = 4, 2, = 2,
= 8-tiinw=3—i

d) 1z enatbe «* 15z — /2> [ 152 = 90 ali iz

y2—y = 90 ((‘Ee postavis y :172—{— 15z = y) najde§ y =

= Va2 1562 = 10; torej je * -1z = 100 in = = — 20.

Matek, Aritmetika. 2.g



Obratne enatbe
= reziproke
Gleichungen.

Lastnost obrat-
nih enadh.

RazreSevanje
obratnih enath
tretje stopnje.
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¢) Iz enathe 222 — 32 1 = V2242 — 33x 1 1 ali
iz y—+1 = Y11y +1 (% postavi§ 22> — 3z = y) najdes
y = 22— 3x = 0, 9; torej je z = 0, $, 3, — 3.

VTR

#) Enatho | -——=—= Bl % razresig, ako po-
3 P Yo 1
stavis 542—_1_7“: == b s —g najde$ potem y =
¢ /52 il s : 2
= lj; =G s} torej je w3 = 2in 2y — ——54T3.

1. Ako imajo pri urejeni enachi ¢leni, ki so enako
oddaljeni od zafetka in konca enacbe, enake ali pa na-
sprotne koeficiente, se imenuje dotiéna enatba obratna.
Obéna oblika obratne enache je

gr 4 arr—t - ber—2L ... bt ax-1 =0

Obratna enac¢haima lastnost,da je obratna
vrednost vsakega korena te enatbe zopet ko-
ren doti¢ne enadbhe.

Dokaz. Ce je &tevilo & koren obratne enatbe

" axm 4 ber—24 ... b2 ax 41 =0, t.j. v

znakih ket ek~ b4 ...+ b2+t ak+1 = 0,

je tudi Stevilo 1— koren iste enacbe; zakaj Ce postavis v
; 16,

levi del navedene enacbe namesto x vrednost 7 in pre-
tvori§ vse €lene na skupni imenovalec, najdeS izraz

Aab L0 s bRt gl Sl T
/l:n ?
katerega Stevec je po izrekovem pogoju = 0. Stevilo ]‘l
zadostuje torej navedeni enathi in je zato koren te enadbe.

- Dokaz za drugo obliko obratne enathe je navede-
nemu slic¢en.

a) Obratno enacbo tretje stopnje z* - ax® 4 ax 1= 0
razresis§, ako razstavi¥ najprej po dva ¢lena z enakim
koeficientom in potem ves levi del enatbe na faktorja
ter izenalis vsakega izmed kon¢nih faktorjev z niclo. Iz

Bt apfartl=@+)@—2t1)to@+]1) =
— @+ D@ —2+14ar) = 0 sledi 21 =0
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ali pa 22 (¢ —1ax 41 = 0; torej je z; = — 1,
a1 G —1\% :
e

Prav tako postopas$ tudi pri razreSevanju obratne
enathe 2%+ ax® — ax —1 = 0

Po istem na¢inu kakor obratne enache tretje stopnje
razrelujejo se tudi enalbe, ki imajo obliko

28 |- ax® - abx - b8 = 0,
a3 — agu? - abx — b3 = 0.

b) Ako deli§ obratno enatbo ¢etrte stopnje x* |- ax? |-
~+b2tar |1 =

Razrefevanje
0 s faktorjem 22 in zbere§ po dva
¢lena z enakim koeficientom, najdes

obratnih enath

tetrte stopnje.
(vt2—|—x‘)—|—a( )+IJ:0.

Ce postavis = —}—? — y, jo #2424 = y? torej

#? 4, = y2— 2, Navedena enatha dobi potem obliko

Yoy b-—2

=il
Iz te kvadratne enadbe najdes

5 T
Sy

in potem dobi§ iz enacbe

1 a a? —‘__—
e e e RN
Stiri korene za neznanko z
Na isti nadin razreSujejo se tudi enatbe, ki imajo
obliko '
ot - ax® 4 ba® + amx + m? = 0

(e pa ima obratna enacba &etrte stopnje obliko
xt -+ ard— oz — 1 = 0, kateri manjka &len z drugo
potenco neznanke, se da prav lahko razstaviti na fak-
torja. Iz

at - axd — ax'— 1 =

@+ e —1) + (@ 1) =
— @— D@1+ a) =0

9k
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sledi @2—1 = 0 in 22+ ax—1 = 0; torej je mi_ %5

J'-g:—l,x;.;:——:;—&—|/———11n:v4 e Yol

]1\-.azrese:-u3:j.? IV. Dvoclensko eksponentno enacbo razresis, ako iz-
eksponentnin in e . . .
loraritemskin  T'aZi8 oba enatbena dela kakor potenci iste podloge in
enadh. otem izenali¥8 poten¢na eksponenta; ali pa, ako logarit-
pa, g

muje§ dotiéno enacho in potem poiSées po ze znanih pra-
vilih vrednost za neznanko. Mnogoclensko eksponentno
enatbo razresi§, ako prestavi§ ¢lene tako, da se nahajajo
v vsakem enatbhenem delu le potence iste podloge, potem
razstavi§ doti¢ne izraze na faktorje in skréi§ kolikor mo-
gote, nadalje pa postopa§ kakor pri dvoélenskih ekspo-
nentnih enathah. Mnogoélenska eksponentna enatha se
torej pretvori v dvoélensko s pomodjo ratunskih zakonov.
Izmed ostalih eksponentnih enatb moremo razresiti na-
dalje le take, ki imajo obliko kvadratnih enacbh ali se dado
pretvoriti na to obliko. N. pr.

@) Trotlensko eksponentno enatbo a**—+ba”* ¢ = 0
razresis, ako postavi§ a® = y (torej a2* = 3?) in dolodis
iz kvadratne enatbe 4* -+ by -+ ¢ = 0 vrednost za 7. Potem
najdes iz dvocélenske eksponentne enacbe

: b b2
@* = — o+ e

vrednost za .
X r— 2z —
b) Pri trotlenski eksponentni enacbi y a - b Va -+
— ¢ = 0 postopa$§ istotako kakor v prejSnjem primeru.

¢) Po radunskih zakonih o potencah pretvoris eks-
ponentni enathi 256 — 3.5* = 10 in 31+* | 32—* — 28

na obliko kvadratnih enacb in sicer obliki 52 — 3.5* — 10
in 3% — 3‘3 32 —= — 3. Iz teh enatb najdeS potem na isti
natin kakor pod @) vrednosti x = 1 in 2 = 2, — 1.

=

&

d) Logaritemsko enatho Gj}aé-l; -+ e 1 raz-
resid, ako postavig log © = y in izratuna$ najprej vred-
nost za y. 1z log # = 4, 3 najde§ x = 10000, 1000.
¢) Enatbo wx's2—1 — 100 razreSi§, ako jo logarit-
muje§ in potem postavrs loge =y Iz logae = 2, —1
najdes ¢ = 100, . 7 /3
.’/ﬂ r—_—__‘—_’

A o



§ 7. Kvadratne enacbe z dvema in ve¢ nezmankami.

Ako imajo kvadratne enatbe po vedé neznank, mores
jim korene natanko dolo¢iti le tedaj, kadar imaS toliko
neodvisnih in nenasprotnih ena¢b, kolikor je neznank. Tudi
tukaj se razrefevanje izvrSuje vobe po istih naéinih, ki se
uporabljajo pri enatbah prve stopnje. To velja posebno o
enatbah z obliko aa? - by2 = c¢. Sicer pa primerjaj na-
slednje podatke!

I. Ako je ena izmed dolo&enih ena¢h kvadratna, druga
pa linearna, se uporablja navadno zamenjalni nadin, t.j. iz
linearne enatbe se dolodi vrednost ene neznanke in ta
vrednost se postavi v kvadratno enatho, katera se potem
razredi po pravilih prej$njih odstavkov. Zamenjalni nadin
se tudi uporablja, kadar sta dolofeni enacbi kvadratni z
obliko ax? — by? = ¢ in @y = d.

II. Iz dolo&enih enadhb se izvede po rafunskih zakonih
najprej linearna enatba, ako je mogode. Iz te nove enathe
in ene izmed dolotenih ena&b najded potem korene kakor
v prej¥njem slucaju. N. pr.

@) Iz enatb ay 2 = 4 in xy -+ y = 3 najdes li-
nearno enatbo, ako odstejes eno od druge. v = 2, — 2
dnsae=—l.—13]

b) Iz enatb #2 | g — 21 in a2y |+ 2 = 28 najdes li-
nearno enaého, ako deli§ eno z drugo. @ = + 3 in y = | 4.

¢) Izenalb (x —2)(y +2)=18in (T —2z)(y —3) = 2
najdes linearno enatbo, ako izvr8i§ nakazane ralunske
nadine in potem seStejeS enathi. x — 8,5 in y = 1, 4

IIL Iz dolotenih enadb izraduna¥ najprej ali vsoto,
ali razliko, ali produkt, ali kvocijent, ali kako drugo zvezo
neznank, in potem postopad kakor poprej. N. pr.

@) 1z enadb #2 | 42 = B2 in xy = 12(x — y) najde§
razliko naznank, ako odsStejes dvakratno drugo enacho
od prve in iz dobljenega zneska izrafuna§ x — y kakor ne-
znanko iz kvadratne enatbe. * = 6, — 4, — 13 | J/ — 143
iny =4, —6 18-+y—143

b) 1z enath x? oy y% = 3¢*+b2in 22 —ay -y =
— a® -} 302 najde$ produkt neznank, ako odstejes drugo
enatbo od prve. Ako potem pristejes dobljeni produkt

Obéna pojasnila
o razrefevanju
kvadratnih
enalh z dvema
neznankama.

Ena izmed dolo-

&enih enath je
linearna.
1z dolotenih

enadh se izvede
linearna enadba.

1z dolo&enih
enath se dolodi
kaka zveza med

neznankama.
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neznank prvi dologeni enadbi, oziroma ga odstejes od druge,
dobis enachi, iz katerih se da vsota, oziroma razlika ne-
znank izratunati. Iz teh rezultatov najdes x = -+ (a -} b)
in y = 4 (¢« — b).

c) Ako je treba enatbi § (r —y) — Yo —y =1 in
Ve +y+Voe—y =5 ra,zresm izratunas iz prve enache
vrednost korenskega izraza |/ & — 1y kakor neznanko iz
kvadratne enacbe in potem najdeS iz druge enafbe vred-
nost Kkorenskega izraza m—y. Iz teh rezultatov dobis

il b
r —= -2 LR 9
d) Enagbi [/LT ] |/ — = b in 2292 =

= w -+ 15y razresi§, ako doloas 1z prve enacbe vrednost

korenskega izraza l/‘ix in potem najdes iz tega rezul-
tata in druge enatbe x = 1, 8, 1 in y = 15, 7, 0.

¢) Ako je treba enathi 22% |- wy — 4y* = 8 in 42° —
— 4y — 3y® = 0 razreSiti, dolodis najprej iz druge enacbe
vrednost Kkvocijenta j—;; zakaj ako deli§ drugo enacho s
Stevilom #? postane kvadratna z ozirom na neznanko %
Potem najde$ iz dobljenega rezultata in prve enache
=43 F4/—2iny = +2 +y—2

f) Enathi 22 22y — 3y2 = b in 22 — Bay 4> = 3
razre§is, ako postavi§ ¥ = fx, potem deli§ eno enacho z
drugo in iz dobljene nove enache pois&es vrednost ne-
znanke f#. Nadalje postopa¥ kakor v prejdnjih sluéajih.

=+2iny =+ 1.

g) Enathi z +y — w2y = 1 in 2% +- 24> = 30 raz-
resis, ako postavi§ z -y = wu in @y = 2 ter dolo&is naj-
prej vrednosti za « in 2. Potem najde$ x = 1, b, — 6 in
9= b, =l

h) 1z enadb # — y = 2 in #* — y* = 98 najde§ produkt
neznank, ako kubuje§ prvo enadbo ter porabis v dobljenem
rezultatu doloZeni vrednosti za x — y in «® — y°. Potem
najde§ * = 5, —3 in y = 3, — b.

i) Iz enatb = |y = 8 in x* | y* = 706 najdes pro-
dukt neznank, ako kvadrujeS prvo enacbo, v dobljenem
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znesku prestavis &len 2xy v drugi enafbeni del, potem
kvadrujes to enalbo ter porabi§ dolodeno vrednost za
at -yt Koreni so # — 3,5, 4/ —97 in y = b, 3,

d-yesoy.

k) LA — R
x+y+u-2=21
vz = 24

x2 g2 L w4 22 = 125.

Ako kvadrujes drugo enacho ter porabi§ az = yu = 24
in 22 -} 4?2 4 w? | 22 = 125, najdeS novo enatbo, iz katere
se dasta s pomo&jo druge dolofene enatbe dolotiti vred-
nosti za « -z in y + u. Potem je: x = 3, 8, 6, 4; y = 6,
48R a W — 4,6, 3, 8; 2= 8, 8,4, 6.

§ 8. Lastnosti kvadratne funkcije.

Cela funkcija druge stopnje ali kvadratna funkcija Oblikakvadratne
ima vobte obliko y = ax®-}- bx - ¢ in se unituje v slu- fured ol
ajih, ki sta dologena po korenih enacthe ax? - bx - ¢ = 0.

Kvadratna funkecija as® | bx | ¢ je enaka Kvadratna funk-
produktu dveh linearnih funkeij. \ams 1o iniil

Dokaz. Navedena funkcija se da pretvoriti na obliko i

wr?+bxt+c = a (1‘9 -+ %x e %),

: ’ b : ‘ . .
v kateri se sme faktor x?-{- }:—.r -+ i smatrati za enatbeni

trinom, ki je po § 5. enak produktu korenskih faktorjev,
t.j. dveh linearnih funkecij, v znakih

’ ax? - bx - ¢ = a(x — ;) (® — ).
Nopr. 3a+drt1—3(2 450 +3) =

=3+ De+1) = Ge+ 1)@t

Ako se kvadratna funkcija ax® | bz - ¢ unifuje za Predznak kva-
vrednosti x, in s, je po prejdnjem dplng

ax? -+ b+ ¢ = a(x — 2)(x — x,).
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Iz te identitne enadbe sledi, da je funkecija ax®—{ bx |- ¢
negativna (pozitivna) za vse med z, in z, leZele z-ove
vrednosti, e je e pozitiven (negativen), sicer pa se pred-

~ znak funkcijske vrednosti ujema s predznakom stalnice .

Najvedja in naj-
manjSa vrednost
kvadratne
funkeije.

Kvadratna funkecija ax®> | br 4 ¢ dobi za
a — i;—’& najmanj8o vrednost, e je ¢ pozitiven;
najvedéjo vrednost pa, e je @ negativen.

Dokaz. Navedena funkcija se da tako-le pretvoriti:
2 o ) ”,._Lf_)*
ax® -+ bx 4 ¢ = a:(.m et e g s
b b2 ¢

e
— et 2 )

V tej algebrajski vsoti se izpreminja prvi sumand, dce
se x izpreminja; drugi sumand pa ima stalno vrednost
= ¢ — f;. Za pgzitiven @ je prvi sumand pozitiven in
dobi za z = — 57 najmanjSo vrednost = 0; v tem slu-
taju ima torej tudi funkcija awx®-|- bx -|- ¢ najmanjfo vred-

b* . - . .
Hest = ¢— Za negativen @ je prvi sumand negativen
2 b

in dobi za * = — S najvedjo vrednost = 0; v tem slu-
Saju ima tudi funkcija ax® |- bz -+ ¢ najvetjo vrednost
b2
==  — 4—(&'
N. pr.
o 4 2 2\2 2
3-1‘2—}— 4.‘?—'— P— 3(.15" + —3—.’1‘ + 33) - 3(.1' + TJ) + 73',
2 :
— 3224 6z—2 = —3(x*— 25 +1) =1—3@—1?
: 2
Prva funkcija dobiza © — — ?"; najmanj8o vrednost = 3,

druga pa za * — 1 najve&jo vrednost — 1.
Funkeiji # - * dologi§ najmanj$o absolutno vrednost,
ako jo pretvoris na obliko

Lt V=T 5
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Iz te oblike sledi, da dobi funkeija = -~ % najmanjSo ab-
solutno vrednost, ¢e ima prvi radikandov ¢len najmanjSo
vrednost. Torej je # = o in « —f—% — 2V a.

Da se najde najveéja, oziroma najmanjSa vrednost

kvadratnih funkeij tudi Se na drug naéin, spoznali bomo
iz naslednjega odstavka.

Uporabne naloge.

1. Osnovnica nekega trikotnika je @ in
vsota ostalih stranic m; koliki morata biti
stranici b in ¢, da ima trikotnik najveéjo plo-
g§¢ino? ”

Razresitev. Ako postavis v obrazec za plostino p —
= V's(s— a) (s — b) (s — ¢) vrednosti s = “T™in ¢ = m— b,

najdes izraz
i jll.«"'-('ar;nz‘3 — a?) Ia:—’j (2_6_ ——;)53],

kateri dobi najveéjo vrednost (p = %me,?g ca?), te je
2b—m = 0; potem jo b = ”f in ¢'= 'E;—

2.1z neke totke D na hipotenuzi dolode-
nega pravokotnega trikotnika se spustita
pravokotnici na kateti. Kje mora leZati totka
D, da je plo8¢ina nastalega pravokotnika naj-
vectja?

Razrefitev. Kateti pravokotnega trikotnika sta « in b,
hipotenuza je ¢. Napravi* primerno sliko! Ce pomeni
hipotenuzni odsek, ki je po totki D dolofen in kateti @
prilezen, in &e sta y in 2 pravokotnici iz to¢ke D na kateti,
najdes iz podobnih trikotnikov vrednosti za y in 2, Potem
je ploStina nastalega pravokotnika

bex — a?) : e i : 2

pep = T aE sy B ey
i i najvetjo vred e

Ta izraz.dobi najvetjo vrednost (p = ), de je = — 5 = 0,
€ =

torej x = %, t. j. totka D mora lezati v sredid%u hipo-

tenuze.
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3. Ofrtaj dolotenemu kvadratu najmanj§i
enakokraki trikotnik tako, da leZi ena kva-
dratova stranica na trikotnikovi osnovnici!

Razresitev. Kvadratova stranica je a. Vrh oértanega
enakokrakega trikotnika mora lezati na somernici kva-
dratove osnovnice. Napravi primerno sliko! Ce pomeni x
razdaljo trikotnikovega vrha od dolotenega kvadrata,
najde§ iz podobnih trikotnikov vrednost za trikotnikovo
osnovnico, namreé y — ”-(-(f-j--"f). Plos¢ina enakokrakega

trikotnika je potem

g y {a—{—t’] a((t—J,—r\ ik 3(‘)w“+_ .I‘——(:) ¥

[2(6 - I/ + m) ] = 2 [2 o+ I/ x ————_j) 4@2]
Ta izraz dobi najmanjSo vrednost (p = 2a?), &fe je
2 —= =0, tore] 2 = @

§9. Naértavanle kvadratne funkcije in njen diferencijalni

kvocijent.

Geometrijsko podobo kvadratne funkeije y = —% x? -
~+ 22 4+ 5 najdemo, ako poiSemo n. pr. razreSitvam :
z=cc—4|—2] 0]2|4|68]|8]1w.
;;,:---ﬁ7i‘0‘5|8r9[8j5‘0
pripadajote tofke ter nariSemo skoz te tofke funkcijsko
¢érto. Primerjaj sliko! Ce pridenemo navedenim razreSitvam
Se naslednje:

R \f4o\----3og 20‘ s \ 20 | 80 ‘ oo
y = — oo |—475]—280] —135] . .. |—27|—BB]—160|— 00
vidimo, da raste funkecija y = — ém2+ 2z -5 od — oo

do 9 in potem pojema od 9 do — co, &e raste premenljivka

b
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od — co do -+ co. Za # = 4 dobi funkeija najve&jo vred-
nost = 9. Ker pripadajo enakim prirastkom premenljivke
razli¢ni funkeijski prirastki, oziroma zmanjski, mora funk-
cijska &rta biti kriva (krivulja). Iz funkecijske ¢rte spo-
znamo, kje in kako raste (pojema) funkecija in kje dobi
najvetjo, oziroma najmanjso vrednost. Da je mogode iz
prirastka premenljivke in iz funkcijskega prirastka (zmanj-

C\
. s

B

i
1
i
i
i
i
l
|
1
|
i
i
i
|
|
i
i
1
i
[
|
I
)
|

o 0

§ka) izratunati trigonometrijsko tangento tistega kota,
katerega tvori sekanta, oziroma tangenta funkcijske ¢rte
s pozitivno smerjo abscisne osi, bomo videli iz naslednjega.

Recimo, da pripada doloteni vrednosti # = OF funk-
cijska vrednost y — PA. Ce se = povea za Az, se funk-
cijska vrednost poveta za Ay, torej je v sliki OF — x| Az
in RB = y 4 Ay. Sekanta AB, ki gre skoz totki 4 in
B, tvori s pozitivno smerjo abscisne osi kot 8, katerega
trigonometrijska tangenta je dolofena po prirastkih Az
in Ay, v znakih tang § = :z . Ce zavrtimo sekanto 4B
okoli totke A tako, da se totka B bliza tofki 4, se manj-
Sata prirastka Az in 4y. Ko se totka B stika s tofko A4,
preide sekanta 4B v tangento AT kot 8 preide v kot «,

Krivulja = die
Kurve.
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katerega tvori tangenta AT s pozitivnho smerjo abscisne
osi; izmerljiva prirastka Az in 4y preideta v neizmerno
majhna prirastka dz in dy, ki se zoveta diferencijala; in

diferenéni kvocijent 3';' = tang [ preide v diferen-
G ; te d = Rty 1
cijalni kvocijent ﬁ = tang a, v znakih lim 3"—"— E= f#

i Ax or

(lim limes meja ali mejna vrednost).
Diferencijalni kvocijent funkeije y = f(x) z ozirom

na premenljivko = zaznamujemo tako-le

=9 =r@

dx
ter izrafunamo njegovo vrednost po pojasnilu

dy _ wt+d)—y

i dx

__ flz+d2) — f(2)

dx 75 dx 3

t. j. ako postavimo v doloeno funkecijo namesto x izraz
x -}~ dx in odStejemo od tega izradunanega zneska vrednost
prvotne funkcije ter delimo dobljeno razliko z dx, najdemo
kvocijent, v katerem je ¢len s faktorjem dx neizmerno
majhen (= 0) in se sme zategadelj izpustiti. V naSem
primeru je

e _1 (J_:'—{—_(fr)g 4+ 2@ - de)y b — (— +at 22 | Dlets
de dax P2E
1 1 2
_ —gede} 2dr — p(dx)® 1 [t S 1 5
= TSR s Su 2 ade o

Diferencijalni kvocijent za doloéeno totko funkeijske
¢rte pomeni torej trigonometrijsko tangento tistega kota a,
katerega tvori geometrijska tangenta v doti¢ni toéki s
pozitivno smerjo abscisne osi, v znakih ::'i — tang a. (e se
geometrijska tangenta A7 pomie po funkcijski &rti tako,
da se ‘dotikali¥®e A bliza vrhovni to¢ki C, je kot a oster
in se manjSa; diferencijalni kvocijgnt je pozitiven in se
manj$a. Ko se totka 4 stika z vrhovno totko C, postane
kot a« — 0° (tangenta CT je vzporedna z abscisno osjo)
in diferencijalni kvocijent dobi vrednost = 0, v znakih

((;—i — f/(x) = 0. Ce dréi geometrijska tangenta CT po
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funkeijski ¢rti dalje na desno, postane kot a top (= ay)
in diferencijalni kvocijent negativen.

Dokler se vzdiguje funkecijska ¢rta, raste funkecija
in prirastek dy je pozitiven; torej je tudi diferencijalni

v dy s .
kvocijent Hi pozitiven, ker smatramo namreé¢ prirastek dx

vedno za pozitivno kolidino. Ce pa pada funkcijska Crta,
pojema funkcija in prirastek dy in diferencijalni kvocijent
dy

4, Sta negativna. Obratno smemo sklepati, da raste dolo-

tena funkcija tako dolgo, dokler je njen diferencijalni
kvocijent pozitiven; &e pa postane diferencijalni kvocijent
negativen, zatne funkeija pojemati. Ko je diferencijalni kvo-
cijent = 0, je funkcija najvetja (najmanjéa)._{ Iz enatbe
dy

o = Jf'(w) = 0 dolodi§ tore] tisto vrednost premenljivke z,

za katero dobi funkeija najvetjo, oziroma najmanjSo vred-
nost. Prvi slutaj se nahaja pri funkecijah, ki rastejo, drugi
pa pri funkcijah, ki pojemajo do doti¢ne premenljivkine
vrednosti. V nafem primeru je diferencijalni Kkvocijent
= — 42+ 2, ki je pozitiven od + = —co do & = 4;
negativen pa od x — 4 do @ = - co. Iz enathe — 1o -
-+ 2 = 0 najde8 vrednost » = 4, za katero dobi nave-
dena funkcija najvedjo vrednost = 9.

Geometrijsko podobo kvadratne funkcije v — 2a? —
— 62 + 9 najdemo n. pr.s pomod&jo razreSitev:

e=..—2|—1| 0| 1] 3]|2]|s3|

T T T R e e
Napravi primerno sliko! Diferencijalni kvocijent navedene
funkcije je = 4x — 6. Ker je ta izraz od * = — co do
z = £ negativen, od * = § do # = |- co pa pozitiven,
pojema torej funkeija y = 242 — 65’4 9 od # = — oo
doxz =4, 0dx = 3 do 2 = - co pa raste. Za ¢ — 3

dobi funkecija najmanjSo vrednost — 41,

Ce poistemo kvadratni funkeiji y = au® - be ¢
geometrijsko mesto ter izmerimo abscise presetis¢ funk-
cijske C¢rte in abscisne o0si, najdemo razreSitve kva-
dratne enaébe ax?- bz + ¢ = 0. Ce ima funkcijska &rta

Kako spoznamo,
da kvadratna
funkeija raste,

oziroma pojema.

Kdaj dobi kva-

dratna funkeija
najvedjo, ozi-

roma najmanjso
vrednost.

Primer za tolma-
tenje kvadratne
funkeije.

Kako se razrefu-
jejo enadbe s po-
mod&jo funlkeij-
skih drt.
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z abscisno osjo dve, oziroma eno skupno totko, ima na-
vedena kvadratna enatha dve, oziroma eno realno raz-
re8itev; ¢e pa nima funkecijska ¢rta z abscisno osjo no-
bene skupne to¢ke, nima omenjena kvadratna enatba no-
bene realne razresitve. Primerjaj § 5!

Ako poiSéemo dvema kvadratnima funkcijama (ozi-
roma kvadratni in linearni funkeiji) geometrijski mesti
ter izmerimo koordinate skupnih todk, najdemo skupne
razreSitve dotiénih dveh enadb. Ce imata funkeijski &rti
skupne tolke, imata dotitni enathi realne razresitve; e
pa nimata funkeijski ¢rti nobene skupne tofke, nimata

~ omenjeni ena¢bi nobene realne razreSitve.

§ 10. Diferencijalni kvocijenti nekaterih najnavadnej$ih
funkeij.

Mejno vrednost funkeije SEE'T‘- za x — 0 najdemo
tako-le. Mera doloenega kota ACB = x (primerjaj sliko!) je
pripadajodi lok AB = z, katerega

g polumer je » — (B = 1. Ce nari-

Semo BE | AC in AD | AC vidi-
mo iz slike, da je BE <_ AB < AD
ali pa z ozirom na pojasnila
o trigonometrijskih funkeijah

siny< z<t tanga: Iz te neenache
kos @

c T 5 sledi, da je —> e ali

s x sm .l’,‘

>§'_“_'” ~ kos «z. (e se premenljivka = manjSa in bliza

niéli, se kosz bliza 1. Ko postane z = 0, sta obe meji
funkcije S%U enaki; torej je §HII—"C —.za @w-— 0,
1. Diferencijalni kvocijent funkcije = najdemo

am — M

tako-le. Ako porabimo deljivost ‘f“‘—:jf —

+ a0+ ...+ abm—2-b"—1 ki velja za cele pozi-

(Zf ($+ dx)m ek rm i
tivne m, dobimo v naSem sludaju izraz .7 = e — o

= (zt do)y—'4 (¢ F- da)" 2z ... o+ (x+ da) 1'**—2+

—+a7—1 Ker je dr = 0, je vsak ijzmed m sumandov

m—1
i
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AL BT
navedenega kvocijenta enak z” ' tore] je -V

"
ali (Z_(;L:’_) — Jpam—1,
dx

Po tem pravilu se diferencujejo (se isfe dife-
rencijalni kvocijent) potence, katerih eksponent je celo
pozitivno Stevilo. Da smemo po istem pravilu diferencovati
tudi take potence, katerih eksponent je ali negativno ali
ulomljeno Stevilo, bomo pozneje spoznali.

2. Diferencijalni kvocijent funkcije ¥ = sin = najdemo
tako-le. S pomod&jo goniometrijskega obrazca, po katerem
se sinusi odStevajo, dobimo

dy _ sin(z - dz) —sinz _ Zcos (= + ?)Sln i

— ma —1

e dx _ dx
T Sine
= ‘30'*"(;r 2) e
torej je z ozirom na zgoraj navedeno mejno vrednost
d 1 (si
Y _ cosa ali S——(ﬂlﬁ == SCONIT
d dx
- 8. Na isti_na¢in kakor poprej najdemo tudi diferen-
cijalni kvocijent funkcije ¥y = cos .
dy cos(@—dx)—cosx 2 sin (% - "rj-)sm a_).« ¥
dx = dax 75 dx e
. dax Smd{
= — sm(w —+ E) Tam )
T
fore) Jo dy ; . d(cos ) g
-2 — —ginz ali,.———— = —sinx.
da dix

4. Ako poidfemo diferencijalni kvocijent funkecije
y = f(*) 4k, kjer pomeni k stalnico, najdemo
dy _ f@+dn) +h—[f@+H _ fotdo) —f@)
de dax T R J(@).
Ker se ta rezultat popolnoma ujema z rezultatom, ki ga
dobimo, ¢e diferencujemo funkeijo y = f(x), smemo skle-
pati, da je diferencijalni kvocijent vsake stal-
nice =— 01 v znakih a’-(fc)

Diferencijalni
kvocijent sinusa.

Diferencijalni
kvocijent
kosinusa.

Diferencijalni
kvocijent stal-
nice.
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Ce diferencujemo funkeijo y = k- f(x), kKjer pomeni
k stalnico, najdemo

dy _k-fletd))—k-flo) _  f@4de) —fl&)

dix d dix

: —
Stalni faktor ostane torej pri diferencovanju
neizpremenjen, v znakih

b f@)] oe it
ETI — k),
H. Ako pois¢emo diferencijalni kvoecijent funkcije

y = f(@) + ¢ (x), dobimo
dy _ fle—+ de) + @ (@ A do) — [f(@) + ¢ (@)] _
dax dx ;

e ) ) 5 ek Bl
T dx

dax i
= fi(x) £ ¢'(@).

Diferencijalni kvocijent algebrajske vsote
dveh ali ve¢ funkecij najdemo, ako algebrajsko
seStejemo diferencijalne kvocijente vseh su-
mandov.

6. Nerazvito funkcijo f(x) }¢(y) = 0, n. pr
b2? - a2y — a®b® = 0 diferencujemo tako-le. Ce raste
neodvisna premenljivka = za dx, se odvisna premenljivka y
izpremeni za dy; torej je tudi f(z - dx) 4 @ (y - dy) = 0.

Iz enach
fl@+do) -9y +dy) = 0
J@+ 9@ = 0/
najdemo
fl@+ de)—f(x) | oly+dy) —oly) _
e
ali

P e) by o

Sfetdz) —fz) | ely+dy
! dy (7 s e

da g

to je
: ; dy
F@)+ ¢ E&é =0
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Iz zadnje enalbe izratunamo diferencijalni kvocuent

!
in sicer je :j?i = i ((“? V zgoraj navedenem prlmeru
dobimo na ta nadin
8 dy b2x
v oy 8 o= Ve

Da velja zgoraj navedeno pravilo za diferencovanje
potenc tudi v sludajih, ko je potendni eksponent ali ne-
gativno ali ulomljeno Stevilo, spoznamo tako-le.

s fi 1 2 i : 2
Iz enathigie =i iad Set = Bl Sotint & i
tivnimi in ulom-
d’/ slle] 77;__ L ]; = J" s (x —_l'___d‘)s) e ___ﬁ___ ' ljenimi ekspo-
; z-t+dr @ (& - d) » (x| dx)x nenti.
Potem je dy 1 1
de (:r—“—rfr) o xB

Ako pretvorimo funkcijo = #—" na obliko ™ —% =1l
najdemo po prejsnjem :
mx™ — 1 + =2 d”/ — ( in

dg = w — 1
dw = — Mmx a y.- — ?H’L”"—l -—am SO ’H?-;I,'_m_l.
JH
Le damo funkeiji ¥ = z” obliko z” — y” = 0, do-
bimo po prejsnjem
dy
ma—1l —gyt—1. —~ —( in
J dx
e TR et L e m =1
—— o R e = —T .
dax n y"—l s ol n
Naloge.

1. Dolo¢&i diferencijalni kvocijent funkeij:

@)y = V2ax — 22, b) y = sin (22— a?).

Razresitev. @) Po pravilih o diferencovanju potence,
algebrajske vsote, stalnega faktorja in zopet potence

najdes

Matek, Aritmetika. 3 g
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gy _ 1 Ol d@ee —afy o Qe BB
dx 2 e ) Fr VN T gg |/ 9 a,,;'_"ﬁ:g
e LWL e
'/ N T AT

Isti rezultat tudi dobis, ako postavi§ 2ar — 2? = 2. Potem
Jeids — Vz in
z) d ik
dyge el e Lo sl R
dax de o da 2y z V2axr — 22
b) Po pravilih o diferencovanju sinusa, algebrajske
vsote in potence najdes

G e =) s s
= cos (22 — a?) i = 2z cos (» a?).

Isti rezultat tudi dobis, ako postavi§ 2 — a? = 2. Potem
je ¥ = sinz in

9

dy _ d(sinz) dz cosz-2x = 2 cos (x2 — a?),

dx dz dax

2. Vértaj dolotenemu krogu najvedji enako-
kraki trikotnik!

Razresitev. Napravi primerno sliko! Ako je v viSina
enakokrakega trikotnika, je po lastnostih pravokotnega
trikotnika polovica osnovnice enaka geometriéni sredini
med daljicama v in 27—, v znakih § = V v (2r—v). Trikot-
nikova plo&&ina je potem p = v}/ v (2r—n) = V' 2rv8— i,
(o ima p najvetjo vrednost, velja isto tudi za p? — 2rv3— 4,
' Ako diferencujemo to funkeijo z ozirom na premenljivko »
in dobljeni diferencijalni kvocijent izenatimo z ni¢lo, naj-
demo 67v* — 49 = 0 in » = §r. Potem je trikotnikova
osnovnica = 7 j/r37in Krak. — 7 |/3, t. j. zahtevani “tri-
kotnik je enakostraniden.

3. Doloéi tisti pokonéni valj, kateremu je
povrije Pin kateremu se da oértati najmanjga
krogla!

Razregitev. Obrazec za valjevo povrgje je I’= 2ra(r-s).
Sredi&ée oértane krogle lezi v preseiitu diagonal osjega
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preseka. Polumer E olrtane krogle je doloden po enadbi

R2 = r2 | ;i in prostornina te krogle po obrazcu

ali Ge postavis s — 2%1 — 7, najdes

B (e ey B (et |

Prostorninark je najmanjsa, e dobi funkeija 57* - ; f; —— Ei

T
najmanjo vrednost. Potem je

10r —

torej je

in

P
A ‘)|/2.—.,/5 :

4. VErtaj dolo&eni krogli pokonéen valj z
najmanjSim plagéem!

Razresitev. Valjev plad¢ je dolofen po obrazcu
p = 2ras in stranica po enathi s = 2y R*—72; torej
jop =4y RE— 1 = 4:T|/R ¢~—3}'4'. Plas¢ p je naj-
manj%i, ¢e dobi funkcija |/ R%? — r* najmanjo vrednost.
Potem je

2R — 443
gy srer s — 0;
QY B2 — pi
; B i T
torej » = -51/-2 in s = R |/2, t. j. valj je enakostraniden.

Isti rezultat tudi najdemo, ako sklepamo tako-le.
Pla&¢ p je najmanjsi, ako dobi funkecija R%?— r* naj-
manj$o vrednost i. t. d.

3%



Diferencovati.
Integrovati =
integrieren.
Integral = das
Integral.
Integralni znak
= das Integral-
zeichen.

Obéi ali nedolo-
&eni integral =
allgemeines oder
unbestimmtes
Integral.

Nekateri nedolo-
¢eni integrali.

Stalni faktor pri
integrovanju.

36

§ 11. Pojem o integralu.

I. Ce poistemo doloteni funkeiji y — f () diferenci-
jalni kvocijent y' = f’(z) ali pa diferencijal y'dz — /'(x)dzx,
pravimo, da diferencujemo dolofeno funkecijo. N. pr.
Funkeija «3 ima diferencijalni kvocijent 322 in diferencijal
3a2dx. Ako poiStemo obratno dolotenemu diferencijalnemu
kvocijentu //(x) ali pa dolofenemu diferencijalu /’(x) dx
prvotno funkeijo f(x), pravimo, da integrujemo dolo-
teni diferencijalni kvocijent ali doloCeni diferencijal, v
znakih [f'(xz)dx = f(z). Znak [ se imenuje integralni
znak in se Gita ,integral“; prvotna funkecija f(x) se zove
integral. Vsak integral ima to lastnost, da je njegov
diferencijal enak izrazu, ki stoji pod integralnim znakom;
torej je d [f'(x)de = f'(x)dz. Tako n. pr. pripada diferen-
cijalu 322dz integral «®; kajti diferencijal funkeije 2% je
3a?duw. ;

Funkeiji f(x) in f(x) |+ k& se razlikujeta po stalni ko-
lidini % in imata isti diferencijal /’(x) dx. Obratno smemo
sklepati, da pripadata diferencijalu J'(x) dz integrala f(x)
in f(z) + k. Ker je zadnji teh izrazov sploSnejsi in preide
v prvega za k = 0, ga smatramo navadno za zahtevani
integral ter ga imenujemo obéi ali nedolo&eni inte-
gral. Torej je vobde

S @) de = f@) + &
Naslednji nedoloéeﬂi integrali so posebno vazni:
1.:fde = w--k; 20 xrtde = :
3. fsinz-de = —cosx—k; 4 [cosz-dr = sinz | k.

O resni¢nosti teh integralov se preprita$, ako jim poistes
diferencijale ter primerja$ te diferencijale z izrazi pod
integralnim znakom.

Vsak stalni faktor diferencijala se sme
postaviti pred integralni znalk, v znakih

[ @) de = k[ f@)da.
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Integral algebrajske vsote najde§, ako al- Integral alge-
. et e brajske vsote.
gebrajsko seltejes integrale vseh sumandoyv,
v znakih

/@) + 9@ de = [f(@)dz -+ [ (@) da.

O resnitnosti teh dveh pravil se prepridas, ako pri-
merja$ diferencijal desnega dela navedenih enath z izra-
Zzom pod integralnim znakom v levem enatbenem delu.

Obénega pravila za integrovanje nimamo. Integrale Kako se inte-
enostavnih diferencijalov si je treba zapomniti. S pomogjo e
te podlage integrujemo potem, da pretvorimo dotitne di-
ferencijale na takSno obliko, da je mogode njih integrale
spoznati. N. pr. Integral f ;.{-'f-(—[-m — dolo¢imo, ako zamenimo

12

Va®+ 2% = 2z; potem je a2 + o> = 22 zdx = 2de in
xdx 2 ; =
f1 I_T - = ]--H-z = fde =21k = |fo? —+ 2%k
v Va4 2 J Z

II. Recimo, da nam slika I. predoduje funkcijo y = f(x). Dologeni integral
V funkeijski érti sta tofki M in N z abscisama e dn B T ?::::::,ﬂeg
kolika je ploskev med pripadajotima ordinatama flxy) in
J(x,) in med abscisno osjo in funkecijsko &rto?

Ako razdelimo
daljico ¢, — x; na
neizmerno veliko Y N....
enakih delov ter D~
nariSemo skozraz- e
deligia BT
vzporednice z ordi-
nato AM, razpade
ploskev ABNM na ol fk, {
pravokotnike, ka- A i “*“’B_X
terih osnovnice so
neizmerno majhne (= dz) in katerih viSine so zapo-
redoma funkcijske vrednosti f(x), f(xs), f(s)... f(z.)
Ploskev ABNM je torej

Slika I.

‘mi

S@) d - f(as) de 4 f(og) do . ..+ f(a.) do.



Kako izradunamo
dolodeniintegral.
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Tak$na vsota se imenuje dolofeni integral funkcije
f(x) med mejama =z, in z, ter se zapiSe krajSe tako-le

Ln

[ f(x) d.

&y

Vrednost navedene vsote dolo¢imo tako-le. Ce je F'(x)
nedoloteni integral funkecije (fx), veljajo po pojmu o di-
ferencijalnem kvocijentu za totke M, C, D ... naslednje

enacthe: s it
ity (?’2)%,___(}_1__,
Slas) = . 1-(-;-“—:*)—(&!,@1),
Flwg) = {_@4)?;1_*(:’“3),

Y F(x,) — I'(x.—1)
CH T L R
Ako pomnoZimo vsako teh ena&b z diferencijalom dx ter

seltejemo zneske, najdemo

 floy) da - f(@o) do -+ f(wg) dz. ..+ f(x,) de = F(x,) — F(xy)

ali krajSe izraZeno
In

fj(.z,) de = F(z,) — F(zy).

Dolo&eni integral funkcije f(r) med me-
jama z; in z, je enak F(z,) — F(z), kjer pomeni
F(z) nedoloZeni integral funkecije f(x).

Uporabne naloge.

1. Kolika je ploskev, ki leZi med funkeij-
sko &rto y = J/6x in abscisno osjo odx = 0 do
o —" b7 :

Razresitev. Po prejsnjih pojasnilih je zahtevana ploskey

6 (Je SR 6]
p = [ydx [V6z.de V6[z?da
0 0 0

— 1z 37 s
Ve-l3-0t] = v6-5-6" = 24
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2. Kolika je ploskev, katero oklepata sinu-
sova &rta ¥ = sinz in abscisna os od z = 0 do
Wil— TP

Razresitev, Primerjaj sinusovo &rto v geometriji!

™ |7 T
fyde = [sinaxde = — [cosz] =
0 0 i)

= — (cos & — cos 0) = - 2.

o

3. Doloé¢i prostornino krogle!

Razre§itev. Ako polozimo skoz sredis®e dolofenega
polukroga (slika IL) pravokotno soredje, velja med koor-
dinatama (x, y) vsake tofke polukrogovega oboda in med
stalnico r enatba
22 - y? = r2 Ce
zavrtimo polu- b
krog okoli pre- 2
mera AB za 360°,
nastane krogla.
Pri tem vrtenju 5
narise vsaka po-
lukrogova ordi-
nata kroZnico. X1
Ako razdelimo .
premer AB = 2r 5

na neizmerno b3
veliko enakih
delov ter napra- £ bR e e
vimo skoz vsako Y
razdeliste pre- :
sek, ki stoji
pravokotno na 4B, razpade krogla na neizmerno veliko
valjastih plo8¢, katerih polumeri so zaporedne polukrogove
ordinate in Kkaterih viSine so neizmerno majhne (= dx).
Vsota vseh teh plo8¢ tvori kroglino prostornino, to je v

znakih

Slika II.

“+r o el 42
k= [yPm-de = nfylde = w[ (2 — 2%)de =
—_ S —_ A

= mlrte— 328 = w[rd— L84 10— 18] = 418m,

—



Aritmetiéna po-

stopica = arith-

metische Reihe
oder
Progression.
Pojasnila.

Tvorbeni zakon
aritmetidne
postopice.

Obéni &len arit-
metiéne posto-
pice.
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III. Postopice.
§ 12. Aritmetiéne postopice.

Vsaka izmed stevilnih vrst:
a) 2.0, 8, 11, 1417 108 d
b) 36, 333, 3*1, 284 1. t. d.

ima lastnost, da je razlika po dveh zaporednih Stevil (prejsnje
Stevilo vzeto za subtrahend) vedno ista. Vsaka taka Ste-
vilna vrsta se imenuje aritmeti®na postopica, njena
posamezna Stevila se zovejo &leni in sicer prvi, drugi,
tretji... ¢len, in stalni razliki po dveh zaporednih &lenov
se pravi postopiéna razlika. Ce zaznamujemo z a,
@y, Gs, @y 1. t.d. zaporedne ¢lene, zapiSemo pogoj za arit-
metiéno postopico v znakih tako-le:

g— Oy = Og— Oy = Gy— Oy = .. = 0.

Aritmetiéno postopico imenujemo rastofo (padajoco
ali pojemajoco), e se njeni zaporedni &leni velajo (manj-
8ajo). V prvem sludaju je postopi¢éna razlika pozitivna, v
drugem negativna. Primerjaj zgoraj navedeni postopici ter
doloéi pri vsaki razliko!

Vsak naslednji ¢len aritmeti¢ne postopice najdes, ako
pristejeS prejSnjemu ¢lenu razliko. Iz prvega ¢lena izra-
duna8 torej vse naslednje ¢lene, ako priStejes prvemu &lenu
ponavljajoé razliko, t.j. v znakih

“::‘ — (LJ + f!, A
ag = @+ d = a; | 2d, /]
(a.)— a,;,+u' = a, -+ 3d,

-
= gup ) d
Izraz @, = a; - (n — 1)d se imenuje ob&ni &len

aritmeti®ne postopice: on doloa, kako izra¢unas
iz prvega ¢lena in razlike katerikoli &len aritmeti¢ne po-
stopice.
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Ako odstejes od zadnjega &lena aritmeti¢ne postopice
ponavljajo¢ razliko, najde§ zaporedoma vse prejSnje ¢lene,
t. j. v znakih i

Qe t,— d,
s 20,
An—3y Gy — Bd,

a4 = an— (n— 1)d.

Ako izrazimo Glene aritmetiéne postopice po zgoraj
navedenih naéinih, dobi vsota iz n ¢lenov obliko

T e
f-ali pa
$p= Gut (@n—d) + (80— 2d) +... 4 [0, — (0 —1)d].

(e sestejemo te enadbi, najdemo

96 = (a3 02) - (@4 62) + (6 -0 - ... nckrat
in s, = —(a-F @)
E NI A G a0 AL

Izraz s, = +(a, + @,) se imenuje vsota aritme-
ti¢ne postopice; on doloda, kako more$ iz prvega in
zadnjega &lena in iz Stevila Clenov izradunati vsoto.

Ako je treba med doloteni &tevili @ in & postaviti
(vriniti) » 8tevil tako, da tvorijo vsa ta Stevila z @ in [
skupaj aritmeti¢no postopico, morajo Stevila, katera isces,
imeti obliko N
a+d, a +2d, a‘TSJ,...a#f}td,*‘{/ﬂ

kjer je razlika ¢ %e neznana. Za Clenom & - nd pride
ftevilo b, za katero velja isti tvorbeni zakon; torej je
b = a-+ (n-+1)d. Iz te enatbe dolo¢i§ razliko za arit-
metiéno postopico in sicer je

b—a
by
Naloge. R
4 1. Prvi ¢len aritmetitne postopice je = b,
razlika = 8 in vsota = 1463; koliko tlenov

§teje postopica?

Vsota aritme-
tidne postopice.

Vriniti = inter-
polieren.
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Razresitev. Ako porabi§ obrazca za obini &len in
vsoto, dobi8 enalbi ¢, = 5+ (n—1)8 = — 3 4 8n in
1463 = 7 (5 |- a,), iz katerih najde§ po zamenjalnem na-
¢inu n = 19.

2. Pri aritmeti¢ni postopici je produkt iz
7.in 15. tlena = 630 in vsota med tema élenoma
lezedih &lenov znaSa 185}; kolik je prvi &len
in kolika razlika (kako se glasi postopica)?

Razresitev. Po pogoju naloge je «;-ay; = 630 in
s+ @y~ @9+ ...+ a4 = 1854 Iz teh podatkov dobis
s pomodjo obrazca za obéni &len dve enadhi z neznankama
@, in d. Potem najde8 a@; = 5}, 474 in d = -+ 21.

3. Vrini med 16 in 250 toliko d&lenov, da
dobiS aritmeti¢no postopico z vsoto 1995. Ko-
lika je razlika te postopice?

Razretitev. Ce se vrine n &lenov, Steje postopica
(n -+ 2) ¢lena; prvi &len je 16 in zadnji 250. Iz obrazca
za vsoto najdes n — 13. Cleni postopice so: 16, 16 - d,
16 + 2d,...16 -+ 13d, 250 = 16 —- 14d. 1z pogoja 250 =
— 16 -} 14d najdes d = 163. /

'1' 4. Razdeli Stevilo 225 (a vel delov tako,
da je vsak naslednji del za 2 ve&ji od prej-
Snjega in da je zadnji del = 29. Kolik je prvi
del in koliko je delov?

Razresitev. Zahtevani deli tvorijo aritmeti¢no posto-
pico, pri kateri je razlika = 2, zadnji 8len = 29 in vsota
= 22b. Obrazca za ob&ni ¢&len in vsoto dasta enadbi
29 = q, + 2(n—1) in 225 = 3 (@ - 29), iz katerih naj-
deNanee—alibiing a1

o= b, Stivi §tevila tvorijo aritmetiéno posto-

pico; vsota vseh §tirih Stevil je — 58 in vsota
njihovih kvadratov = 966. Katera so Stevila?

Razrefitev. Zahtevana Stevila so: z — 3d, = —d,
x—d, x4 3d. 1z pogojev naloge najde§ z = 141 in
d = -+ 21. Stevila, katera iSges so: 7, 12, 17, 22 ali obratno:
e Ry S

o
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6. Koliko tro&tevilénih celih &tevil je de-
ljivih s 17, in kolika je njihova vsota?
Razresitev. Trosteviléna Stevila, ki so deljiva s 17,
tvorijo aritmeti¢no postopico, kateri je razlika 17. Oblika
teh &tevil je 17n, kjer pomeni » neko celo Stevilo. Po
pogoju naloge mora biti 100 <7 17n < 1000, torej 1% <
< m <1000 ali drugafe izraZenmo 5{3 < n < 584{4. Iz
zadnje neenathe sledi, da more n vsako izmed vrednosti
6,.7,:8 ... 06, /D7 68

imeti. B3 &tevil torej zadostuje navedeni nalogi; prvo teh
stevil je 17- 6 = 102 in zadnje 17-58 = 986. Vsota vseh
zahtevanih &tevil znafa s = 53 (102 - 986) = 28832.

§ 13. Geometrijske postopice.
Vsaka izmed Stevilnih vrst:
@) 8, 9, 27, 81, 243 i.t. d,

16 32 64 g ) -
b) 8, $2, O, 338 1. t. d.

B ? i

ima lastnost, da je kvocijent po dveh zaporednih Stevil
(prej8nje Stevilo vzeto za divizor) vedno isti. Vsaka taka
Stevilna vrsta se imenuje geometrijska postopica,
njena posamezna Stevila se zovejo Cleni in stalnemu kvo-
cijenti po dveh zaporednih ¢lenov se pravi postopiéni
kvocijent. Ce zaznamujemo z a, as, ay i. t. d. zaporedne
¢lene, izrazimo pogoj za geometrijsko postopico v znakih
tako-le:

e oWy 0L B Ll L,

Geometrijsko postopico imenujemo rastoto (padajo@d

ali pojemajoco), e se njeni zaporedni &leni vedajo (manj-
Sajo); v prvem sluaju je postopiéni kvocijent vedji od
enote, v drugem pa pravi ulomek. Primerjaj zgoraj na-
vedeni postopici ter dolo€i pri vsaki kvocijent!

Vsak naslednji ¢len geometrijske postopice najdes,

ako pomnoZi§ prejSnji ¢len s kvocijentom. Iz prvega ¢lena.

Geometrijska
postopica =
geonietrische
Reihe joder Pro-
gression.

PoTsnila!
{

Tvorbeni zakon
geometrijske
postopice.




Obéni dlen
geometrijske
postopice.

Vsota geome-
trijske postopice.

Vsota padajode
brezkonéne
geometrijske
postopice.
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izratunas torej vse naslednje &lene, ako pomnoZis prvi
tlen ponavljajo¢ s kvocijentom, t.j. v znakih

Ay = ak,

Uy = @k = a.k?
ay, = ask = ak5,
(i Rl

Izraz a, :‘ui#*—”ﬁé‘muje obéni dlen geome-
trijske postopice; on doloda, kako izraduna¥ iz
prvega c¢lena in kvocijenta katerikoli ¢len geometrijske
postopice.

Vsota iz n tlenov geometrijske postopice je po na-
vedenem
Sw = ay+ ake + ek ...+ akr—1,
Ce pomnozi§ to enadbo s kvocijentom &, dobis
KSs = 0k + a ke - ak? + a0t —ll— ak,

in ako odStejeS od te enatbe prvo, najdes

sulk —1) = aif.:"— @ in s, = a‘—(fli——lt)
ay (e — 1) . i =3
lzraz s, = - 1 Se imenuje vsota geometrij-

ske postopice: on dolofa, kako mores iz prvega &lena,
kvocijenta in Stevila ¢lenov izradunati vsoto.

Pri padajotih geometrijskih postopicah pojemajo (se
manjsajo) zaporedni &leni. Cim vegje je Stevilo ¢lenov, tem
bolj se bliza vrednost zadnjih ¢lenov ni¢li. Na isti naéin
kakor zgoraj najdemo vsoto takih brezkon&nih postopic
in sicer

$ = @ —+ ak + ak® ... brez konca |

gtet
ks = ask -+ ak® 4 ak® ... | OgRteHo
E"(1 —/‘) A torej = 1“{:1?
Izraz s = —— dolo&a vsoto padajoéih brez-

______
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Ako je treba med doloteni 8tevili ¢ in b vriniti n takih

Stevil, ki tvorijo z ¢ in b skupaj geometrijsko postopico,
morajo Stevila, katera iStes, imeti obliko

ak, ak?

S al e ol
kjer pomeni & 8e neznani kvocijent geometrijske postopice,
Za ak pride Stevilo b, za katero velja isti tvorbeni zakon;
torej je b = ak™ 1 Iz te enatbe dobi§ kvocijent za geo-
metrijsko postopico in_gicer je -
¥
N1 -
h= 2
( WJ[{
Naloge. e

_,‘,—1 Doloé&i vsoto naslednje postoplce
e e e 1 &
3T#TwT§+$+§‘
Razresifev. Ako uredif navedeno postopico tako-le:
e el 1
J‘JI ;|+5 ;_5,_T_J¢| D6 TlE e
dobis dve brezkoném geometruskl postopiei, katerlma se
dasta vsoti doloé&iti.
il 2 8 ) R
i e S RS R SRR
e { F— 8+8 B R

9
4° 2. Vsota iz 1. in 3. élena geometrijske po-
stopice je 93 invsota iz 2. in 4. &lena 14}; kako
se glasi postopica?
Razresitev. Po pogoju naloge je
@+ a3 = 9% in @y} ay = 144.

(e porabis pri teh podatkih obrazec za obé&ni &len ponav-
ljajo¢ in razstavi§ dobljena zneska na faktorje, najdes

G (14 %) = 22 in ak(l 4 k) = 111,

Ako deli8 zadnji enachi eno z drugo, dobid & — 3. Potem
najdes a; = 3. '
~§'- 3. Produkt iz 1. in 8. &lena geometrijske

postopice zna8a 4374 in vsota iz 4.in 5. ¢lena
135; kolika je vsota 8 &lenov?

Kako se med do-
loéeni Stevili
vrinejo novi

dleni.
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VT

Razrefitev. Po pogoju naloge je
oy ag = 4374 in a, 4 a; = 135.
Ako porabi§ obrazec za obéni élen, dobis
afkT = 4374 in k3 (14 k) = 13b.

Ce delis kvadrat druge enactbe s prvo, najdes kvadratno
enatho, iz katere dobi§ k¥ = $, 3. Potem je ¢, = 16, 2733

in s3 = 7881

# 4 Vsota treh Stevil, ki tvorijo geometrij-
sko postopico, znaSa 21; vsota njikovih kva-
dratov je 189. Katera so 8tevila?

Razresitev. Po pogoju naloge je

a,+a,+a = 21 in a + a) -} o’ = 189
ali drugace izraZeno

a(1+k %) = 21 in al(l + &2 k%) = 189.
Ako deli§ kvadrat prve enacbe z drugo, najdes obratno
enatho Cetrte stopnje, iz katere dobi§ & = 1, 2. Potem
je @y = 12, 3. Zahtevana Stevila so: 12, 6, 3 ali 3, 6, 12.

Druga razresitev. Ako odsteje§ od kvadrata prve:
enacbe drugo in dobljeni znesek deli§ s prvo enacbo, naj-
des vrednost produkta ak. Iz te vrednosti dobi§ s pomodjo
prve enache iste rezultate kakor zgoraj.

g ¥ 5. Prvi, drugi, peti in zadnji ¢len aritme-

tiéne postopice tvorijo Stiri zaporedne ¢lene
geometrijske postopice. Ce zna%a vsota te
tetverotlenske postopice 80, kolika je vsota
aritmetitne postopice?

Razresitev. Ce tvorijo &leni o, a -+ d, a -+ 4d in
a -~ (n — 1)d aritmetitne postopice Stiri zaporedne ¢lene
geometrijske postopice, je

a+d  efdd ad-n—1)d

Al g S T e Ad
V tem izrazu se nahajata dve enatbi. Nadalje je po po-
goju mnaloge 4a -+ (n + 4)d = 80. Iz navedenih enacb
najded: n — 14, ¢ = 2, d = 4. Vsota aritmeti¢ne posto-
pice je 392.
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T

6. Kvadratu s stranico ¢ se viérta drugi

kvadrat tako, da njegova ogliSta razpolav-

ljajo stranice prvega kvadrata; drugemu kva-

dratu se vérta na isti nadin tretji kvadrat i t. d.

Koliko zna8ajo a) obsegi, b)) ploS¢ine vseh teh
kvadratov?

Razresitev. Stranica prvega kvadrata je — a. Stra-
nico drug'ega kvadrata najdeS po Pitagorovem izreku in
gicer je ay, — a- Zry 9. Stranica tretjega kvadrata je a i
— @y 1|/,3 stranica Cetrtega kvadrata je a, — ay- L1} 2,
i. t. d. Ako primerjamo navedene rezultate, vidimo, da tvo-
rijo stranice zaporednih kvadratov geometrijsko postopico,
katere prvi ¢len je = @ in kvocijent = } |/ 2. Obsegi vseh
kvadratov znaSajo

= 4o+ 4o -JV3+da-(3V 22+
da /7
—_— me el — — — ‘) '_‘ 2 . i
1_1I12 4a(2 =V )
2

Ploséine vseh kvadratov znaSajo
S =ata- (32 +a2- (32 ... =
2

@

= el o = 2P,
' 1— (3 2)

§ 14. Obrestno obrestni radéuni.

Dostikrat se naloze glavnice ali kapitali tako na
obresti, da se pridenejo obresti koncem vsake dobe (na-
vadno koncem vsakega leta ali poluletja) h kapitalu ter
§6 8 tem vred zopet naloZe na obresti. V takem sluéaju
pravimo: kapital je naloZen na obrestne obresti

Pri obrestno obrestnih radunih pride v postev: 1. glav-
nica ali kapital, 2. %as, 3. odstotek ali proeent (obrestna
mera), 4. obresti. i

(e nalozi§ kapital po p9,, naraste 100 K kapitala z
obrestmi vred v 1letu na (100 + p) kron, 1K kap1tala.
torej. na "o kron = ~ (14 2 kron. Vrednost(l + 2=k,
na katero naraste kapitalova enota z obrestmi vred v 1 letu,
imenujemo obrestovalni faktor.

¥

Obrestno

obrestni radun — .

Zinseszi ch-
nun
1 e

Obrestovalni
faktor = Ver-
zinsungsfaktor.

T B TR e € PR L SN S el




Kako izratuna$
vrednost ka-
pitala po dolo-
denem d&asu.

Kako izradunas

vrednost letnih

zneskov po dolo-
denem Ctasu.
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Ker je vrednost kapitalove enote éez eno leto enaka £,
ima kapital « Cez 1 leto vrednost @, — ak, t.j. kapita-
lovo vrednost ez 1 leto najdes, a,ko pomnozis§
prvotm kaplbal zZ obrestovalnim faktorjem.
Prvotni kapital za drugo leto je «¢; in naraste z obrestmi
vred koncem tega leta na vrednost ¢, — ak = ak® Ka-
pital tretjega leta je @, in dobi koncem tega leta vred-
nost ay = ask = ak® i.t. d. Cez n let ima torej kapital a
vrednost a, = a.?.,".

I“na(,ba, a, = al»" sdolofuje vrednost kapi-
tala, nalozenega na obrestne obresti, Cez nlet.
Iz te enatbe se da doloditi tudi vsaka izmed kolu‘;m @, k,

n; iz pogoja za obrestovalni faktor & = 1-}- & najdes
procente. Kadar se obresti kapitalizujejo (prldenejo h ka-
pitalu) poluletno, je obrestovalni faktor & — 1- .—W in

namesto n se postavi 2n. T ——

Enatba a, — ak” né velja samo za kapitale, naloZene
na obrestne obresti, temve¢ tudi za koli¢ine sploh, ki se
vetajo —pe-—stalnem razmerju kakor n. pr. prebivalei kake
dezele, mnoZina lesa v gozdu i t. d.

Ako- nalozi§ v zaCetku ali koncem vsakega leta isti
znesek{"\na obrestne obresti, najdeS vrednost vseh teh
.aneskov v zatetku, oziroma koncem n-tega leta tako-le.
Prvi znesek je naloZen (» — 1) leto na obrestne obresti;
vsak naslednji znesek pa 1 leto manj ko prejsnji. Torej je

3 7 i = = 1
vrednost 1. zneska ob &asu zadnjega vplatila ol
» 2. » Aiay » » ) » ==l iy
» 3. » " i . " = k" = :‘)
o (—1). 4 . & - =

|

n . ” ” » » ”

in vsota vrednosti vseh n zneskov je
sw=r(l+k+R+...FEr2k"1

ali skréeno po pravilu prejSnjega paragrafa

e —1

Ba == X
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kr — 1 o
Enatha s, =r——5 dolotuje vrednostvseh
i :

skoz nlet vpladanih zneskov #» in sicer ob
tasu zadnjega vplacila. Iz te enalbe se dasta do-
logiti tudi koli¢ini » in n; z ozirom na koli¢ino % se ne

- da enatba razreSiti na tej stopnji.

Na obrestne obresti naloZeni kapital @, ki se koncem
vsakega leta povela, oziroma zmanjSa za znesek r, ima
po zgoraj navedenem na koncu n-tega leta vrednost

fen —1
B a7 - 3
B =Nata S

Iz te enatbe mored doloditi tudi koli¢ine @, » in n.

Znesek, ki se komu skoz nekatera leta izpladuje,
se imenuje renta. Renta je ali vsako leto enako velika
(stalna) ali véasih tudi po dolodenem zakonu izpremenljiva;
izplacuje se navadno koncem (redkokdaj v zaletku) vsa-
kega leta, oziroma poluletja. Renta se mora kupiti, t. j. za
rento se mora poprej neka vsota (vloga) ali enkrat ali
ob dolotenih obrokih pladati.

Pri vsaki renti je vazna njena gotova vrednost,
t. j. tisti_znesek, ki bi se moral v zaletku onega leta, v
katerem se prvokrat izplata renta, zanjo placati. Ako
nalozi8 gotovo vrednost («) rente na obrestne obresti,
dobis za Casa zadnje rente isti znesek, kakor &e bi naloZil
vsako rento » takoj, ko jo dobi§, na obrestne obresti,
t. j. v znakih ; ‘
Tomi—

e
ak™ = 7 e

Iz te enatbe se da izradunati vsaka izmed kolitin a, rin .
Ce bi se renta dobivala skoz nlet in sicer v zatetku

vsakega leta, bi zanjo veljala ta-le enatba A
S ‘l.:ﬂi—I
al — P o

Vrednosti doloenih kapitalov, ki jih je treba izpladati
ob razlitnih obrokih, se dado med seboj primerjati le po
njih gotovih vrednostih ali po tistih kon¥nih vrednostih,
katere dobijo posamezni kapitali za tasa zadnjega obroka,
ki se jemlje v postev v dotitnem sludaju.

Matek, Aritmetika. 4 g

Renta = d‘ie
Rente.

Enadchi za rente.
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Naloge.

w|L 1. Sedanji vrednosti dveh kapitalov se raz-
likujeta za 1000 K. Ve&ji kapital je naloZen po
49/, manjsi po 41%,; &ez 20let bo prvi kapital
dvakrat tolik ko drugi. Kolik je vsak kapital?
Razresitev. Vedlji kapital je x, manjsi a — 1000.
Vrednosti teh kapitalov ¢ez 20 let sta «:1:042° in
(z — 1000) - 1°045%*. Po pogoju naloge je

z+1°04% = 2(x — 1000) - 1- 0452,

sE g 2000 « 1- 04520
Iz te enatbe najdes = = 51 045% — 304“(, = 1831-92 K.

4~ 2. Kapital 3000jK je 15 let in sicer v zadetku
po 5%, pozneje po 4%, nalo%en na obrestne
obresti in naraste v tem fasu na 58327 K; ko-
liko asa je bil naloZen po 59%,°?
Razresitev. Kapital je nlet po 5%, in (15 — un)let po
4°/, naloZen. Iz enadbe
58327 = 30000- 1-05™" - 1-0415-~

log 58327 — log 30000 — 15 log 1:04

najdes n = SR 160 1985 — Tog 1708

—4— 3.Nekdo siizposodi 2400 K po 31%, in posodi
ta denar drugemu po H%,; koliko ima dobitka
v 9 letih?

‘Razresitev. Dobiek zna%a vsako leto 14, od kapitala
2400 K, t.j. 36 K. Ti zneski se obrestujejo po 5% in na-
rastejo v 9 letih na
; Sg = 36

= 8 let.

105°— 1
~5o - — 396-98 K.
~L 4. Od nekega dolga se plada koncem vsa-
kega leta 250 K. Ce zna¥a dolg Gez 1D let Se
1300 K in se obresti radunajo po 41%, @) kolik
je bil'prvotni dolg,b) tez koliko let bi bil do]g
popolnoma poravnan? <
Razresitev. o) Iz enathe k£

@ - 1-04515 — 950 - 104-57,_;} — 1300
najde$ prvotni dolg @ = 3356-8b K.



b) 1z enacbe

I, 1-045n — 1

3356°85 - 1045 = 250 00T
log 10000 — log 3957

najdeé- n = —= og 1045 “Laghe 21:05 let,

t. j. dolg bo poravnan fez 21 let, &e bo zadnji obrok ne- .

koliko vedji od prejsnjih.

3 b, Parni stroj velja 17.000 K, popravljalni
stroski zna%ajo popreéno na leto 1160 K in
vsakih 25 let je treba kupiti nov stroj. S ka-
terim kapitalom se dado vsi ti stro8ki enkrat
za vselej poravnati, e se je stroj ravno kupil
in se obresti ratunajo po 49,°?

Razresitev. Obrestne obresti dotitnega kapitala Gez

2b let morajo biti enake kupni ceni parnega stroja, po-
vefani za oni znesek, na katerega narastejo popravljalni
stro8ki v 25 letih, t.j. v znakih

¢+ 1°045% —a = 17000 - 1160 -

Iz te enalbe najdes ¢ — 39208-4 K.

10425 — 1
004

6. Kdaj se placta 24000 K za rento 1000 K, ki
se dobiva skoz 24 let te se obresti radunajo

po 3 H)/O
Rame.ﬁitev. Gotovi vrednosti rente in kapitala, ki se
plata za rento, sta enaki. Torej veljata enadbi

1-037524 — 1

a-1°0376% = 1000 « —575s75 >

a-1:0375" = 24000,

iz katerih je treba gotovo vrednost o iztrebiti. Potem
najdes

1-03757 — 0791037524

Togmei—q 10 n = 11'62 let.

4.7 Koliko mora¥ skoz 20 let in sicer v za- "

tetku vsakega leta vlo%iti pri zavarovalnem
drustvu, da dobivas potem skoz 12 naslednjih
let rento 600 K, te se ratunajo obresti po 4%,?

4*

S

e

i~




Sestavljati —
kombinieren.

Sestavba die

Kombination.
Prvek — das
Element.
Skupina =
Komplexion.
Kazalo = der
Zeiger oder
Index.
Pojasnila.

die
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Razresitev. Gotova vrednost vseh vlog je enaka go-
tovi vrednosti 12letne rente. Torej veljata enacbi

1-0420 — 1
20 Y, e e St S
@- 10419 = 0oL !
1:0412 — 1
AR P et e
a-1:042 = 600 oor

Ako iztrebi§ iz teh enab gotovo vrednost ¢, najdes

600
1-0413 " 1-0420 —

e — 18IS K.

D =

IV. Sestavhe ali kombinacije.

Dolotene stvari ali doloena znamenja sestavljamo
ali kombinujemo (v SirSem pomenu besede), ako jih
pravilno uredimo, oziroma razporedimo, ali ako napra-
vimo iz njih oddelke, ki ustrezajo dolo¢enim pogojem.
Stvari ali znamenja, ki se kombinujejo, se zovejo prveki
ali elementi, vsak spoj ved elementov pa se imenuje
skupina ali kompleksija. Posamezne elemente za-
znamujemo ali s frkami ali s $tevili naravne &tevilne vrste
(s kazali) ali pa tudi tako, da si izberemo neko ¢rko,
kateri pridenemo kazala, n. pr. @y, @, 9, ¢ ... [zmed
dveh elementov je tisti vi§ji (nizji), ki stoji pozneje (po-
prej) v abecedi, ali ki ima vecje (manjSe) kazalo. Tako
je n. pr. element b vigji od elementa 3 in element ¢ niZji
od elementa d. Izmed dveh skupin je tista visja, v kateri
najdeS od leve proti desni poprej visji element, n. pr. sku-
pina adbc je vi§ja od skupine acbd. Najnizja skupina je
tista, v kateri ni vi§jega elementa pred nizjim, najvisja pa
tista, v kateri ni niZjega elementa pred vigjim. V najnizji
skupini so elementi naravno urejeni od najniZjega do naj-
vi§jega, v najvi§ji skupini pa sledijo elementi drug dru-
gemu v obratnem redu. Tako je n. pr. ebede najniZja in
edcba najvigja skupina.
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Naloge.

1. Kolika je'verjetnost, da z dvema koc-
kama prej vrZeS dve enaki Stevili ko pa dve
neenaki?

Razresitev. Za dve enaki Stevili je 6, za dve neenaki
: S RS GHe il
pa 30 ugodnih sludajev. » = 5T — 8

2. V neki %ari je 10 belih, 7 &rnih in 8 ze-
lenih krogel. Kolika je verjetnost, da potegnes
prej belo nego zeleno kroglo?

Razresitev. Absolutna verjetnost za belo kroglo je
p, = 14 za zeleno pa z'» = B toreJ je relativna verjetnost

za belo kroglo v = 1+u

IlI. Ako se verjetnost kakega dogodka doloéi 8 po-
modjo verjetnosti dveh ali veé drugih dogodkov, govorimo
navadno o sestavljeni verjetnosti. Vazni sta dve
obliki te verjetnosti.

@) Verjetnost dveh ali ved dogodkov, ki se
izkljuéujejo. Recimo, dogodka A4, in 4, imata » mo-
gotih sluajev, izmed katerih je u, ugodnih za A; in u
ugodnih za A4,. Za 4, in A, je torej u, -} u, ugodnih slu-
¢ajev in verjetnost, da se zgodi ali 4, ali 4,, je

e Bl e
Fh— 1;‘;77 = — —,—;-" = ?'1 ] 7)2,

kjer pomenita v; in v, absolutm verjetnosti dogodkov A4,
in A,.

Ako pride ve¥ dogodkov v poétev, najdemo na isti
nadin, da je verjetnost za enega teh dogodkov,
kise izkljudujejo, enaka vsoti absolutnih ver-
jetnosti vseh posameznih dogodkov, v znakih

v = v1+v2+ U_:g_‘—..- »
Naloge.

V neki Zari je 7 belih, 8 rumenih, 9 rdeéih
in 10 modrih krogel. Kolika je verjetnost, da
potegnes belo ali rdefo kroglo?

Sestavljena ver-
jetnost — zusam-
mengesetzte
Wahrscheinlich-
keit.
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RazreSitev. Absolutna verjetnost za belo kroglo je
vy = 4, za rdefo kroglo v, = %, torej verjetnost za
belo ali rdeto kroglo » = v, 4 v, = £

2. Kolika je verjetnost, da vrzeS z dvema
kockama ve® nego pet pik?

Razregitev. Vsote, ki znaSajo ved ko 5, so 6 do 12
in treba je izratunati verjetnost za vsako teh vsot posebej.
Potemje v = s 4% + s+ Hh + &K+ &+ 45 = 1
— Isti rezultat najde8 tudi tako-le: Verjetnost, da vrzes eno
izmed vsot 21 31 47 5: jB s ":}1|T ‘:- 32‘". ‘!_'33'('{ + ‘:x‘ll'a e ’15§
in verjetnost, da ne vriZes nobene izmed teh vsot, je potem

P — 1—-))] = }.\‘._

b) Verjetnost zaporednih dogodkov, t.j.
verjetnost, da se dolofeni, med seboj neod-
visni dogodki zaporedno vrSe. Recimo, dogodka
A, in 4, imata oziroma u,; in #, ugodnih, m; in m, pa
mogotih slutajev. Stevilo ugodnih sludajev, da nastopita
oba dogodka zaporedno, je = u;-u, Kker se lahko vsak
ugoden slucaj prvega dogodka zdruzi z vsakim ugodnim
sluéajem drugega dogodka. Isto velja tudi o mogoéih slu-
¢ajih obeh dogodkov. Verjetnost, da nastopita oba dogodka
zaporedno, je torej

Uy Uy Uy Uy
] .

— == - ——g k]
My My My My e

kjer pomenita »; in v, absolutni verjetnosti dogokov 4,
in 4,

Ako pride ve¢ dogodkov v poStev, najdemo na isti
nadin, da je verjetnost, da se dogodki zaporedno

vrse, enaka produktu iz absolutnih verjetnosti
vseh posameznih dogodkov, v znakih

v = Ul"ljz'?)“...

Ce je vy = vy, = v3 = ..., se ponavlja isti dogodek;
potem je v = vy, kjer p naznanja, kolikokrat se ponovi
doti¢ni dogodek.
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Naloge.

1. Nekdo zapiSe trikrat zapored vselej
drugo dvosStevilino Stevilo. Kolika je ver-
jetnost, da zapife trikrat zapored liho 8te-
vilo?

Razrefitev. Dvostevilénih Stevil je 90 (od 10 do 99);
od teh je 4b sodih in 45 lihih Ztevil. Verjetnost za liho
tevilo je prvié v, = 4%, drugié », = &} in tretjid v; = 4.
Verjetnost, da se zapiSe trikrat zapored liho Stevilo, je
torej v = vy - vy 03 = iy

9.V zari je 9 belih in 6 &rnih krogel. Ko-
lika je verjetnost, da potegnes najprej dve
beli in potem dve &rni krogli, @) ako vries
beli krogli nazaj, b)) ako obdrzi§ beli krogli?

RazreSitev. «) 15 krogel se da sestaviti v ambe (%) krat,

9 belih (3) krat in 6 ¢rnih (3) krat. Verjetnost za dve lzeli
() g)

in verjetnost za dve &rni v, = (,5-.
: 3

Verjetnost, da potegnes najprej dve beli in potem dve &rni
krogli, je torej v = vy -v, = A2 . — b) Verjetnost za

2
15

krogli je vy =

dve beli krogli ostane ista, verjetnost za dve &rni krogli
je sedaj druga¢na. V Zari je namre® samo Se 13 krogel,
7 belih in 6 &rnih. Verjetnost za dve ¢&rni krogli je

G
Yope= (13) .

Verjetnost, da potegneS najprej dve beli in po-

2
tem dve ¢rni krogli, je torej v = v;-v, = .

3. Deset oseb sretka za neko nagrado. V
to sveho vzame vsaka oseba iz %are, v kateri
je 9 belih krogel in 1 rdeda, po eno kroglo
ter jo obdrzi. Kolika je verjetnost, da po-
tegne tretja oseba rdedo kroglo?

Razresitev. Ko pride tretja oseba na vrsto, je v zari Se
8 krogel in med njimi mora biti tudi rdeda krogla. Verjet-
nost, da je rdefa krogla 8e v posodi, t. j. verjetnost, da sta
~ prvi dve osebi dobili beli krogli, je v; = %% = &
Verjetnost, da potegne tretja oseba rdeto kroglo, je
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vy = L. Verjetnost obeh zaporednih dogodkov je zato
v = vy, = 4. Isti rezultat dobimo tudi za vsako drugo
osebo ; torej je vseeno, v kateri vrsti iS¢ejo osebe rdecéo

kroglo.

4. Kolika je verjetnost, da vrZeS z eno
kocko v treh metih vsaj enkrat 6 pik?

Razresitev. Verjetnost, da ne vrZes 6 pik je v; — J.
Verjetnost, da trikrat zapored ne vrzes 6 pik, je v, = (2)%
Verjetnost, da v treh metih vsaj enkrat vries 6 pik, je
nasprotna verjetnosti v, ; torej je » = 1 — v, = L.



Vadbe in naloge.
K§gl./l

1. Zapisi naslednje enacbe tako, da je = potenéni ekspo-
nent, ter dolo¢i potem vrednost za x: -

a) Plog 625 — w, B) *log :‘f

2. Doloéi Stevilom 2, 4, 8, |/L |/ 2 1, L4t logarltem VA

ozirom na podlogo 2.

3 Kolik je logaritem Stevil :

a) 2, 4, 8, 16, 32, 64 =z ozirom na podlogo 64;

X0, 89,1, L L
248 5 »
d)l,?},-ﬂ“,248
¢) 10, 100, 1000, 1

) 107 100 »

”

)

»

»

» 33
n 8;

Yol
” oy
Lo

A Dolodi naslednjim énaéb’am logaritmand :
R

@) *logx = 0, b) 410g;t: =
h Slog . =i 4 =+ blogm ==
A Vloge = —1, © Vg z =

) Llog 10 b) “log 10 = 1
@ “log 8 = —-?n A Plag@ =3
%) “log 343 = 3, h) *log 01 = —1,

\‘) 2, b 7

=

L,

o
23

,B’ Doloti nasledn,]nn enatbam podlqgo

¢) tlogae = —
‘logx = %,

PJPlogr = —

o =log'10 =4,
_2,

/j) “log 2 =
i) *log0-:01 =

Z
=
~

c)310g|/_——m'

-~
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K § 2
1. log (7 ab). 2. log [b(e — 3b)]. 3. log (¢ b)(m—-n).
4. log (a® — b2). 5. log(422 —9%?). 6. log a(z*— 1).
2ax ba 5mzx
7. log° 57 - 8. log S0 9, log1
2 —y? 4q2 — 902 63 at — 28 b4
010. log T »11. log B B 12. log TR
213, log ab®c, 014. log (aba)2. ) Jus 041615, lo g54°;;j :

016, og 5. a7 log [()- ()] 18 1og (G)”

19, 1og (577)" 20. 10g[(7)*: ()] 21 1og¥/a.
ol low Yy, . - 38, Tog BokyT8e:-atie Boioncd 2
ayy

e R
25, 1og“%-;§ﬁ§. 26, log J/a®— b2 X{Iog K}/ﬁ_

28, log (3 f/ffi) 29. log (a I/w l/a 1/&).

] (ULt _
V2a-y30b2 V a

30. log ——%—'Z———L%--)- . 31. log l/2 a0,
3 ax

2 a l/b 3 02 |/a:b £
32, 1 3
382y a 20 Y/ a2
33. Izrazi naslednje logaritme s pomod&jo rac¢unskih zakonov z
logaritmi praStevil :
a) log 96, ) log?, ¢ log 4,  d) log 0-75,
g ey . e
o) log Y72 ) log{§%.
84, Pretvori naslednje mnogodlenike v enodlenske izra,ze-, Geagiin
poi&¢i izraz, katerega logaritem so naslednji podatki:
a) logx 4 logy — log 2; b) log a — (logb - log ¢);
¢) 3loga 1 2logh—4loge; d) logx — 2logy — 3logz;
oe) Ltloga—itlogh—1loge; f) logz + +logy — 3logz;
o\ 1(2loga - 3logh) — i[log(a + b) |- log (& — H)];

i
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h) log 3 - logh -+ log 7 — 3log 3 |- 3log @ — }log b;
i) log(a - b) - 2log @ — %[log (¢ — b) - 3log b];

J 2log3 — +(2logh -+ 1log 7) + 2log11;

) 2log (v — y) — Hog (@ +y) — Flog(@® — ay + 9);
m) }[log3 + Sloga - 2log(a — b) — #(logz + logy)].

K § /
1. Izratunaj po radunskih zakonih Briggove logaritme Stevil:
@) 6, 14,20, 25 B 3 L4 4|
o) V10, V2, V43, V24

te je log2 == 0°30103, log3 = 0°47712, logh = 0 6989(
in log7 = 0-84510.

2 Poiséi naslednjim Stevilom Briggove logaritme:

a) 83, b) 113, c) 837, d) 1008,

¢) 3807, /) 6025, g) 8476, h) 8395,
_y77648-3, k) 4509-8, 1) 37-4968,  m) 2-53694,
n) 1:04736, o) 46358,  p) 179265, r) 310486,

¢) 114257, 1) 0-69583, w) 0-036728, ) 0-00416953.

J‘KPOISEI naslednjim logarltmom pripadajoda Stevila:
w) 0-24055, '} 1-57287, ¢) 261278, d) 3-02816, ~

0 0-66058 —1, 1) 0-27161—2,  g) 0°89009 — 3,
1) 2-01396, i) 1-46370, k) 040016,
) 0-55342 —2,  m)"0-25893 —1, ) 0°68102 — 3.
- o~
‘;3\ ,-.':'u K'§

Izracunaj s pomoélo logarlt ov naslednje izraze:
1. 13:794. 7" 9495 T 5»\\2 024306 - 15- 796

B
3. 3:1593-0°0237-6°8345- 0" 45793, :
N H _0-47236
4. 0°36:2°7453. 5. 1:0°94276. 6. 35: =t
38-402 — 13179 2488 - (— 1926)

7. 17°963: omgs- 8 rosgiomomsr % T sesmr
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A 10 1- 035 11. 7:14142, 12. 0-617345.
ir. 0206745 2\5 ; 5\ o
T U (=2). o5 (—2)" o6 /I
7. /09735, 18, ?‘78-12’5"03'3453@. 019. ?/1 0. =-1 |
A : 917342 38922
20. /279612 of | 4
, Y 13~
V2% oA, |/ 8TVEI05 o5 3V5VE
93-242 11|/41/1)4
8 /94105 - 58- 937 4 log2-0255 25+ 348
26. /340 - T4793C 9 g0t - A " log 337607 |
ng 1o% 0-08765 g0, 1020071280y OB U
29. 1540703893 0. S =X Lo

o 32. |/52-—-3--@. 033, V2 +V2Fy2. 3410+ y10.

\3: V187 — y92. 36. (104 — Y 0-3)".

/8162 10-122 38 /58812 — 53" 692

,Razrem naslednje eksponentne enache:
&q 3 — 0+5, 040. 10 = 2:71828. o41. 2%5—* — 11.

742> 934, 9044 — B, 43, 92%.3%: — 2-0477.
44, 3%=.Bde—4 — To—1.112-% 45, 2v. 37— 1. 42—2 — p,
16, 634 — 0-0067—+=. 47, (g)‘= 53017+ 1,
@41 8

123\=12 __ 345 Tt
18.2) " = 49, 10 —
B0. /25F% = 5. 51. VzH = —;/w-*

3/ ro\sat 13\= —

52. /2023,——.:,I/ ( )3 sm I/(S) 6.
Wso1 8ot — 8.9 54, 3o 3ot — gete

"'55 gltdz__ 93z—5 - 98z—1__ Q4z _
- 86,37 87 +H14-3=+2 | 8o+t — 47 | 4ot1 | 4=+,
BY Mw—1__ g8z—2 — 722t1__ g3tz L',"L

58, 2#—1.9v+1 — 1 ‘@\3“’-5” = 405 i
" gameBut+s — 1. 92,7y — 112,
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@ v

80. Vo 7y = 3 o — 12

(@ -+ Ty)- 2% — 1296. V2—%:)/3—% = 3-375.
62 Y/ 25. /3" = 12 63. /Lo )E =1
VB YA = V2. V2 = 1-41421.
64. 57-}/& = 400 © 65, Y@ = 1024
2v+1.7/3 = 72 3/z = 2Y/729.
Razresi naslednje logaritemske enache:
66, 2logxz = 3log4. 67. 1logxz = 2log 3.

68. 1log(x —1) = 1— logh.

69. logz | log (x4 1) = 2log(l — x).

0. log(@ +5) — log(r — 5) = 2

N log (v -+ 2) — log (v — 2) = 0-43b12.
72 log (z -+ 2) — log (v -+ 1) = 002345,
73. log(2x —1) —log(z+ 9= — 1.
74. log (z — 1) — log (2 — 4) = log(z 4 2) — log (22 —+11).
75. log (52) -+ log (22 -+ 8) = 1 - 2log (3 -— ).
76. log (162) — log (2a) -} log (Bx) — log 9 - log 4 — log 6.
77. log5 -+ Llog Bz + 4) = log7 - logy/ 2= — B.
78, log(Vz — B) —log (& — 3) = log(Vz — 2) —log(yz— 4)-
79. log3 - Llog (4w — 2) — logy/3z {2 = 2log2.

81, 2losx — 8. Q2. BlECs — 695, 8. 3 —1g
84, 2losx — 3, IEDR |
?59:5’ -5
K8 5. 19
Uredi naslednje enacbe: - “?_ g

LOFDT—2)+O—a)(T+a) =76 10
2, by’ — 15‘3 — (24 32%2 = (3 — 4a?)2

z 2 i _ 162 Bao |4 ol
'Ex_“.:ﬁ—a;-_x+4m’—l' 4. 23:_{_1"*“31,*4_3:0.

S e Ry O
-;:Té‘xs+zx+.4—xs/

ol




Ly S ey
*xt—1 22—z 1bx 2L’
¥ 2zt -} 322 102t — 4 222 —1
C \7' T et ey it
’\_t_z—[—x_&#a—x_ 2ax ga_—_x_bﬁ—;z‘_b__uoj
Ne—z ! el a?—a® iy = e i
3a—{—5b s L 11 r—a ®—2b b

(@ 4 b) T T e S z— b a—l—é‘
](«L{|/3;v—2-—|/4xﬁ7—1 '

3 -

B Yatetlo—s=)e 14 yoto—yo—i—jon
——— e a:—i—a,—b

5. yet+a— Yo —a = - e,

16. — 10 — Y6z — 11 = 0.

17. Y3z +1— )2z —1— Y32 — 6+ 20 —6 = 0.

18. l/a'é—a+|/w_2&_|/x_;'§& =0

d‘a
_|_
S
+
K

20. |/3(x—h2)+]/x—_—1—§-]/x—|—2 V3(x + 1

PR T ey i g ,j,_b
y €T —1
1 1 - G
22. e T e s —_— = —
: 1+l/1gw+1—|/1—ﬂx 9
2 =
A T T

w—[—|/4a2 2+x—|/4a,~
24, |/.'L‘2—|—a2-2a e 7-—5{{7‘.

Razres§i naslednje enacbe:
25, 2% +-1Bz - b6 = 0. 26, 2> — 132 — 140 = 0.
. ba® -+ Ta — 24, 28, 1242 — 200 — 3.
29, 1622 — 24z 11 = 0.  ©30, 2422 — 14z — 3.
3. (124-2)(x — 8) = (12 — 2)(z + 3).
32 (&4 3)2— 42® = (z + 1)(dz — B).
©33. b+ 22—11542)(4 —2) 244 — )2 = 0.
M. (z-1):(z+3) = (@ +11):(8x — 3).
35. @+ P+ —Us+Plo— P +1 = 0.

‘U‘



VII

32 —4 29—z o % 8

36. " —9 = 5. 37. ;ﬁ+;2=3.

:c—}wl a—1 b b L,

e el sl o

T 1 2 — 3 i 6 110 7
& 40. xiz T (i R O M. g o
z%— 3 62— 4
o 3+g +"E;a;—“]=6w—6
8x+5 S 3z — 2 3z 41
o 43. o T [ ‘gz:fgﬁ_F_l—;q*ﬁfl;l.
4z + 2 MNe47 ., W—92°
PUY, Tl TP LT e

o GEy ool —in 0 CEA Lk

—oa1. (2=5)'— 15220 + 20 =0
b6z \2 15

48. (4_3;)‘{‘;'1; g Lk e 49 a2 1L 2xyB = 2|/6

50, z(e 4+ 2/11) = b|/2. 51, © -+ 7y/% = 30.
252 22 —3)z —1 = 53, x— 10— 2)/a® — 325 = 0.
54 Vs +2—1—|/2w—{:7~4 s55. 2+ Y3 18 = 2y/a b
\5(5. V222 —1 — |/ 222 — 26 —. 2.

/51 2/BoF1—8Y 2 —1 = Iy To— 18 —/Be 1 =12
59, V2 2+ yYat2 == - VI0 — %< /o —5 = [
Gl e 10 o Vi = A Vi fora's

2 62, 3z 18—y —8 = 2/2z 2 7 :

6 Y2z 3 — Yz Fi—yz—2=0. . -
oot Vot Vet VTt vs = Valtva |
065 Yo —De—2)+VE—3)E—4 = /2
666,32+ 6—3rF1— )2z —1 = 0.

05@- Vs —Y16—a = 2.

o%fVﬂT/z—V;:.ﬁz TR W e

70.

VA Fap— Vo =Vi—a 4§



VIII

. 2>+ 200 — 2ab — 2 = (),

72, 2% — 2abxr ="a* 4 a®b | b4 _ ;

93, PP L by ab =L 00 TR (g ) — ab =
75, o — (a2 + b9 + a% — ab® = O. 4
6. (6 — P+ 0 — o) = (e — b

7. abx® — (a® -+ b))z 4 202 — 3ab — 202 = 0.

78 10abe® — (2502 | 469z - 2542 4B — 0,

79. (ax 4 b)® 4 (@ — bx) (ax — b) = z(a- b)%

80. 2(22 - 1) (a2 — b2) — B (aq\— b%) + Bab(22 — 1) = 0.

<

x -+ a T —a a— 1 — b
81. z b e 0 1— ax b — =z
a’E__ h2 a‘2+ b2 a a
ol ol e 81, oty = 20
: x z a 25 —a x4 6 &
e e e e e

87. mjt%+(a_i))(a—b*7) SO

oo z-+a z—a  4dala—+D)
& ey o 1o 1
T 89. a2+ B+ byz + &® = 2ab.
N

; -‘.)\0. l/az—[—-.r:vré?ﬂz—aé = ¢ 4 .
91- = & ——— e x,;._—_':: == Si 5
|/:v—(—|/a—~w+|/a:—|/a—w 3y «

R V= O W W Y N
& xr—b
Sl B e L

gt
l/ﬂ’—“—f—l/x—b__ o
oM Ve —a—Vz—b l/fﬂ—b'
9 Yz tatyo—a =2

98. Yatz—yz—b= 3@+

@
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IX

Uporabne naloge.

99, Produkt iz tretjega in Cetrtega dela nekega. Stevila |
gznaga 108; koliko je Btevilo? \

100. Katero tevilo je treba za D povefati in za b zmanj- \IJ
Sati, da znaSata kvadrata dobljenih zneskov 1789

101. PoiS¢i tri Stevila, ki so si kakor }:%:{ in katerih -
kvadrati znaSajo skupaj 4525!

102. Poisti &tevilo, katerega dvanajsterokratnik je za 45 |
manjii od kvadrata dotitnega Stevila!

103. Pri dvostevilénem Stevilu je Stevilka na desni za 3
manjSa od Stevilke na levi; e pomnozi§ to Stevilo s Stevilko
na levi, dobi§ 42 kratno Steviléno vsoto dotiénega Stevila. Katero
je to Steyilo ?

Ako zamems pri dvoStevilénem Stevilu, katerega Ste-
vﬂena vsota znaba. H, Stevilki med seboj ter pomnoZi§ obe Stevili,
najdes produkt 574, Katero je Stevilo?

105. Steviléna vsota dvoStevilénega Stevila znaSa 13; ako
deli¥ to Stevilo s produktom obeh Stevilk, dobis kvocijent 2 in
ostanek b. Katero je to Stevilo? 3

106. Vrednost nekega ulomka znasa 3. Ce povedas Stevec
in imenovalec za 12, dobi§ ulomek, ki je b krat ve¢ji od onega
ulomka, ki ga najdeS, e zmanjSas étevec in 1men0va.lec za O.
Kako se glasi ulomek? / ‘

107. Dve pozitivni celi Stevili sta si kakor 3:2; e zmanjSa8
prvo #tevilo za 1 in poveta8 drugo za' 2, znasSa vsota njunih
kvadratov 2581. Kateri sta doti¢ni Stevili?

108. Vel oseb napravi-skupno potovanje, za katero je
treba 432 K pladati. Ker sta bili 2 osebi prosti vseh stroskov,
je morala vsaka izmed ostalih oseb za 3 K vel pladati, Koliko
je bilo oseb?

109; O%e zapusti svojim otrokom 14400 K, katere je treba
razdeliti na enake deleze. Kmalu po odetovi smrti umrjeta
2 otroka in vsak izmed ostalih otrok dobi potem za 1200 K
ve&, nego bi bil dobil sprva. Koliko otrok je bilo?

110. A proda blago za 96 K in ima toliko odstotkov do-
bitka, kolikor kron je platal za blago. Za koliko je kupil
blago?
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1#1. Nekdo ima 5600 K kapitala; od obresti prvega leta
porabi 152 K in ostanek priklopi h kapitalu. V drugem letu dobi
2b6-b K obresti. Po koliko procentov je naloZen kapital?

1¥2. Zidarja 4 in B sezidata zid v 18 dneh. V koliko dneh
bi dovrsil 4 sam delo, e B potrebuje za isto delo 15 dni ved
nego A?

11'31 Cevi 4 in B mapolnita neko posodo v 22 ure; cev 4
samd’ napolni posodo 4 ure poprej ko cev B. V katerem C¢asu
napolni vsaka cev sama dotiéno posodo?

" 114. Dve telesi se pomikata enako hitro po krakih pravega
kota od vrha proé. Prvo telo se je zalelo pomikati 7 sekund
poprej ko drugo telo in je po 12 sekundah 65 m oddaljeno od
drugega telesa. Kako hitro se pomikata telesi?

115. Dve telesi se zalneta istodobno pomikati po krakih
pravega kota od vrha pro¢ in pretedeta oziroma po 4°8 m in
1-4 m vsako sekundo. Po koliko sekundah sta telesi 100 m
narazen?

116. Po krakih pravega kota se pomikata dve telesi proti
vrhu in pretedeta oziroma po b m in 3°6 m vsako sekundo. Po
koliko sekundah sta telesi 26 m narazen, te-sta bili v zadetku
po 60 m oddaljeni od kotovega vrha?

117. Od krajev 4 in B, ki sta 152 km narazen, se peljata
istodobno voza drug proti drugemu in se sretata po 12 urah.
V koliko minutah pretece prvi voz 1 km, &e rabi drugi voz za
1 /em eno minuto manj ko prvi?

4118, Dva kolesarja se peljata istodobno od krajev 4 in B
drug proti drugemu. Ko se po 78 minutah sretata, je prvi ko-
lesar 15607 ved prevozil ko drugi in pride 124 minute poprej
v kraj B ko drugi kolesar v kraj 4. Kako dale¢ sta kraja 4
in B narazen?

1119. Na 3000 m dolgi cesti se zavrti zadnje kolo nekega
voza 200krat manj ko sprednje kolo, katerega obseg je za 4 m
manj$i od obsega zadnjega kolesa; kolik je obseg zadnjega
kolesa?

4120. Ako podalj8a8 eno stranico nekega kvadrata za
a = 11% em in zmanj8a$ stikajoto se stranico za istotoliko,
dobi§ pravokotnik s plos¢ino p — 860 em?; kolika je kvadra-
tova stranica?
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|121. Pri pravokotniku meri osnovnica 118 ¢m 'in vigina
59 em, Ako zmanjSa8 vi§ino za nekoliko centimetrov in podaljsas
osnovnico za dvakrat toliko centimetrov, se zmanjSa plos¢ina
za 3698 cm? Kolike so stranice novega pravokotnika?

\ 122. V pravokotniku se osnovnica in viSina razlikujeta za
23 m in diagonala meri 65 m; kolike so stranice?
\|123. V pravokotnem trikotniku meri ena kateta 44 krat to-
liko ko druga kateta, hipotenuza pa 82 m; kolika je vsaka kateta?
124, V pravokotnem trikotniku meri hipotenuza 25 m in
njej pripadajota viSina 6°72 m; kolika sta hipotenuzna odseka
in koliki kateti?
125. Plos¢ina poSevnokotnega trikkotnika znaSa p — 360 cm?
in dve stranici merita 29 ¢m in 25 em; kolika je tretja stranica? .
126. Kolik je polumer kroga, &e je neka tetiva za 2 cm
manjSa od premera in njena srediS¢na razdalja = % polumera?

127. Za koliko je treba krogov polumer » = 7 ¢m podaljSati,
da bode tangenta, katero nariSe§ iz krajiS¢a tega podaljSka na
krog, enaka ¢ — 24 em?

128. Povrije pokoninega valja znafa P = 706°86..cm?
in viSina » = 8 em; kolik je polumer osnovne ploskve?

129. Prostornina 7 ¢m visokega valja se poveta za 2552 cm?,
¢e poveca§ polumer osnovne ploskve za 2 ¢m in visino za 35 cm;
kolik je polumer osnovne ploskve? (v — 22,

130, Povrije pokonénega sto%ca znaSa P — 1385:44..cm?
in stranica s = 40 e¢m; kolik je polumer osnovne ploskve?

131. Prostornina stoZca postane 2} krat vedja, e povecas
polumer osnovne ploskve za 8 c¢m; kolik je prvotni polumer?

182, Ako poveta8 polumer krogle za 104 ¢m, se prostor-

nina poveda za 92169 em3; kolik je prvotni kroglin polumer?
(v = 23).

133. Dolodi enatbe, ki imajo naslednje korene:
@) +YV—1in —yY—1; B +8/2in —3y/3;
e)i10 ip —1; d) —9 in — 13;
e) 24 in — 3; f) 07 in — 2-4;
D1y Tin 1 — V2 W Y2 PS8 i 2 —y=

Matek, Aritmetika. 6 &
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i) 20+ 3bY/2 in 20— 3bY/2; K 2Ly, 2=
I/a«—[—l/bi |/a,-—[/b

Va o
m) ,/a = __Qgi,i
Va+-Vo—b Vaoto—b X
Py
F
J. a1, 2, a8 = - 3. 281 af = 0.

A rP— a® = (. \6( 8a® 27/ = 0. b )6448 =— 125 =)
s ' —1=0. 8,326 — 2187 = 0. 9. 64x2° = 15625.
,10“-"”(7 —~2)} —(T4a) =0. A1) (22— 5P+ (Br — 23 = 0
12. (22 — )8 (& - 9)* — 0
8 (F—a)f —(d—a)® = 0. 14, z(z*—8) = 8(1 = ).

| W, of— 822 = 102 16, l‘3—ﬁ—319—(r~'r~3)(2x+15) = 0
4 a0 X *— 82| (x— 8L 6a(x—8) — :
18, 2% — a® = a®(a — ). 19. (22 — 4) (@% 4 4) = 240.
© 20, z* — 81 = 0. 21.a:*+64$_0.
11 2t x-+ Y u 22—
2, - — 1822 = 9(22 —1 Tk g Uige>
22, = (= )2 — , 23, S 36
g
/24. xt— 1842 36 = 0. 25, 6xt — 1122 = 35.°
X 4zt 2ocd 3 /
e e 79272 — 41 (342 +400~_ 0.
28, 2% 2328 — 108 = 0. 27 = 2848,
30. 325 — 7x% = 6. \r 59:)/1, = 1323,
32. 3¢® — 4oz = 160. — b= il =i
2 82 1413
.6 — 2+ G=g) = 3.
35, (84 2+ (59)" = 100-01. ‘
ey e ey sx*+4 847 — £ __ %
36. 5+ P & 37 e a4 B

1T R 39. 22+ (£)" = 260.
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40, (2= 3)} — 1(@*—3) - 6. = 0. 4. 2y — 22 = 12.
82 (w4 Yot @V =182  43. Vz—8/z =9
odd. ot — 3Y/a® = B4, 45, 220 — V4z® = 2.

46, 4z LBz = VB, ol Y171 — P L 17 = 6.

48, o2 — 8z L5 = 2y 2? — 8x I 40.
d}{‘?r?f%[/gﬁ_ z+1=2x+43
(#® -+ 3z “r 1)2— 12(22 - 3z) =
51, (22 4 62 + 8)2 — 327 — 182 = 24,
52, (3a% 4 = — 2)2 — 802" — 1021 36 — &\
53 Va2 F 32+ 8+ VaP+82—3 = 11
54, 4a® -+ 6x - Y22 32 -9 = 60.
55, (¢ — B)2 1 y/2? — 102 - 32 = 13.
56, (v — 42+t ya®— 8z 1 31 =
0o 57 Va? - 24 = Va2 — 9+ 1/1:2—16

L g o B 9V B = 1

60.m+r“~{-$+1~0 a1 TR R
62, 28 32— Fw— 1=, 63 28 284ap L3l
64, Tad— 4322 — 43x -7 = 0, '

b 0:;5(20.1'3 —+ 81x2— 31x — 20 = 0. '
#6324 —8 = 0. M3+3m2+15w+125= 0.

(27481 1242 — 82 — 8 =
87 8% | 1042 4 162 + 27 = 0.
70, x* 428 —4x2 L x4 1 = 0.
o, ot — 1228 L2902 120+ 1 =
o 30— — U — w4 3= 0.
7. 6at |- — 3822+ Ba + 6 = 0.
" 240% — B0x® — 17322 — B0z 4 24 = 0.
1024 - 2728 — 11022 4 272 10 = 0,
BFi6. 60t — 1303 132 — 6 = 0.
WU o — 1622 165 —1 =

5% 5 o
s *m% ;
'/g k) Ql

|
=]




M{ v =
XIV , % caua
o i =
of T8 Tt - 5ud — By —2 — 0. 679. ot — 23 %0 —1 = 0.
"0 80.'w* - Ba® |-1022 - 152 + 9 = 0. ;

o8l z* — 343 — 84° — 16z } 25 = 0.
82. *—5m3—}—10w2i10:c—f—4 = 0
83, ot — 7o -1 282 — 16 = 0.
v 84 32—1.= /9. L85, 82e+2 — |/320—x,
L/ 86, (31-)1—== 1, 87, 1046 =1 — 10026 —a),
v 88, 107~ 526 — 100. 89, Y2 — 4=t 4
V9o, 2=+1 — ZTVE 91, 3:2= = 47/9’
92, 3.4e+2 — 4321, 03 Y380 =1,
x R @ it 5y2x 15 5
vos 82o—B.8¢ 16 =10 .V )" —FE)+Z =0
96, 2= - 3—= = %, V97, 6142 | 61-= — 13,
98, 8=+*-8%-=— 82, v 99, 8=+1— 82e—1 — 3,

V;too. 32 — 100(3=—1—1). v10L 3)12 = 360+6 V12
V102, ;/T2T3+3”|/1“2_8 20. V103, ,/‘6a+ VT6 — 972,
P 104. 55Y3 133 = 10. v 108, 12%Y/10 — 5%Y/10 — 2.
! vy)(/VQ 3%*110 = 3 /3% — 2,
i 107, .11og(x+1)+1og|/a,_1 — 2 —log2.
. log (x — 1) 4 log (x - 12) = 2logb.
109. log(z* + 2¥/'2 4 1) +log(@® — 22 1) = log3 - log 5.

110. logye —1 -+ logyz -2 ‘5 — log 2.

1. 3xlozz|-100x 1082 = 40,
\/119_ x2!ogr—6+12 — ’?mloga:—:i‘
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1.

3.

5,

9.

1. (z— 4>+ (y+4)% = 100

@y —2)

' K § ehnoad
2P — Gyt =" /_/;2x2 4Byt = 2—33 5 b MoAn

342 - 2y° = 16, 3a% L Ty2 — 202.
i faAZV e (Y =
o | (L O+ 6= 1
Syz—f 2022 — 7. \ ¢! m2+ y2 = 2, /
¥ — = 32 6. 2y — 3o = ay

z 3y = 0. vty = 4
G oy -y = 63 XMZJF 6y> = 4o —y

2oy e Bt il TNy 95— 1 -

Qa2 — Bay -+ 3y? = 48 10. (3a’—2y)2—(2x—3y)9 r.on
3%—'9»-——11. 456——5y:5

(e— D4 @3 =4

- DO el (x— 4@y —3) = 8
18, (w2 (y H-8)? =32 14, 22— 2 = 11 ) AR,
xR (yaba) = O May=30. ) :
"’fﬁ(”?mz— 5y =163 | 16. Vo Vy =12 «
Y \3ay = 28 v z -y = T4 “
17, 1y = 8:2 O e
Ve—2—Yy—38 =1 By e 1
Sy y
@ 19, oy -+ a = 18 %2;@_;,:21
oy —y = 10. " yry — 22 = 4.

I

30 0% (v —2P— (y— 3> = 44
@—2@--1) =24 ¢  (@—12—(y—Db2=117

o Vay 4y =14 “"Gﬁ' w— 8oy 4 = 173
xy = 16. : 2xy = b.

_w2+yz+wy:52'75 26, 224 xy + 42 = 49 |

@ — ay -y = 19.

— 510 028, «® -+ xf = 170

490. y2 4wy = 119. A
030. Va4 Vy = 10‘
b Va?g{ = 16. |

I
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3. V2z — 3y = 4
U\ 22 — 8y = 88.

33. (@ —5)2— (y — 3)2 = 20
(¢ —5)@—3) =8

34.

35, 2 +y2taty =8 36.
xy = 2.

ol 2+ 92— —y =12 038,
ay = 9.

&30 2ol gy -0 — )
. 22+ 3y 2x+3y_15o40.

3
@2+ =2 42,

x%y - zy® = 30.
f s
Vety+Va—y =6

: 45, l/-m+1/+ 'x:_r:-y

»r—J

32.

@+ 290+ @2 — g = 26 >
@ 29)@0 —g) = b

Et+y—3@+ty =
xy = 80.

@i —y = 182

= 270

@y + @ —y = 85,
2

g —y =i

3
e ==
,. NUrETE
e ey vhy
y2 142 = 34.
x?y? — B2xy + 76 = 0
(x — y)2 100y oy = 625,

44, zy — Vay = 182

(@ —y)*— 8z 43y -

— = 81- — 8 — 21?(2?/ — 3)
47, 322 — Tay 4 494> =0 x+ axy + 4 = 3
522 — Bay — y? = 3b. 2% | oy |4y = 12.
o 49, 22° — 2zy — 42 = 39 50. 22% — 3oy | 492 — 144
22 -+ 2xy | 4942 = 39. Ba® - 6ay — Ty = 477.
5, a2 —y2 =9 ( ‘ | 4 ()
@2 + ) (r +29) = 182. R LY |
—p 92 3@+ ay 9% = T(@*— 2y 4 »?) U

T2yt = 9,
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e,

a7,

——

59,

61,

./63

65.

68.

73.

5.

x-+y = 14 —— ¢
23 47 ?-13 = 8b4. :

30 —2y = 4 56.
o7 x% — By? = 104xy. ——
o8 yF = 1512 58.

22y Jl- :lfy2 — ik

@
at |+ gt = 1921. \ /

oy A2 =12 /

ay + vz 4 yz = 47 i,

N e

J,Ty—}—z 14

i R A R

i) =4

LYy =— 2 U

2+ u = 18

y—l——z == 20

02 42 22 - ud = 425,

67.93:‘;5} = 2 iU

x| u
y+2z=6

'x3+'ﬁ"‘ 19,

60.

X%.
64.

66.

XV

*—y =3
@ — b — 819,

s+y+Vaty

Vo Vy = 12
Ter e e BT
Vo—Vy =1
x2+y2= 97.

oyt 2t = 49

ry -+ a2 -+ y2 = 36
;‘E—i—-'&/ =

iy = Y2

x4y -+ 2= 26
w2+J“T22“ 364.
AR — )
G
- ==

a? 2+ 22 4 u? = 164,

a3 -+ % -+ 2%+ u® = B8b.

o (1 69. y* = 10*
m!og‘y = (0-+bH, w =10 I
Qu+2 — ”;/47_;_?4 ]’2"
i ?*_-Lll/gw:i

y2e = 9y* | 10 4.
= (e
3ol d 0,82 e — 99 76.
Jh= 1)

\ 70,209 = 24.

‘ 3}/25 — 13b.
9oL guts — 49 g *
2oty = 4,

320 __ 4.92-2 — 80

3= _1_ 9—v —.9+b,

12V/y —Vy* = 20

e 4
y* = 104 uo(» .

‘e gy
\!Hv
1



XVIII

77, 4= - 4y—* = 16} 78, Vo = 1)z — 10
8¢y -6V y—1 = 81 y = 1—logz.
1 1
79, y* = Ty*= 12
logy = = — 1.

80. Dolodi dve Stevili, katerih produkt znaSa 200 in kvo-
cijent 8.

%81, Razstavi 360 na dva faktorja, katerih kvadrata zna-
Sata skupaj 801.

82, Poi&¢i dve Stevili, katerih vsota, produkt in razlika
njunih kvadratov so si enaki.

83. Ako povela8 Stevec nekega ulomka za 1 in zmanj3as
imenovalec za 1, dobi§ obratni ulomek. Ce pa zmanj¥a§ Ztevee
za 1 in povedaS imenovalec za 1, je novi ulomek za 11 manjsi
od zgoraj omenjenega obratnega ulomka. Kateri je ulomek?

84. Razlika dveh dvoStevilénih SZtevil z istima Stevilkama
znaSa b4 in produkt teh Stevil je 3627. Kateri sta Stevili?

85. Doloé&i tri Stevila tako, da tvorijo stalno sorazmerje
in da znaSa njih vsota 19 in produkt 216.

86. V katerem sorazmerju znaSa vsota zunanjih élenov 18,
vsota notranjih 17 in vsota kvadratov vseh &lenov 325?

87. Neki kapital nese na leto 64 K obresti. Drugi kapital,
ki je za 200 K manj8i in po 1°/, viSe naloZen, nese na leto
70 K obresti. Kolik je vsak teh kapitalov?

88. Delavei neke tovarne so enako plafani in zasluZijo
108 K na dan. Ce bi tovarna najela Se 4 delavce in vsakemu
delaveu zviSala zasluzek za 1 K, bi morala delaveem 160 K iz-
platati na dan. Koliko delavcev je v tovarni?

89. Vodnjak polnita dve cevi. Druga cev ga napolni sama
za 31 ure poprej ko prva in za 22 ure pozneje ko obe cevi
skupaj. V katerem ¢&asu napolni vsaka cev sama vodnjak in v
katerem ¢asu obe cevi skupaj?

90. 4 in B prodasta skupaj 100 m blaga in sicer eden ved
ko drugi, skupita pa enako veliko denarja. Ako bi bil imel 4
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toliko “blaga kalkor B, bi bil zanj skupil 63 K; Ce bi bil pa imel B
toliko blaga kalor 4, bi bil zanj skupil le 28 K. Koliko metrov
blaga je imel vsak?

91. Potovalec A rabi za pot 520 km 3 dni ved ko potovalec
B, ki prehodi na dan 12 fun vet nego A. Koliko &asa potrebuje
vsak potovalec za omenjeno pot?

92. Dve toCki se pomiceta po krakih pravega kota od vrha
pro¢ in sta v zaletku svojega premikanja oziroma 4 m in 32 m
oddaljeni od vrha. Po 1 sekundi sta to¢ki 13 m in po 21 se-
kundah 25 m narazen. Kako hitro se pomika vsaka totka?

93. Kolike so stranice pravokotnika, katerega ploS¢ina
zna%a 60 m? in katerega obseg in diagonala sta si kakor 34:139

. Krogu s polumerom 39 em je vértan pravokotnik, ka-
terega anice so v razmerju 12:5. Kolike so stranice?

95. Kolike so stranice enakokrakega trikotnika, katerega
visina je za 2 c¢m manjSa od kraka in Kkaterega obseg znaSa

50 cm :
. Kolika. je plo8éina pravokotnega trikotnika, ¢e znaSa
vsota ‘obeh katet 7 in hipotenuzi pripadajoa visina 24 m?

97. Koliki sta diagonali romba, katerega stranica meri
65 cm jin plo§éina 3696 cm?

96. Kolik je rob kocke, katere prostornina se povela za
1951/ em?, e postane vsak rob za 1 em daljsi?

99. Dolotirobe pravokotnega paralelepipe =fsé meri osnovna
ploskev 48 cm? povrje 768 cm® in diagopala 26 cm?

100. Prostornina pravilne Cetverostranié¢ne piramide znasa
1280 em® in povrSje 800 ¢m?. Kolik je osnovni rob in kolika
vigina?® ¢

101. Pravilna &etverostrani¢na prikraj8ana piramida jé 15 m
visoka in ima 855 m?® prostornine. Koliki so osnovni tobi, ki
S0 v razmerju 3:2?

102, Kolik je polumer pokonénega valja, ki je b em visok
in ima 48 ¢m® povrija?
103. Prostornina pokonénega prikrajSanega stoZca znada

6695 7 cm3, stranica 17 cm in viSina 15 em.”Kolika sta polumera
osnovnih ploskev?
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K §8.

1. Razstavi naslednje trinome na faktorje:
¢) > — 172 4 70; b) v* -3z — 88; ¢) 322 —14x | 8;
d) 322 10x —153; ¢) 622+ x —1; J) 2022 170 — 24
g) acx® — (a® - be)x -+ ab; h) acx® — (3ab — be)x — 3b2;
i) abx® -+ (¢ 4 b)x 4 1; k) aba? |- (a® — b2z — ab,

2, Za katere vrednosti premenljivke x so naslednji izrazi
pozitivni in za katere negativni:
a) ¥ — 14x - 45; (i) Jei ¢) a*- 82 1-15;
d) 222 —x — 2; e) 824z —1; f) —22%— xz-10.

d/ﬁ./ Dolo¢i naslednjim izrazom najvedjo, oziroma najmanjSo
vrednost ter povej ohenem vrednost preui}?jivke za ta sludaj:

/aﬁ/.x'~’+-vr:—:—1; r2— x 13 3a> — 8z | 6;
b il i +1
d) ax®— bx — ¢; (e ﬁ o
A 195212
f)‘) e i s 'u; LJ“’—{— TR 1) |/9

k) 22+ (a 4 bz 4 a2 - ab |- b%; -
l) J~—|—(a-—-b)a—-a~—ab — b2, JE N '5‘“/{
4, Razstavi Stevilo ¢ na dva sumanda tako, da dobi njun
produkt najvecjo vrednost.
5. Razstavi Stevilo ¢ na dva faktorja tako, da dobi njuna
vsota najvedjo vrednost. _
6. Razdeli daljico ¢ na dva dela tako, da dobi vsota kva-
dratov napravljenih iz teh delov najmanjSo vrednost.

( Vértaj dolodenemu trikotniku najvedji pravokotnik tako,
da lezl dvoje pravokotnikovih ogliS¢ v eni trikotnikovi stranici,
tretje in Cetrto ogliSée pa v ostalih trikotnikovih stranicah.

8. Virtaj dolotenemu kvadratu (krogu) najvedji pravo-
kKotnik.

9. Vértaj dolotenemu pokonénemu stoZeu pokonéni valj z
najvedjim plastem.

)J:Q Vértaj dololeni kro ﬁl pravilno Getverostrani¢no prizmo

z najvedjim plastem (povrs?em)
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11, Kateri pokonéni valj (stozec) ima najvedji plasd, e je
obse os,]ega preseka dolodene velikosti.
1. Vértaj dolodeni krogli pokonéni val z najvedjim pladtem.

K § 9
Naértaj funkecije:

: |
Sr=1tetse, Ay
5(-;; b o e gp R

ter dolo®i presetida funkeijskih rt

A ‘i - [7
K § 10.
Doloéi diferencijalne kvocijente
1.y = ax 1 0. / 2.9
8.y = aw? -+ bx e ey =
- b
/B = a1 }f Y
7. ax -+ by = ¢ 8. 22|
9. b2x? — a?y? — @22, 10. 42
11. y = 2pzx —|—2:§ a2, 12, 42
13. 4 = av® | Ib ' 14. ¢
ne ?
a5 — @ Loy . 16. y
17,y = 2¢/w. '} 18. y
19. y = Vo | bz \* $320. ¢
)(y — asin oz, V\\ ‘
93 y =_cos(x* — a?). % (=

25. Dolodi, za katere vrednosti
roma pojemajo naslednje funkeije:

a) Yy = 2 ~|— R —i— 12, l')) i
¢) y = 22— 6z + 13, d) y

= 12 — & — 627,
= o> 22— 3

z abscisno osjo!

naslednjim funkeijam :
= o —jo 44

(¢ + bx) (c — dz).

= gsinz - bcosz -} ¢
y? = 72,

= 2pz.

— ‘i

= (a -+ bx)

i

(d -+ ba?)?”

_ 81
= z¥ =

2 s oy e

22. y = asin(f — ax).

— AP o (y— B2 =t

premenljivke rastejo, ozi-

= 222 — 32z — 9,

et z
o e At

’ PN
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26. Dolo¢i, za katere vrednosti premenljivke so naslednje
_funkcije pozitivne, oziroma negativne.

o) y = x?—x — 2, b) y = — x> — 2z + 3,

)y =4+ 8x+43, dy=—jA| o2

27. Natrtaj funkcijo y = 2+ 32 -|- 422 ter dolo&i kot,
katerega tvori geometrijska tangenta v todki # — 3 funkecijske
¢rte s pozitivno abscisno osjo.

){3/ V kateri tolki funkcijske &rte y = 2 - 22 - 22 tvori
geometruska tangenta s pozitivno abscisno osjo kot 45° (609)?

. Doloéi funkcijam pod 26. najve&jo, oziroma najmanjgo
vrednost !

30. Natrtaj iz totke M, ki ima od sredida O nekega
kroga razdaljo @, tangenti na krog ter spoji dotikaliséi 4 in B
med seboj in s tofko O. Kolik mora biti krogov polumer, da
je trikotnik A0B najvesji?

31, Kateri pokonéni stoZec s stranico ¢ ima najvedjo pro-
stornino?

32. Dolo¢i izmed pokonénih stoZeev s prostornino k& tistega,

kii najmanjsi plasc.
%Doloéi najmanj8i pokonéni valj, ¢e je diagonala osjega

preseka = d.
. Virtaj (o¢rtaj) doloeni krogli pokonden stoZec z naj-
vetjo (najmanjso) prostornino.

K § M ,* ¥

Dolo¢i naslednje integrale:

1. fodm 2. [x2dw. Sl =

4. f(“ 4 5, ,f:r'l' dx. 6. [V de

1. % 8/ :;; 9. [(ax® — bx — c)dx.
10. [(ax -+ b)?dz. : 1. [(z -+ a)(x — a)dz.

12 f(32° + 4024 2Yw — 3‘/M)aﬁz,v.
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13 [(asinz - bcos x)da. 14. -Ja—bx
15 f 2+2b$ -+ b2 8 ; %_/.Vax—{—b'
)/f x) @+ a2 - da. 1& int:’;\ 3
\ 1/14,— o
20, i 5\1 Jsin (a - B)da..
& 2 x*

L
4] : ;
. [Bada, 24, j(a | ba) da.” »
. 0 0
26, [V« d. 27. [coswdu. 28, [sin azdz.
1 0 Vi ‘0

e |

o /
NS 2 S /
x&’ [sin 4z da. . [cos duwdzr.

itmetitnih postopicah ob&ni tlgn
e << S

1 »n41 n42
e 1 h) PR T (TR =
q 1 «224F1 2x24-1
o o o e

2. Pri aritmeti¢ni poétopici 12 &lenov znasa zadnji ¢len 71
n vsota 54; kolik je prvi &len in kolika razlika ?

3. Aritmeti®na postopica Steje 6 glenov ; kolik je prvi &len
in k%a vsota, &e je zadnji &len = 0 in razhka = — 279

\ "Kolik je prvi in kolik zadnji ¢len aritmetitne postopice,
ki é’ﬁqj 16 ¢lenov, e je razlika = 0°27 in vsota = 52:08? -

+"_/ 1/ Koliko ¢lenov aritmetidne postopice da vsoto 2808, &e
znasa prvi ¢len 2 in razlika 10°?

6. Koliko ¢&lenov postomce 9 13, 17 . je treba seSteti,

da dobi¥ vsoto 864092 3
£
f . AN . B A
4 | N

.
-
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Bl 7. Vrini med ¢lene postopice 1, 5, 9... po 8 novih &lenov
tako, da dobis zopet aritmeti¢no postopico !
S 8. Koliko ¢lenov mora8 med 8% in 101 vriniti, da dobi§ ¢
aritmeti¢no postopico z vsoto 211%°?
9. Dolodi pri postopici 50, 48, 46. .. tisti élen, ki je enak

o rp—

7. delu Arsote vseh prejSnjih ¢lenov! ———
o _!.. 10 Pri aritmetiéni postopici znaSa vsota iz 9. in 20. élena 21,
‘E-j: vsotd iz 10., 16. in 28. ¢lena pa 28; kako se glasi postopica?

0 © 11. Peti in drugi ¢len aritmetitne postopice se razlikujeta
za 18 in vsota prvih b ¢lenov znaSa 7H; kolik je prvi &len in
kolika razlika?

(> 12, Peti tlen aritmeti¢ne postdpice zna%a 15, vsota prvnh]u
A IR trelrTlenvy jo.— 221 in vsota zadnjih treh ¢lenov = 7H; ko-{
: !f ]11{9 ‘lenov Steje postopica in kolika je njena vsota?
_ R +— . Vsota iz drugega in 16. aena aritmetiéne postopice
v ) zZnadi in produkt istih dveh &lenov JB = T1; kolika je vsota
| prvih 16 &leno
14. Razdeli Stevilo 400 na 25 delov tako, da tvorijo ti deli &
: -f.rlt meti¢no postopico in da je deveti del — 11!
3 %{01 e vsota sodih Stevil naravne Stevilne vrste od
'.“37d0 39

16 Koliko znaéa vsota (,et\rerostewi(,mh Stevil, ki so de- D)

jiva z 20°4/% : ¢

A7 Dol 4350 K ki ne nosi nobenih obresti, se poravna

ta.ko, da se plafa prvo leto 600 K in vsako naslednje leto za
50 K manj’; v koliko letih je dolg poravnan?
++,&g‘ Okoli totke v ravnini Iezi 6 kotov ta,ko da se dotikajo 0

~ od prejsnjega. Koliki so posamezni koti?
! p_f— 197 4 izkoplje vodnjak, ki je 12 m globok, in dobi za prvi J,.
\ 7‘ meter 9 K 60 h in za vsak naslednji meter po 2 K 40 h veé.
Kollko znaSa ves zasluzek? RN
{ ‘;"‘ . Blo&¢ina pravokotnega frikotnika, katerega stranice[@
[ tvorijo aritmétitno postopico, znaa 294 dm?; kolike so stranice?
/et 21, Velja kateta pravokotnega trikotnika, Katerega stra- -
nice tvorijo aritmetino postopico, meri 24 dm; koliki sta ostali
\_ stranici? A
\{ 1"2; fe. 3, r"f‘tx" b

% 3 Nhr 4
o, < R ekl A - "i,#f.:f;rf:—Jl i .
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22 Stevilke Loétevﬂénega Stevila tvorijo arltmetléno po-
stoplco Ako deli§ to Stevilo z njegovo Steviléno vsoto, dobis
26 za kvocijent; &e pa priStejeS doti¢nemu Stevilu 198, dobis-
Stevilo, v katerem se nahajajo iste Stevilke v obratnem redu.
Katero je to Stevilo?

7 23. Dve telesi se zadneta pomikati istodobno v isto smer
od ene in iste totke. Prvo telo pretete vsako sekundo po 20 m,
drugo telo pa v prvi sekundi 12 m in v vsaki naslednji sekundi
po 2 m vet. Kdaj dohiti drugo telo prvo?

. -{- 24. Po obodu nekega kroga se pomikata dve telesi isto-
dobno od ene in iste tofke v nasprotno smer. Prvo telo pretede
v prvi sekundi 3“ in v vsaki naslednji sekundi po 1° ve&; drugo
telo pretede v prvi sekundi 14 in v vsaki naslednji sekundl po

, B° vet. KdaJ se sretata telesi prvokrat in kdaj drugokrat?

25. Popotnik gre od kraja A in prehodl prvi dan 40 km
0 vsak naslednji dan po 2 km manj. Od kraja B, ki lezi 40 km
Eza krajem A, gre en dan pozneje kurir, ki prehodi prvi dan
40 km in vsak naslednji dan po b km ved. V koliko dneh do-
hiti kurir popotnika?

JK §13. = 7
-i-,«If Dolo¢i vsote naslednjih geometrijskih postopic: _
o) 1o o LB s T n S, ,

+b) b |- aty | 23y | a2y +~f'y ShYE s 1
1-t) ¥ - a4 a*h® - aBhB - abt | abb |- b8,

-+ 2. Dolo¢i vsote naslednjih brezkonénlh geometrijskih po- :
stopic : 0\‘)

s

+.a')zi’4%8‘|71()}_..- . /rw'
+/1_a’»r+/27 i i
} BT o) < AN 8 x"
$ig2 tar T
St P ‘*hq‘ |
b2 be b‘ DR | 2
+' d) o—bf—— i;ﬂr o (@ >0) i
by SN
e r,) }2 - A 50 1z 3% 3114 B S 2,

, i o
+ \8- —f“ gg' | g& ": é.; = 8%" e g; A J{:" 4 // i 7
41//1# 4 ; f
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T /3. Kolik je prvi ¢len geometrijske postopice, katere ko-
g litnik je = 14 in sedmi &len = 68119
"j’ . Kolik je realni koliénik geometrijske postopice, pri
kateri je @) prvi &élen = 2 in dvanajsti ¢len = 4096; b) peti
dlen — 648 in sedmi tlen — 14589 "
W 4~ 5. Koliko ¢lenov postopice 1, 3, 9, 27... moras &}eéteti,
. da dobls vsoto 32807
U= b= g Prvi dlen geometrijske postopice je 6, koliénik 3 in
zadnji ¢len 1217 ; koliko ¢lenov Steje postopica in kohka je
‘N,mena vsota ?
o 7. Koliko &lenov ima geometrijska postopica in kolik je /
njen zadnji &len, &e je prvi 8len = 4, kolinik = 3 in vsota —
= 118096°?
. | [ 8. ‘Prvi ¢len geometrijske postopice je 7 (3900), zadnji
f / ; &len 15309 (25) in vsota 22960 (6375); kolik je “kolitnik in ko-
* liko &lenov gteje post0p10a9 .
:‘ : -{q. 9. Kolik je koli¢nik brezkonéne geometrijske postopice,
katere prvi ¢len je — 1 in vsota = 3°?
} 10-Doloti peti ¢len brezkontne geometrijske postopice,
' katere kolitnik je # in vsota 20.
w 1¥ Vrini med Stevili 5 (165 in 405 (4096) tri &lene tako,
da tvori vseh pet Clenov geometrijsko’ posboplco'
w A2, Vrini med Stevili «®in y® sedem &lenov tako, da dobi8
geometrijsko postopico!
w1 3. Vrini med 16 in I toliko &lenov, da dobis geometu_]sko
postopico z vsoto 313!
---.14/ Med ¢lenoma 17496 in 1024 geometruske postoplce se
nahaja Sest ¢lenov; kolik je kolidnik?. . 5
=15 Razlika med 4. in 6. ¢lenom geometruske posto‘plce
-({Je 756, razlika med 4. in 5. ¢lenom pa 432; kako se glasi po-
i stopica9
'--16 Vsota iz 6. in 10. &lena geometrijske postopice znaSa
97 4 razlika med 12. in 4. &lenom je 24228, Kkolik je prvi &len
in kolik koli¢nik?
: 17. Osem §tevil tvori geometrijsko postopico; vsota prvih lrfp
H

L)

Stirih Stevil je 15.(85) in vsota ostalih Stevil 240 (21760); katera

80, Stevila ? r,/x— .“V"-- 7_;&,_‘ S i_‘.;-.,.___ Y 4 \[ :

/
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| j 118/ Razdeli vsalk &len postopice 3, 48, 768..7 na'4 dele.

tako, da tvorijo vsi ti deli geometrijsko postopico!

A% ~ . 19. Tri Stevila, katerih vsota znaSa 117, tvorijo geometrijsko )

postopice; &e pomnozis srednje teh Stevil z vsoto ostalih Stevil,
dobis, 2430. Katera so Stevila?

1 . Stiri 8tevila tvorijo geometrijsko postopico; prvo Stevilo

je za 36 vedje od drugega, tretje za 4 vedje od Cetrtega. Ka-

| tera so stevila?
LS

| W% 21, Sest Stevil tvori geometrijsko postopico; vsota prvih
b Stevil je 484, vsota zadnjih D Stevil pa 1452. Kako se glasi
postopica?

o 22, Ako pristejeS 4 ¢lenom aritmetitne postopice zapore-
doma &tevila 1, 4, 11, 24, dobi§ geometrijsko postopico; kako
se glasi aritmeti¢na postopica?

1 . 23. Ako odstejes prvim 4 ¢lenom geometrijske postopice .

zaporedoma Stevila 3, 4, b}, 8, dobi§ aritmeti¢no postopico ;
kako se glasi geometrijska postopica?
wee 1 24, Aritmeti¢na in geometrijska postopica se ujemata v

prvem ¢lenu, druga ¢&lena teh postopic sta si kakor 3:2 in|

>

tretja ¢lena kakor 9]
geometrijske postopice znaSa 81. Kako se glasita postopici?
T 25. Razdeli 248 K med 5 oseb tako, da dobi vsaka naslednja
oseba dvakrat toliko ko prejSnja!

i. 26, Nekdo si prihrani meseca januarja 1 h in vsak naslednji
mesec trikrat toliko ko prejsnji mese(;, Koliko si prihrani v
1 le’ru‘?’

e . Stevilke troSteviltnega Stevila tvorijo geometrijsko po-

stoplco, Stevilo in njegova Sfeviléna vsota sta si kakor 124:7,
e pristejesd dotidnemu Stevilu 594, dobis novo Stevilo, v katerem
se nahajajo iste Stevilke v obratnem redu. Katero je Stevilo?
4~  28. Iz soda, v katerem je 100 [ vina, se vzame 1 / vina in
vlije 1 { vode vanj; ko se vino in voda zmeSata, se vzame iz
soda 1 ¢ te zmesi in vlije 1/ vode vanj i.t. d. Kolikokrat je
treba navedeno meSanje ponoviti, da ostane v sodu Se 40 [ vina?
4 29. Recimo, da imamo neizreteno veliko takih enakostra-
ni¢nih trikotnikov, pri katerih je stranica vsakega naslednjega
trikotnika enaka viSini prejSnjega. Kolika je vsota vseh teh
trikotnikov, &e je stranica prvega trikotnika = a?

Matek, Aritmetika.

£ A \_f A

:4. Vsota iz prvega in Cetrtega &lena |

XXV e
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“—  30. Vortaj dolofenemu kvadratu (enakostraniénemu trikot-

apiku) krog; temu krogu vértaj kvadrat (enakostrani¢ni trikot-
nik), temu kvadratu (enakostraniénemu trikotniku) zopet krog
i. t. d. Koliko znaSajo @) obsegi, b) ploS¢ine vseh kvadratov
(enakostrani¢nih trikotnikov, krogov)?

I

Nk § &

+1. Kolika je vrednost kapitala 4567 K, nalozenega po 419/,
Coz 15 let? )

-2, Kapital 4050 K se po 59, obrestuje; kolika je njegova
vrednost ¢ez 20 let, & se obresti kapitalizujejo @) celoletno,
b) poluletno?

T 3. Neko mesto ima 105842 prebivalcev; koliko prebivalcev
bode imelo &ez 11 let, &e se prebivalstvo mnozi po 29,°?

4. Kapital 2710 K je 10 let po 49/, potem b let po 339/,
in 7let po 319, naloZen na obrestne obresti; kolika je nje-
~gova kontna vrednost?

= © 5. Dva kapitala znaSata skupaj 5500 K in narasteta v

-

" isto vrednost, katero dobi kapital 1980 K po 410/, v 18 letih ?

8 letih na 7977:57 K. Eden teh Kkapitalov je naloZen po 419/,
in njegove obresti se kapitalizujejo celoletno, drugi kapital pa
je naloZen po 59, in njegove obresti se kapitalizujejo poluletno.
Kolik je vsak kapital?

6. Gozd ima 7H000 m?® lesa; koliko lesa je bilo v gozdu
pred 24 leti, ¢e se rafuna letni prirastek po 119/,?

© A Nekdo ima ez 10 let dolg 4000 K platati; kolika je
gotdva vrednost tega dolga, e se radunajo obresti po 410/ in
kapitalizujejo poluletno ? {

-;\A(. Kateri kapital naloZen po 4%, naraste v 14 letih na

/d © 9 A ponudi za hiSo 32000 K takoj, B 35000 K po dveh

By
1/

i

' letih in C 38400 K po 4 letih; katera ponudba je za proda-
jalca__‘najugodnejéa, ¢e se racunajo obresti po 44°9/,?

O34, Izmed dveh kapitalov je eden trikrat tolik ko drugi.

& Ma.njéi"\"ka.pital je nalozen po 59/, vedji za 4% Ce se vred-

nosti teh kapitalov ez 12 let razlikujeta za 6000 K. kolik je
vsak kapital ? : 3
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“© MV katerem Zasu naraste kapital 7500 K na 16000 K,
¢e se obresti ratunajo po 419, in kapitalizujejo «) celoletno,
) pojuletno ?

3 4. O V katerem ¢asu se podvoji dolofen kapital naloZen na
" obrestn§ obresti po 49/, (59,)?

4. © 13. Koliko ¢asa mora kapital 15324 K po 5%, naloZen
Tbm, da se poveda za 8431 K?

~ £2 14, Po koliko odstotkov je kapital 5450 K naloZen, &e
7 naraste v 23 letih na 12023:3 K?

15. Prebivalstvz) nekega okraja je naraslo v 11 letih od

119332 oseb na 29761 oseb; za koliko odstotkov se povela

0

prebwalstvo v 1 letu?
: ’1{; Po koliko odstotkov je kapital 3000 K nalozen, &e zna-

§ =3

Ts Zajo obresti v 21 leta 1408 K in se kaplﬂahzmejo poluletno ?
17. Kapital 3500 K, ki je po 40,(, naloZen, se poveda kon~./

"7 cem ysakega leta za 410 K; kolik je kapital Cez 10 let?
(S ‘w Koliko morag skoz 20 let in sicer v zatetku vsakega

 leta p\o 59/, naloZiti na obrestne obresti, da dobi§ po 20 letih ~
‘&“ 20000 K ? f_/; HE,

O j—l tf lﬁ;{ohko morad skoz 15 let in sicer koncem vsakega
eta pla

0

Jg'

ti v hranilnico, ki raduna obresti po 59, in jih ka- @

 pitalizuje_poluletno, da ima§ ez 15 let 3292-71 K premquen;a‘-’
1t Pri prodaji nekega posestva ponudi kupec A 20000 K
tak&koz osem let po 400 K koncem vsakega ]eta, kupec B
ponudi skoz 20 let po 1400 K v zaletku vsakega leta. Katera
ponudba je ugodnejsa? 5
¢ : + 21, Kapital 1000 K je po 39, naloZen na obrestne obresti.
'Koliko moras temu kapitalu koncem vsakega leta pridejati, da
| se kapital podvoji ¢ez 10 let?
22. Nekdo nalozi dolofen kapital in skoz 30 let koncem

. vsakega leta 450 K po 43%°/, na obrestne obresti. Ce ima Gez

St

30 let 45000 K premozenja, kolik je bil prvotni kapital?
23. (lez koliko let naraste kapltal 5760 K, k1 se koncem

ragunajo_ obrestl po 4%,?

“Nekdo je v 22 letih vse §voje premoiZenje, iy je

obré'ét alo po H?,, izdal in sicer tako, da je vsako leto po-
rabil 6000 K. Koliko je bilo premoZenje?
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T 25. Gozd ima sedaj 30810 m? lesa; koliko lesa bo v gozdu
tez 13 let, ako se koncem vsakega leta izseka po 1280 m? in
se prirastek ratuna po 29,2 :
7+ 26. Nekdo ima plagati 2000 K &ez b let, 3000 K ez 7 let
in 000 K Gez 10 let, S katerim kapitalom se da ves dolg takoj
poravnati, ¢e se ratunajo obresti po 49/, ?

=~ 27. Neka ob&ina mora za popravljanje mosta pladati vsako
leto po ZQQ__K. S katerim kapitalom se da ta sluZnost od-
kupiti ?
/S kolikim kapitalom si kupi§ rento 1240 K, ki jo bos
dobival skoz 25 let, &e se radunajo obresti po 39/,?

29, Koliko mora8 pladati za rento 1000 K, ki jo bo§ do-
bival poluletno skoz 12 let, &e se obresti radunajo po 31%.

+ + Nekdo nalozi 27000 K po 5%, na obrestne obresti s

tem pogojem, da bi od petega leta naprej skoz 14 let in sicer
koncem vsakega leta dobival rento. Kolika je renta?
o E’ Kapital 20000 K je 20 let po b°/, naloZen na obrestne

8 obresti. Kolika renta se dobi od tega kapitala skoz 10 nasled-

~4
|
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njih let?
7~ 32, Koliko let se dobiva letna renta 200 J& od kapitala
30745 K, ki je po 5"/, naloZen na obrestne obresti?
33. Nekdo si kupi poluletno rento 800 K s kapitalom
30000 K ; koliko &asa bo dobival rento, ako se obresti ratunajo

——

po 4%,°? .
e ]X\A ima skoz 14 let koncem vsakega leta 3675 K pladatis

koliko mora «) za vsakega teh obrokov, b) za vse obroke
skupa, 'glaéati 10 let pozneje, &e se ratunajo obresti po 4/,?

. B ima rento 1600 K dobivati skoz 15 let; ako prvih
4 rent me vzdigne, koliko znaSa potem vsaka izmed naslednjih
11 rent, ¢e se obresti radunajo po 419,?

"36. Nekdo plada skoz 12 let in sicer v zaletku vsakegg
leta po, 1500 K zavarovalnemu druitvu, da bi potem od 18.leta
naprej skoz 15 let dobival rento koncem vsakega leta. Kolika
je renta, fe se rafunajo obresti po 419,°?

37. Renta 2400 K, ki se dobiva skoz 20 let, se zamenja
za rento, ki bi se dobivala skoz 30 let ; kolika je zad nja renta,
te se :adunajo obresti po 59/, °? A

4 Ay
17

N /
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17 38. Koliko poluletno rento dobis skoz 20 let za celoletno/}/
rento 18000 K, ki traja skoz 12 lef, ¢e se radunajo obresti
po 5"/,,‘?/'
K § 15.
1. Koliko in katere premeSc¢aje dobiS @) od besede ,miza“,
b) od besede ,roma“, ¢) od besede ,leten*?
Koliko premescajev napravi§ iz elementov 1, 2, 3, 4,
5, 6 in sicer takih, ki se zalnejo @) s 5, b) s B4, ¢) s H46?
X Koliko peterostevilénih &tevil napravis iz elementov
a) TAS b, %9, B2, 4 6, B gDt
/ﬂ; ” Koliko in katera petero3teviléna Stevila napravi§ iz Ste-

777 vilk\3/3, b, 6, 6? _
% Kolikokrat mores premestiti faktorje produktov : abedef,
[ a®bel = aabe, a®b2cd, 2%y, am=2p"?
~6. Kako se glasi a) 14. premesdaj iz elementov ,aimt",
b) 32. preme§taj iz elementov ,ablof*; ¢) 114. premeSéaj iz ele-
mentov ,adkos" ?

;.7 Koliko razlitnih razporedeb dado ena bela, dve &rni in
~<\ tri xdete krogle?

—

8. Kolikokrat more 7 gostov svoja mesta pri mizi za-
menja i, dokler niso sedeli v vsakem mogolem redu?
%iko razlitnih elementov mora$§ imeti, da se Stevilo
premeS€ajev 42krat zmanjSa, Ce se Stevilo elementov za 2
zmanjsa ? 1 :
K §16.

1. Napravi vse kombinacije drugega, tretjega in Getrtega
vazreda @) brez ponavljanja, /) s ponavljanjem iz elementov
1, gaaal :

2. Na koliko naéinov se da: @) produkt abede razstaviti
na dva dela, izmed katerih ima eden po 2 in drugi po 3 faktorje;
b) produkt abedef razstaviti na dva dela, izmed katerih ima
vsak po 3 faktorje?

1 3. Koliko amb, tern, kvatern in kvintern dobi¥ @) od vseh
90 &tevil naSe loterije, &) od b Stevil, ki se enkrat izirebajo ?

4. Na koliko naginov se da: ) 12 kart med dve osebe
tako razdeliti, da dobi ena po 3 in druga po 9 kart; b) 12 kart
med tri osebe tako razdeliti, da dobi prva po 3, druga po 4 in
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trefja po D kart; ¢) 32 kart med 4 osebe tako razdeliti, da

dobi vsaka oseba po 8 kart?
. Koliko premic in koliko trikotnikov dolotuje n tock,

iz ed\]({aterih ne leZe po 3 v eni in isti premici?

6. Koliko presedis¢ tvori: @) »n premic v obée; &) 7 premic,
izmed katerih so 3 vzporedne; ¢) 9 premic, izmed katerih se
4 gelejo v eni in isti tocki?

(Vzporedne premice imajo presefiS¢a v neskonéni daljavi.)

T 7 Iz koliko elementov se da napraviti 435 amb brez po-

.Pri koliko elementih je Stevilo kvatern brez ponavijanja
liko ko &tevilo amb brez ponavljanja ?

oliko elementov mora biti, da sta si Stevili tern s po-
navijanfjem in brez ponavijanja kakor 15: 7?9

K §17.
1. Napravi vse premene drugega, tretjega in ¢etrtega raz-
reda @) brez ponavljanja, b) s ponavljanjem iz elementov 1,2, 3 41!
+ 2. Koliko premen drugega, tretjega in fetrtega razreda
da 10 elementov in sicer @) brez ponavljanja, 5) s ponavljanjem?
. 3. Koliko dvo-, tro- in &etveroStevilénih Stevil je mogode
napisati s Stevilkami 3, 4, H?

. Koliko peteroStevilénih Stevil se da napisati § Stevil-
kaml 1 2,3, 45,6, 7,8 9 in sicer tako, da se v enem in
istem stevﬂu ne ponavlja nobena Stevilka?

5. Kako se spremeni rezultat prejSnje naloge, ¢e se tudi
ni¢la jemlje v poStev?

6. Koliko premen prvega, drugega, tretjega in Cetrtega raz-
reda s ponavljanjem napravis iz elementov , -, — “(pika, érta)?

7. Koliko razli¢nih metov je mogotih «) z dvema kockama,
b) s tremi kockami?

8. Kateri razli¢ni meti dveh (treh) kock dado vsoto 8 (12)?

9 Iz koliko elementov napravis 380 premen drugega raz-
reda brez ponavljanja?

~40. Pri koliko elementih sta si Stevili premen tretjega

razreda brez ponavljanja in s ponavljanjem kakor 5:9?

11. Pri koliko elementih je Stevilo premen drugega razreda
brez ronavijanja 20 krat manj8e od 8tevila premen tretjega razreda?

s

o
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K § 18.

Izratunaj naslednje potence:
1. (1 4 a)t. 2. (1 — a). 3. (x + )b
4, (x — a)® 5 (¢ — 3L 6. (@ -} B)>.
% (20 — 3b) 8. (Ba -} 4b). 9. (342 — 4P

(0 5 @ b\6 : £ oyt
19.(% 9-1) . i 15 (C =2F.

2a 3b)5 4 (A= 9y\6
13. (:sh' 4«) 14. ( By 4dax/

15. Doloti:
) osmi &en od (3u — 2},

; @ 9\9
¢) sedmi &len od (‘) : .)1

b) Sesti élen od (5% - 4a¥)10,

3
d) peti &len od (m-'g- ey
P 4 by* a?r

16. Doloéi:
¢ da RONG e A
\QQY rezultatu od (,) N i—(_) tisti ¢len, v katerem se nahaja a*;
1)V rezultatu od (?}i; o gfﬂ-:r)mt'isti ¢len, v katerem se na-
[\ haja 22, ;
1L @B — @ —3P. 18 (V31 (V3 1)
b4 19 (2 - 2/ =1{2— 3y, . 720. |/—4+ /== 3]

6 ¥ R 5 ./]5
n (SRS (R (R

# n-X
K §19. ' -;“*’

S

1. Nekdo ima v vredici 10 avstrijskih in 10 ogrskih kron‘

Kolika je verjetnost, da vzame iz vredice avstrijsko krono?
2. V neki Zari je 6 belih in 8 rdecéih krogel. Kolika je ver-
jetnost, da potegne§ «) eno belo in eno rdeto kroglo, ») dve
rdeéi krogli, ¢) dve beli krogli?
3. Kolika je verjetnost, da vrze§ s tremi kockami ) tri
enaka, b) tri razlitna Stevila?

4. Med 32 igralnimi kartami je polovica &rnih in polovica .

rdetih. Kolika je verjetnost, da potegne$ 4 rdete karte?
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5. Katera verjetnost je vedja, da vrzeS z dvema kockama
vsoto D ali pa s tremi kockami vsoto 79

6. 1z neke Zave, v kateri je 5 belih, 6 modrih in 9 rdesih
krogel, potegnes 4 krogle. Kolika je verjetnost, da so med temi
a) dve beli, ena modra in ena rdefa krogla, b) dve rdeéi in
dve modri krogli, ¢) 8tiri rdefe krogle?

7. Nekdo kupi v gledaliS¢u vstopnico za sedeZ v pritliGju,
v katerem je 10 vrst po 20 sedeZev. Kolika je verjetnost, da
dobi sedez na kraju, ako so dohodi na obeh straneh in tudi
po sredi?

8. V tako zvani mali loteriji se dvigne pri vsakem sred-
kanju izmed Stevil 1 do 90 pet Stevil. Kolika je verjetnost, da
se zadene @) eno Stevilo, b) ambo, ¢) terno?

9. V posodi je 10 belih, 7 &rnih in 8 zelenih krogel. Ko-
lika je verjetnost, @) da potegnes prej belo nego zeleno kroglo,
b) prej eno belo in eno zeleno nego dve &rni krogli?

10. Kolika je verjetnost, da vrze§ z dvema kockama vsoto
4 ali 62 :

11. Kolika je verjetnost, da vrieS z eno kocko v treh
metih vsaj enkrat Stevilo 5H?

12, V zari je 5 belih in 7 rde¢ih krogel. Kolika je verjet-
nost, da potegnes trikrat zapored rde¢o kroglo, «) ako denes
vsakokrat kroglo nazaj, ) ako jo obdrzi§?

13. Kolika je verjetnost, da dobi§ izmed 54 tarok-kart v
treh dvigih vsaj enkrat tarok, ki je vi§ji od 17 (tarokov je 22)?

14. Nekdo ima v Zepu 20 noveev po 10 vinarjev in sicer
10 iz leta 1906 in 10 iz leta 1907. Kolika je verjetnost, da
vzame ftrikrat zapored novec iz leta 1906 in potem novec iz
leta 19072

15. Kolika je verjetnost, z eno kocko trikrat zapored vreéi
Stevilo 5 in potem dvakrat kako drugo Stevilo?
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Ponavljalne naloge.

. Razstavi naslednje izraze na faktorje:

)=y (ot Ya—1—(—1

¢) gt — 07 — 2be — ¢ d) 8a%+ 270% — 24 — 3b;
) wt— 625 — 2(3:1:(;1"2 — 2B);

) 1622 | 482y - 36> — 252*%;

q) 222 :— Tz —bH; h) 4:&:2 + dax | a® — b

. Poi&¢i naslednjim izrazom najvedjo skupno mero:

) 228 — 2z + 2+ ay, Lat - duyd;
b) dawdy? — Bx*y?, 2a:~‘y — 82y - Bwy®, 2xty — 16xy*;
¢) 4ad A 17a% - 23¢ - 10, 8a®— 202 — 23a — 10;
d) 6a® - 42’y — Gay® " 4yt 9a® -+ 18ay |+ 8y2;
¢) 208 Ta®+ Ta {2, B3a® 4a®— Do — 2,
4081 Ta®2— 30 — 2.

. Poisci naslednjim izrazom najmanjsi skupni mnogokratnik:

a) 2wdy — Ax2y® 4 2xy3, 3Baty - 62° y2 - 3w?y3,
Dady? — Dayt;
b) 223+ 2y8, Bad — Baty | Buy?, 4duad - daty;
¢) a8 -+ 40? | ba 12, a®4-5o®+ 8a {4
d) 90t 9a3 140> — 9a -7, Ba*— HaP+ a®—10a—14.

4, Doloti ulomkoma —;—— - 4 10 in~, & = gf"* 2 yrednost za z — 2.
5. Okrajaj naslednja 1110mka-.
arn——} 259 i)a'n,i ™2 g aZb‘_’. _i b4
Ct) “» e Ig an+ gk (t” J ar—1° b) = b

Doloéi naslednjim ratunom rezultate:
: 3\—1 In—= By\—28 a\—4
6 (-3 =g =) =3)"
7.(202b7 TV — 30708 - da?n= 255 9} (Bab” - Bt 152),

&

&
-

(26&3"' — X 4“7{.1‘75 365""'"2) (a’2.r—3 Sax_z)
37')'2;-11 —38 hm—1 _-_2 ];-. # ) 2_]} PR TS 7627 4

Moty [ o2 ] e
"Le—pd e+t (e+H"°
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10. (= 1y=%— 2ay—2 4 Baby— Y (v—1ly—5| 2y~ — 3By~ ).
11. (4(’{23)'}-6};6]} + Iﬁaﬁbﬂ;jctiy mi; 16(;"‘”0‘“’) : (2“:1.‘ -3} 3y _'_
4}7 4(53_‘T03‘”).
7 85 a? 261 a® 5 12qa8 2a® O
B fber 0 Lo o e

21 84 8 (
13. (Zr —EIJJ({’;{— y* ) (‘)}‘f :;-‘Z)S (‘;—x—_i;_%j);

14. (—4x* 1 160~1 — 24 4 9o 4a?) : (— 4o+ |+ 3u~3 | z-2),
B e e G
16. [(89)" (1) (125) ] - [(09)" (133)": (63) ]
19, (s )= (g £ [l g

ke G |
18, (164* 4 40ab + 2509)2. (da — Bb)*: (1642 — 2582)5,

2\ —2 y

19. 52 ()" (— @) =5 (A P2 (— o)~
(g (;E. + 0 G+ ”) (—2).
21, (i‘z Foa) — (1 — 22)"
2 (=443 — (e~ 3

; 1\3 % e
23. ( :__; o '3') o (“’- 5% 2: 3') :
24. Pretvori naslednje izraze na enostavnejSo obliko ter jih
skréi kolikor mogoce:
@) 21976~ 8 ;/"c)() — TY/88 -+ 3)/198 — /704,
i bl
b 208 — S/ o2 + 2yigs — By S
c&--—‘rlf at—1 wgl/a,f g
a—|/a~—ﬁ1 [0 ya--
Y 2V 9 — V(@ + 9P+ V@ — )@ — 9);

o

¢) 3V 24 + 4)/81 — 2)/192 - 8)/376 — 2}/1029;

% 4'/216 = 29"20—31/13' l/art,,

Lol — 2y a1



- 26,

27.

| XXXVIL
piie
1+Ve
) 107288 + 3)/81 — oy”'m — Y128 | 2/648 — 4)/375;
8 i ‘ 27l
) l/ 6 I/ '/;; |/ 6447

k) V28— 12y7 + 2/ 3/7 — 2V/6s.

e @ +3a-—}—V(»

T

5 Tavri naslednje mnozitve :

9 (/T — 35+ VBB £ VE—VB) -
By Ve +V9)-Ge—Vy) — W+ V) -(Vz— Vo)
o) (Va4 2V — 4/ 0) (V@ — 2V/a -4/ a);

d) (fa vb)vﬁi—;?dbif?%)(ﬂﬁ——-Vﬁ);77

9 (/529 L a/B; ) (I LVOY 4 VTB;
0 Vevs—sy/5.1 4+ 2/15;
f?)(a~|/6)|/9+4|/o,

i) (a e AT u'. = )(1 -+ a'} 4+ a% e a"s');

B (aa? — 34% —2a8)(at — 24} 1 34™),

Izvr$i naslednje delitve : J'

@) (.r l/—” = f/l/ ) Ve — I/?/), :

b) o+ Vab-Lb): (Va— Vwb 4 V'b)

¢) (12— 6164 6)16 —9)10): (23 —3¢2);
2 2 1 ay

@ loaad £ Satp D)1 (6ad + o'+ )

e) (6 3";' — 8.1,% -+ 3.1:?’7?' = 41“) 2 (8 Jf_% =3 41‘])

Doloé¢i rezultate naslednjih radunov : :

o V=gt oV eieye

S T iV @ (T )

9 (/5V3) o (2l
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28. Doloéi vrednosti naslednjih izrazov:

29.

30.

31,

3 2.
a) 32°; h) 1617, ¢) 8102, d) 0-027
9 g
=1 it e 5 /16 0°8 1
9(—0:008) T 2 Hpans s gy iea - BB

Izrazi naslednje ulomke z racijonalnim imenovalcem :
|/21 - "3.1:]/:/ ; 12(1—}—|/2
e h) : 7
|/2:c2—?x|/r/ ERE AR
A VB = V3 4+ ot 2 s
“VB+V3- V 7 VB Y2
3+ V5 . 9
Jresry Jee
,/q+; 14¢2—2/5— )10
241/ = 0 ) il
e AL s = ) i
232l
]n'j = >
2 — |/—— B el 3
s et
Va—V—10b Vad-y—b
Pretvori naslednje binome v monome :

a) [/9 = 2)/8 — |/9 ‘e,

b 16+ V204 /6 — /20

) MWT/Z T TR T
R e L

o Vatot2Va+yats—2aya,;

AVt a—t4ys—Vo—1

Pretvori naslednje korenske izraze v binome:
) |/i6_— prél, b) |/43——15 |/8 c) |/i1: 607 ;
§—3—12i; o/ —3t2/10; p:)f—2+4/Z6.

32, V(164 — 24 0° | 25a* — 2003 |- 106> — 4a - 1).
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33, V(i a? — §a® — Fpat + §0° | {5 ab).

3. V/ (a® — 6% - 21002 — 44 a3 |- 63 a2b* — Bdabd - 2709).

3 g
8 12 10 Bl DL ol .x;-”)
& l/(_ s O miah

36. Izracunaj s pomod&jo logaritmov naslednje izraze:

a) ./QE/m, b) I 49- :;OI/SZ:;LSJf

¢) (V1814 — V0-973)%; d) p/|/81 43— Y2172
87. Izradunaj (4 ¢ — 4"
—a+5V5)>

38. Dolo¢i sedmi ¢len od ( l’
39. Dolo¢i v rezultatu od (3~ I/;j s I/ "') tisti ¢len, v katerem

v
se nahaja =

Razresi naslednje racijonalne enathe z eno neznanko:
(22 - 8)(Bx + 2) Uz -+ )z —1) Bz +De+1) o,
ooy — ST T ~— 1= = 33,

10 6
41(;”: o) U fos Loy (e ) - B
*2 144‘5293 i 499—2 PR % %"

\ 7 2 9
e § e R i e s e
L R T
44, 2z ‘L" r i f 1 '-'sj'

x2— x 2? — 1 e

7 i r+1 AT —f«_ﬁi
* 4t —,—41 —+1 L e e «}—1 TR TS

314-4 B e o
2.1-+3 K

&l s-— T

at — 8z - 162° 200 44
)@. For it g —4n) = 5.

N

49 (a? — Bx)® | 552 = 112*-— 30.

50, 2*(2* — 4a |- 4) = 8a(z —2) — 15
51, o — 274 37(3 — a) = 0.
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52. @z 1) — Bz + 3 = 0.
53. ot — 256 - 41 (16 — z?) — 0. ,.
X’ 828 — 1302 182 — 3 — 0.
55, 3z — 1028 10z — 3 = 0.
56. a4 — 10a% - G2 — 10z -3 — 0.
@ 57. 51342 — 62 —8 = 0.
58; ot | 8u8 - 4a? + 122 - 16 = 0.

V4
Razresi naslednje iracijonalne enatbe z eno neznanko:

o P
© g9 V3 Jﬁ‘_'f_/“’l = £ o0 60. g/.ifl.*‘_ﬁ’l i '/"’ B .
Ve —3—y3 Va -+ 6n— VJ — 13n

61. V’"g_,r -+ B - V‘}L‘ — |/125" _%— 9,

o Ve T3 — /5 = V1.
. el o 4
6. l/*'t R R

Ve 1)
l f s b
o Yot LY I=F — Vot
65. Y4z =7 -+ bz —4 = Y16z —11.
66. V2xr 4+ Va3 = yYBax 1. Ny

s¥2 o= [iets 5
ekl et Y 21 \w
z—1 L8 /
. A |/m+1 = f\k
9, %:—{j 3 L 4|/“-£;'7j-;:$) —+-3a = 0.

70, (z — 42 @ — 8z - 40 = 6.
T -{—;1 s S
s j+4_2|/.}r—n4 TR

__ ey o e B o Do
e — k = 4 -

+ V;xf—|—2a, V.olo5 &)

VAT VEFT — T F B+ VoL

U AT =142V o+ 16—V da LT = 2Vz —2. /

%5, V321 — V2w —1 -+ V2 —6 =1 8c— 6
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76. ./’«rz o B = e 1

3
T e e § 78. p BLEE L /a—% o 15
79. ;/72duc---- |/16—.;,- = 2,
e g G ey

Razresi naslednje enacbe z dvema in ve¢ neznankami:
Bdd ) Ty B pEDy B e dE o 3 i

! b A R R L
¥ 53 50 JnaR e s 1] k7
89 22184 8y—44 3 24x—3  24y—+bH 1
A g 8 B S Y 4

= = 2 S 1 = — o= e
,@/ ahit |/” in 2z 3y — 66. I3 0
L] ') fre H ! ' ; )} " .
Y2z — Y3y = 3 in 8a V65 = 7y/2 : ? ' ¢
: . 1 — V’ x'_& _+" gv P 7{}7 i 7 iﬂ
y+4 =1y :/2 L2y 1 8« —{— 25.
B P
' 10|/ + =z 1 ;/iy-_{ﬁr) in )
/ = ; i AN

R RS T W

9 i1 S T e e

Y A g ’\ Pt on = ey
88, Yz 6-Vy—1 =6 in 4a-}/8y — 42

g.ﬁﬁ +y4-1=0 in o%Pf a2ty =3

90, 2 — 9ay | Ty — 13 din Ty 642 12 = 0.

1 22t — 3xy -1y = in By 624 Ty = 18. -
2a% - 8ay | 442 — 24 in Ba2—Dbay — 2115 = 0

9 . :f.'g . !/2 jif L — y Pr= 2 I/-(T in (:132 i S0 yg)(x e y) e Vﬂ',.
Sy T = 047, 3 bl
95, x? - oY = Ty ralis 1,3/{_ LYy — 91.

%‘ oy ay =9 In - ayay = 18

7. I/I‘-— .![ S P g e AL

3

Beariie,, (NP il Y =8
Sy |

1
v
%]



XLII

Bx— 2y AR ST 5 w
[ Lo il i3 Skt AS LR gl 22 A,
98, l/ o i I/590 5y 5 In 2 92 =5

9. oty — 4 / j%ﬁ-’f - TL& in 2?4 y? = 25.

101, a8 — y® = %xr/ in z—y =2
102. x* | x%y? —,‘— Yo =g in" % 7%7 T

103. 2 -9y = VoL Vy —2Vay+42 in Ya—yy = 1.

104 Yz +Vy =12 in Y22+ Vi = 104,

105. l/’ | I/,sf,, = 2-in @y —o—y = bk

106. 2 +y—2 = 6 N 197 x+y—+2 = 42
a4y 42 =50 [ Ty = Yz
wy +a:z + gz = 47, /’ yx + 2) = 272,

|

108; vy = z:u 109. (x +- 2)* - (y +u)? = 208
Tf—u = 3 2y +u(x | 2) = 48
gt 8 | 24y+24u =20
b s i i ot 1 0 x -y — 14,

Razre§i naslednje eksponentne in logaritemske enadbe:

110, 2¢ =2, 4e—2. Q-5+ — 1. 111, “=y/47.3=—1 = 72,

1){2-9%-& 3.4% — Bhd=+1 4 6:9°.
118 22 4 9=+1f gett — Qo2 7ot
1\4\ Boa—% — Be—4 — 34§ — 5r=-4,
AR 72e+1 —— §. 295 —1 9. gse—2 | 5.72e-1,

YR —
i %'/ Q3®+1,

. 345 | Lo o
117. 3Y/97F3 — 9y 2% — 6.2=+3 L 8y 9=+1,
118 Y85 11 -+ 2.3} 3 = b.

11*) |/32x+4 Ve—fz-!x;4 120. 425 - 5.4% — 36

—

B e
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]r
121 () —3() 42 =0 122 D ED _ 5.3 9 g
123, 95+3 | 93—x — 2, 124, 4% +HE - g5t E g4 :
\ ) G

195, 67/6d — 6°y64 — 8 126l V9 — 123+ 27 — 0.
129, %1 3%a £ =0

128, 3v+2% — )57—'7;/9’8"_;: in ;2_.,4‘_2 #10 5‘.3‘*._;‘/5;10_@.

129, 3v+1.7=y8%—% — 86 in Tv—!.)/BFFI = b,

130, 3% - 4v — 266 in 3%-4v — 2304,

of
181 Epid L S M Tl
Fe ‘w > 1 s - 'f‘ 1_ ,21
132 2yx+ 3y~ * = 'Ju: in 4|/r; l/: =
133. log(zx — 3) = 0-90309 - log® — log (x - 3).
134. 2log (42 — 3) = log(z 4 3) Iog(?m 1 1).
135, Llog(z — 1) + log(3%  2) — ]0g3 = 3 — log2.
R s AR A 5 -
M. 5152 T T es T3 137, o +logs — 10000, |
138, 3zloes - 1002 ~leg> — 85, g S ;
139. z'°6¥ = 4 in ay :§20i), ' gd b b
140, 2'°s= | 3logv —= 11 - ih | 21e= TBlogy — 18,
141, Hdlogs | 33logy — 85?: in Blogz.glogy — 4B, |
142, y=+16y—= =17 ih ¥y .@'ﬁ — 2°5. j
2 1 { g
1\y T e gl B e i
143, ()" + ()" = 1 18 oM
BTN ; {

Uporabne naloge o enacbah.

e e a
BT inE L 72

ulomkav! :
2
1%) Razstavi ulomek o0 100a+160 . coto treh

144. Razstavi ulomek na vsoto dveh

e @+ 2)@+3)(@+ 4 ; >
ulomgEov ! et

146. Razstavi trinom 1522 - 11x — 12 na faktorje!
147, V katerem Stevilnem sestavu se je mnozitev 26- 3 888
izvrsila?

Matek, Aritmetika. A 8 .
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148. Neko dekadifno Stevilo se piSe v dveh Stevilnih se-
stavih s Stevilkami 532 in 365; ako je podloga drugega Ste-
vilnega sestava za 2 ve&ja od prvega, kolika je podloga prvega
Stevilnega sestava in koliko je dekadi¢no Stevilo?

149. V katerem Stevilnem sestavu se piSe dekaditno Ste-
vilo 39698 s Stevilkami 60408°?

150. Razstavi Stevilo m na dva faktorja tako, da dobi
vsota njunih kvadratov najvedjo vrednost !

. Vrednost nekega ulomka je 1. Ce povedas Stevec za 8
in zmanj%a8 imenovalec za 8, dobi§ ulomek, ki je za 11 vedji
od onega ulomka, ki nastane, ¢e zmanjSas Stevec za 8 in po-
vedas imenovalec za 8. Kako se glasi ulomek ?

152. (e pomnoZis dvoSteviléno tevilo s Stevilom, ki ima
isti Stevilki v obratnem redu, dobi& produkt 1729. Ce pa deli§
prvo Stevilo z drugim, dobi8 kvocijent 4 in ostanek 15 Katero
je to Stevilo?

153. Oértaj dolodeni krogli pokon&en steZec a) z najmanjSo
prostornino, 5) z najmanjsim povrgjem !

_ 154. Vértaj doloteni polukrogli pokonéen valj” z najvedjim
plascéem !

[ 155. A kupi za 400 K sukna; e bi pladal za vsak meter
sukna 1 K manj, bi dobil za isti denar 20 metrov ved. - Koliko
metroy sukna je kupil?

2 A in B imata pri skupni kupéiji 340 K- dobitka. B je
400 K viozil ko 4. Ce dobi 4 na Kapitalu in dobitku
3360 K nazaj, koliko je vlozil?

157. Dve totki sta doloeni po M (zy, %) in M2 (a:g, a/)
Poisdi v abscisni osi tisto totko M, za katero je izraz MM} -+ MM 2
najmanj§i.

158, V trapezu so tri stranice enake in sicer je vsaka = a.
Kolika mora biti detrta stranica, da je trapezova plos¢ina naj-
vedja ?

159. Tri Stevila, katerih vsota znaSa 28, tvorijo stalno so-
razmerje. Ako pomno%i§ notranji ¢len tega sorazmerja z vsoto
zunamlh tlenov, dobi¥ produkt 160. Katera so Stevila?

/1‘60 V katerem sorazmerju je vsota vseh &tirfh Zlenov 72,
produktnotranjih &lenov 140 in vsota kvadratov vseh ¢lenov 20502
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161. B proda njivo za 513 K; za koliko je kupil njivo,
¢e je imel pri prodaji tretjino toliko odstotkov dobitka, kakor
Jje zanjo placal?

162, 4 ima 24000 K kapitala in porabl od obresti vsako
leto 800 K, ostanek pa priklopi h kapitalu, V zatetku tretjega
leta ima 24820 K kapitala. Po koliko odstotkov je bil nalozen
kapital ?

163. Koliko ¢asa in po koliko odstotkov moras 2400 K
kapitala naloZiti, .da dobi§ 288 K obresti in to tudi tedaj, Ce

" malozis isti kapital za 1 leto manj in po 29/, viSe?

164. Cev A napolni neko prazno posodo v 2 urah poprej,
ko izprazni cev B isto polno posodo. Ako odpres obe cevi 20 ur,
je posoda le do poloviee napolnjena. V katerem dasu napolni
prva cev prazno posodo in-v katerem &asu 1zprazn1 druga cev
polno " posodo?

1(\5. A potrebuje za neko. delo 2 dni vef in B 41 dneva
veé nego A in B gkupaj. V katerem Casu izvrsita 4 in B skupaj
doti¢no delo? by

166. Delavei neke tovarne so enako pladani in zasluZijo
65 K na dan. Ce bi tovarna 7 delavcev odpustila in vsakemu
izmed ostalih delavcev dnevni zasluZek za 40 h zniZala, bi
znasal dnevni zasluZek 39 K 60 h. Koliko delavcev je bilo sprva
in koliko je vsak zasluiil ?

_16’5 Natrtaj skoz totko C dolofenega kroga tangento in
s to tangento vzporedno tetivo 4B. Kolika mora biti razdalja
med totko C in tetivo 4B, da je trikotnik ACB najvedji?

168. Dolo¢i izmed vseh prisekanih stoZcev, ki imajo enake
viSine in pri katerih zna%a vsota polumerov v osnovnih ploskvah
2a, tistega, ki ima najmanjSo prostornino. |

169. Sprednje kolo nekega voza se zavrti na 1260 m ch)lgi
cesti 10bkrat ved nego zadnje kolo. Ce bi bil obod vsakega
kolesa za }  manjsi, bi se sprednje kolo na isti poti le 80 krat
vet zavrtelo ko zadnje kolo. Kolik je obseg vsakega kolesa?

170. Dve telesi se pomikata po krakih pravéga kota proti
vrhu in preteceta po 6 m in 8 m vsako sekundo.. V zaletku sta
telesi oziroma 103 m in 76 m oddaljeni od kotovega vrha. Po
koliko sekundah sta telesi 109 m narazen?

g%
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171. Dve telesi se pomiteta po premicah, ki stojita pravo-
kotno druga na drugi, proti njiju presetiSéu in preteteta vsako
sekundo oziroma po 3 m in 4 m. V zaletku svojega premikanja
sta telesi 20 m in po 2 sekundah 10 s narazen. Kako daleé je
bilo sprva vsako telo od presedéiséa premic?

172. Sela A in B gresta istodobno od istega kraja M proti
60 &m oddaljenemu kraju N. Sel B prehodi vsako uro } km ve?
ko A in pride za % ure poprej v kraj N. Koliko km prehodi 4
in koliko B v eni uri?

173. Dva popotnika gresta od krajev 4 in B, ki sta 45 km
narazen, istodobno drug proti drugemu in se srefata po b urah.
Prvi popotnik pride 2} ure poprej v kraj B ko drugi v kraj 4.
Kje sta se srecala?

174. Kolesar se pelje ob osmih zjutraj od kraja A proti
9 km oddaljenem kraju B in odtod proti kraju C. Istodobno od-
ide od kraja B proti kraju/ C pesec, ki potrebuje za vsak kilo-
meter 41 minute ved kot kolesar. Ce kolesar dohiti peica ob
11. uri 20. minuti predpoldne, koliko pot napravi vsak v 1 minuti?. )
—+=7175. Pri katerem mnogokotniku je Stevilo diagonal za 18
vedje od Stevila stranic?

176. Ena kateta pravokotnega trikotnika je za 17 m vedja
od druge. Ce podalj$ad manjSo kateto za 20 m in ve&jo za 10 m,
postane hipotenuza za 20 m vedja. Kolika je krajSa kateta?

177. Hipotenuza pravekotnega trikotnika meri 35 m in
vsota iz ene katete in njenega vzmeta na hlpotenuzo znasa /
336 m; koliki sta'kateti?

178. Dolo&i stranice pravokotnega trikotnika, e znasa
vsota iz ene katete in hipotenuze H0 m, vsota iz druge katete
in hipotenuze pa 81 m. :

179. Doloédi izmed pravokotnikov z obsegom 2s tistega,
ki ima @) najvedjo ploskev, ) najmanjSo diagonalo.

180. O¢rtaj kvadratu s stranico ¢ najmanjsi enakokraki
trikotnik tako, da lezi kvadratova osnovnica na trikotnikovi
osnovnici.

181, Vértaj dolodenemu kvadratu enakokrak trikotnik tako,
da je njegov obseg najmanjsi in da lezi vrh v kvadratovem
ogliséu.
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b ;
+m in ® =

2a

182. Ako nadérta8 skoz totki =, = —
= e 2% — m funkcijske &rte y — ax®-- bx | ¢ tangenti, sta
kota teh tangent s pozitivno abscisno osjo suplementarna. Do-
kazi to! s

183. Pri katerem pokonéném valju je obseg osjega preseka
najmanjsi, ¢e ima pla&¢ (povr§je) dolodeno velikost?

184. Pokonénemu stoZcu 8 stranico @ naj se ofrta pokonéni
valj z najvedjim plastem. Kolik je polumer skupne osnovne
ploskve? -

* 185, Vertaj dolodeni krogli pravilno tristranisno (8estero- -
strani¢no) prizmo z najvedjim plasdem.

186. Otrtaj dolofeni krogli.pokoné¢ni prisekani stoZe¢ z
najmanjsim plaséem (najmanj8o prostornino).

187. Pri koliko elementih je razlika med Stevilom kom-
binacij tetrtega razreda s ponavljanjem in Stevilom kombinacij
detrtega razreda brez ponavljanja 321 krat toliko ko Stevilo
elementov? i

188. Pri koliko elementih se Stevili premen in kombinacij
tretjega razreda brez ponavljanja razlikujeta za b kratno Stevilo
elementov? :

189. Pri koliko elementih je Stevilo premen ftretjega raz-
reda s ponavljanjem za 220 velje nego Stevilo premen tretjega
razreda brez ponavijanja?

Uporabne naloge o postopicah.

v/ 190. Razdeli 756 K med ved oseb tako, da dobi prva oseba
80 K in vsaka naslednja za 4 K manj ko prejSnja. Koliko je
oseb? ;

A91. Pri kateri aritmeti€ni postopici je osmi &len enak
kvadratu Cetrtega Clena in Sesti ¢len enak srednji geometrijski

sorazmernici med 4. in 11. élenom? ‘
h

e 492 Kako se glasi aritmetitna postopica, ki Steje 21 &le-

nov,»ﬁe/ znaSa” vsota prvih 20 ¢&lenov 650 in vsota zadnjih
20 ¢lenov 7102
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Vr1n1 med prvi in drugi &len postopice 2, 5, 8. 0-
liko“novih ¢lenov, da je vsota vrinjenih b]GIIOV ki tvoruo ‘u‘lt-
metiéno postopico, le za 1 manjSa ko vsota prvih 20 ¢lenov
prvotne postopice.

194. Katero liho Stevilo je za 1 manjSe ko peti del vsote
ej8njih lihih Stevil?
198 Vsota iz 5. in 8. ¢lena aritmetitne postopice znala
21-in vsote_iz kubov istih dveh &lenov 2457; kolika je wvsota
prvih 33 &lenov?

196. Pri aritmeti¢ni postopici z razliko % znaSa vsota prvih
n ¢lenov 2361; ako priStejes k tej vsoti naslednjih 7 &lenov,
dobi8. 4181, Doloé¢i » in prvi ¢len!

197. Stiri Stevila tvorijo aritmetidno postopico; produkt
yseh 4 Stevil je 880 in razlika med kvadratoma srednjih Stevil
znasa 39. Katera so Stevila?

198. Stranice pravokotnega trikothika tvorijo aritmetiéno
postopico in hipotenuzi pripadajo¢a viSina meri 21'6 m; kolike

vseh

S0 stranice‘>

e S

1.}‘1 Doloéen kapital je naloZen po 5%, in se poveda vsako
leto"za 250 K ; ako znaZajo po 10 letililletne obresti vsega ka-
pitala 1812-5 K kolik je prvetni kapital?

200.. Kako se glasi geometrijska postopica, pri kateri je
11. &len za 731 vedji od tretjega in 9. len za 17 vedji od petega?

201. Pri geometrijski postopici 4 élenov znaSa vsota prvega
in zadnjega ¢lena 172 in vsota srednjih ¢lenov 28; kolik je prvi
glen in kolik kvocijent?

202. Ako pridteje§ prvim 4 &lenom aritmeti¢ne postopice.
zaporedoma Jtevila b, 6, 9, 15, dobi8 geometrijsko postopico;
kako se glasi aritmetiéna postopica?

}93( Ako odstejes zaporedoma od prvih 4 &lenov geome-

tmjske postopice prve 4 &lene aritmetiéne postopice, dobis raz-
like 1, 2, 8, 24. Kako se glasi geometrijska in kako aritmetiéna

postepica?

\ 2&4/ Vsota geometrijske postopice, ki Steje osem ¢lenov,
zna.sa 250 ; ; vsota sodih Clenov je za 150 vedja od vsote llhlh
élenov Kako se glasi postopica ? - =y

l
¢
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}[ravn' i, 6o se ratunajoobresti po 319/, ?
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\

?A)E; Kolika je vsota brezkonfne geometrijske postopice,
pri kateri je produkt prvih treh ¢lenov 1728 in vseta iz kubov
teh &lenov 157689

206; Kolika je vsota brezkonfne geometrijske postopice,
pri kateri znaSajo prvi trije ¢leni 351 in naslednji trije Eleni 13°?

207, Koliko flenov moraS med 3 in 46875 vriniti, da dobi¥
geometrijsko postopico z vsoto 585932 :

208, Razdeli doloteno vsoto denarja med b oseb tako, da

tvorijo dele#i geometrijsko postopico in da zna3ata 2.in 3. delez

8400 K, prvi in tretji pa 10000 K. Koliko denarja se jé razdelilo?

. Dolo®i b &tevil tako, da tvorijo prva 4 Stevila arit-
meti¢no postopico z vsoto 30 in zadnja tri Stevila geometrijsko
postopico in da je produkt iz 3. in b. Stevila 24 krat vedji od
drugega stevila! ;

210. Krogli s polumerom » se vérta pravilni tetraeder,
tetraedru se vérta krogla, tej krogli se virta zopet tetraeder
i. t. d. Kolika je prostornina ) vseh krogel, ) vseh tetraedrov?
./ 2M. Doloteni kocki se vérta krogla, tej krogli se.vérta
kocka, tej kocki se zopet vérta krogla i. t. d. Kolika je vsota
prostornm @) vseh Koclghb) vseh ]{1 gel? M

7. Kapital 25110 K jo “po 0/0 naloaen na obrestne
obresti.*Za koliko se mora ta kapital zmanjSati koncem vsa-
kegﬁ da bode njegova vrednost ez 10 let znadala 25604 K?

. Neki kapital, ki je po 419, naloZen, se je v 18 letih
podvojiltakoravno se je koncem vsakega leta zmanjSal za 420 K.

il je bjl kapital? o pel vk Gt |

raé k" Mbresti po 49,2

Ny
" Nekdo ima vsaka tri leta po 4000 K platati in sicer
Okrat. S katerim kapitalom se da ta dolg takoj po-

216, Nekdo si izposodi pri hranilnici kapital 8000 Kfi
L dolg hote tako poravnati, da plada skoz 1H let koncen: vs
kega leta enako vsoto ; kolika je ta vsota, Ce hranilnica 7

’ sojeni denar rafuna obresti po 5%, za prejeti denar pa p¢

1P 776

. Kapital 1300 K se koncem vsakega leta povefa za .y
ugi kapltal zna,éa Hh960 K in se koncem vsakega leta 4
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L 219, Kapital 10000 K se nalozi 10 let po 4%, na obrestne
obresti ; skoz koliko naslednjih let dobi$ od tega kapitala rento
1825 K?

S Y 8. Kolik kapital mora$ 18 let po b/ ,#naloziti na obrestne

obrest "_i%da dobiS§ potem skoz 13 naslednjih let rento 1200 K?
+ 219. 4 hoBe od 20.leta naprej‘z. skoz 16 let in sicer koncem
vsakega leta dobivati rento 1000 K. |Koliko mora sedaj za rento
pladati e se obresti ratunajo po 43.9/,°?
| 220. Nekdo ima skoz 15 let dobivati rento 1250 K; koliko
dasa se "?imora tej renti odpovedati, da dobiva potemr skoz 12 let
rento 17855 K, &e se rafunajo obresti po 319,°?

221. Letna renta 1000 K, ki se ima Se 10krat izplacati,
se zamenja za poluletno rento 5977 K ; keliko ¢asa se dobiva
zadnja renta, ¢e se radunajo obresti po 49/,?

222, Pri igri ,domino® so kameni zaznamovani z vsemi
kombinacijami dveh Stevil 0 do 8. Kolika je verjetnost, da
obrnes kamen, ki ima Stevilo 5?

223. Kolika je verjetnost, da vrze§ z dvema kockama
Stevili 2 in 67

224. Kolika je verjetnost, da mtegnee’; iz 32 kart igre
»piké®, kjer so 4 kralji, dvakrat zapored kralja?

225. Nekdo zapife Stiri razliéna trodteviléna Stevila. Ko-
lika je verjetnost, da so prva tri Stevila liha, ¢etrto pa sodo?

226. Pri neki dobrodelni ustanovi so doloéili 8 sreékanjem
vsakoletne nagrade za pet revnih nevest. V nekem letu se
oglasi 40 deklet in med njimi tri sestre. Kolika je verjetnost,
da @) nobena teh sester ne dobi nagrade, ») da jo dobi samo
ena, ¢) da jo dobi najstarejsa, d) da jo dobita dve, ¢) da jo dobe
vse tri, f) da jo dobita najmlajsi dve, ¢) da jo dobi vsaj ena.

P
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Zgodovinski dostavki.

Matemati®na veda se je razvijala le polagoma, kakor je
potreba zahtevala. Tako nam zgodovina pria o starih Feni-
¢anih, da so bili izvrstni trgovei, torej gotovo dobri ratunarji.
Egiptane so vsakoletne poplave reke Nila kmalu prisilile, da
so zgradili nasipe, prekope in vodotoke, in tako so se izurili
v zemljemerstvu in v praktitni geometriji. Stari Kaldejci so
dastili zvezde kakor boZanstva in postali na ta nain prvi
zvezdogledi. Pa tudi Indijei in Kitajei niso zaostali za
njimi; opazovali so soln¢ne in lunine mrke in zvezde repatice
ter nam ohranili najstarejSo astronomsko kroniko. .

Prvi korak do znanstvene matematike sploh so bili Ste-
vilni sestavi. Od Asircev in Babiloncev smo prejeli seksa-
gezimalni Stevilni sestav, ki se kaze Se sedaj v razdelitvi kroga
na stopinje, minute in sekunde in istotako v razdelitvi ¢asa.

Izvrstni racunarji so bili stari Indijei. Od njih imamo
takozvani pozicijski Stevilni sestav, ki sloni na dvojni vrednosti
vsake Stevilke. S pomodjo tega sestava je omogoéeho z malim
gtevilom znamenj kratko in hitro racunanje z velikimi Stevili.
Zlasti uvedba nit¢le pomeni velik napredek v pismen‘em Ste-
viljenju. Indijski Stevilni sestav je tako duhovit in-vendar tako
preprost, da se je le ¢uditi, kako da se je seznanila Evropa %
njim ele v srednjem veku (v 13. stoletju) po Arabcih iz Spanske.
Indijei so tudi Ze razreSevali enacbe prve in druge stopnje.
(Glej staroindijsko nalogo &t. 133 na strani XLVII vadb in
nalog za Cetrti in peti gimnazijski razred.) Drugi koren in ne-
gativna Stevila so jim bila tudi Ze znana. V razreSevanju ne-
dolo¢nih enach pa so jih prekosili Kitajei.

O napredku starih Egip&anov v aritmetiki nas pouduje
pisar Ahmes (Amasis med 2000 in 1700 pr. Kr.) v svoji zbirki
radunskih vaj. Poleg celih Stevil obdeluje tudi navadne ulomke
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s Stevecem ena. V tej zbirki so razreSene tudi nekatere enadbe z
eno in dvema neznankama.

Stari Grki so gojili v prvi vrsti znanstveno geometrijo,
pa tudi v aritmetiki in algebri so dosegli lepe uspehe. Naj-
vaZznejSi zastopnik aritmetike je bil filozof Pitagora (rojen
na otoku Samu okrog 570 pr. Kr.), ustanovitelj italske &ole v
Krotonu v juZni Italiji. Njegova Sola se je bavila zlasti z last-
nostmi celih Stevil, s proporcijami in progresijami. On je prvi
razvil matemati¢no teorijo tonov in je sklepal iz razdalje plasti,
v katerih se sulejo svetovi, na ,harmonijo sfer. Na geome-
trijski nac¢in je prisla ta Sola do pojma iracijonalnosti. Stasoma
pa se je izgubljalo njeno delovanje bolj in bolj v ra¢unske igrade
in v brezplodne misti¢ne spekulacije 8 celimi Stevili.

S Platonom (ki je bil rojen okrog 430 pr. Kr. v Atenah)
je zopet ozivelo zanimanje za pravo aritmetiko. Platonova
Sola na akademiji v Atenah je uvedla v matematiéno znanost
nove indirektne dokaze. Vendar pa so Platonovei gojili arit-
metiko bolj kot pomoZno vedo, isto velja tudi za najvedjega
udenjaka starega veka, za Aristotela.

Ko je unitil macedonski kralj Aleksander docela samo-
stojnost gr8kih drzav, je zafela matemati¢na veda na Grikem
propadati in Atene niso bile ve¢ srediSte znanstvenikov, njih
mesto je prevzela nova Aleksandrija v Egiptu. Nasledniki
Aleksandra Velikega v Egiptu so bili Ptolemejci, ki so si mnogo
prizadeli, da se je razvila v Aleksandriji grika (helenska) ma-
temati¢na veda do ome stopnje, da je vel ko tiso¢ let noben
narod v Hvropi ni prekosil. Najznamenitejsi matematik prve
aleksandrijske dobe je Evklid (okoli 300 pr. Kr) V
svoji knjigi ,Elementa* (ovowsia) je zbral vse matemati¢no
znanje tedanjega sveta. Ta knjiga je bila pozneje stoletja in
stoletja vzor pregledne razvrstitve in metoditnega dokazovanja.
Aritmetiko obdeluje pisatelj v 7., 8. in 9. knjigi. V isto dobo
spada tudi Eratosten (rojen okrog 276 pr. Kr.), ki je
znan po svojem nadinu, kako se dobijo vsa praStevila do po-
ljubne meje (Eratostenovo sito). Nekako lo¢en od teh dveh
in od sredita v Aleksandriji je Zivel na Siciliji Arhimed
(rojen 287 pr. Kr. v Sirakusah). Njemu pa je sluzila aritmetika le
. v toliko, kolikor jo je rabil za svoje geometrijske in mehaniéne
Studije.
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V aleksandrijski dobi dobi so se uvedli pismeni ra¢uni. Po-
prej in tudi e dolgo pozneje so imeli nekako pripravo ,abacus®,
kjer so na deski ali na palCicah sestavljali kroglice in vozle in
% njimi ratunali. Se celo v srednjem veku so na ta nafin ratunali
»abacisti, stasoma pa so jih Cisto izpodrinili ,algoritm ik
so racdunali po indijskem, oziroma po aleksandrijskem nacinu.

Ko so si osvojili Rimljani Egipet, je zatela helenska mate-
matitna veda nazadovati. Sele za rimskih cesarjev Hadrijanov
in Antoninov je zopet nekoliko oZivela. V tej drugi aleksan-
drijski dobi je poleg slavnega astronoma Klavdija Pto-
lomeja (okrog 125 do 160 po Kr.) za aritmetiko in algebro
posebno vazen Diofant iz Aleksandrije (sredi 4. stoletja po Kr.).
V svoji knjigi ,,13 aritmeti¢nih problemov* je polozil temelj
sedanji algebri. Bil je zelo izurjen in iznajdljiv v razreSevanju
dolo&ilnih in nedolodilnih (diofanti®nih) enalb. Poskusal je Ze
tudi uporabljati algebro v geometriji, kar je Sele v novejsi dobi
slavni Descartes takoreko® iznova zacel v analiti¢ni geometriji.

Med Rimljani, ki so bili toliko ¢asa gospodarji sveta,
se ni pokazal noben odliten zastopnik matematine vede. U&ili
so se pat pri Grkih in prevajali njihova dela, toda dosegli niso
nikdar svojih uditeljev. Kot izvezbani juristi so prvi spoznali
obrestne obresti. Od Rimljanov imamo ve¢ matematiénih iz-
razov, ki 80 8e .sedaj sploSno v rabi. Ti izrazi pa so nastali v
poznej8i latinski dobi, ko so prevajali grike pisatelje. V tem
oziru je posebno znan Avrelij Kasiodorij (475—570 po Kr.).
: Po razpadu velikorimske drZave je jela tisoéletna griko-
rimska kultura hirati in matematitna veda se ni mogla dalje
razvijati. Leta 640. so pridrli' mohamedanski Arabei v Egipet in
kalif Omar je dal zazgati v Aleksandriji slavno veliko knjiZnico.
In zdelo se je, da je to smrtni udarec helenski in staroveski
kulturi sploh. Toda ravno isti zmagonosni Arabei, ki so si z
. medem v roki podvrgli severno Afriko in pridrli tudi na Spansko,
ravno ti so postali nekaki posredovalei staroklasi¢ne kulture.
Arabske visoke Sole v Bagdadu in Damasku in pozneje v Kor-
dovi so se ponaSale s pravimi ufenjaki matematitne vede.

Arabei so bili v prvi vrsti ufenci Grkov, pa tudi od
vzhodnih Indijcev 80 prejeli marsikaj (n. pr. Stevilni sestav).
Posebno sta se odlikovala arabska matematika Mohamed
ibn Musa (okrog 800 po Kr.) tudi Alchvarismi imenovan in
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pa Thabit ibn Kurrah. Arabei so %e pozpali pri drugem
korenu dvojno vrednost in razreSevali so Ze enacbe fretje stopnje,
pa tudi algebro so uporabljali v geometriji. Beseda algebra sama
je arabskega izvora. Na visoki Soli v Kordovi se je seznanil z
arabskimi matematiki francoski menih Gerbert (poznejsi pape¥
Silvester II., 940—1003), ki je pa& prevzel arabske Stevilke, pa
je vendar ostal Se abacist.

Doba od 10. do 16. stoletja je za aritmetiko in algebro doba
posnemanja grS8kih in arabskih udenjakov. Nekaka izjema je
13. stoletje, ko je Zivel duhoviti radunar Lecnardo Pisano
(literarno delovanje okrog 1202—1228). Njegovo delo ,Liber
Abaci* (dovrSeno 1202) obsega vso tedanjo aritmetiko in al-
gebro. Za poskus$nje pri radunih je rabil in tudi dokazal staro-
indijsko poskusnjo z devetinskimi ostanki. Njegov sodobnik
dominikaneec Jordanus Nemorarius (umrl 1236) je rabil
za Stevila Ze Cfrke. Ali za tisto dobo sta bila Leonardo in Jor-
danus preudena, sodobniki ju niso umeli in preSlo je zopet nekaj
stoletij, da je zopet oZivelo zanimanje za to vedo.

Za krizarskih vojsk so upoznali la8ki kupci arabske in
bizantiske ratunarje in na laskih visokih Solah so se uéili pozneje
Nemei algebre. Na to spominjajo stare radunice ,Die welsche
Praktik® in pa ,Die Kof* od laske besede cosa =— red, ki je
pomenila neznanko. Iz arabskih virov sta ¢rpala angleSki menih
Roger Bacon in Nemec Albertus Magnus. '

Iz 16. stoletja so na glasu la&ki matematiki Hieronimo
Cardano iz Milana (1501—1576), Niccolo Tartaglia iz
Brescie (1501—1557) in Lodovico Ferrari (1522 —1565).
Cardano je dal sploSni obrazec za razreSevanje enacb tretje
stopnje, pri njem se nahaja tudi Z%e drugi koren negativnih
Stevil. Sedanjo pisavo korenov je zatel Girard (1600), izraz za
realna in imaginarna Stevila pa je rabil Sele Descartes. Ima-
ginarno enoto je uvedel najvedji nemSki matematik Karl Fri-
derik Gaub (1777—1855), ki je dokazal potem s pomotjo
kompleksnih Stevil, da ima vsaka algebrajska enadba toliko
korenov, kolikr&na je stopnja enalbe (Dissertation 1799).
R. Descartes je uvedel sedanjo pisavo potenc in rabil za ne-
znanke &rks z, y, 2... Leonhard Euler (1707—1783) pa je
prvi jel rabiti za funkecijo pisavo f(x). Tatarglia se je pecal z
iracijonalnimi imenovalei ulomkov in je prvi pravilno izradunal
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obrestne obresti. Kako se enatbe 4. stopnje s pomodjo Carda-
novega obrazca razreSujejo, je prvi dokazal Ferrari. Sele v no-
vejSem ¢asu je GauBl dokazal, da se algebrajske enacthe pete
stopnje in viSjih stopenj splofno ne dajo razresiti. Iz 16. stoletja
se tudi pogosto omenja Francesco Maurolico (1494—1575),
ki je prvi uvedel induktivni sklep od »n na n - 1.

Najvedji francoski matematik v tej dobi je brezdvomno
Fran¢ois Viéte (Vieta, 1540—1603). Obdelal je zlasti pro-
porcije in ,regeldetrijo“. Uvedel je v ratunih vseskozi pozitivna
in negativna &tevila. Rafunska znamenja - in — pa je prvi
rabil slavni slikar in filozof Leonardo da Vinei (1452 —1519).
Namesto posebnih Stevil je uvedel Viete obéna Stevila in je
postal tako ustvaritelj obéne aritmetike.

Izmed nizozemskih matematikov sta posebno znana Liu-
dolf von Ceulen (1540 —1610), ki je preratunal Stevilo @ na
35 decimalk, in pa Simon Stevin po svoji algebri (1585),
kjer je praktitno zacel z rafuni decimalnih Stevil. Prvi se je
paé %e poskuSal z njimi Nemec Regiomontanus (Joh. Miiller
1436—1476).

7 uvedbo decimalnih ulomkov, Se bolj pa z iznajdbo loga-
ritmov se je razvijala matematika odslej jako hitro. Za prvenstvo
iznajdbe logaritmov sta se kosala Svicar Jos. Biirgi in pa
Skot John Neper (Napier), ki je prvi dal natisniti- (1614)
razpravo o logaritmih, in sicer z osnovnim Stevilom ¢ — 2:71828. ..
(naravni ali hiperbolski logaritmi). Deset let pozneje je izdal
Anglez Henry Briggs prve tablice logaritmov Stevil 1 — 20.000
in 90.000 — 100.000, in sicer z osnovnim Stevilom 10 (Briggovi
ali navadni logaritmi). Za njim je Nizozemec Adrian Vlacq
dopolnil e logaritme Stevil 20.000 — 90.000. Kmalu nato so se
prikazale tudi tablice logaritmov goniometrijskih funkeij. Nas
rojak baron Jurij Vega je Vlacq-ove tablice popravil in
pomnoZil ter jih izdal pod naslovom ,Thesaurus logaritmorum*
(1794) na 10 decimalk.

V 17. stoletju se je pefal posebno z aritmetiko Francoz
Pierre de Fermat (1608 —166b), ki je zaletnik znanstvene
teorije stevil. Obdelal je zlasti kombinacije in pa ra¢une o verjet-
nosti. Na istem polju so delovali 8e: Francoza Blaise Pascal
(1623—1662) in Piérre Simon Laplace, potem oba Svi-
carska brata Jakob in Janez Bernoulli (1664 —1705,
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1667—1748) in Anglez Isaak Newton (binomski stavek 1676),
pozneje tudi Se Leibniz, Euler, Lagrange i t. d.

Jako je napredovala matemati¢na veda z iznajdbo infinite-
zimalnih ratunov (z diferencijali in integrali) po Newtonu in
Leibnizu. Ta ratun se je razvil, kakor povestnica udi, iz geome-
trijskih problemov. Ze Arhimed je bil napravil nekak zadetek
s svojo metodo izérpanja (ekshauscijsko metodo), ko je primerjal
plo§tino kroga s plo&¢ino vértanega in ofrtanega mnogokotnika.
Isti na&in je uporabljal pozneje z dobrim uspehom Lah Bona-
ventura Cavalieri (okrog 1591 — 1647), pozneje tudi Angleza
Barrow in Wallis in Francoza Roberval in Fermat. Ko je nato
S Réné Descartes (1596—1650) v svoji znameniti knjigi
»Geométrie* (1637) dal podlago za analititno geometrijo, bili
s0 se izpolnili vsi pogoji in dovrSile vse predpriprave za infi-
nitezimalni radun. Odlotilen korak sta napravila Anglez Isaak
Newton (1642 —1727) in pa Nemec Gottfried Wil von
Leibniz (1646 —1716). Newton je poslal svojo razpravo 1. 1669.
akademiji v London, v tisk pa je prisla Sele 1. 1736. Leibniz pa
je izdelal svoj rokopis l. 1675. in ga dal tiskati 1. 1684. Vsled
tega je nastal med njima dolgotrajen znanstveni prepir za prven-
stvo. Vsekako pa je Leibnizova zasluga, da je uvedel v mate-
matiko znake za nove rafune diferencijalov in integralov in s
tem dolo¢il enotno pisavo in enotni matemati¢ni jezik. (M. Cantor,
Vorlesungen iiber Geschichte der Mathem., 4 deli 1880—1907.)

Infinitezimalni radun je odslej obvladal vso matematiéno
vedo in odkril znanosti sploh ¢isto nova pota. Matematitna
veda se je razvijala odslej z neznansko hitrico. Uporabljali so
novi radun v geometriji, v fiziki in astronomiji, v moderni
tehniki i. t. d. Cela vrsta ufenjakov raznih narodov je tekmo-
vala odslej v spopolnitvi teh ra¢unov in je dovedla na ta natin
matematitno vedo na tako visoko stopnjo, da se lahko ponaSa
s pridevkom najeksaktnejSe vede sploh.

Izmed domaédih pisateljev matematikov se vei-
krat omenjajo:

1. Andrej Kobal (Kobavius, rojen v Cirknici 1594, umrl]
v Trstu 16564). Bil je profesor matematike na jezuitskih Solah
v Ljubljani in je spisal knjigo o astronomiji.

2. Joahim KoSutnik (rojen v Beljaku 1714, umrl v
Mariboru 1789) iz reda jezuitov. Bil je profesor na akademi&ni
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gimnaziji na Dunaju, pozneje pa v Gradcu vodja zvezdarne.
Spisal je 1. 1754. knjigo ,Prima elementa Arithmeticae, Algebrae,
Geometriae, Trigonometriae planae et sphaericae, Architecturae
civilis et militaris“. (Posneto iz razprave Fridol. Kauti¢a ,Zna-
meniti Slovenci®.)

3. Baron Jurij Vega (rojen Veha v Zagorici pri Mo-
ravéah 1754, utonil v Donavi 1802), profesor matematike na
voja8ki Soli na Dunaju. Vega je bil tudi slaven junak, ki se
je odlikoval v vojskah s Turki in s Francozi in je postal na-
zadnje baron in podpolkovnik. L. 1783. je izdal logaritemske in
trigonometrijske tablice na 7 decimalk, ki so dozivele 60 izdaj.
L. 1794. pa je izSel njegov veliki logaritmovnik ,Thesaurus
logarithmorum® na 10 decimalk. Za Solsko rabo je izdal svoja
predavanja o viSji matematiki , Vorlesungen iiber Mathematik*
(1786—1802). :

4. Dr.Franc vitez Mod&nik (rojen v Cerknem na Go-
riskem 1814, umrl 1892), profesor matematike v Lvovu in Olo-
mucu. Sluzboval je pozneje v Ljubljani kot deZelni Solski svetnik
in v Gradeu kot nadzornik. Pisal je zlasti uéne knjige za ljudske _
in srednje Sole. Njegove knjige so doZivele mnogo izdaj ter se
Se rabijo. Prelozili so jih v slovanske in razne druge jezike
ter so bile v rabina Avstrijskem, Ogrskem, Laskem in NemsSkem.
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