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V prispevku bomo elementarno, brez uporabe diferencialnega ra¢una, resili Huygen-
sovo nalogo.

THE HUYGENS PROBLEM

The Huygens problem is solved in an elementary way, without using the differential
calculus.

Holandski matematik, fizik in astronom Christiaan Huygens (1629-1695)
je pri Studiju centralnih trkov idealno proznih kroglic najprej obravnaval
centralni trk dveh kroglic. Kroglica z maso M s hitrostjo vy tréi v mirujoco
kroglico z maso m, pri ¢emer je m < M. Po trku naj ima kroglica z maso M
hitrost u, druga kroglica pa hitrost v. Huygens je poznal zakon o ohranitvi

gibalne koli¢ine in zakon o ohranitvi kineti¢ne energije, kar bi danes zapisali

v obliki: . ) )
Mwvg = Mu+mv, §MU8 = §Mu2 + imv?

Iz prve enacbe izrazimo hitrost w in jo vstavimo v drugo enac¢bo. Za hitrosti
kroglic dobimo izraza:

2M M -m

CTMrm™™ YT M

Zaradi pogoja 0 < m < M dobimo relacijo vy < v < 2vyp.

Med kroglici postavimo n drugih idealno proznih kroglic, ki imajo po
vrsti mase my, ma,...,my, pri Cemer je m < m; < Mo < ... < my < M.
Kroglica z maso M naj s hitrostjo vg tréi v mirujoco kroglico z maso m,,. Po
trku le-ta s hitrostjo v, = 2Mwvgy/(m, + M) tré v kroglico z maso m,,_1, ki
ima po trku hitrost v,—1 = 2m,v,/(mp—1 +my,). Ta potem tréi v mirujoco
kroglico z maso my_o. Tako gredo trki naprej, dokler nazadnje kroglica z
maso mp ne tréi v mirujoco kroglico z maso m, ki se odbije s hitrostjo v.
Ocitno je hitrost slednje dana s formulo:

mims - - myM

‘2n+1v
(m +my)(my +msa) -+ (Mp_1 + my)(my + M)

v =

0 -
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Huygens se je vpraSal, kak§ne morajo biti mase m; < mg < ... < my,
da bo hitrost v zadnje odbite kroglice najve¢ja. Videli bomo, da se to zgodi
takrat, ko so mase m < m; < mg < ... < m, < M v geometri¢cnem
zaporedju s kvocientom g = "/ M/m.

V matemati¢ni analizi pa bi Huygensovo nalogo zastavili v naslednji
obliki.

1. Bodita a in b poljubni pozitivni Stevili, pri éemer je a < b. Poisci
pozitivna Stevila x1, w2, ..., x,, pri katerih funkcija u: R} — R, podana
s predpisom

xle DR xn

u(r1, T, . .., xy) = (a4 1) (x1 +29) - (X1 + x0) (T + D)’ (1)

doseze maksimum. Problem najdemo v zbirki |2| v skupini nalog na temo
ekstremov funkcij ve¢ spremenljivk in naj bi se reseval z uporabo parcialnih
odvodov.

V primeru n = 1 seveda vzamemo

u(z1) =

x1
(a+x1)(x1 +0)

V Huygensovih ¢asih verjetno takih nalog Se niso resevali z odvodi. Znani
pa so Ze bili binomski koeficienti, le da jih Se niso pisali v dana8nji obliki.
Blaise Pascal (1623 1662) jih je razvrstil v svoj trikotnik, ki pa so ga poznali
nekateri matematiki ze veliko prej. Pierre de Fermat (1601-1665) je poznal
potrebni pogoj za ekstrem odvedljive funkcije v jeziku tangent na njen graf
in Isaac Newton (1643-1727) je razvil svoj infinitezimalni ra¢un fluent in
fluksij. Zato se nekoliko vzivimo v tiste ¢ase, ko je bil diferencialni ra¢un se
v povojih, in re§imo Huygensov problem povsem elementarno, brez uporabe
parcialnih odvodov.

V ta namen bomo najprej dokazali neenakost, ki nam bo hitro dala
zeleni rezultat. Pri tem si bomo pomagali z dobro znano neenakostjo med
aritmeti¢no in geometri¢no sredino pozitivnih Stevil. Naj bo n naravno
Stevilo in a1, ae, ..., a, poljubna pozitivna Stevila. Izraz

A(a17a27"'7an):(a1+a2+"'+an)/n

imenujemo aritmeti¢na, izraz

G(ay,az,...,an) = Yajag---ap

pa geometri¢na sredina stevil ay, ag, ..., a,.
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Vselej velja neenakost
G(ay,azg,...,an) < Alay,az,...,a,), (2)
v kateri enac¢aj nastopi, Ce in samo ¢e je a1 = ag = ... = ay.
2. Lotimo se sedaj neenacbe, s katero bomo resili Huygensovo nalogo.

Naj bo n naravno stevilo in wg,us,...,u, poljubna pozitivna Stevila.
Dokazali bomo, da velja neenakost

(T4 u)(T4ug) - (1 +un) > (14 Glug,ug, ..., uy))", (3)

v kateri nastopi enacaj, e in samo ¢e je u1 = ug = ... = Uy.
Najprej razvijemo izraz na levi strani (3) in dobimo:

n
(IT+wu)(I+wu) - (14+uy,) =1+ E Sk(ur, ug, ...y Up) .
k=1
Pri tem so sk, k = 1,2,...,n, osnovni simetri¢ni polinomi spremenljivk
UL, U2y« ooy Up:
s1(ug,ugy .. up) = up +ug + -0+ Uy,
so(ur, ug, ..., Uup) = Urug + ULU3 + -+ Up—1Up
Sp(ur,ug, ..o Uy) = Uy - - Uy

Kot vemo iz osnov kombinatorike, ima s; natanko n = (711) ¢lenov, so natanko
(g) ¢lenov, v splognem je vsak ¢len v s; produkt k faktorjev, torej je s vsota
natanko ¢(n, k) = (}) monomov a; = a;(sx). Za njihovo aritmetitno sredino
dobimo enakost

Sk = C(n, k)A(aly az,..., ac(n,k)) :

Hitro lahko ugotovimo, da katerakoli izbrana spremenljivka u, nastopa v
sk natanko ¢(n — 1,k — 1)-krat. To je tolikokrat, na kolikor nac¢inov lahko
izmed preostalih n — 1 spremenljivk wq,us,...,u, brez u, izberemo k —
1 spremenljivk. Zato lahko izrazimo geometri¢no sredino monomov a; =
a;(sk), ki sestavljajo sg:

1 c(n—1,k—1)
G(ar,az, ..., acn)) = (@102 Ge(n k) TP = (wrug - up)  <F
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Sedaj uporabimo neenakost (2) za vsak si posebej. Dobimo neenakost
Sk(uy,ug, ..., up) > c(n, k)(ujusg - - - un)m(nvk)

za k=1,2,...,n. Pri tem je m(n, k) =c(n— 1,k —1)/c(n, k).
Ker pri pogojih n > 1in k > 1 velja

() -1 Rm—k) K
min, k) = ]Z;;)l T k=-D!n—k! T n’

pri ¢emer vzamemo 0! = 1 in zato ¢(0,0) = 1, dobimo v splognem neenakost

Sk(Ul, U2y - -y un) > C(?’L, k‘)(U1U2 e un)k/n = <Z> (G(uh U2y - - un))k

Kdaj v pravkar dokazani relaciji velja enac¢aj? Natanko tedaj, ko je a; =
ag = ... = Qe(n) za vsak sp, k > 1. Za s se to zgodi, Ce in samo Ce je
U] = U2 = ... = uy. Prav tako za preostale si.

Tako smo nasli

(1 4+u)(14+ug) - (1 +uy) >1 +Z <Z> (G(ul,u2,...,un))k
k=1

in z upostevanjem binomske formule nazadnje iskano neenakost
(T4 u)(L4ug) - (L+up) > (14 Glur,ug, ... un)) "

Damo ji lahko tudi naslednjo obliko:
G(l4uy,1+ug,...,1+uy) >14+G(ur,ug,...,u,).

Enacaj pa v njej velja samo v primeru u; = ug = ... = u,.
Enakost z binomskimi koeficienti

n n—1
i) =n(io0)
ki smo jo izpeljali z izra¢unom §tevil m(n, k), lahko interpretiramo popol-
noma kombinatori¢no, kot je to narejeno v [1]. Recimo, da izmed n oseb
izberemo k oseb za neki odbor, nekdo od teh pa bo njegov predsednik. Na
koliko na¢inov je to mozno narediti? Odbor je moZzno sestaviti na (Z) naci-
nov, predsednika v njem pa na k nacinov, torej lahko odbor s predsednikom
naredimo na k(Z) nacinov. Lahko pa ravnamo tudi takole: najprej izberemo
predsednika, kar lahko naredimo na n nacinov. Druge ¢lane odbora, teh je
k — 1, pa izbiramo med preostalimi n — 1 osebami. To lahko naredimo na
(Zj) nacinov, torej odbor s predsednikom lahko izberemo na n(Z:i) naci-
nov. Ker po obeh postopkih dobimo isto stevilo, res velja zgornja enakost.
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3. Neenakost (3) bomo sedaj Se nekoliko posplosili. Vzemimo pozitivna
stevila ay, ag, ..., ap in by, be, ..., by ter postavimo u; = a1 /by, ug = as /b,
..y Up = ap/by. Neenakost (3) nam da:

al a2 Qp, ap az Qn "
1+—=)(1+=)---(1+=—=)>1+G|—=,=,...,—
<+b1>(+bz> <+bn>_<+ (bl’bz’ ’bn)>’

iz Cesar dobimo po preureditvi neenakost:

G(a1 +bi,a0 + ba, ... ,an—i—bn) > G(al,ag,...,an) +G(bl,bg,...,bn). (4)
V njej pa ena¢aj nastopa natanko tedaj, ko sta vrstici [a1,as,...,a,] in
[b1, b2, ...,by] proporcionalni.

Neenacba (3) je brez dokaza navedena v [5], splosnejso neenacbo (4) pa
razvije Kre¢mar v [4] popolnoma drugade.
Neenakost (4) lahko korak za korakom posplos§imo. Naj bodo namre¢ ay,

s, ..y Gn, by, bo, ..., by in cq, co, ..., ¢, sama pozitivna Stevila. Tedaj
velja neenakost

G(ar +b1+ci,a2+ba+ca, ..o ian + by + ) >
> G(al,ag,...,an)—{-G(bl,bg,...,bn)—|—G(cl,02,...,cn). (5)

Enacaj v njej pa velja natanko tedaj, ko so vrstice [a1,aq,...,a], [b1,
ba,...,by] in [c1,ca,. .., ¢,] proporcionalne.

4. Postrezimo s preprostim primerom. V Kre¢marjevi zbirki problemov [4]
je tudi tale naloga:
Dokazi, da za poljubna pozitivna §tevila z, y in z velja neenakost:

(x+y)(y+2)(z+x) > 8xyz.
Kdaj v njej velja enacaj?
V zbirki je ta naloga re§ena drugafe. Uporabimo lahko neenakost (4) za
n =3 in
a =, a2 =Y, az = z, blzya bQZZ, ngII).

Dobimo

+yy+2)(z+2z) = (Gla+yy+zz+m)’>
> (G(x,y,2) + Gy, z,2))* = (2¢/xyz)* = 8wyz,
kar je bilo treba dokazati.
Enakost velja samo v primeru x/y = y/z = z/x = A. To pomeni:

r =Ny, y = Az, z= Ax. Ce vse te tri ena¢be med seboj zmnozimo, dobimo
ryz = Awyz, kar pomeni A =1ins tem z =y = 2.

161-167 165



Marko Razpet

5. Da bi laze poiskali maksimum funkcije (1), si oglejmo funkcijo

(a+z1)(z1 +22) + (Tn—1 + Tp) (@ + D)
T1T9 - Tpb

,  (6)

v(T1, 22, ..., Tp) =

ki je obratna vrednost funkcije u, deljena z b zaradi lazjega raCunanja. Poi-
skali bomo minimum funkcije v in s tem maksimum funkcije w. Da bi lahko
uporabili neenakost (3), zapisemo:

v(xl,:cg,...,xn) :(1+a) <1+.T1> <1+$n1>(1+%) .
1 x2 Tn b

V zgornjem izrazu je n + 1 faktorjev. Sedaj lahko uporabimo neenakost (3)
za spremenljivke

a 1 _ Tp—1 _ In
Ul = —,U2=—, ..., Up = —"—, Upt1 = —F -
T T2 Tn b

Takoj vidimo, da je njihova geometri¢na sredina enaka

a
1
G(ul,uQ, .. ,Un,un—f—l) = "N —

b )

zato iz (3) sledi

n+1
n+1 ntl n+l )
v($17$27---axn)2(1+ n+\1/§) - ( \/a—i_ \/B .

b

1z zveze bu(xy, z2, ..., xy)v(21, 22, . .., 2y) = 1 konéno dobimo

1
(”‘*‘3/& " n+\1/l;>n+1 :

u(xy, o, ..., x,) <

Sedaj bomo pokazali, pri katerem izboru spremenljivk x1,x2,..., 2, je v
zgornji neenakosti enacaj. Takrat namrec funkcija u doseze svoj maksimum.
Od prej vemo, da enacaj nastopi samo v primeru u; = ug = ... = Up = Up41,
oziroma natanko tedaj, ko sta proporcionalni vrstici

[$1,$2,,-..,$n,b], [aaxla”'vxn—17$n]7
kar pomeni, da obstaja tako pozitivno stevilo ¢, za katero je

Tt b

a € Ln—1 T
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Iz teh relacij dobimo:
T =aq, Ty =T1q=aq>, ..., Tn=Tn_1q = aq", b= ag" " .
Kerje0<a<b jeqg>1in
a<TI<rT9<...<xTp<b.

Nazadnje lahko ugotovimo, da stevila a, x1, x2, . . ., x,, b sestavljajo narasca-
. ) s L1y L2, s bns S

jote geometri¢no zaporedje s kvocientom ¢ = "*/b/a. Torej doseze funkcija
u svoj maksimum v tocki (aq, ag?, ..., aq") prostora R?, in ta maksimum je

n+1 n+l e1. .
enak 1 / ("+\1/6 + \/5) . S tem smo resili Huygensovo nalogo v celoti.

Zahvaljujem se profesorju Ivanu Puclju, ki me je opozoril na Huygensovo
nalogo.
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VESTI

OB 80. OBLETNICI ROJSTVA FRANCETA KRIZANICA

Slovenski mislec, naravoslovec in matematik, profesor France Krizanic se
je rodil 3. marca 1928 v Mariboru, umrl pa je 17. januarja 2002 v Ljubljani.
Solal se je v Mariboru, Apacah ter v Ljubljani. Ceprav je vecino svojega
zivljenja prezivel v naem glavnem mestu, je vselej rad poudarjal, da se po-
cuti Stajerca. Matematiko je studiral na tedanji Prirodoslovno-matematic¢ni
fakulteti Univerze v Ljubljani, kjer je leta 1951 diplomiral, leta 1955 pa
doktoriral. V letih 1959 in 1960 se je izpopolnjeval v Moskvi pri znameni-
tem profesorju Gelfandu. Za rednega profesorja je bil izvoljen na Univerzi v
Ljubljani leta 1975.
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