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HUYGENSOVA NALOGAMARKO RAZPETPedago²ka fakultetaUniverza v LjubljaniMath. Subj. Class. (2000): 26E60V prispevku bomo elementarno, brez uporabe diferen
ialnega ra£una, re²ili Huygen-sovo nalogo. THE HUYGENS PROBLEMThe Huygens problem is solved in an elementary way, without using the di�erential
al
ulus.Holandski matematik, �zik in astronom Christiaan Huygens (1629�1695)je pri ²tudiju 
entralnih trkov idealno proºnih krogli
 najprej obravnaval
entralni trk dveh krogli
. Krogli
a z maso M s hitrostjo v0 tr£i v mirujo£okrogli
o z maso m, pri £emer je m < M . Po trku naj ima krogli
a z maso Mhitrost u, druga krogli
a pa hitrost v. Huygens je poznal zakon o ohranitvigibalne koli£ine in zakon o ohranitvi kineti£ne energije, kar bi danes zapisaliv obliki:

Mv0 = Mu + mv ,
1

2
Mv2

0 =
1

2
Mu2 +

1

2
mv2.Iz prve ena£be izrazimo hitrost u in jo vstavimo v drugo ena£bo. Za hitrostikrogli
 dobimo izraza:

v =
2M

M + m
v0 , u =

M − m

M + m
v0 .Zaradi pogoja 0 < m < M dobimo rela
ijo v0 < v < 2v0.Med krogli
i postavimo n drugih idealno proºnih krogli
, ki imajo povrsti mase m1, m2, . . . , mn, pri £emer je m < m1 < m2 < . . . < mn < M .Krogli
a z maso M naj s hitrostjo v0 tr£i v mirujo£o krogli
o z maso mn. Potrku le-ta s hitrostjo vn = 2Mv0/(mn + M) tr£i v krogli
o z maso mn−1, kiima po trku hitrost vn−1 = 2mnvn/(mn−1 + mn). Ta potem tr£i v mirujo£okrogli
o z maso mn−2. Tako gredo trki naprej, dokler nazadnje krogli
a zmaso m1 ne tr£i v mirujo£o krogli
o z maso m, ki se odbije s hitrostjo v.O£itno je hitrost slednje dana s formulo:

v =
m1m2 · · ·mnM

(m + m1)(m1 + m2) · · · (mn−1 + mn)(mn + M)
· 2n+1v0 .
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Marko RazpetHuygens se je vpra²al, kak²ne morajo biti mase m1 < m2 < . . . < mn,da bo hitrost v zadnje odbite krogli
e najve£ja. Videli bomo, da se to zgoditakrat, ko so mase m < m1 < m2 < . . . < mn < M v geometri£nemzaporedju s kvo
ientom q = n+1

√

M/m.V matemati£ni analizi pa bi Huygensovo nalogo zastavili v naslednjiobliki.1. Bodita a in b poljubni pozitivni ²tevili, pri £emer je a < b. Poi²£ipozitivna ²tevila x1, x2, . . . , xn, pri katerih funk
ija u : Rn
+ → R+, podanas predpisom

u(x1, x2, . . . , xn) =
x1x2 · · ·xn

(a + x1)(x1 + x2) · · · (xn−1 + xn)(xn + b)
, (1)doseºe maksimum. Problem najdemo v zbirki [2℄ v skupini nalog na temoekstremov funk
ij ve£ spremenljivk in naj bi se re²eval z uporabo par
ialnihodvodov.V primeru n = 1 seveda vzamemo

u(x1) =
x1

(a + x1)(x1 + b)
.V Huygensovih £asih verjetno takih nalog ²e niso re²evali z odvodi. Znanipa so ºe bili binomski koe�
ienti, le da jih ²e niso pisali v dana²nji obliki.Blaise Pas
al (1623�1662) jih je razvrstil v svoj trikotnik, ki pa so ga poznalinekateri matematiki ºe veliko prej. Pierre de Fermat (1601�1665) je poznalpotrebni pogoj za ekstrem odvedljive funk
ije v jeziku tangent na njen grafin Isaa
 Newton (1643�1727) je razvil svoj in�nitezimalni ra£un �uent in�uksij. Zato se nekoliko vºivimo v tiste £ase, ko je bil diferen
ialni ra£un ²ev povojih, in re²imo Huygensov problem povsem elementarno, brez uporabepar
ialnih odvodov.V ta namen bomo najprej dokazali neenakost, ki nam bo hitro dalaºeleni rezultat. Pri tem si bomo pomagali z dobro znano neenakostjo medaritmeti£no in geometri£no sredino pozitivnih ²tevil. Naj bo n naravno²tevilo in a1, a2, . . . , an poljubna pozitivna ²tevila. Izraz

A(a1, a2, . . . , an) = (a1 + a2 + · · · + an)/nimenujemo aritmeti£na, izraz
G(a1, a2, . . . , an) = n

√
a1a2 · · · anpa geometri£na sredina ²tevil a1, a2, . . . , an.162 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 5
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Huygensova nalogaVselej velja neenakost

G(a1, a2, . . . , an) ≤ A(a1, a2, . . . , an) , (2)v kateri ena£aj nastopi, £e in samo £e je a1 = a2 = . . . = an.2. Lotimo se sedaj neena£be, s katero bomo re²ili Huygensovo nalogo.Naj bo n naravno ²tevilo in u1, u2, . . . , un poljubna pozitivna ²tevila.Dokazali bomo, da velja neenakost
(1 + u1)(1 + u2) · · · (1 + un) ≥

(

1 + G(u1, u2, . . . , un)
)n

, (3)v kateri nastopi ena£aj, £e in samo £e je u1 = u2 = . . . = un.Najprej razvijemo izraz na levi strani (3) in dobimo:
(1 + u1)(1 + u2) · · · (1 + un) = 1 +

n
∑

k=1

sk(u1, u2, . . . , un) .Pri tem so sk, k = 1, 2, . . . , n, osnovni simetri£ni polinomi spremenljivk
u1, u2, . . . , un:

s1(u1, u2, . . . , un) = u1 + u2 + · · · + un ,

s2(u1, u2, . . . , un) = u1u2 + u1u3 + · · · + un−1un ,...
sn(u1, u2, . . . , un) = u1u2 · · ·un .Kot vemo iz osnov kombinatorike, ima s1 natanko n =

(

n
1

) £lenov, s2 natanko
(

n
2

) £lenov, v splo²nem je vsak £len v sk produkt k faktorjev, torej je sk vsotanatanko c(n, k) =
(

n
k

) monomov ai = ai(sk). Za njihovo aritmeti£no sredinodobimo enakost
sk = c(n, k)A(a1, a2, . . . , ac(n,k)) .Hitro lahko ugotovimo, da katerakoli izbrana spremenljivka ur nastopa v

sk natanko c(n − 1, k − 1)-krat. To je tolikokrat, na kolikor na£inov lahkoizmed preostalih n − 1 spremenljivk u1, u2, . . . , un brez ur izberemo k −

1 spremenljivk. Zato lahko izrazimo geometri£no sredino monomov ai =
ai(sk), ki sestavljajo sk:

G(a1, a2, . . . , ac(n,k)) = (a1a2 · · · ac(n,k))
1

c(n,k) = (u1u2 · · ·un)
c(n−1,k−1)

c(n,k) .
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Marko RazpetSedaj uporabimo neenakost (2) za vsak sk posebej. Dobimo neenakost

sk(u1, u2, . . . , un) ≥ c(n, k)(u1u2 · · ·un)m(n,k)za k = 1, 2, . . . , n. Pri tem je m(n, k) = c(n − 1, k − 1)/c(n, k).Ker pri pogojih n ≥ 1 in k ≥ 1 velja
m(n, k) =

(

n−1

k−1

)

(

n
k

) =
(n − 1)!

(k − 1)!(n − k)!
·
k!(n − k)!

n!
=

k

n
,pri £emer vzamemo 0! = 1 in zato c(0, 0) = 1, dobimo v splo²nem neenakost

sk(u1, u2, . . . , un) ≥ c(n, k)(u1u2 · · ·un)k/n =

(

n

k

)

(G(u1, u2, . . . , un))k.Kdaj v pravkar dokazani rela
iji velja ena£aj? Natanko tedaj, ko je a1 =
a2 = . . . = ac(n,k) za vsak sk, k ≥ 1. Za s1 se to zgodi, £e in samo £e je
u1 = u2 = . . . = un. Prav tako za preostale sk.Tako smo na²li

(1 + u1)(1 + u2) · · · (1 + un) ≥ 1 +
n

∑

k=1

(

n

k

)

(

G(u1, u2, . . . , un)
)kin z upo²tevanjem binomske formule nazadnje iskano neenakost

(1 + u1)(1 + u2) · · · (1 + un) ≥
(

1 + G(u1, u2, . . . , un)
)n

.Damo ji lahko tudi naslednjo obliko:
G(1 + u1, 1 + u2, . . . , 1 + un) ≥ 1 + G(u1, u2, . . . , un) .Ena£aj pa v njej velja samo v primeru u1 = u2 = . . . = un.Enakost z binomskimi koe�
ienti

k

(

n

k

)

= n

(

n − 1

k − 1

)

,ki smo jo izpeljali z izra£unom ²tevil m(n, k), lahko interpretiramo popol-noma kombinatori£no, kot je to narejeno v [1℄. Re
imo, da izmed n osebizberemo k oseb za neki odbor, nekdo od teh pa bo njegov predsednik. Nakoliko na£inov je to moºno narediti? Odbor je moºno sestaviti na (

n
k

) na£i-nov, predsednika v njem pa na k na£inov, torej lahko odbor s predsednikomnaredimo na k
(

n
k

) na£inov. Lahko pa ravnamo tudi takole: najprej izberemopredsednika, kar lahko naredimo na n na£inov. Druge £lane odbora, teh je
k − 1, pa izbiramo med preostalimi n − 1 osebami. To lahko naredimo na
(

n−1

k−1

) na£inov, torej odbor s predsednikom lahko izberemo na n
(

n−1

k−1

) na£i-nov. Ker po obeh postopkih dobimo isto ²tevilo, res velja zgornja enakost.164 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 5
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Huygensova naloga3. Neenakost (3) bomo sedaj ²e nekoliko posplo²ili. Vzemimo pozitivna²tevila a1, a2, . . . , an in b1, b2, . . . , bn ter postavimo u1 = a1/b1, u2 = a2/b2,. . . , un = an/bn. Neenakost (3) nam da:

(

1 +
a1

b1

)(

1 +
a2

b2

)

· · ·

(

1 +
an

bn

)

≥

(

1 + G

(

a1

b1

,
a2

b2

, . . . ,
an

bn

))n

,iz £esar dobimo po preureditvi neenakost:
G(a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn) ≥ G(a1, a2, . . . , an) + G(b1, b2, . . . , bn) . (4)V njej pa ena£aj nastopa natanko tedaj, ko sta vrsti
i [a1, a2, . . . , an] in

[b1, b2, . . . , bn] propor
ionalni.Neena£ba (3) je brez dokaza navedena v [5℄, splo²nej²o neena£bo (4) parazvije Kre£mar v [4℄ popolnoma druga£e.Neenakost (4) lahko korak za korakom posplo²imo. Naj bodo namre£ a1,
a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn in c1, c2, . . . , cn sama pozitivna ²tevila. Tedajvelja neenakost

G(a1 + b1 + c1, a2 + b2 + c2, . . . , an + bn + cn) ≥

≥ G(a1, a2, . . . , an) + G(b1, b2, . . . , bn) + G(c1, c2, . . . , cn) . (5)Ena£aj v njej pa velja natanko tedaj, ko so vrsti
e [a1, a2, . . . , an], [b1,
b2, . . . , bn] in [c1, c2, . . . , cn] propor
ionalne.4. Postrezimo s preprostim primerom. V Kre£marjevi zbirki problemov [4℄je tudi tale naloga:Dokaºi, da za poljubna pozitivna ²tevila x, y in z velja neenakost:

(x + y)(y + z)(z + x) ≥ 8xyz .Kdaj v njej velja ena£aj?V zbirki je ta naloga re²ena druga£e. Uporabimo lahko neenakost (4) za
n = 3 in

a1 = x , a2 = y , a3 = z , b1 = y , b2 = z , b3 = x .Dobimo
(x + y)(y + z)(z + x) = (G(x + y, y + z, z + x))3 ≥

≥ (G(x, y, z) + G(y, z, x))3 = (2 3
√

xyz)3 = 8xyz ,kar je bilo treba dokazati.Enakost velja samo v primeru x/y = y/z = z/x = λ. To pomeni:
x = λy, y = λz, z = λx. �e vse te tri ena£be med seboj zmnoºimo, dobimo
xyz = λ3xyz, kar pomeni λ = 1 in s tem x = y = z.
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Marko Razpet5. Da bi laºe poiskali maksimum funk
ije (1), si oglejmo funk
ijo

v(x1, x2, . . . , xn) =
(a + x1)(x1 + x2) · · · (xn−1 + xn)(xn + b)

x1x2 · · ·xnb
, (6)ki je obratna vrednost funk
ije u, deljena z b zaradi laºjega ra£unanja. Poi-skali bomo minimum funk
ije v in s tem maksimum funk
ije u. Da bi lahkouporabili neenakost (3), zapi²emo:

v(x1, x2, . . . , xn) =

(

1 +
a

x1

)(

1 +
x1

x2

)

· · ·

(

1 +
xn−1

xn

)

(

1 +
xn

b

)

.V zgornjem izrazu je n + 1 faktorjev. Sedaj lahko uporabimo neenakost (3)za spremenljivke
u1 =

a

x1

, u2 =
x1

x2

, . . . , un =
xn−1

xn

, un+1 =
xn

b
.Takoj vidimo, da je njihova geometri£na sredina enaka

G(u1, u2, . . . , un, un+1) = n+1

√

a

b
,zato iz (3) sledi

v(x1, x2, . . . , xn) ≥

(

1 + n+1

√

a

b

)n+1

=

(

n+1
√

a + n+1
√

b
)n+1

b
.Iz zveze bu(x1, x2, . . . , xn)v(x1, x2, . . . , xn) = 1 kon£no dobimo

u(x1, x2, . . . , xn) ≤
1

(

n+1
√

a + n+1
√

b
)n+1

.Sedaj bomo pokazali, pri katerem izboru spremenljivk x1, x2, . . . , xn je vzgornji neenakosti ena£aj. Takrat namre£ funk
ija u doseºe svoj maksimum.Od prej vemo, da ena£aj nastopi samo v primeru u1 = u2 = . . . = un = un+1,oziroma natanko tedaj, ko sta propor
ionalni vrsti
i
[x1, x2, , . . . , xn, b] , [a, x1, . . . , xn−1, xn] ,kar pomeni, da obstaja tako pozitivno ²tevilo q, za katero je

x1

a
=

x2

x1

= . . . =
xn

xn−1

=
b

xn

= q .166 Obzornik mat. fiz. 55 (2008) 5
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Huygensova nalogaIz teh rela
ij dobimo:

x1 = aq , x2 = x1q = aq2, . . . , xn = xn−1q = aqn, b = aqn+1.Ker je 0 < a < b, je q > 1 in
a < x1 < x2 < . . . < xn < b .Nazadnje lahko ugotovimo, da ²tevila a, x1, x2, . . . , xn, b sestavljajo nara²£a-jo£e geometri£no zaporedje s kvo
ientom q = n+1

√

b/a. Torej doseºe funk
ija
u svoj maksimum v to£ki (aq, aq2, . . . , aqn) prostora Rn

+, in ta maksimum jeenak 1
/

(

n+1
√

a + n+1
√

b
)n+1. S tem smo re²ili Huygensovo nalogo v 
eloti.Zahvaljujem se profesorju Ivanu Pu
lju, ki me je opozoril na Huygensovonalogo. LITERATURA[1℄ A. T. Benjamin in J. J. Quinn, Proofs that really 
ount, The art of 
ombinatorialproof, MAA, 2003.[2℄ B. P. Demidovi£, Sbornik zada£ i upraºnenij po matemati£eskomu analizu, Nauka,Moskva 1972.[3℄ G. H. Hardy, J. E. Littlewood in G. Pólya: Inequalities, A
ademi
 Press, Cambridge1952.[4℄ V. A. Kre£mar, Zada£nik po algebre, Fizmatgiz, Moskva 1961.[5℄ D. S. Mitrinovi¢ in D. Mihailovi¢, Linearna algebra, analiti£ka geometrija, polinomi,Gra�evinska knjiga, Beograd 1962.VESTIOB 80. OBLETNICI ROJSTVA FRANCETA KRI�ANI�ASlovenski misle
, naravoslove
 in matematik, profesor Fran
e Kriºani£ seje rodil 3. mar
a 1928 v Mariboru, umrl pa je 17. januarja 2002 v Ljubljani.�olal se je v Mariboru, Apa£ah ter v Ljubljani. �eprav je ve£ino svojegaºivljenja preºivel v na²em glavnem mestu, je vselej rad poudarjal, da se po-£uti �tajer
a. Matematiko je ²tudiral na tedanji Prirodoslovno-matemati£nifakulteti Univerze v Ljubljani, kjer je leta 1951 diplomiral, leta 1955 padoktoriral. V letih 1959 in 1960 se je izpopolnjeval v Moskvi pri znameni-tem profesorju Gelfandu. Za rednega profesorja je bil izvoljen na Univerzi vLjubljani leta 1975.
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