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Najprej bomo vrteli dve med seboj pravokotni zrcali, ki z vodoravno ravnino oklepata
kot 45°, okrog navpic¢ne osi, nato pa bomo vrteli konkavno cilindriéno zrcalo. Pokazali
bomo, da se pri zasuku zrcal za kot « slika v obeh primerih zavrti za kot 2a.

ROTATION OF MIRRORS

We first consider rotation about a vertical axis of two mutually perpendicular mirrors
making an angle of 45° with the horizontal plane, then we consider rotation of a concave
cylindrical mirror. We show that, in both cases, rotating mirrors by an angle a produces
rotation of the image by an angle 2a.

Geometrijska optika je v vseh izobrazevalnih programih na koncu studij-
skega leta. V osnovni Soli pokazemo nekaj poskusov z ravnimi in krogelnimi
zrcali ter konstruiramo nekaj slik, ki nastanejo pri preslikavah s temi zr-
cali. Za konstrukcijo slik uporabljamo le karakteristicne zarke. Vec¢inoma
preslikujemo pokonc¢ne predmete, najraje na opti¢no os pravokotne daljice,
pravzaprav le krajisca daljic z dvema zarkoma: z zarkom, ki je vzporeden z
opticno osjo, in zarkom, ki gre skozi teme zrcal.

V srednji Soli geometrijsko optiko »na hitro« ponovimo. Da pojmi niso
razciSceni, se hitro pokaze pri preverjanjih znanja, pa tudi nase izkusnje s
tekmovanj v znanju fizike kazejo, da se tematiki ne posveta posebne po-
zornosti. Se veé, opuséajo se tudi osnovni poskusi, ki pa so lahko $e kako
zanimivi.

Ravna in krogelna zrcala so lahko dostopna in so na voljo v razli¢nih
velikostih. S cilindriénimi se v Soli ne ukvarjamo, brez tezav pa jih izdelamo
sami iz zrcalne folije, ki jo dobimo tudi pri nas.

Ravno zrcalo

Navadno je ravno zrcalo obeSeno na navpicni steni. Pri poskusih pa ga
postavimo pravokotno na mizo, kjer med poskusom miruje. Kaj pa se zgodi,
¢e ravno zrcalo zasuc¢emo? Ali je vseeno, okoli katere osi su¢emo zrcalo?
Kako naj bo postavljeno? Ce sucemo le eno ravno zrcalo okrog osi, ki je
pravokotna na ravnino zrcala, ne opazimo ni¢ posebnega. Drugace pa je,
¢e sucemo dve ravni zrcali, ki se stikata po eni stranici in sta med seboj
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pravokotni. Lahko bi bili tudi pod druga¢nim kotom, recimo 30°, 45° ali
60°. To so koti, ki so delitelji polnega kota. Medsebojni kot vpliva na stevilo
slik, ki jih vidimo.

Dve med seboj pravokotni ravni zrcali

Obravnavo poskusov z dvema, med seboj pravokotnima zrcaloma, najdemo
v §tevilnih ucbenikih fizike, recimo v [1]. Pogosto avtorji predstavijo tudi
konstrukcije slik v poSevni projekciji ali pa v tlorisu. Pri tem sta zrcali
postavljeni pravokotno na podlago in pri poskusih mirujeta. Izjemoma so
predstavljeni kalejdoskopi, kjer pa se hkrati z vrtenjem zrcal spreminja tudi
lega predmetov.

V ¢lanku [3] je opisan poskus z dvema pravokotnima zrcaloma v ska-
tli, ki jo vrtimo okrog vodoravne osi. Na§ poskus je enostavnejsi, saj ne
potrebujemo Skatle in lepljenja zrcal.

Dve ravni zrcali postavimo na nosilec tako, da sta med seboj pravokotni
in z vodoravno ravnino — mizo — oklepata kot 45°, kot kaze slika 1.

\ L

45° 45°

Slika 1. Dve, med seboj pravokotni ravni zrcali postavimo na vodoravno podlago, ki je
vrtljiva okoli navpic¢ne osi.

Nad zrcali obesimo figuro prometnika. Na zacetku poskusa je telo promet-
nika vzporedno z mizo in sti¢no stranico zrcal. Zrcali vrtimo v vodoravni
ravnini (x,y) okrog navpi¢ne osi z. Najprej ju zavrtimo za kot a = 45°
(slika 2), nato pa za a = 90°. Opazujemo sliko, ki nastane po odboju od
obeh zrcal.

Kaj smo opazili? Ko zrcali zasu¢emo za kot «, se slika zavrti za kot 2c.

Racun za dve med seboj pravokotni zrcali

Zdaj pa izide poskusov utemeljimo Se z racunom. Najprej ponovimo, kako
tocko zrcalimo preko premice. Izberemo premico p, ki gre skozi koordinatno

izhodisce. Tocko D s krajevnim vektorjem D preslikamo preko premice p
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Slika 2. Prometnik je obeSen nad zrcaloma tako, da lezi vodoravno in se med poskusom
ne premika. Ko zrcalo zavrtimo za 45°, se slika zavrti za 90°. Tudi slika fotografove glave
se je zavrtela, Ceprav fotografira vedno z istega mesta. Opazujemo le sliko, ki nastane po
odboju od obeh zrcal.

v tocko D’ s krajevnim vektorjem 7. Enotski normalni vektor na premici
p je vektor T (slika 3). Veljata zvezi:

Slika 3. Preslikava tocke preko premice.

d(DD')=27p -7, o =Tp—2Tp- ). (1)
Pri zrcaljenju tocke preko ravnine velja enaka povezava kot za preslikavo
preko premice (enacba (1)), kjer je vektor m zdaj enotski normalni vektor
na ravnino.

Narisimo Se ustrezno skico (slika 4). Namesto celega predmeta bomo
prezrcalili le eno tocko in pogledali, kako se spreminja lega slike tocke po
odboju od obeh zrcal v odvisnosti od zasuka zrcal.
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Opazovalec

T (0, Yo, 20)

L,/ZDT”(I, Y, —20)

T"(a = 0)
Slika 4. Ce zrcali zavrtimo za kot a okrog navpicne osi, se slika tocke, po odboju od obeh
zrcal, zavrti za kot 2a.
Normalna vektorja na ravninah Z; in Zs sta:

—\ —\ 2

2
ni(a) = 7(—sino¢,cos a, 1), na(a) = T(Sina, —cosa, 1),
2 () =y (7 + ).

Najprej tocko T' prezrcalimo preko ravnine 2 :

—\ . .
T = (x0,Y0,20) — (—xosina + ypcosa + zg) - (—sina, cos e, 1).

Krajevni vektor tocke T" je

xocos® a + Yo sin v cos & + zg sin «
—\ . .
rr= x0s1nozcosa+y0s1n2a—zocosa

ZTosina — yp CoS

Tocko T" potem prezrcalimo e preko Zs, da dobimo tocko T”. Krajevni
vektor tocke T" je:

Tn =1 —2(7 - 72) . (2)

Izracunamo vektor, ki kaze iz tocke T” do tocke T, pri ¢emer upostevamo
povezavo

zosin? a — 1o sin . cos a + 2 sin «
—\ —A —
T

‘ng)ng = — | —xpsinacosa + Yo cos? av — zp CoS o
Tosina — yYg cos a + 2g

=

98-111 101



Nada Razpet

Vstavimo v enacbo (2) in upostevamo, da velja
sina +cos’a =1, 2sinacosa =sin(2a), cos?a — sin? a = cos(2a).
(3)

Nazadnje dobimo:

x cos(2a) + yo sin(2a)

T = | xosin(20) — yocos(20) | =
%
cos(2a) —sin(2a) 0 1 0 O xo
= | sin(2a) cos(2a) 0 0 -1 0 Yo
0 0 1 0o 0 -1 20

Kaj smo ugotovili?

V zacetni legi zrcal, ko je kot o = 0, dobimo sliko T'” tocke T' tako, da
jo prezrcalimo preko osi x. Ko pa zrcali zasukamo za kot «, se prezrcaljena
tocka Se zavrti okrog osi z za kot 2a.

Ker je predmet na zacetku poskusa lezal vzporedno z mizo, tudi izbrana
slika predmeta — slika po odboju od obeh zrcal — lezi v ravnini, ki je vzpo-
redna z mizo in od nje enako oddaljena kot predmet.

Poudarimo Se to, da na sliki leva in desna roka prometnika nista zame-
njani — lopar Se vedno drzi v desni roki, kot je to pri preslikavi z enim ravnim
zrcalom.

Konkavno cilindri¢éno zrcalo

Naredimo 8Se poskus s konkavnim cilindri¢nim zrcalom. O tem lahko beremo
v [2].

Konkavno cilindri¢no zrcalo izdelamo iz pravokotnega kosa zrcalne fo-
lije, ki ga pritrdimo na obro¢. Mi smo vzeli pravokotnik z osnovnico, ki meri
priblizno polovico obsega obroca. Obro¢ poteka po polovici viSine pravoko-
tnika. Zrcalna folija je torej del plasca valja, katerega os je pravokotna na
ravnino obroc¢a. Obro¢ vrtljivo pritrdimo na nosilec tako, da se vrti okrog
vodoravne osi, ki gre skozi sredi§¢e obroca. Os valja se potem vrti v navpi¢ni
ravnini. Razdalja d prometnika do zrcala naj bo med r in 2r, pri ¢emer je
r polmer obroca, na katerem je pritrjena folija. Na zacetku je obro¢ vodo-
ravno, prometnik pa stoji navpi¢no. Ravnino obroca zavrtimo najprej za
45°, nato pa za 90° (slika 5).

Kaj opazimo? Opazimo, da se slika predmeta tudi zavrti. V prvem
primeru lezi slika prometnika vodoravno, v drugem pa je obrnjen na glavo.
Opazimo 8e, da leva in desna stran nista zamenjani. Na sliki prometnik Se
vedno drzi lopar v desni roki. Da je slika res realna, bomo pokazali kasneje.
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Slika 5. Predmet je pred konkavnim cilindri¢nim zrcalom in se med poskusom ne premika.
Ko zrcalo zavrtimo za kot 45°, se slika zavrti za kot 90°, ko pa zrcalo zasukamo za kot
90°, se slika zasuka za 180°.

Ponazorimo si to e s skicama (slika 6 in 7), ki smo jih naredili s pro-
gramom GeoGebra. Predmet je $tirikotnik, ki lezi v ravnini vzporedni z
ravnino (y, z). Slika stirikotnika pa ni ravninski lik. Preslikani stirikotnik je
»ukrivljen«, kar kaze slika 7.

Pokazimo Se, da je slika realna. Pois¢imo sliko tocke T', katere odda-
ljenost od zrcala je med r in 2r. Opazujemo zarke, ki lezijo v ravnini, ki
je pravokotna na os valja. Na sliki 8 sta vpadni pravokotnici oznaceni ¢rt-
kano. Slika tocke T je tocka T'. Sekata se odbita zarka, torej je slika realna.
Za ozek trak konkavnega cilindri¢nega zrcala lahko privzamemo, da je del
konkavnega krogelnega zrcala, za katerega velja:
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os valja 2

os valja

z

72N
[e]

Slika 6. Leva slika kaze zacetno lego predmeta — stirikotnika — in njegovo sliko. Desno:
Ko zrcalo zavrtimo za kot 45°, se slika Stirikotnika zavrti za kot 90°. Slika je realna.

\'

2

Slika 7. Projekcija stirikotnika — daljica — in njegove slike — ukrivljena ¢rta — na vodoravno
ravnino (x,y) pri zasuku osi zrcala za 45°. Stranice slike Stirikotnika so zakrivljene in ne
lezijo v isti ravnini. Slika je realna.

Goris¢éna razdalja takega zrcala je r/2. Tocke, ki so od temena oddaljene za
r < a < 2r, se preslikajo v tocke, za katere je oddaljenost od temena 2r/3 <
b < r. Pri ratunanju bomo tudi privzeli, da je oddaljenost yy vpadnega
zarka od osi valja majhna v primerjavi s polmerom valja. Posledi¢no to
pomeni, da so vpadni koti zarkov majhni. Pri ve¢jih vpadnih kotih bi morali
upostevati, da slika tocke pri vrtenju zrcala opisuje krivuljo, ki ni ravninska
(slika 7).
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Slika 8. Sliko tocke T' dobimo s prese¢iséem odbitih zarkov. Vpadni pravokotnici sta
oznaceni ¢rtkano.

Racun za konkavno cilindriéno zrcalo

Ugotovitve podkrepimo Se z ra¢unom. Vrtilna os naj bo kar os z, kot vrtenja
bomo oznaéili z «, os valja, katerega del je zrcalo, pa naj lezi v ravnini (y, 2).
Zapisimo enacho zrcala v parametriéni obliki, kjer sta u in v parametra, kot
a pa kot nagiba osi valja;

7 (u,v) = (acosu,asinucosa +vsina, —asinusina +vcosa).  (4)

Pri tem je a polmer valja, parametra pa zavzemata naslednje vrednosti:
u € [—-7/2,7/2] in v € [—h,h]. S h smo oznacili polovi¢no visino valja.
Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je polmer valja a = 1.

Smerni vektor na osi valja je 7 = (0,sin , cos ). Preslikujemo tocko
T(0,yo,0). Vpadni zarek naj bo vzporeden z osjo x in naj lezi na premici p:

7 = (0,40,0) + A(1,0,0). (5)

Pri tem je A parameter. Tocka A(x1,¥0,0) je prebodisée vpadnega zarka s
plaséem valja, torej lezi tako na premici p, ki je vzporedna z osjo z, kot na

ploskvi 7 (u,v), zato mora veljati:

A = cosuy,
Yo = sinwugcosa + vgsina, (6)
0 = —sinugsina+ vgcosa. (7)

Vpadni zarek prebada plasé valja v tocki A. Lega vpadnega Zarka se pri
nagibanju osi ne spreminja. Spremeni pa se lega vpadne pravokotnice, to je
premice, ki gre skozi prebodisce A in je pravokotna na os valja. Vpadni zarek
p, prebodisce A, vpadna pravokotnica n in odbiti zarek p’ lezijo v ravnini, ki
je pravokotna na os valja. Slika tocke T, tocka T, lezi na odbitem zarku p'.
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os valja
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Slika 9. Uporabljene oznake v racunih.

Lega odbitega zarka pa je odvisna od lege vpadne pravokotnice n, ki pa jo
lahko hitro zapisemo. Omenimo Se, da sliko tocke T" dobimo s presecis¢em
odbitih zarkov, v nasem primeru premic p’ in ¢, torej je slika realna [6].

Prebodisée A se pri zasuku osi za kot « premika po premici p. Iz enacb
(6) in (7) izrazimo vp in sinug. Dobimo:

vg = Yosina, (8)
sinug = yocosa. 9)

Potrebujemo Se ploskovno normalo, ki je vpadna pravokotnica za zarek, ki
lezi na premici p. Najprej izraGunamo iz enacbe (4) parcialna odvoda:

—\ —\
or _ . or .
—— = (—sinwu, cos ucos a, — cos usin ) —— = (0,sina, cos @)
8u ) Y ) BU ) ) )

nato pa normalni vektor 7 dobimo z vektorskim produktom parcialnih
odvodov:

LI
 Ou ov

Za normalni vektor tangentne ravnine v tocki A torej velja:

= (cosu, sinu cos a, — sin u sin o).

nAl = (cos ug, sin ug cos a, — sin ug sin «). (10)
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Vstavimo za sin ug izraz (9) in upostevamo, da veljajo povezave (3);

V1 —ydcos? a
e 2

ny = Yo COS” . (11)
—1yp COS asin

os valja

Slika 10. Slika tocke T je totka T’. Poljubna tocka na premici p’ in poljubna to¢ka na
normali se zavrtijo za 180° (zaporedno od zgoraj navzdol), ko os valja zasukamo za 90°.

Zdaj pa poglejmo, kam se preslikajo nekatere tocke. Ker gledamo zarke
v ravninah, ki so pravokotne na os valja, izracunajmo sredis¢e kroznice,
ki jo ta ravnina odreze od valja. SrediSc¢e S lezi na osi valja, ta pa je v
ravnini (y, z). Poiskati moramo torej prese¢isée med osjo valja in premico,
ki gre skozi tocko T' in je pravokotna na os valja. Teh dveh premic ni tezko
zapisati, saj obe lezita v isti ravnini.

z = ycota, z=—(y—yo)tana
_ Yotana _ yotan2a
1+ tanZa’ YT tanZa

Presecisce teh dveh premic je tocka
S(0,yo sin? av, yo sin o cos ).

Ko je os valja navpicno, je sredis¢e kroga v izhodiscu (S = O = (0,0,0))
(slika 11). Ko os zasukamo za kot 90°, preide tocka S v tocko S; =
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(0,90,0) = T. Vzemimo, da potuje tocka S po kroznici. Sredisce je tocka

M = (0,y0/2,0). Da zares potuje po kroznici, mora biti |OS — OM | = yo/2.

Pa poglejmo:

cos 2a sin 2«
2 Yo, 2 Yo |

@—m: (O,yosin2a— y—;,yosinacosa) = <O,—

(ﬁ_aﬁ:@

Absolutna vrednost razlike teh dveh vektorjev je konstantna, torej se tocka S
giblje po kroznici. Ko se os valja zavrti za kot 90°, tocka S opiSe polkroznico.

os valja

Slika 11. Tocka S opisuje polkroznico, ko os valja zavrtimo za 90°.

To lahko zapisemo Se drugace:

N 1 0 0 0
OS—-—O0OM=1]0 cos2a sin2« -1 5
0 —sin2a cos2« 0

Tocka S se torej pri zasuku valja — zrcala — za kot a zavrti za kot 2a.
Pois¢imo $e enacbo premice p’, na kateri lezi odbiti zarek. V ta namen
najprej eno tocko prezrcalimo preko vpadne pravokotnice. Vzemimo kar
tocko T'(0,yo,0). Pomagamo si s skico 12.
Naj bo tocka B pravokotna projekcija tocke T' na vpadno pravokotnico.
1z skice razberemo, da velja:

ST = (0, yo cos® a, —yo sin v cos o), SB = (ST - ny)n;.
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T

~

N .
vpadnj Zarek
/ o ~

/. ~

Slika 12. Tocko T prezrcalimo preko vpadne pravokotnice. Dobimo tocko T3 .

Pri tem je vektor 71 enotski vektor na vpadni pravokotnici. Dobimo:

—_\
SB =12 cos’ a <\/1 — y2 cos? a, yo cos” a, —yo sin avcos oz) .

In konéno
STy =ST+2T'B=25SB— ST, OT;, =08 + STy,

2y2+\/1 — y3 cos? v - cos®
2

OT1 = | yqcos? a(2y cos’ a — 1) + yp sin® «
—2yp sin o cos a(yd cos? a — 1)

_

Zapisimo Se krajevna vektorja tocke 17 pri kotih a = 0° in o = 90°:

7 = (2y3\/1 — 43, yo(29¢ — 1), 0), 72 = (0,10,0).

Tocka T} lezi na premici p/, to je na odbitem zarku. Enacbe te premice ne
bomo racunali, je pa ni tezko najti, saj sta na njej tocka A, to je prebodisce,
in tocka T1. Poglejmo, kaksno krivuljo opise, ko se os valja zavrti za kot
90°. Privzemimo, da potuje po kroznici, ki ima sredis¢e v tocki B. Potem
mora, biti

o1, —OB| = |BT

Po daljsem ra¢unu pokazemo, da leva stran ni enaka desni. Lahko pa z
uporabo enega od grafi¢nih programov hitro ugotovimo, da se krivulja pri
majhnih vpadnih kotih kar dobro prilega kroznici.

Se ena zanimivost cilindriénega konkavnega zrcala

V é¢lanku [6] je napisan komentar na clanek [2], kjer je opisano vrtenje
opazovalceve glave pri vrtenju konkavnega cilindricnega zrcala in narisana
konstrukcija slike, ko je os valja horizontalna.
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V komentarju avtor opozarja, da je treba opazovati ne le zarke, ki lezijo
v ravninah, ki so pravokotne na os valja, ampak tudi tiste vpadne zarke,
ki lezijo v ravninah, ki so vzporedne z osjo valja. Ti zarki namre¢ dolo¢ajo
navidezno sliko predmeta.

Slika 13. Levo: realna slika figure. Desno: navidezna slika figure. Figura je bila ves Cas
na istem mestu.

Ali res lahko vidimo obe sliki? Kazeta ju fotografiji na sliki 13. Poskus
smo naredili z zrcalom, ki lezi na valju s polmerom r ~ 20 cm. Figuro smo
postavili pred sredisée osnovne ploskve valja. Leva fotografija kaze realno
sliko — prometnik na sliki drzi znak v desni roki, desna fotografija pa kaze
navidezno sliko figure — prometnik na sliki drzi znak v levi roki. Ta slika ni
ostra in je nekoliko »raztegnjena«. Da vidimo navidezno sliko, se moramo
zelo priblizati zrcalu. O¢ morajo biti na razdalji, ki je manjsa r/2. Med
poskusoma figure nismo premikali.

Naredimo $e konstrukcijo te slike. Kaze jo slika 14. Stirikotnik lezi v
ravnini, ki je pravokotna na os x. Njegova oddaljenost od plasca valja je med
r in 2r. Premica p je presecisce ravnine, ki je pravokotna na os y in ravnino
Stirikotnika ter gre skozi tocko O, s plas¢em valja. Na premici izberemo
dve tocki, nariSemo vpadna zarka, pois¢emo vpadni pravokotnici in odbita
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zarka. Presecisce podaljskov odbitih zarkov je tocka O'. Ko tocka O potuje
po stirikotniku, to¢ka O’ rise navidezno sliko stirikotnika. Poudarimo Se, da
vpadni zarek, vpadna pravokotnica in odbiti zarek lezijo v isti ravnini, ki
pa ni vzporedna s premico p in z osjo valja.

Pri velikem r bi lahko privzeli, da je del plaséa valja raven. Tedaj bi vsi
trije zarki lezali v ravnini, vzporedni z osjo valja.

Slika 14. Levo: Konstrukcija navidezne slike. Desno: Lega realne in navidezne slike
Stirikotnika. Navidezna slika lezi za zrcalom, realna pa pred njim in za predmetom.

Poskus s konkavnim cilindri¢nim zrcalom, ko je slika obrnjena na glavo,
kazejo predavatelji na zacetku predavanj iz optike [7]. Primer narobe obr-
njene glave s konkavnim cilindriénim zrcalom je opisan tudi v knjigi [4]
angleskega pisatelja detektivskih zgodb R. Austina Freemana.

Take poskuse kazejo tudi v hisah eksperimentov, kjer obiskovalci, ki
stojijo pred zrcalom, vidijo svojo obrnjeno glavo. Nismo pa na$li zapisov,
da bi zrcalo vrteli. Ker sta poskusa primerna za ustvarjanje opti¢nih iluzij,
bo morda na$§ prispevek vzpodbudil koga, da ju bo postavil v katero od
slovenskih hi§ eksperimentov ali pa v hiSo iluzij.
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