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Uvod

Geometrija je ena izmed matematicnih disciplin, ki jo vsakodnevno uporab-
ljamo pri reSevanju Zivljenjskih problemov. V svojem poklicu jo uporabljajo
arhitekti, slikarji, inzenirji in drugi strokovnjaki. Tudi doma nam je v veliko po-
moc¢ (npr. pri opremljanju sobe). To je le eden izmed razlogov, zakaj bi mo-
rala imeti geometrija pomembno mesto v osnovnosolski matematiki. Usiskin
(1980) navaja, da ima geometrija zelo pomembno mesto v matematiki, ker:

povezuje matematiko z realnim fizi¢nim svetom;

omogoca reprezentacijo matemati¢nih pojmov, ki sami po sebi niso vi-
zualni;

je sama po sebi primer matemati¢nega sistema;

spodbuja razvoj deduktivnega sklepanja in dokazovanja.

Geometrija ima osrednjo vlogo pri u¢enju drugih matemati¢nih vsebin.
Merjenje je nedvomno povezano z geometrijo. Geometrijski vzorci so med
prvimi, s katerimi imajo ucenci izkusnje. Razmerje je neposredno povezano
z geometrijskim konceptom podobnosti ipd.

Pouk geometrije v osnovni 3oli naj bi temeljil predvsem na opazovanju
in razvijanju prostorskih predstav ter sposobnosti vizualizacije. Izhodis¢e
za usvajanje geometrijskih pojmov je vedno najprej opazovanje, razisko-
vanje in prakti¢no delo s konkretnimi predmeti. Z raziskovanjem geome-
trijskih konceptov lahko ucenci razvijejo sposobnost reSevanja geometrij-
skih problemov, kar pa je temeljni cilj u¢enja matematike. Pouk matematike,
ki je naravnan k iskanju poti in strategij reSevanja problemov, pripomore k
ucinkovitemu ucenju. Pri tem se poudarja predvsem aktivna vloga u¢encev.
Konkretno-izkustvena dejavnost je dobra osnova za prehod na simbolno ra-
ven razumevanja. Ta nacin poucevanja in ucenja je Se posebej zaZelen na
podro¢ju geometrije, ki za razliko od ostalih matemati¢nih podrocij zahteva
specifi¢en nacin misljenja.

Kompleksnost geometrije obvladujemo tudi s pomocjo jezika. Zaznavanje
oblik je bistveno v geometriji, vendar lahko hierarhijo pojmov v geometriji
ustvarimo le s pomocjo jezika. Zaznavanje in opisovanje geometrijskih oblik
vodi k miselni konstrukciji objektov ter k razvijanju pojmov v evklidski geo-
metriji. U¢enci na stopnji vizualizacije pri zacetnem opisovanju geometrijskih
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likov s svojim besedis¢em iz vsakdanjika navadno navajajo razli¢ne lastnosti
likov (npr. je okrogel, je dolg, je visok, ima vogal, spodaj je Sirse, proti vrhu
se oza ipd.). S tem ko opisujejo geometrijske like s svojim besedis¢em, jim
pripravljamo podlago za kasnejse spoznavanje in opisovanje z matemati¢no
terminologijo na osnovi lastnih izkustev ter predstav. Tako u¢enci geometrij-
skih pojmov ne pridobivajo kot nekaj tujega, kar si morajo zapomniti, ampak
to sprejemajo kot nadgradnjo svojega znanja. Ce so ogli$¢e geometrijskega
lika imenovali s svojo besedo »vogal«, bodo hitreje usvojili pojem oglis¢a kot
tocke, kjer se stikajo dve stranici lika. Tako si bodo tudi za stranice lika, ki so
jih imenovali ¢rte, hitreje zapomnili, da te ¢rte, ki omejujejo lik, imenujemo
stranice.

Za geometrijo v slovenskem prostoru bi lahko sklenili, da jo obravnavamo
primerno stopnji otrokovega razvoja. Ucenci se najprej srecajo s konkretnimi
predmeti, ki jih opazujejo in z njimi manipulirajo. Zaetna stopnja namrec
narekuje, da morajo ucenci pri u¢enju o oblikah le-te najprej vizualizirati. Po-
temtakem sledi, da morajo ucenci pri zaCetnem uéenju geometrije izhajati iz
konkretnih predmetov oz. tridimenzionalnih objektov. Pri u¢enju geometrije
je torej treba izhajati iz tridimenzionalnega sveta in postopoma prehajati na
manjde dimenzije.

Pri oblikovanju pouka geometrije v prvem vzgojno-izobraZevalnem ob-
dobju smo upostevali znacilnost otrokovega spoznavnega razvoja in v nasih
$olah pouk geometrije ustrezno ter uspesno prilagodili u¢encem. Z razli¢nimi
aktivnostmi, manipuliranjem raznih materialov in u¢nimi pripomocki u¢enci
spoznajo nekatere osnovne geometrijske pojme. V visjih razredih osnovno-
Solskega izobrazevanja, ko je podajanje geometrije Ze zelo abstraktno, ucite-
lji pri pouku geometrije postopoma opuscajo uporabo didakti¢nih sredstev.
Ob neustreznem ucenju in poucevanju geometrije lahko pride do napacnih
predstav, kar vodi v nerazumevanije in slabse rezultate pri preverjanju znanja
geometrije. Ucitelji seveda tega ne bi smeli spregledati.
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Geometrija je poleg aritmetike najstarejsa matemati¢na veja, ki se ukvarja s
prostorskimi znacilnostmi teles in njihovimi medsebojnimi odnosi. Beseda
geometrija izvira iz grskih besed geo = Zemlja in metria = merjenje, kar nam
pove, da se je potreba po merjenju pojavila ze zelo zgoda;.

Kratka zgodovina geometrije

V kameni dobi je bila geometrija predvsem prakti¢no usmerjena. Nastale so
prve enote za merjenje dolzine, kot so palec, ¢evelj, laket in ped. Indijanci,
ki so se ukvarjali s poljedelstvom, in mostis¢arji v osrednji Evropi so postavili
pravila, da so gradili hise po ravnih ¢rtah in s pravimi koti (Struik 1978). Za-
nimivi geometrijski vzorci na loncarskih izdelkih in kosarah iz tkanin kazejo
skladnost, simetrijo in podobnost.

Pogoste poplave Nila, Evfrata, Tigrisa in Inda so zahtevale poznavanje le-
tnih ¢asov in merjenje zemlje. Geometrijska znanja so uporabljali tudi v astro-
nomiji, navigaciji in gradbenistvu. Tako najdemo prve zapisane geometrijske
probleme v anti¢nem Egiptu, Mezopotamiji in v dolini Inda, in sicer okoli 2.
in tudi 3. tisocletja pr. n. $t. Stari Egipcani so ugotovili, da je plos¢ina triko-
tnika enaka polovici produkta iz osnovnice in visine (Struik 1978). Poznali so
formulo za izraCunavanje prostornine piramide in prisekane piramide, do ka-
tere so prisli empiri¢no (Mitrovi¢ 1997). Geometrija je v tistem Casu temeljila
na prakti¢nih metodah.

Tales iz Mileta (624-547 pr. n. $t.) je prvi uporabil deduktivni pristop h geo-
metriji. Starogrski matematik je dokazal tedaj Ze znani izrek o pravokotnosti
kota nad premerom kroznice. Znan je predvsem po svojem izreku o soraz-
merjih. Z metodo dokazovanija izrekov so v stari Gr¢iji nadaljevali tudi drugi
filozofi in matematiki. Nekateri izmed teh, ki so v veliki meri prispevali k ra-
zvoju geometrije, so: Pitagora (580-490 pr. n. §t.), Hipokrat (450-430 pr. n. 5t.),
Platon (427-347 pr. n. $t.), Evdoks (408-355 pr. n. §t.), Aristotel (384-322 pr. n.
$t.) in Arhimed (287-212 pr. n. 3t.). Ob hitrem napredku geometrije, ki se je
odrazal v velikem 3tevilu dokazanih izrekov, se je pokazala potreba po sis-
tematizaciji in s tem vpeljavi aksiomov (Mitrovi¢ 1997). Eden najvplivnejsih
geometrov vseh casov, Evklid iz Aleksandrije (330-270 pr. n. §t.), je v svojem
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delu’ postavil zacetne trditve, ki jih je imenoval postulati ali aksiomi. Evklid-
ska geometrija, za katero je prav Evklid postavil prve temelje, je dolga stoletja
veljala za edino geometrijo.

Med pomembna odkritja v geometriji Stejemo kartezi¢ni koordinatni sis-
tem, ki ga je okoli leta 1637 opisal René Descartes (1596—1650) v svoji knjigi
z naslovom La Géométrie (Geometrija). Pod vplivom njegovih idej se je raz-
vila analiti¢cna geometrija, ki predstavlja povezavo med algebro in geome-
trijo (Struik 1978).

K nadaljnjemu razvoju geometrije je v veliki meri prispeval peti Evklidov
aksiom, saj je veliko matematikov menilo, da ga ni treba obravnavati kot
aksiom, ampak se ga lahko z ostalimi aksiomi dokaze kot izrek (Mitrovi¢ 1997).
S tem problemom so se ukvarjali vse do 19. st., ko je Nikolaj I. Lobacevski
(1793-1856) s pomocjo negacije aksioma o vzporednicah zgradil popolnoma
novo geometrijo, kar je pomenilo, da je peti aksiom neodvisen od ostalih
aksiomov. Geometrija Lobacevskega (imenovana tudi hiperboli¢cna geome-
trija) temelji na vseh Evklidovih aksiomih z izjemo petega, ki ga zamenjamo
Z njegovo negacijo.

Do podobnih odkritij je v tem ¢asu prisel Janos Bolyai (1802-1860). Odkril
je, da je mogoce zgraditi geometrijo, ki temelji na nekem drugem aksiomu,
po katerem se da skozi eno toc¢ko v ravnini potegniti neskon¢no mnogo pre-
mic, ki ne sekajo dane premice v ravnini (Struik 1978).

Kasneje je prislo do odkritja tudi drugih neevklidskih geometrij. Ena izmed
teh je projektivna geometrija, ki se je razvila v 19. stoletju, ¢eprav jo je ze dve
stoletji pred tem nakazal Desargues (1591-1661). V njeni ravnini ni premic, ki
se ne sekata (Struik 1978).

Med pomembne geometre sodijo Se Felix Klein (1849-1925), ki je trdil, da
je vsaka geometrija teorija invariant posebne transformacijske grupe. S Sirje-
njem ali oZenjem te grupe prehajamo od enega tipa geometrije na drugega
(Struik 1978). Bernhard Riemann (1825-1866) je definiral prostor poljubne di-
menzije, ki ni konstantne ukrivljenosti (Mitrovi¢ 1997). Francoski matematik
Henri Poincare (1854-1912) je deloval na vseh podroc¢jih matematike. Njegovo
delo je bistveno vplivalo na sodobno topologijo.

Ceprav se je v zadnjih nekaj stoletjih razvilo kar nekaj razli¢nih teorij geo-
metrije, je evklidska geometrija Se danes temelj Solski geometriji.

! metria = merjenje
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Evklidska geometrija

Evklidska geometrija je najbolj znan matematicni sistem, zasnovan na delu
grskega matematika Evklida, ki ga je opisal v 13 knjigah z naslovom Elementi.
Izhajal je iz manjsega Stevila ocitnih trditev, ki jih ni treba dokazovati, poi-
menoval pa jih je postulati ali aksiomi. Na njihovi podlagi je po deduktivni
metodi dokazal veliko 3tevilo izrekov. Z deduktivnim naginom sklepanja je
dokazal tudi Ze znane izjave predhodnih matematikov.

Na zacetku je v Elementih opisana ravninska geometrija. Knjige I, I, llL., IV.
in V1. govorijo o pogojih za skladnost dveh trikotnikov in enakosti njunih plo-
$¢in, odnosih med stranicami in koti, pojmu vzporednic, transformaciji mno-
gokotnika v kvadrat z enako ploscino, kroznici, vértanih in oc¢rtanih vecko-
tnikih ter podobnosti veckotnikov (Pagon 1995). Knjige V., VII,, VIIL, IX. in X.
so vec¢inoma posvecene aritmetiki, podani v geometrijski obliki. Zadnje tri
knjige (XI., XII. in XlII.) obravnavajo osnove stereometrije.

Prvo knjigo je Evklid zacel s petimi postulati (ali aksiomi):

Aksiom 1 Za poljubni dve tocki obstaja daljica, ki ju povezuje.

Aksiom 2 Vsako daljico lahko neomejeno podaljSujemo na obe strani.

Aksiom 3 Poljubna tocka je lahko sredisce kroznice s poljubnim polmerom.

Aksiom 4 Vsi pravi koti so enaki.

Aksiom 5 Ce poljubni dve premici sekamo s tretjo premico in je vsota
notranjih kotov, ki ju dobimo na eni strani te premice, manj$a od dveh
pravih kotov, se prvi dve premici sekata na tej strani tretje premice.

Matematiki so peti aksiom kasneje nekoliko poenostavili, po matematic-
nem pomenu pa je enakovreden Evklidovemu: Skozi dano tocko, ki ne leZi na
premici, poteka natanko ena vzporednica k tej premici (aksiom o vzporednici).

Seveda so v Elementih tudi pomanijkljivosti. V nekaterih dokazih je Evklid
dolo¢ene dele sprejel kot ocitne in jih ni dokazoval (Mitrovi¢ 1997). Sele po
odkritju neevklidskih geometrij so matematiki postavili natan¢nejSe geome-
trijske aksiome in te pomanijkljivosti odpravili.

Z Einsteinovo teorijo relativnosti se je izkazalo, da fizi¢ni prostor ni evklid-
ski. V prostoru vesoljskih razseznosti je ugodneje uporabljati neevklidsko ge-
ometrijo s spremenljivo ukrivljenostjo (Mitrovi¢ 1997).

Neevklidska geometrija

Neevklidska geometrija je geometrija, ki ne sloni na evklidskih aksiomih. Ob-
staja vec razli¢nih neevklidskih geometrij, ki temeljijo na razli¢nih aksiomat-
skih sistemih.
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Slika 2.1 Aksiomi ravninske evklidske geometrije (povzeto po Mitrovi¢ 1997, 14)

S

Slika 2.2 Aksiom o vzporednici v evklidski, hiperboli¢ni in elipti¢ni geometriji

Slika 2.3 Vzporedni premici se sekata v neskonénosti

Prvi, ki je trdil, da obstaja geometrija, ki ni v skladu z Evklidovo, je bil Loba-
Cevski. Njegova t. i. hiperboli¢na geometrija temelji na spremenjenem aksi-
omu o vzporednici: Skozi dano tocko, ki ne lezi na premici, poteka vec kot ena
vzporednica k tej premici. Prvi Stirje aksiomi so enaki kot pri evklidski geome-
triji.

Eno izmed neevklidskih geometrij je osnoval nemski matematik Riemann
in jo imenujemo elipti¢na geometrija. Tudi Riemannova geometrija temelji
na spremenjenem aksiomu o vzporednici: Skozi dano tocko, ki ne leZi na pre-
mici, ne poteka nobena vzporednica k tej premici. Ostali aksiomi so enaki kot
pri evklidski geometriji.
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Neevklidska geometrija

Poleg hiperboli¢ne in elipticne geometrije k neevklidski geometriji Ste-
jemo tudi projektivno geometrijo, ki poleg obicajnih to¢k obravnava 3e tocke
v neskon¢nosti. Eden od prvih motivov za zacetek razvoja projektivne geo-
metrije izvira iz slikarstva oz. iz Zelje, da se obcutek trirazseZznega prostora
prenese v ravnino (Mitrovi¢ 1997). Vzporednici na sliki 2.3 sta predstavljeni
kot premici, ki se sekata v neskon¢nosti.

17






Pristopi u¢enja in poucevanja

Kognitivni in konstruktivisticni pogled na poucevanje

V pedagoski psihologiji obstajajo razli¢ne razlage in pogledi na to, kako se
ljudje uc¢imo.

Socialna kognitivna teorija razsirja teorijo socialnega ucenja in vkljucuje
kognitivne dejavnike, kot so prepri¢anja, pri¢cakovanja in zaznavanje osebe.
Razlikuje med uc¢enjem z dejavno udelezbo in u¢enjem z opazovanjem. Uce-
nje z dejavno udelezbo je ucenje s pomocjo lastnih dejanj in z izkusanjem
posledic le-teh. U¢enje z opazovanjem izziva behavioristi¢no idejo, da so ko-
gnitivni dejavniki pri razlaganju u¢enju nepotrebni. Ce se ljudje lahko u¢ijo
Z opazovanjem, potem morajo usmerjati svojo pozornost, konstruirati po-
dobe, si zapomniti, analizirati in se odlocati, to pa vpliva na ucenje. Torej se
pred izvajanjem in preden se lahko zgodi ojacevanje na miselni ravni dogaja
marsikaj. Elementi u¢enja z opazovanjem so usmerjanje pozornosti, ohra-
njanje informacij ali vtisov, izvajanje vedenja in motivacija za ponavljanje
vedenja. Ce se Zelimo uciti z opazovanjem, moramo biti pozorni na dolo-
gene razseznosti, ki nam pomagajo pri u¢enju. Ce npr. ho¢emo posnemati
vedenje modela, moramo ohranjati informacije. Motivacija oblikuje u¢enje
in opazovanje v obliki spodbud. Novo spretnost lahko pridobimo z opazo-
vanjem, vendar je ne bomo izvedli, vse dokler nimamo motivacije ali spod-
bud za to.

Stirje splo3ni elementi vecine konstruktivisti¢nih pogledov so: kompleksno
izzivalno u¢no okolje in avtenti¢ne naloge, socialna pogajanja in deljena od-
govornost kot del ucenja, raznovrstne reprezentacije vsebine ter konstruk-
tivno razumevanje znanja in na u¢enca usmerjen pouk.

Seveda pri vsakem od teh pogledov na ucenje obstajajo odmiki, razliku-
jejo se po tem, kaj poudarjajo. Prav tako se konstruktivisti¢ni pogledi prekri-
vajo. Verjetno ni smiselno in zelo produktivno razpravljati o vrednosti posa-
meznega pristopa, temvec raje upostevamo njihov prispevek k razumevanju
ucenja in izboljsanju poucevanja. Razli¢ne poglede na ucenje lahko upora-
bimo skupaj pri ustvarjanju produktivnega ucenja. Kognitivni modeli, ki pri-
merjajo misljenje z delovanjem racunalnika, nam pomagajo razumeti jezik
in misljenje visjega reda. Konstruktivisti¢ne teorije nam pomagajo razumeti
posameznika kot ustvarjalca in konstruktorja znanja.
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Preglednica 3.1

Kognitivni pogled na poucevanje

Kategorija Behavioristicni Informacijsko procesni
Skinner Anderson
Znanje Pridobivanje fiksne oblike znanja. Pridobivanje fiksne oblike znanja.
Stimulirano od zunaj. Stimulirano od zunaj.
Predznanje vpliva na procesiranje
informacij.
Ucenje Pridobivanje dejstev, spretnosti, Pridobivanje dejstev, spretnosti,
pojmov. pojmov.
Pojavlja se skozi urjenje, vodeno Pojavlja se skozi u¢inkovito uporabo
vajo. strategij.
Poucevanje Transmisija. Transmisija.

Predstavitev (povedati)

Vodenje ucencev k pravilnejsemu
in popolnejsemu znanju.

Vloga ucitelja

Upravljalec, supervizor.

Popravlja napac¢ne odgovore.

Poucuje in modelira uc¢inkovite
strategije.
Popravlja zmotne predstave.

Vloga vrstnikov

Obicajno ni upostevana.

Ni nujno, vendar lahko vpliva na
procesiranje informacij.

Vloga ucenca

Pasivno sprejemanje informacij.

Aktiven poslusalec, sledi navodilom.

Organizator, reorganizator
informacij.
Tisti, ki se spomni.

Opombe Povzeto po Woolfolk (2002, 310).

Transmisijski in konstruktivisti¢ni pristop ucenja in poucevanja

Ucitelji matematike se pogosto vprasajo, ¢esa ucenci ne razumejo, kaj prav-
zaprav razumejo, kako razumejo matemati¢ne koncepte in kako poucevati,
da bodo ucenci razumeli. V zadnjih desetletjih didaktiki in psihologi veliko
pozornosti namenjajo ucenju in poucevanju matematike z razumevanjem,
kar dokazujejo prenove u¢nih nacrtov v stevilnih drzavah, tudi v Sloveniji. Za-
dnja posodobitev u¢nega nacrta je bila izvedena leta 2011 (U¢ni nacrt 2011).
Pri u¢enju pojmov se pojavljata predvsem dve poti (Marenti¢ PoZarnik 2000):

- pridobivanje obstojecih pojmov od odraslih, predvsem na osnovi be-
sednih razlag (transmisijski pristop);

- samostojno oblikovanje (odkrivanje) pojmov (konstruktivisti¢ni pri-
stop).

Transmisijski pristop

Konkretne pojme (npr. trikotnik in kocka) tradicionalni ucitelj obic¢ajno po-
ucuje s primeri (induktivno), abstraktne pojme (npr. prastevilo) pa z defini-
cijami (deduktivno) (Marenti¢ Pozarnik 2000). Deduktivni pristop pouceva-
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Preglednica 3.2

Transmisijski in konstruktivisti¢ni pristop ucenja in poucevanja

Konstruktivisti¢ni pogled na poucevanje

Kategorija Psiholoski/individualni Socioloski/situacijski
Piaget Vigotski

Znanje Spremenljiva oblika zbiranja, Socialno skonstuirano znanje.
individualno skonstruirana v Gradi na prispevkih udelezencev in
socialnem svetu. njihovem skupnem konstruiranju.
Gradi na tem, kar prinese ucenec.

Ucenje Aktivna konstrukcija, rekonstrukcija Sodelovalna konstrukcija socialno
predznanja. definiranega znanja.
Pojavlja se z mnogimi priloznostmi  Pojavlja se s socialno
in razli¢nimi procesi za povezovanje skonstruiranimi priloznostimi.
s tem, kar je Ze znano.

Poucevanje Izziva, usmerja misljenje k Sokonstruira znanje z ucenci.

popolnejsemu razumevanju.

Vloga ucitelja Spodbujevalec, vodic Spodbujevalec, vodnik.

Obicajno del procesa konstruiranja
zZnanja.

Vloga vrstnikov  Ni nujno, vendar lahko vzpodbudi

misljenje, zastavlja vprasanja.

Dejaven konstruktor skupaj z
drugimi in na miselni ravni.
Dejaven mislec, pojasnjevalec,
interpret, sprasevalec.
Dejaven socialni udelezenec.

Vloga ucenca Dejaven konstruktor (na miselni
ravni).
Dejaven mislec, pojasnjevalec,

interpret, sprasevalec.

Opombe Povzeto po Woolfolk (2002, 310).

nja pojmov je smiselno uporabiti takrat, ko so u¢enci na stopnji formalno-

logi¢nega misljenja. Seveda se u¢enci z nekaterimi pojmi srecajo zZe prej. Naj-

prej spoznajo pojme na konkreten, kasneje pa tudi na abstraktnejsi nacin.
Transmisijski pouk matematike obicajno poteka po naslednjem vzorcu:

- razlaga: ucitelj poda kratko razlago in na tablo resi enega ali ve¢ zgle-
dov. U¢enci razlago zapisejo v zvezke. Nekateri u¢enci med razlago ak-
tivno sodelujejo v pogovoru z uciteljem. Ce je treba, prosijo ucitelja za
dodatno pojasnilo;

— utrjevanje: u¢enec bolj ali manj po navodilih u¢itelja reSuje naloge pred
tablo, ki jih je izbral ucitelj. Ostali u¢enci reSujejo naloge v zvezek. U¢i-
telj pojasni morebitne nejasnosti v nalogi. Predlagane postopke s strani
ucencev ucitelj potrdi ali pokaze »pravilne« postopke;

- preverjanje in ocenjevanje znanja: ucitelj preveri in oceni, v kolikSni meri
so uc¢enci usvojili dolo¢eno snov, in to s podobnimi nalogami, kot so jih
reSevali z u¢enci pri utrjevanju.

Pri obravnavi novih pojmov je v glavnem uditelj v sredis¢u pozornosti in
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podaja kon¢ne resnice, pri cemer je pomembno, kako bo nove pojme razlo-
Zil. Posledice transmisijskega pouka se kaZejo v nizki motivaciji, premajhni
trajnosti in uporabnosti znanja, slabih rezultatih ter odporu do uéenja (lva-
nus Grmek, Cagran in Sadek 2009).

Konstruktivisticni pristop

Stevilne raziskave so pokazale, da si otroci pogosto oblikujejo nepopolne
ali celo napacne predstave o pojmih. Za ucitelje matematike je razumeva-
nje pojmov nekaj najosnovnejsega za uspesno delo pri pouku matematike,
saj matematika v osnovni Soli ni predmet, kjer bi u¢enci le memoriziraliin re-
producirali pojme, teoreme in postopke reSevanja matematic¢nih problemov.
Ucence Zelimo nauciti matemati¢nega nacina razmisljanja, ki ga bodo upora-
bili pri reSevanju matemati¢nih problemov in tudi problemov iz vsakdanjega
zivljenja.

Poznavanje besede, ki oznacuje nek pojem, 3e ne pomeni, da je u¢enec
ta pojem tudi usvojil, kar je didaktike in psihologe spodbudilo k preuceva-
nju aktivne udelezenosti v konstrukciji lastnega znanja. Ta pristop imenu-
jemo konstruktivisticno ucenje pojmov. Konstruktivisti trdijo, da ucenje ne
bo uspesno, ¢e ucencu predstavimo ze izdelan pravilen pojem, saj mora s
poskusanjem, z opazovanjem, s postavljanjem in preverjanjem podmen, sa-
mostojnim miselnim delom ter v dialogu z drugimi zgraditi svoj pojem oz.
spoznati njegov pomen (Marenti¢ PoZarnik 2000). Pristop, ki je usmerjen k
ucencu, temelji na aktivnih metodah dela, kot so raziskovanje, sklepanje in
utemeljevanje, ki spodbujajo razvoj problemskih znanj.

Clements in Battista (1992) ugotavljata, da so u¢enci izredno neuspesni pri
razumevanju in uporabi formalnih dokazov pri geometriji, Ceprav je v u¢nem
nacrtu temu cilju namenjenega veliko ¢asa. Sposobnost ugotavljanja pravil-
nosti v geometriji je pomanijkljiva. Neuspesnost dokazovanija se kaze tudi pri
drugih matematic¢nih vsebinah. Kot razlog sta navedla, da u¢enci niso izobli-
kovali tistih prepri¢anj in idej, ki jih motivirajo in jim omogocajo, da dolocijo
0z. ugotovijo matemati¢no pravilnost. Resitev vidita v konstruktivisticnem
ucenju matematike, kjer u¢enci konstruirajo matemati¢no razumevanje in
zgradijo povezavo matemati¢nega znanja. S konstruktivisti¢cnim pristopom
ucenci samostojno ugotovijo matemati¢no pravilnost, zaradi ¢esar je le-ta
ucencem veliko pomembnejsa in smiselnejsa.

Vloga ucitelja, ki poucuje na konstruktivisti¢en nacin, se zelo razlikuje od
vloge, ki jo ima tradicionalni ucitelj. Njegova naloga ni ve¢ popraviti u¢en-
Ceve napake, temvec pripraviti u¢no situacijo, ki bo u¢encu omogodila, da
napako popravi sam (Hodnik CadeZ 2004). To lahko doseZe s smiselno posta-

22



Induktivno in deduktivno u¢enje pojmov

vljenimi vprasaniji, izzivi in problemskimi situacijami, ki pomagajo pri spremi-
njanju napacnih ali nepopolnih predstav. Zato mora ucitelj najprej ugotoviti
in pri nacrtovanju u¢ne vsebine upostevati otrokovo zacetno znanje.

Konstruktivisti¢ni pristop je marsikje povzrocil velike spremembe v pouce-
vanju in s tem trajnejse in kakovostnejse u¢ne rezultate ob mocnejsi notra-
nji u¢ni motivaciji. Spremembe se dogajajo tako v pojmovanju znanja kot pri
poucevanju in u¢enju. Raziskave kaZejo, da pouk, ki u¢encem ponudile znan-
stveno klasifikacijo, ne da bi uposteval problematiko in jim pomagal spreme-
niti njihovo obstojeco kognitivno strukturo, daje le kratkotrajne in povrsinske
rezultate. Znanje ni le paleta vsebin, temve¢ tudi »nacini ravnanja« s temi vse-
binami.

Induktivno in deduktivno ucenje pojmov

Za razumevanje in sporazumevanje uporabljamo besede, s katerimi izra-
zamo pojme. Z njimi dolocamo lastnosti predmetov in pojavov. Ucenec pri
pouku matematike pridobiva znanje o matemati¢nih pojmih in simbolih,
razvija matemati¢ne spretnosti ter spoznava matemati¢ne strategije.

Dienes (1960) je oblikoval stiri nacela, ki imajo pomembno vlogo pri obli-
kovanju matemati¢nih pojmov

- nacelo dinamike;

nacelo konstrukcije;

nacelo matemati¢ne spremenljivosti;
nacelo zaznavne spremenljivosti.

Nacelo dinamike izhaja iz Piagetevih spoznanj, da se u¢enci ucijo veliko
pocasneje, kot si predstavljamo, zato potrebujejo veliko ¢asa, da usvojijo ma-
tematicni pojem. Dienes pravi tudi, da je ucenje aktiven proces, v katerem
so ucenci aktivno udeleZeni. Nacelo konstrukcije temelji na tem, da je mate-
matika za u€ence konstruktivna in ne analiti¢na dejavnost. U¢enci v procesu
ucenja izgradijo lastno matemati¢no znanje. Nacelo matemati¢ne spremen-
ljivosti poudarja, kako pomembno je, da ucenci spoznajo npr. kvadrat v raz-
licnih legah in velikostih. Nacelo zaznavne spremenljivosti govori o individu-
alnih razlikah u¢encev. Zaradi teh razlik Dienes predlaga organizacijo u¢enja
v majhnih skupinah, delo z u¢nimi listi in raznolike reprezentacije pojma (Di-
enes 1960 v Hodnik CadeZ 2004).

Predpogoj za ucenje pojmov je ucenje razlikovanja (Gagne 198s), npr.,
sadje razlikujemo po barvi, geometrijske like po obliki. U¢encem zagotovimo
raznolike ¢utne izkusnje, zaznavno-perceptivno ucenje, dejavnosti za ugo-
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tavljanje tudi manjsih razlik v drazljajih ter za prepoznavanje in razvri¢anje
predmetov ter pojavov na tej osnovi.

Ko pojem obvladamo, ga znamo tudi prepoznati. Definicija ni nujno se-
stavni del obvladovanja pojmov, zlasti ne na razredni stopnji. Pojmi so hkrati
enote in ozadja misljenja, organizirajo nase izkusnje. Delimo jih na:

- konkretne in abstraktne (prvi izhajajo neposredno iz ¢utne izkusnje,
drugi ne),

- primarne in sekundarne,

- preproste in zapletene.

Kaksne pojme imajo otroci, pogosto preu¢ujemo na osnovi razvri¢anja in
klasifikacije. Otroci klasificirajo predmete najprej po zunanji podobi, nato po
uporabi ali funkciji in Sele pozneje po objektivnih skupnih znacilnostih. Pi-
aget je podrobno preuceval razvoj pojmov v posameznih fazah misljenja
razvoja. Za predoperativno stopnjo so znacilni predpojmi, za stopnjo kon-
kretnih operacij pojmi in za stopnjo formalno logi¢nega misljenja abstraktni
pojmi.

Razvoj pojmov pa ni povezan le z razvojno stopnjo otrokovega misljenja,
temvec po Vigotskem (1983) tudi z okoljem. Vigotski meni, da na kognitivni
razvoj posameznika ne moremo gledati kot na plezanje po lestvi, temve¢ kot
na razvejano mrezo, ki predpostavlja ve¢ potencialnih zacetkov in ve¢ mo-
znih poti do konca, na katere pa vplivata organizem in okolje. Ves¢ine se
oblikujejo v enem kontekstu, potem pa morajo biti generalizirane z rekon-
strukcijo Se na druga podro¢ja, v drugih kontekstih. To se zgodi postopoma,
z uporabo ves¢in v vedno $irsem obsegu in pocasi, brez podpore uéitelja (Za-
kelj 2004).

Poucevanje pojmov s primeri

Konkretne pojme (npr. trikotnik in kocka) navadno poucujemo s primeri (in-
duktivno), abstraktne z definicijo (deduktivno). Konstruktivisti trdijo, da je
potrebno najprej ugotoviti, kakSno je znanje o dolo¢enem pojmu, potem pa
ga je potrebno po potrebi preoblikovati. Pou¢evanje pojmov s primeri po-
teka vse do sposobnosti za formalno-logi¢no misljenje, to je vsaj do 11./12.
leta. Ko so ucenci Zze sposobni formalno-logi¢nega razmisljanja, pa lahko po-
stopoma, vzporedno z induktivnim pristopom, ki je Se vedno prevladujog,
vpeljujemo poucevanje pojmov tudi z definicijo. Za kakovostno znanje pa je
klju¢nega pomena oba pristopa didakti¢no ustrezno dopolnjevati.

Poucevanje pojmov s primeri (induktivno) lahko poteka po teh fazah:
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- ucitelj se odlo¢i za cilj: ali naj u¢enci novi pojem le prepoznajo ali najga
znajo uporabiti v novi situaciji;

— odloti se, katere znacilnosti bo uporabil;

- doloci predpogoje: katere pojme morajo ucenci ze poznati, da bi razu-
meli novega;

- ugotovi stopnjo predznanja o danem pojmu;

- uditelj pove besedni izraz za pojem;

- ucitelj pove nekaj uvodnih pozitivnih primerov za pojem in pozneje se
nekaj tipicnih in bolj raznolikih za generalizacijo, da se izogne preozki
obravnavi;

- v fazi utrjevanja ucitelj predloZi pozitivne in negativne primere, pome-
$ane med seboj (Ce jih samostojno razvrstijo, so pojem razumeli);

- ucitelj skupaj z u¢enci oblikuje definicijo, s tem da ta ni nujen sestavni
del u¢enja pojmov;

— nov nauceni pojem se uvrsti v mrezo sorodnih pojmov.

Pri vpeljevanju (novih) pojmov upostevamo, da je najpomembnejsi dejav-
nik, ki vpliva na ucenje, tisto, kar u¢enec Ze zna in ve. Orton in Wain (1994)
opozarjata, da struktura obstojecega znanja bistveno vpliva na vrstni red
u¢enja in poucevanja. Ce dolo¢eni pojmi, ki so potrebni za usvajanje novega
znanja, $e ne obstajajo v zavesti ucenca, je novo znanje lahko nauceno le na
pamet.

Pri vpeljevanju pojmov u¢encem ponudimo razli¢ne dejavnosti za razvoj
konceptualnega znanja. U¢enec izkaze poznavanje in razumevanje, ko pre-
pozna matematic¢ne objekte, npr. oblike, Stevila, izraze in kolicine; prepo-
zna matematicne enote, ki so matemati¢no enakovredne (npr. enakovredne
enostavne ulomke, decimalna Stevila in odstotke); razvrsti/uvrsti predmete,
oblike, Stevila in izraze glede na njihove skupne lastnosti; se pravilno odloca
o pripadnosti razredom; zna urejati Stevila in predmete skladno z njihovimi
lastnostmi idr.

Poucevanje pojmov prek definicij

Deduktivni pristop poucevanja pojmov je smiselno uporabiti takrat, ko so
ucenci na stopnji formalno-logi¢nega misljenja. Seveda se ucenci z nekate-
rimi pojmi srecajo ze prej. Najprej spoznajo pojme na konkreten, kasneje pa
tudi na abstraktnejsi nacin.

Po 11./12. letu, ko so ucenci Ze sposobni formalno-logi¢nega misljenja, pa
lahko uvajamo pojme na podlagi definicije — to poteka seveda v vec fazah:
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Pojem

Definicije pojma Pojmovne predstave
Slika 3.1 Pojmovna struktura (povzeto po Zakelj in Valen¢i¢ Zuljan 2015)

- posredujemo definicijo; ta je lahko bolj ali manj zahtevna, vendar je
potrebno ugotoviti, ali u¢enci obvladajo vse pojme, ki definicijo sesta-
vljajo;

- nastejemo nekaj znacilnih pozitivnih in negativnih primerov, ki pona-
zarjajo Sirino pojma (generalizacija) in tudi razlikovanje med sorodnimi
pojmi;

- preverimo, ali u¢enci pojem obvladajo s prepoznavanjem ali samostoj-
nim navajanjem pozitivnih in negativnih primerov.

Definicije predstavljajo resen problem pri u¢enju matematike. Povzrocajo
konflikt med strukturo matematike, kot jo vidijo profesionalni matematiki, in
kognitivnimi procesi u¢encev. Ucenci velikokrat ne razumejo pojma, uvede-
nega z definicijo. Razumejo ga Sele, ko si z dodatnimi primeri, vajami, ustva-
rijo pojmovno predstavo. Tudi pri reSevanju problemov se pogosto pokaze,
da ni definicija tista, ki pomaga resiti problem, temvec pojmovna predstava
s primeri in nasprotnimi primeri.

Pridobivanje pojmov pomeni oblikovanje pojmovnih predstav in pridobi-
vanje besednega izraza - poimenovanja. V nasi kognitivni strukturi sta nav-
zoci dve celici: definicija pojma in pojmovna predstava. Pri u¢enju sta obi-
¢ajno dve moznosti: najprej se napolni celica pojmovne predstave, pozneje
pa celica definicije ali pa obratno.

Npr.: U¢enec ima svojo pojmovno predstavo o kroZnici, ker je videl veliko
narisanih kroznic. Kroznico si predstavlja kot sklenjeno krivuljo ali mnozZico
tock na sklenjeni krivulji (v danem primeru ima u¢enec nepopolno pojmovno
predstavo, op. avt.). Njegova celica pojmovne predstave je polna, celica defi-
nicije pa prazna. Pozneje pri pouku slisi definicijo kroznice. Ce v tej situaciji pri
ucencu nastopi kognitivni konflikt in u¢enec ni zadovoljen s pojmovno pred-
stavo, ki jo ima, lahko nastopi sprememba oz. dopolnitev pojmovne pred-
stave, ni pa nujno. Lahko napolni celico z definicijo, pri uporabi pa 3e vedno
misli na kroznico kot na sklenjeno krivuljo: celica pojmovne predstave in ce-
lica definicije sta loceni (Zakelj 2004).
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Do tezav z razumevanjem lahko pride tudi pri vpeljevanju definicij. Lahko
se zgodi, da je celica pojmovne predstave, ko vpeljemo definicijo, prazna. To
pomeni, da u¢enec nima nobene asociacije v zvezi s konceptom. V takih pri-
merih obstaja moznost, da se ucenec definicijo pojma nauci na pamet, ne
da bi jo razumel. Obicajno se kasneje celica pojmovne predstave napolni s
primeri.

Tudi ni nujno, da sta obe celici identi¢ni. Pojmovna predstava je lahko pre-
cej drugacna od definicije. Ucitelji pricakujejo, da se celica pojmovne pred-
stave napolni pozneje in popolnoma kontrolirano tako, da je ekvivalentna z
definicijo. Vendar se to ne zgodi vedno. Definicijo se nau¢imo na pamet, ce-
lica pojmovne predstave pa ostane prazna ali pa je napolnjena z napac¢nimi
predstavami. Ker definicijo po navadi sestavljata nadredni pojem in vrstna
razlika (kroZnica je mnozica tock v ravnini, ki so od sredos¢a oddaljene to¢no za
polmer r), se moramo prepricati, da ucenec razume vse pojme, ki definicijo
sestavljajo; pri mlajsih, npr. v prvih razredih, glede na njihovo razvojno sto-
pnjo misljenja u¢enje pojma prek definicij sploh ni primerno in nujno; zado-
stuje, ¢e pravilno prepoznajo primere, ko jim jih predlozimo, in jih poimenu-
jejo (npr. kvadrat, pravokotnik, romb).

Ucencem bo v veliko pomo¢, ¢e bo ucitelj strokovno premisljeno povezo-
val induktivno in deduktivno pot spoznavanja, ¢e bo poudarek na metodi
demonstracije in razli¢nih vrstah metode prakti¢nih del.

Reprezentacije pojmov
Za usvajanje matemati¢nih pojmov so klju¢ne reprezentacije pojmov. Repre-
zentacija pojma je lahko konkretna, grafi¢na, simbolna in abstraktna. Cha-
pman (2001) poudarja, da reprezentacije u¢encem omogocajo, da komuni-
cirajo na matematicen nacin, da modelirajo in interpretirajo realni, socialni
in matemati¢ni kontekst ter da raziskujejo in interpretirajo pomene mate-
mati¢nih pojmoyv, relacij ter procedur. Reprezentacije oz. nacini u¢encevega
ravnanja z njimi omogocajo tudi spremljanje in ocenjevanje u¢enéevega na-
predovanja v matemati¢nem znanju. Bruner (1966) je z zaporedjem uporabe
reprezentacij pri obravnavi matematic¢nih pojmov (najprej enaktivna, nato
ikoni¢na in nazadnje simboli¢na) opredelil tudi potek razvoja matemati¢nih
pojmov pri u¢encu. Novejse raziskave kazejo, da so bolj kot zaporedje repre-
zentacij pomembne relacije med reprezentacijami dolo¢enega matematic-
nega pojma (Chapman 2001) oz. fleksibilno prehajanje med razli¢nimi repre-
zentacijami.

Reprezentirati pojem pomeni generirati primere, predstavo. Simbolna re-
prezentacija je zunanje napisana ali izgovorjena. Mentalna reprezentacija pa
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se nanasa na interne sheme. Tako, npr., ko govorimo o Pitagorovem izreku,
nekomu pride na misel pravokotni trikotnik, drugemu algebrai¢no zapisan
izrek. Biti uspesen v matematiki pomeni imeti bogato mentalno reprezen-
tacijo pojma. Tako lahko ¢lovek zgradi eno ali ve¢ mentalnih reprezentacij
za isti matemati¢ni pojem. Ce pride do integracije le-teh v eno samo repre-
zentacijo, je ta proces integracije povezan z abstrakcijo. Za fleksibilno rabo
pojma je potrebno fleksibilno prehajanje med razli¢nimi reprezentacijami.
Zato je pomembno, da navajamo ucence k rabi ve¢ reprezentacij in poudar-
jamo prehod med njimi. Reprezentacija je bogata, ¢e vsebuje veliko poveza-
nih vidikov nekega pojma. Ce ima premalo teh elementov, se to pokaze pri
reSevanju problemov. Najmanjsa sprememba v strukturi problema ali celo v
formulaciji le-tega namre¢ blokira reSevanje. Zato je pomembno, da ucitelj
od samega zacetka ucence uvaja v rabo vec reprezentacij (konkretne, gra-
ficne, simbolne, abstraktne), vpeljuje vizualizacijo, predpostavljanje, domne-
vanje, odkrivanje, translacijo (proces prehajanja med reprezentacijami), sin-
tetiziranje, modeliranje, preverjanje itd.

Trifazni model

Sfardova (1991) meni, da abstraktne matemati¢ne ideje lahko razumemo na
dva nacina: strukturalno (kot objekte) in operacionalno (kot procese). Opera-
cionalni pojmi so za vecino ljudi prvi korak v usvajanju novih matematicnih
pojmov. Prehod od procesa do objekta ni hiter niti ni brez velikih tezav. Potem
ko pojme razvijemo, oboji pojmiigrajo v matemati¢ni dejavnosti pomembno
vlogo. Med operacionalnimi in strukturalnimi koncepcijami je globoka za-
reza. Videti matemati¢ni pojem kot objekt pomeni biti sposoben uporabljati
ga kot realno stvar - sklicevati se nanj kot na stati¢no strukturo. Operacio-
nalni pojem pa je bolj dinamicen. Obstoj zgodovinskih stopenj, med katerimi
so se razvili razli¢ni matematic¢ni pojmi, je vodil Sfardovo (1991) k oblikovanju
trifaznega modela konceptualanega razvoja:

- prvafaza: ponotranjanje (procesi se izvajajo na Zze znanih matematicnih
objektih),

- druga faza: kondenzacija (operacija ali proces se zgosti v vodljivejse
enote),

— tretja faza: konkretizacija (materializacija).

Za primer algebre npr. Rugelj (1995) ugotavlja, da mora ucenec najprej

usvojiti operacionalne in strukturalne pojme, da je sposoben translacij pro-
blemskih situacij v enacbe.
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Aktivno ucenje

Enega od ciljev kurikularne prenove, ki je zapisan v Izhodiscih kurikularne pre-
nove (Nacionalni kurikularni svet 1996), bi v prenesenem pomenu za mate-
matiko lahko zapisali takole: u¢enje in poucevanje naj ne bi bilo le posre-
dovanje matemati¢nih dejstev in postopkov, ampak dejavno ucenje, u¢enje
ucenja.

Kaj razumemo kot aktivno ucenje?

Vsako ucenje zagotovo zahteva dolo¢en miselni napor, ¢etudi gre le za me-
moriranje dejstev. V tem smislu bi lahko rekli, da je vsako ucenje dejavno.
Seveda pa ucenje izoliranih informacij brez oblikovanja novih pojmovnih po-
vezav ne vodi do trajnega in kakovostnega znanja. Tudi ne gre slepo enaciti
miselne dejavnosti z dejavnostmi, pri katerih uc¢enci uporabljajo didakti¢ni
material. U¢enje in poucevanje morata zagotoviti interakcijo med konkretno
ter miselno dejavnostjo, ki privede do povezav. Zato bomo v nadaljevanju s
pojmom »aktivno ucenje« oznacevali tisto mentalno dejavnost, ki pripelje do
povezav med miselno in konkretno dejavnostjo.

Aktivno ucenje temelji na logi¢nem sklepanju in empiricnem preverjanju,
opredeljujeta ga dve ravni: raven dialoga in raven izkusenj (Lebari¢, Kobal in
Kolenc 2002). Dejavno ucenje spodbuja razvoj matemati¢nega razmisljanja
(ustvarjalno, kriti¢no, analiti¢no in sistemsko). Raven izkusenj vkljucuje:

- opazovanije, ki se nanasa na kako dejavnost, povezano z obravnavano
temo (priloznost za reflektiranje znanja),

— aktivnost, ki vklju¢uje katerokoli dejavnost, pri kateri u¢enec samo-
stojno opravi ali naredi neko nalogo (npr. predstavitev pojmov z mo-
deli, diagrami, iskanje primerov in protiprimerov, eksperimentiranje).

Raven dialoga vkljucuje:

- dialog s samim seboj (u¢enec razlozi, napise, kaj misli o temi ali pro-
blemu),

- dialog z drugimi (u¢enec o temi ali problemu razpravlja v skupini, vsak
prispeva svoj delez),

- dejavnosti ucencev: izmenjava mnenj, postavljanje ugotovitev, uteme-
ljevanje, postavljanje vprasan;.

Dialog in sodelovanje omogocata soocanje razli¢nih stalis¢ in vpogled v
drugacno razmisljanje, ki lahko povzroci destabilizacijo prvotnega razume-
vanja npr. pojma ali postopka reSevanja nekega problema. Skozi dialog in
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sodelovanje prihaja do izmenjave mnenj, postavljanja vprasanj, utemeljeva-
nja, diskusije, preverjanja ugotovitev, soocanja z razlicnimi idejami. Z naci-
nom dela u¢ence navajamo na medsebojno sodelovanje, s tem pa jim omo-
gocimo ubeseditev njihovih idej in resitev.

Navedimo Stiri tipe sodelovanja oz. socasne elaboracije (Piciga 1995):

- podkrepljujoc¢a koelaboracija (npr. en subjekt v paru pritrjuje resitvi
drugega in ga tako stimulira),

- socasna konstrukcija (vsak od subjektov prispeva del resitve),

- nasprotovanja z neargumentiranimi nesoglasji (subjekta se ne strinjata,
vendar svojih odgovorov ne utemeljujeta),

- nasprotovanja z argumentiranimi nesoglasji (socialno-kognitivni kon-
flikt).

Sodelovanije ali so¢asna elaboracija ima lahko razli¢ne funkcije:

en subjekt stimulira ali aktivira drugega,

pritrjuje reSitvam drugega (podkrepitev),

s svojimi prispevkom razsiri polje iskanja resitev,

kontrolira resitev drugega ali

- prispeva k destabilizaciji neustreznega postopka resevanja.

Izkustveno uéenje

Izkustveno ucenje je metoda ucenja, ki skusa povezati neposredno izkusnjo
(dozivljaj), opazovanje (percepcijo), spoznavanje (kognicijo) in ravnanje (ak-

Konkretne
/ izkusnje \
Dejavno o
. Razmisljajoce
eksperi- .
L opazovanje
mentiranje

Slika 3.2

Krog izkustvenega
ucenja po Kolbu Abstraktna
(povzeto po Marenti¢ konceptua-

Pozarnik, Magajna in lizacija
Peklaj 1995)
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11 21 31 41 51 61
12 22 32 42 52 62
13 23 33 43 53 63
14 24 34 44 45 46
15 25 35 45 55 56
16 26 36 46 56 66

Slika 3.3 Izidi pri metu dveh kock (povzeto po Zakelj 2004)

cijo) v nelocljivo celoto. Ne omejuje se zgolj na posredovanje simbolov, ab-
straktnega znanja pojmov in zakonitosti, temve¢ v ucenje nenehno vpleta
izkusnje udelezencev (Marenti¢ Pozarnik, Magajna in Peklaj 1995, 97).

Da bo ucenec lahko res ponotranjil na novo usvojene pojme in z njimi na-
domestil intuitivne predstave, mu je treba zagotoviti razli¢ne situacije, v ka-
terih bo to novo znanje lahko uporabil in ga potrdil. Izkustveno ué¢enje mu
lahko pomaga pri postopnem usvajanju in graditvi pojmovnih predstav, od
konkretnih izkuSenj do abstraktnega pojma. Pomembno vlogo ima zlasti za
ucence, katerih izhodisce pri spoznavanju so cutila, zbiranje, merjenje in opa-
zovanje. Npr., priempiri¢ni verjetnosti u¢enci s konkretnimi dejavnostmi oce-
njujejo in napovedujejo empiri¢no verjetnost dogodka.

Primer 1 Socasno vrZzemo dve igralni kocki. S pomocjo poskusa oceni,
koliksna je verjetnost dogodka A, da bo vsota pik na obeh zgornjih
ploskvah vecja od 6.

Empiri¢na verjetnost dogodka sledi iz rezultatov poskusa. Pri izvedbi po-
skusa natan¢no belezimo vse izide in izratunamo relativne frekvence. Ce na-
tan¢no belezimo vse izide (npr. 23, 41...), lahko kasneje ugotavljamo verje-
tnosti tudi drugih dogodkov. Pri posplosevanju rezultatov pazimo na zado-
stno Stevilo ponovitev poskusa. Matemati¢no verjetnost dolo¢imo ob upo-
Stevanju, da je Stevilo vseh moznih izidov 36, da je Stevilo vseh ugodnih izidov
za dogodek A enako 21, in izratunamo P(A) = 21/36 = 0,58. Na osnovnosolski
ravni si pri utemeljitvi lahko pomagamo s tabelo vseh moznih izidov pri metu
dveh kock. Ugodni izidi dogodka so natisnjeni polkrepko (slika 3.3).

Ucenje z izkusnjo sta lahko tudi raziskovanje in ugotavljanje lastnosti ob
konkretnem modelu. Npr., opazovanje in izdelava geometrijskih modelov
omogocata reflektiranje geometrijskih znanj, spodbujata preprosto argu-
mentiranje, opazovanje, uence usmerjata v matemati¢no razmisljanje ter
jim pomagata pri izgrajevanju prostorskih in pojmovnih predstav o geome-
trijskih elementih v prostoru ter odnosih med njimi.
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Pogoji za aktivno uéenje
Da je lahko aktivnost ucencev ¢im vecja, je pri pouku potrebno zagotoviti
dolo¢ene pogoje. Nekatere navajamo v nadaljevanju (Zakelj 2004).

Cas. Ce naj bodo uéenci dejavni pri konstrukciji znanja, morajo imeti za to
Cas. Le ¢e imajo dovolj ¢asa, lahko samostojno razmisljajo, eksperimentirajo,
razpravljajo o resitvah z drugimi ucenci ali uciteljem ter utemeljijo odgovore
sebi in drugim. Ce uéenci niso obremenjeni s ¢asom, je lahko njihova pozor-
nost usmerjena tudi v pristope pri reSevanju, ne le v rezultate. V samem pro-
cesu ucenja se lazje izmenjujejo situacije — iskanje strategij, razprave, uteme-
ljevanje, izmenjava mnenj -, ¢e je na razpolago dovolj ¢asa. Postopno nado-
mesc¢anje urusvajanja matematic¢nih dejstev z ustvarjalnimi urami je zal dol-
gotrajen proces tako s staliS¢a uciteljeve preobrazbe kot s stalis¢a ucnih re-
zultatov.

Sodelovanje. Socialni konstruktivizem je pripomogel k spoznanju, da uce-
nje ni le individualna zadeva, nekak$en samoten proces, ampak da je zanj bi-
stvenega pomena dialog, mozZnost sprasevanja, sprotnega preverjanja smi-
sla, lastnih domnev v skupini. Socialno uc¢enje u¢encem omogoca, da pri
u¢enju ne uporabljajo le svoje perspektive. Za razvoj npr. kriticnega mislje-
nja in sposobnosti za argumentirano razpravo so dobrodosli konflikti, po-
vezani z vsebino (Marenti¢ Pozarnik 2001). Ucenci imajo razli¢na stalis¢a do
dolo¢enega vprasanja. Sprozimo izmenjavo idej, socialno-kognitivni konflikt
ter odpremo komunikacijski prostor. T. i. Svicarska Sola poudarja socialno-
kognitivni konflikt namesto kognitivnega konflikta in je izdelala mnoge apli-
kacije tega koncepta. Na mehanizem socialno-kognitivnega konflikta sta Do-
ise in Murgny (1981) v sodelovanju z drugimi Svicarskimi psihologi zasnovala
serijo eksperimentov s piagetovskimi nalogami (npr. konzervacije koli¢ine in
dolzine).

V eksperimentu sodelujejo trije otroci. Dva sta na operativni ravni, eden
pa na predoperativni. Otrok, ki ni imel razvite konzervacije kolicine, je do-
bil nalogo, da drugima dvema natoci sok iz steklenice, tako da bosta imela
oba enako. Problem pri natakanju je bil v tem, da kozarca nista bila enako
siroka. Otrok, ki je bil na predoperativni ravni, je obema natocil do iste vi-
Sine, to pa je povzrocilo protest otroka, ki je dobil manj. Razvila se je disku-
sija in vsak je imel priloZnost povedati svoje argumente. In po taki diskusiji
je tudi otrok, ki je bil na zacetku na predoperativni ravni, dajal pravilne in
argumentirane odgovore konzervacije.

V taki in podobni situaciji so otroci na nizji ravni pokazali avtenticen napre-
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dek: generalizacija napredka na druge pojme, ki temeljijo na sorodnih ope-
racijah, stabilnost napredka v ¢asu, novi in originalni argumenti, ki v eksperi-
mentalni fazi niso bili izreceni.

Vendar ima tudi uc¢inkovitost socialno-kognitivnega konflikta svoje meje. V
asimetricnih relacijah je pogost pojav enosmerne resitve konflikta — otrok se
podredi odraslemuin ne vztraja pri svojem staliscu. V takih primerih relacijska
razresitev izpodrine kognitivno razresitev konflikta. Pokazalo se je, da otroci,
ki popustijo drugemu, ne napredujejo. Obstajati mora dolo¢ena vzajemnost,
ki omogoci izraZzanje stalis¢ — brez tega ni mogoca socialno-kognitivna koor-
dinacija v celoto.

Kompleksne situacije (odprti problemi, strategije). Za pridobivanje izkusenj z
lastno aktivnostjo so primerni kompleksni/odprti problemi. Odprti problemi
npr. zahtevajo samostojno postavljanje raziskovalnega vprasanja ter v nada-
ljevanju omogocajo veliko priloZnosti za diskusijo o poteh reevanja in mo-
rebitnih resitvah. Problem »iz danega kartona naredimo 3katlo, razis¢i njeno
prostornino« ni postavljen v obliki vprasanja, vprasanje je potrebno Sele for-
mulirati. Postavimo si lahko ve¢ vprasanj oz. ciljev, kaj bomo preiskovali. »Pri
katerih pogojih bo prostornina skatle najvecja? Ali je lahko prostornina ni¢?
Pri katerih pogojih bo prostornina najmanjsa?«

Pri odprtih problemih se na eni strani u¢imo strategij reSevanja problemov,
na drugi pa dejavno iskanje reSitev z razli¢nimi pristopi u¢encem omogoca
vpoglede v vsebino z razli¢nih perspektiv.

Razvoj razli¢nih vrst misljenja. Ko govorimo o razvijanju misljenja, je kori-
stno razlikovati med razli¢nimi vrstami misljenja: med ustvarjalnim in kritic-
nim ter analiti¢nim in sistemskim.

Ustvarjalno misljenje ob dolo¢enem problemu isce razli¢ne poti, ideje in
resitve (divergentno, lateralno). Kriticno misijenje primerja in vrednoti, daje
ideje z vidika logi¢nosti, uporabnosti, zanesljivosti. Analiticno misljenje po-
udarja posamezne elemente sistema, analiti¢cno napoveduje korak za kora-
kom, spreminja eno spremenljivko, hkrati se opira na natan¢nost detajlov.
Sistemsko misljenje poudarja povezave, izmenjave ucinkov med elementi,
opira se na opazanja celote in spreminja ve¢ spremenljivk hkrati. Ce se opi-
ramo izklju¢no na analiti¢cno misljenje, ostajamo znotraj posameznih disci-
plin in znanja, ne povezujemo interdisciplinarno; posledici sta raztrgana
mreza znanja in slabsi transfer znanja.

Vloga lastne aktivnosti pri u¢enju geometrije

Lastna aktivnost u¢encevima pomembno vlogo pri u¢enju geometrije, saj je
ucenje geometrijskih konceptov z razumevanjem klju¢nega pomena. Zna-
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nje, pridobljeno na nacin, kjer so ucenci aktivni udelezenci pouka, je traj-
nejse, razumevanje je boljse, uporaba pridobljenega znanja pa je enostav-
nejsa (Markovac1992). To so osnovne spretnosti, ki jih od u¢encev zahtevamo
pri sodobnem pouku matematike, katerega namen je u¢ence nauciti mate-
mati¢nega misljenja, ki je potrebno za reSevanje vsakodnevnih problemov.

Ucenje matematike z razumevanjem ne nastopi s pasivnim poslusanjem
razlage, ampak z aktivno udelezbo pri pouku. Da bi nastopilo ucenje, poslu-
$anje in gledanje ne zadostujeta, Ceprav je lahko ucitelj pripravil zanimiva
predavanja in atraktivhe demonstracije ter na tak nacin poskusal spodbujati
ucence k miselni aktivnosti.

Ucenci so lahko pri pouku aktivni na vec razli¢nih nacinov, najpomemb-
nejse pa je, da jim omogocimo miselno aktivnost. To je glavno sredstvo za
usvajanje geometrijskega znanja. Miselno aktivnost pri pouku geometrije
doseZzemo z manipuliranjem konkretnih predmetov, katerega namen je kon-
kretizacija abstraktnih pojmov. Izkusnje, ki jih u¢enci na tak nacin pridobijo,
so vir u¢inkovitega u¢enja. Spomnimo se, da po van Hielovem modelu ucéenci
ne morejo napredovati na visje stopnje geometrijskega misljenja, ne da bi
manipulirali z didakti¢nimi sredstvi. Piaget in Inhelder (1967) sta trdila, da je
otrokova predstava o prostoru rezultat predhodnega manipuliranja s svojim
okoljem. Torej imajo didakti¢na sredstva pomembno mesto pri aktivnem pri-
dobivanju znanja in konstruktivhem ucenju.

Metode ucenja in poucevanja matematike

Ker ucence zelo obremenijuje strah pred neuspehom, je zelo pomembno, da
se ucijo v stilu, v katerem lahko najbolje razvijejo svoje sposobnostiin izrazijo
svoje dosezke. Zato naj bi ucitelj pri poucevanju uporabljal razlicne pouce-
valne stile.

Vecina raziskovalcev s tega podrocja se strinja, da ¢lovek znanje pridobiva
vecinoma po treh poteh: s Cutili (percepcija), z razumom (misljenje), z intu-
icijo (vpogled). Tem trem nac¢inom v glavnem ustrezajo trije osnovni nacini
ali modusi spoznavanja: empiri¢ni, racionalni in noeti¢ni (Marenti¢ Pozarnik,
Magajna in Peklaj 1995). Glede na to, da imajo uenci razli¢ne stile u¢enja,
je dobro, ¢e ucitelj uvede nove pojme na vec nacinov: z opisom, definicijo,
zgodbo, s slikami, z igro vlog ali pa moderira poti, ki ne vodijo do resitve,
sproza procese, v katerih so napake, in se o njih pogovori z u¢enci.

Noben poucevalni stil ni Ze sam po sebi preobremenjujo¢ ali razbreme-
njujoc. Tak postane zaradi svoje prevladujoce vloge (Novak in Kolenc 2001).
Po Kolbu naj bi ¢clovek do neke mere razvijal tudi svoja deficitarna podrocja,
saj je kakovostno ucenje tisto, ki povezuje, integrira vse pole oz. modalitete.
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Integracija (ne specializacija) je zazeleni cilj osebnostnega razvoja posame-
znika (Marenti¢ Pozarnik, Magajna in Peklaj 1995, 84). Idealno bi bilo, ko bi
bili pristopi k u¢enju in poucevanju prilagojeni posamezniku, ¢eprav to re-
alno verjetno ni povsem mogoce. Z razli¢nimi situacijami pa bi morali dati
ucencem razli¢ne priloznost, da o novem pojmu razmisljajo, povezujejo ze
obstojece znanje in tako novo znanje zavestno vkljucijo v obstoje¢o mrezo
svojega znanja. Navedimo dva pristopa.

Uéenje z odkrivanjem

Bruner se je zavzemal za to, da bi ¢im ve¢ pouka potekalo v obliki odkrivanja
(Marentic¢ Pozarnik 2000, 83). To je utemeljil s trditvijo, da je tako pridobljeno
znanje trajnejse in uporabnejse v novih situacijah, u¢enci so bolj motivirani,
razvijeta se samostojnost in kriti¢nost, poleg vsebine se ucenci naucijo tudi
metod reSevanja problemov.

Za zgled povzemimo ugotovitve Whitmanove (1976), ki je odkrila, da so
tisti u¢enci, ki so se poleg formalnega resevanja enacb ucili tudi reSevanja
enacb z odkrivanjem, kasneje bolje resevali splosne enacbe kot tisti, ki so se
ucili samo formalnega reSevanja enac¢b. Withmanova ugotavlja, da u¢enci, ki
so se ucili samo formalnega reSevanja enacb, niso konceptualno pripravljeni
operirati z enacbami kot matemati¢nimi objekti s formalnimi, strukturnimi
operacijami. Da ucenci niso sposobni razlikovanja strukturalnih lastnosti, so
ugotavljali tudi Wagner, Rachlin in Jensen (1984), ko so testirali u¢ence, ali se
zavedajo, da je resitev enacbe doloc¢ena s strukturo enacbe in ne s ¢rko. To je
pravilno ugotovilo le 38 odstotkov uéencev.

Pri u¢enju z odkrivanjem ucitelj predstavi primere in u¢enci delajo z njimi,
dokler ne odkrijejo njihove medsebojne povezanosti - strukturo predmeta.
Bruner (1966; 1971) je prepri¢an, da bi moralo Solsko ucenje potekati v obliki
induktivnega sklepanja, to pa pomeni, da pri oblikovanju splosnega nacela
uporabimo specificne primere. Npr., ¢e u¢encem predstavimo zadostno Ste-
vilo primerov trikotnikov in netrikotnikov, bodo po dolo¢ene ¢asu odkrili la-
stnosti trikotnikov. Od nekaterih u¢encev induktivni pristop zahteva intui-
tivno misljenje.

Pri Brunerjevem ucenju z odkrivanjem ucitelj u¢no uro organizira tako, da
se ucenci ucijo z lastno dejavnost. Ponavadi locujemo med samostojnim in
vodenim odkrivanjem, pri katerem ucitelj poskrbi za delno usmerjanje. Sa-
mostojno odkrivanje je primerno za predsolske otroke, za osnovnosolske
pa je to lahko neobvladljiva situacija. Zanje je pogosto primernejse vodeno
odkrivanje. U¢encem postavimo nekaj vprasanj, izzivov. Namesto razlage,
kako resiti problem, ucitelj poskrbi za ustrezno gradivo in spodbuja u¢ence
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k opazovanju, oblikovanju hipotez in preverjanju odlo¢itev. U¢enci morajo v
pravem trenutku dobiti povratno informacijo, ali lahko dobljene ugotovitve
uporabijo, da lahko nadaljujejo v zastavljeni smeri. U¢enje z odkrivanjem ima
veliko prednosti, vendar ni primerno v vsaki situaciji.

Razlogi za ucenje z odkrivanjem (Woolfolk 2001). Strokovnjaki, ki podpirajo
ucenje z odkrivanjem, trdijo, da je ta nacin skladen z nacini u¢enja in razvo-
jem ljudi. Bruner (1966; 1971) je dolocil tri faze kognitivne rasti, podobne Pi-
agetovim. Menil je, da gredo otroci skozi tri faze: iz aktivne v ikonsko in na
koncu v simbolno fazo. V dejavni fazi si otrok predstavlja svet na podlagi de-
janj. V ikonski fazi si otrok predstavlja svet v podobah - prevladuje videz. V
zadniji fazi je otrok Ze sposoben uporabiti abstraktne ideje, simbole in jezik.
V misljenju lahko Se vedno uporablja dejanja in podobe, vendar ne prevla-
dujejo. U¢enje z odkrivanjem dopusca u¢encem, da se premikajo skozi te tri
faze. Ucenci na podlagi izkusen;j izlus¢ijo svoje ideje. Vendar ucenje z odkri-
vanjem vodi k boljsemu ucenju, ¢e so u¢enci motivirani za to.

Razlogi proti u¢enju z odkrivanjem (Woolfolk 2001). Ce Zelimo imeti korist
od ucenja z odkrivanjem, morajo ucenci za to imeti dolo¢eno znanje o pro-
blemu in morajo vedeti, kako uporabiti strategije pri reSevanju problemov.
Metode odkrivanja lahko od manj sposobnih uéencev preve¢ zahtevajo, ker
jim primanjkuje predznanja in spretnosti za reSevanje problemov, ki jih po-
trebujejo, da bi bile te metode zanje koristne. Namesto da bi se iz novega
gradiva ucili, se bodo lahko le igrali z njim.

Poucevanje z razlago
Ausubel (1963;1977) pa je dal prednost sistemati¢nemu ucenju. To je utemeljil
s trditvijo, da ucenci tako do znanja pridejo hitreje, njihovo znanje je bolj sis-
tematic¢no, ta nacin je primeren tudi za manj uspesne, za ucitelje pa je manj
zahteven. Oblikoval je model poucevanja z razlago, s katerim spodbujamo
smiselno ucenje, ne pa ucenja na pamet. Razlaga pomeni pojasnjevanje ali
nadgrajevanje idej in dejstev. Pri tem pristopu ucitelj predstavi gradivo v or-
ganizirani obliki in zaporedju in tako uc¢enci prejmejo najkoristnejse gradivo
na najucinkovitejsi nacin. Ausbel (1963;1977) je v nasprotju z Brunerjem (1966;
1971) prepric¢an, da bi moralo ucenje potekati deduktivno, od splosnega k
specificnemu, od pravila k posameznim primerom. Pri tem pristopu se upo-
rabljamo deduktivno sklepanije.

Naslednji korak pri Ausbelovi (1966; 1971) metodi je predstavitev vsebine
v smislu podobnosti in razlik z uporabo specifi¢nih primerov. U¢enec mora
pri u¢enju vsakega novega pojma videti podobnosti in razlike med novim
pojmom in tem, kar Ze ve. Pri u¢enju z razlago je koristno, da u¢ence prosimo,
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naj sami navedejo podobnostiin razlike. Skupaj s primerjavo pridejo v postev
specifi¢ni primeri. Poucevanje z razlago je razvojno primernejse za starejse
ucence v visjih razredih osnovne 3Sole ali starejse.

Optimalno ucenje se pojavi takrat, ko se uc¢enceve sheme in u¢no gradivo
ujemajo. Da bi bilo to ujemanje ¢im verjetnejse, se u¢na ura po Ausbelovi te-
oriji vedno zac¢ne z vnaprejsnjimi organizatorji. To predstavlja uvod v odnos
ali pojem visjega reda, ki je dovolj Sirok, da zajame vse informacije, ki sledijo.
Njihova funkcija je poskrbeti za podporo novim informacijam. Organizatorji
so lahko primerjalni ali opisovalni. Primerjalni prikli¢ejo v delovni spomin ze
obstojece sheme. Tako npr. lahko pri uvajanju pojma obratno sorazmerni ko-
licini primerjamo s pomocjo povezave s premo sorazmernimi koli¢inami.

Opisovalni organizatorji zajemajo novo znanje, ki ga bodo ucenci mo-
rali razumeti pri prihajajocih informacijah. Vsebuje lahko opis nadrednega
pojma (npr. pojem odvisne koli¢ine je nadrejen pojmu obratno sorazmerni
koli¢ini). Organizator mora nakazovati osnovne odnose med pojmi in izrazi,
ki bodo uporabljeni. Konkretni modeli, diagrami, analogije so lahko zelo do-
bri organizatorji.

Procesno-didakti¢ni pristop ucenja in pou¢evanja matematike

Zakelj (2004), ki se je v raziskavi Procesno-didakticni pristop in razumevanje
matemati¢nih pojmov v osnovni Soli ukvarjala s pristopi u¢enja in poucevanja
matematike ter posledi¢no z izgrajevnjem matemati¢nih pojmovnih pred-
stav pri u¢encih v zadnjem triletju osnovne 3ole, povzema razli¢ne razisko-
valce in navaja, da je pri izbiri didakti¢nih pristopov za ucinkovito ucenje
in poucevanje nujno treba upostevati, da u¢encevi razvojna stopnja mislje-
nja (Labinowicz 1989), struktura obstojecega znanja (Piciga 1995), organiza-
cija dejavnosti in spodbude iz okolja (Forman, Minick in Addison 1993) po-
membno vplivajo na ucenje z razumevanjem. Hkrati pa je potrebno uc¢encevo
misljenje interpretirati z upostevanjem novejsih spoznanj o metakogniciji v
povezavi z misljenjem in jezikom (Vigotski 1983).

Davis (1984) ugotavlja, da se u¢enci v osnovni in srednji soli naucijo veliko
standardnih procedur ter matemati¢nih dejstev, ne gredo pa aktivno skozi
procese, prek katerih bi samostojno ali ob podpori u¢itelja spoznavaliin usva-
jali matemati¢ne pojme ter postopke.

Drugi problem, na katerega opozarja Dreyfus (1991), je, da se ucitelji, ki te
pojme posredujejo u¢encem, pogosto ne zavedajo, da vpeljava snovi ni ve-
dno prilagojena kognitivnemu razvoju u¢encev. Pogosto je prehod od konk-
terih dejavnosti do formalne matematike prehiter. Za u¢enje z razumevajem
morata biti pri vpeljavi novih pojmov kognitivni razvoj ucenca in struktura
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obstoje¢ega znanja, usklajena. Ce tega ne upostevamo v zadostni meri, lahko
pricakujemo, da bo u¢encevo razumevanje Sibko, pojmovne predstave na-
pacne in obvladovanje formalnih algoritmov nepopolno.

Na osnovi teoretskega poznavanja miselnega razvoja otrok, vklju¢no z no-
vejSimi spoznanji o otrokovem misljenju ter poznavanjem socialne kogni-
cije, u¢enja in poucevanija, je Zakelj (2004) v raziskavi oblikovala procesno-
didaktic¢ni pristop za u¢enje in poucevanje matematike. Pri tem se je oprla na
teorijo razvojne psihologije, ki preucuje razvoj pojmov glede na razvojno sto-
pnjo otrokovega misljenja (Horvat in Magajna 1987; Piciga 1995; Piaget in In-
helder 1978), ter upostevala novejsa kognitivno-konstruktivisti¢cna spoznanja
pedagoske stroke o ucenju, ki poudarjajo aktivnost u¢enca v procesu ucenja
(Marenti¢ Pozarnik 2000).

Pristop temelji na spoznanjih Vigotskega (1978), ki je trdil, da kognitivni
razvoj temelji na socialni interakciji, ter na spoznanjih Piageta, da se znanje
gradi na osebni ravni ter kognitivni usklajenosti razvoja u¢enca z uvajanjem
zahtevnih pojmov. Klju¢na dejavnika sta kognitivni in socialno-kognitivni
konflikt, ki ju pri u¢encih sprozimo s smiselno postavljenimi vprasanji, izzivi,
problemskimi situacijami idr., posamezniku pa sta v pomoc in oporo pri:

- spreminjanju napacnih ali nepopolnih pojmovnih predstav (preverja-
Nju razumevanja pojmov),

- uvidu v smiselnost u¢enja novih vsebin (zakaj je novo znanje potrebno,
kje ga lahko uporabimo),

- navezovanju na obstoje¢o mrezo znanja (u¢enec novo znanje poveze
z znanjem, ki ga Ze ima),

- povezovanju znanja (znotraj predmeta ali medpredmetno).

Kdaj pride do spremembe pojmovne predstave? Pojmovna predstava se
lahko spremeni/dopolni, ¢e je u¢enec nezadovoljen s pojmovno predstavo,
ki jo trenutno ima. U¢enec napoveduje rezultate, izidi pa so lahko v nasprotju
z njegovimi predvidevanji, kar sprozi izzive za razmisljanje. Nastane kogni-
tivni konflikt (preglednica 3.3).

S kognitivnim konfliktom sprozimo tudi motivacijo in zanimanje za u¢enje.
Ucenec je v situaciji, ko ugotovi, da nima dovolj znanja za resitev problema,
kar pri njem sprozi Zeljo po uc¢enju in radovednost ter uvidi potrebo po raz-
Siritvi znanja. Npr., smiselnost vpeljave Talesovega izreka poveze z delitvijo
daljice na enake dele, ko z razpolavljanjem ne gre vec. Ucenec bo sprejel po-
men ucenja novih vsebin, ¢e bo razumel, da mora obstojeée znanje razsiriti,
ker je sedaj preskromno, da bi bil kos dolo¢enim problemom. Tako nastane
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Preglednica 3.3 Kognitivni konflikt in sprememba pojmovne predstave

Prvotna (nepo- Situacija, ko se lahko spremeni/dopolni pojmovna predstava
polna/napacna) poj-
movna predstava

Graf funkcije je nepretr- Uvedba nezveznih funkcij lahko sprozi kognitivni konflikt in spre-

gana krivulja. membo pojmovne predstave.

Vsi stirikotniki so kva- Uvedba pojma pravokotnik sprozi kognitivni konflikt in pravoko-
drati. tnik postane »¢uden« kvadrat.

Koli¢ini sta premo so- Soocanje s situacijo, pri kateri se vzporedno z ve¢anjem prve ko-
razmerni, e se z ve- licine veca tudi druga, vendar s kvadratno rastjo. To je v nasprotju
¢anjem ene veca tudi s pojmovno predstavo ucenca in nastane priloznost kognitivnhega
druga. konflikta.

potreba po uvedbi novih pojmov 0z. znanj in to je pravi ¢as za uvedbo le-teh.
Ce pa na silo uvedemo pojem, ki se ne navezuje na obstojece znanje, pa je
snov lahko naucena le na pamet. Zato je zelo pomembno, da novo snov zdru-
Zimo zznanjem, ki ga u¢enec Ze ima, na tak nacin, da primerjamo in krizarimo
med novim in starim znanjem. Informacije, ki se navezejo na obstojece zna-
nje, si zapomnimo bolje in lazje.

Vendar samo kognitivni konflikt, ki ga sprozimo pri u¢encih, ni dovolj, ¢e
»znanje« v nadaljevanju posreduje ucitelj. Za u€enje z razumevanjem so po-
membni procesi uc¢enja, konkretne dejavnosti, ki pa u¢enca miselno aktivi-
rajo. To so lahko razne oblike izkustvenega u¢enja (metanje kocke ali kovanca
pri u¢enju verjetnosti), uporaba modelov (najti matemati¢no reprezentacijo
za nematemati¢ni objekt ali proces), iskanje podobnosti, analogij (npr. triko-
tniku v ravnini je analogen trirob v prostoru), iskanje razlik ter povezav med
pojmi in dejstvi, ki jih uvajamo.

Ce ho¢emo, da bo uéenje smiselno, moramo nove pojme in podatke, ki se
jih u¢imo, vkljuciti v svojo miselno strukturo in najti povezave med pojmi, ki
jih Ze poznamo (Marenti¢ PoZarnik, Magajna in Peklaj 1995). Vedenje je po
svoji naravi organizirano hierarhi¢no ali v obliki mrez: od najsplosnejsih do
vse specifi¢nejsih. Ucenje poteka od splosnih pojmov k specificnim (npr. lik —
stirikotnik — paralelogram - romb ali odvisne kolicine — premo sorazmerne
koli¢ine). Kadar ucenci ne poznajo splosnih pojmov in njihovih povezav z
drugimi pojmi, u€enje novih vsebin ne more biti smiselno, ampak si jih za-
pomnijo zgolj na pamet, ne da bi jih osmislili.

Premiki procesno-didakti¢nega pristopa od transmisijskega

Procesno-didakti¢ni pristop ucenja in poucevanja matematike gradi mate-
mati¢no znanje postopoma, z aktivno udelezbo. Nakazuje premike od tran-
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smisijskega pristopa, pri katerem je poudarek na podajanju in sprejema-
nju znanja, k dejavni vlogi u¢enca, v kateri je sredis¢e ucenja in poucevanja
ustvarjalen ucenec.

Premiki procesno-didakti¢cnega modela od transmisijskega so premiki od:

- prenasanja znanja k ustvarjanju situacij za odkrivanje znanja;

ucenja rezultatov in produktov k ucenju kot procesu, v katerem odkri-
vamo znanje,

ucitelja, ki je prenasalec znanja, k u¢itelju mentoriju,

stortilnostno naravnanega ucenja k raziskovalnemu in sodelovalnemu
delu.

Procesno-didakti¢ni pristop uposteva, da imajo izkustveno uéenje (mode-
liranje, samostojno iskanje virov, podobnosti in povezav, primerov in proti-
primerov ...), dialog ter razli¢ne oblike sodelovanja (vpliv socialnih interak-
cij) pomembno vlogo pri konstrukciji znanja. Uvaja dejavnosti za razvoj pro-
blemskih znanj (reSevanje odprtih problemov, razumevanje problemske si-
tuacije, postavljanje vprasanj, ucenje strategij resevanja problemov, posta-
vljanje ugotovitev, predstavitev rezultatov, utemeljevanje ...) ter dejavnosti
povezovanja znanja.

Dejavniki ucenja in poucevanja u¢enja matematike

Kako ucenec konstruira pojmovne predstave, je odvisno od ve¢ dejavnikov,
zagotovo pa mu pri tem lahko pomaga tudi ucitelj. Pomembno je, da (se)
ucitel;j

- pravilno presodi, kdaj v u¢nem procesu uvede nove pojmein koncepte,

- pozna, kako ucenec konstruira svoje znanje,

- zaveda, da struktura Ze obstojecega znanja bistveno vpliva na vrstni red
ucenja in poucevanja (Orton in Wain 1994).

Dejavnosti, na podlagi katerih pojme uvajamo, pridobivamo in prever-
jamo, so lahko razli¢ne: npr. predstavitev pojmov z modeli in diagrami, pre-
poznava pojma, iskanje primerov in protiprimerov, navezovanje na izkustva
(prepogibanje papirja, uporaba palicic, izdelovanje modelov in trakov ...),
navezovanje na druga matemati¢na in nematemati¢na znanja (iskanje po-
dobnosti, razli¢nosti, analogije ...) ter uporabo definicij in izrekov. Seveda
pa sama dejavnost ni dovolj, ¢e ni mentalne dejavnosti. Pogoj za usvajanje
znanja na ravni razumevanja je interakcija med konkretno in miselno dejav-
nostjo (Zakelj 2003).
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Pravocéasno odkrivanje napacnih pojmovnih predstav

Pojmi so v matematiki hierarhi¢no zgrajeni in le razumevanje primarnih poj-
mov omogoca ucenje sekundarnih pojmov z razumevanjem, zato je odkri-
vanje napacnih pojmovnih predstav pri matematiki klju¢no za uéenje z razu-
mevanjem. Vzroki za teZave pri u¢enju in razumevanju pojmov so razli¢ni:

- verbalizem (enacenje ucenja pojmov z u¢enjem besed in zadovoljitev
z obnovo definicij);

— prezahtevnost nekaterih pojmov glede na razvojno stopnjo - npr.,
otrok na razvojni stopnji konkretnih operacij tezko v popolnosti ob-
vladuje pojme, vezane na prostorsko orientacijo;

— premajhna povezanost pojmov med seboj ter zanemarjanje obravnave
mreznih povezav, odnosov med njimi;

— premalo je upostevano dejstvo, da so pojmi v kognitivni strukturi raz-
vr§€eni v pojmovne mreZe in jih povezujemo s sorodnimi pojmi.

Nadalje je pri odkrivanju napacnih pojmovnih predstav pomembno, da
smo pozorni tudi na matematicni jezik. Razumevanja ne smemo zamenjati z
verbalizmom. Da se izognemo tovrstnim posledicam, spodbujamo dejavno-
sti izraZzanja, utemeljevanja, predstavljanja resitev ali definicij s svojimi bese-
damiidr. Brez tovrstnih izkusenj obstaja nevarnost, da bodo u¢enci probleme
reSevali pravilno, ne bodo pa znali s svojimi besedami smiselno povedati, za-
kaj so izbrali dolo€eno strategijo, pravilo ali definicijo. Varneje se pocutijo, ¢e
se npr. pravilo naucijo na pamet. Zato je ucitelj v primeru tezav dostikrat v
dilemi, ker ne ve, kje je tezava - v izraZzanju ali nerazumevanju pojma.

Greeno (1982) navaja napake ucencev, ki so posledica nerazumevanja sim-
bolnega matemati¢enga jezika ter nerazumevanja strukturalnih lastnosti al-
gebre, zato se ucenci ucijo procedur, namesto da bi skusali razumeti struk-
turo. Pogoste napake, ki jih navaja: ¢e u¢enec v izrazu ab pri zamenjavi b z
(=b) trdi, da je to a—b in to utemeljuje z izkusnjo, da je pri zamenjavi a z
(—a) to —ab, lahko sklepamo, da ab ne razume kot produkta med a in b. Pri-
mer nakazuje, da urjenje brez razumevanja ali tudi u¢enje samo iz izkusenj,
na podlagi zgledov, lahko zavira u¢enje z razumevanjem. Zato je pravoc¢asno
odkrivanje napacnih pojmovnih predstav ena najpomembnejsih dejavnosti
za ucinkovito napredovanje v znanju.

Postopnost uvajanja pojmov

Na vprasdanje, kdaj je najprimernejsi ¢as za usvajanje dolo¢enih pojmoy, je
tezko odgovoriti. Ucenec se naj s posameznimi pojmi sreca veckrat, v razlic-
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nih situacijah, kar mu bo omogocilo uvid v njegove lastne pojmovne pred-
stave ter ponudilo priloZznost, da napacne ali nepopolne predstave dopolni
ali popravi. To dejstvo je v prid spiralni razvrstitvi u¢ne snovi in ciklicnemu
ponavljanju pomembnih pojmov v u¢nih nacrtih. Pojmi se razvijajo posto-
pno in daljse obdobje. U¢encem je treba pomagati povezati jih v mreze ali
sisteme.

Pomembno je, da pri uvajanju novih pojmov upostevamo hierarhijo poj-
mov (primarni, sekundarni ...), da pojme vpeljemo postopoma, od konkre-
tne, slikovne, simbolne do abstraktne ravni ter da uvajamo nove pojme, ko
so usvojeni predhodni. Zal se zlasti zadnji vidik v 3oli pogosto premalo upo-
Steva. Korak od uvedbe novega pojma do uporabe le-tega v algoritmih in
postopkih je pogosto prehiter. Otrok se lahko marsikaj nauci na pamet, toda
tisto, Cesar ne razume, ne bo imelo nobenega vpliva na njegova spoznanja,
njegove miselne strukture (Marenti¢ PoZarnik 2000). Kmeti¢eva (1996) po-
udarja, da u¢enec novega pojma ne more vkljuciti v obstoje¢o pojmovno
shemo, ¢e ni osvojil predhodnih pojmov; npr., definicije trapeza ne more
vkljuciti v obstojeco pojmovno shemo, ¢e ni osvojil pojmov matematicni lik,
Stirikotnik, stranica, vzporednost.

Da bodo dejavnosti ucenca lahko v ¢&im vecji meri prispevale k uéenju z ra-
zumevanjem, morajo biti raznolike, tako konkretne (npr. manipuliranje z mo-
deli) kot verbalne (npr.: opis razmisleka, samostojno formuliranje ugotovitev,
utemeljevanje).

Pomen in uporaba modelov

Vrzeli med neformalnimi in formalnimi pojmovnimi predstavami lahko na-
domescajo modeli. Med prvimi, ki so zagovarjali uporabo ponazoril pri po-
uku matematike, so bili Piaget, Bruner, Montessori in Dienes (McNeil in Jarvin
2007; Moyer 2001). Strinjali so se, da interakcija s konkretnimi objekti zago-
tavlja osnove abstraktnega misljenja. Piaget (1954) je trdil, da morajo imeti
ucenci veliko izkusenj s konkretnimi materiali in skicami oz. slikami, da bi ra-
zumeli abstraktne matemati¢ne koncepte, saj so na tej stopnji nezmozni ra-
zumeti le verbalno in simboli¢no podane razlage (MeSinovi¢ 2016).
Formalna matematika se praviloma razvije iz primarne neformalne in
predformalne matematike. V tem procesu so nazorne predstavitve nujne.

Primer PokaZi, da je vsota dveh sodih stevil sodo sStevilo in vsota dveh lihih
stevil sodo Stevilo.

Na nivoju neformalnega ucenja si lahko pomagamo z Zetoni, s katerimi po-
nazorimo soda in liha stevila. Soda stevila ponazorimo tako, da Zetone zlo-

42



Dejavniki ucenja in poucevanja u¢enja matematike

Slika 3.4 Slikovna predstavitev problema

Zimo v dve vrsti tako, da ima vsak Zeton v prvi vrsti svoj par v drugi vrsti. Liha
Stevila prikazemo podobno: zadnji Zeton v prvi vrsti nima para v drugi vrsti.
Da je vsota dveh sodih stevil sodo Stevilo in vsota dveh dveh lihih Stevil prav tako
sodo stevilo, lahko na neformalnem nivoju ponazorimo z dvema vrstama Zeto-
nov tako, da spojimo dve in dve vrsti Zetonov, v katerih je sodo stevilo Zetonov, in
po dve in dve vrsti Zetonov, v katerih je liho Stevilo Zetonov.

Na predformalni ravni razmisljamo ob konkretnih primerih. Vsota dveh so-
dih tevil je sodo Stevilo (npr. 2+ 4 = 6). Vsota dveh lihih stevil je sodo Stevilo
(npr.: 3+ 5 = 8). Na formalni ravni izpeljemo dokaz in trditev posplosimo z
uporabo spremenljivke.

Soda cela Stevila: 2,4,6 ... posplositev...2-n,ne Z.

Liha cela stevila: 1,3,5,7 ... posplositev...2-n+1,ne Z.

- Vsota dveh sodih Stevil je sodo Stevilo: 2-n+2-m=2(n+m),(n,m e 2).
Vsota dveh lihih Stevil je sodo Stevilo:2-n+1+2-m+1=2-n+2-m+2=
2-(n+m+1)(n,me2).

Primer Ali je mogoce vsebino plocevinke kokosovega mleka, ki je
napolnjena do 1/3, Zliti v ploevinko z enako prostornino, ki je Zze
napolnjena do 3/4?

Na nivoju neformalnega ucenja si lahko pomagamo s plocevinkami in
prozornimi steklenicami ter situacijo preverimo v realnem kontekstu. Na
predformalni ravni pa v u¢no situacijo ob konkretnih primerih Ze uvajamo
matemati¢ne pojme in zakonitosti. V danem primeru na nivoju predformal-
nega ucenja za ponazoritev situacije namesto ploc¢evink in steklenic upora-
bimo pravokotnike, kar je Se vedno zelo blizu realisti¢ni situaciji (slika 3.4).

Na zadnji formalni stopnji nastopi abstraktno razmisljanje in dokazovanje
z matemati¢nimi simboli.

Razvijanje matemati¢nega besedisca
Wakefield (2000) in Adams (2003) navajata znacilnosti matemati¢nega jezika
in med drugim poudarjata, da matematicni jezik zaznamujejo: abstrakcija,
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simboli in pravila, nelinearnost in kompleksnost jezika, urejenost, kodiranje
in dekodiranje informacij. Matematicni teksti so konceptualno gosti, pogo-
sto bolj kot druge zvrsti pisanja (Brennan in Dunlap 1985; Culyer 1988; Tho-
mas 1988), in so polni jezikovnih ter simbolnih konvencij (Adams 2003). Ma-
tematika je jezik besed, stevilk in simbolov, ki so lahko povedno samostojni
ali medsebojno povezani.

Povezave med jezikom in matematiko so preucevale razlicne raziskave
(Clarkson in Williams 1994; Dawe 1983; MacGregor in Price 1999; Secada 1995).
Secada (1995) je ze v zgodnjih go. letih prejSnjega stoletja objavil izsledke
raziskave, ki kazejo, da sta znanje maternega jezika in uspeh pri matematiki
povezana, ne glede na raso, narodnost, druzbeni razvoj in jezik. MacGregor
in Price (1999) menita, da so obseg besedis¢a, poznavanje in razumevanje
Stevil, simbolov ter odnosov med njimi, sposobnost branja in razumevanja
besedilnih problemov klju¢ni dejavniki pri u¢enju matematike, ter dodajata,
da so kognitivne sposobnosti, ki omogocajo razvoj simbolnega procesiranja,
potrebne za razvoj jezika in matematike. Nadalje je Dawe (1983) v eni izmed
svojih raziskav pokazal, da so imeli u¢enci, ki so izkazovali nizke dosezke pri
matematiki, tudi Sibko znanje maternega jezika; poudarjal je, da je uspesno
ucenje matematike na akademski ravni povezano z dobrim znanjem mater-
nega jezika. Podobno navajata tudi Clarkson in Williams (1994), ki pravita, da
napredovanje pri branju pomeni ve¢je moznosti (ne pa zagotovila) tudi za
napredovanje pri reSevanju matemati¢nih besedilnih problemov, saj ima v
besedilnih problemih oboje, matemati¢no in nematemati¢no besedilo, vpliv
na uspesnost reSevanja.

Petac (2011) za razvoj besedisca navaja besedno fluentnost kot sposob-
nost lahkotnega produciranja besed v slovenskem jeziku. Fluentnost izra-
zanja spodbujamo z vajami, pri katerih u¢enci dopolnjujejo besede (pesmi,
zgodbe) z izbranimi besedami in s Stevilnimi vajami za bogatitev besedisca
ter povezovanje besed v smiselne povedi (Petac 2011). Tudi matemati¢no be-
sedis¢e lahko razvijamo s podobnimi vajami, npr. k danim primerom doda-
jamo nove primere ali protiprimere, razlagamo pojme s svojimi besedami,
iS¢emo sopomenke idr.

Pavli¢ Skerjanc (2015) za razvoj pojmov in vzporedno za razvoj besedii¢a
predlaga uporabo Frayerjevega modela. To je u¢na aktivnost, ki temelji na
kategorizaciji besed. U¢enci analizirajo bistvene in nebistvene lastnosti be-
sed/pojmov, tako, da navajajo primere in protiprimere ter pojem razlozijo
s svojimi besedami. Pri matematiki za izbrani pojem, npr. n-strana prizma,
u¢enci najprej opredelijo definicijo n-strane prizme, nato pa zapisujejo zna-
Cilnosti pravilne n-strane prizme, navajajo primere in protiprimere (pregled-
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Preglednica 3.4 Frayerjev model za n-strano prizmo

Znacilnosti: Definicija (z lastnimi
Prizma, ki ima vse stranske robove pravokotne na obe osnovni besedami):

ploskvi, je pokon¢na prizma. Prizma, ki ima za
Vse stranske ploskve pokonéne prizme so pravokotniki. osnovno ploskev
Visina pokon¢ne prizme je enaka stranskemu robu. n-kotnik, je n-strana
Prizma, ki ni pokon¢na, je posevna prizma. prizma.

Prizma, ki ima vse (osnovne in stranske) robove enako dolge, je
enakoroba (tudi: enakorobna) prizma.

Posebni primeri prizem: Protiprimeri:
Paralelepiped (stiristrana prizma, ki ima za osnovno ploskev Valj
paralelogram). Piramida

Kvader (pokon¢na Stiristrana prizma, ki ima za osnovno ploskev
pravokotnik).
Kocka (pravilna enakoroba stiristrana prizma)

Opombe Prirejeno po Zakelj (2016).

nica 3.4). S tovrstno aktivnostjo poglabljamo razumevanje in Sirimo besedi-
Sce.

Bratina in Lipkin (2003) priporocata posebne jezikovne dejavnosti: prebrati
besedilo ali razlago v u¢beniku; kriti¢no prebrati poljudno besedilo z mate-
mati¢no vsebino; opozoriti na besede, ki imajo v matematiki drugacen po-
men kot v vsakdanjem Zivljenju (npr. v Zivljenjskih situacijah uporabljamo
besedo produkt kot izdelek ali proizvod, pri matematiki produkt pomeni re-
zultat mnozenja; besede imajo lahko razli¢ne pomene tudi znotraj matema-
tike: kolobar lahko pomeni mnoZzico elementov z natan¢no doloc¢enimi last-
nostmi ali pa kolobar kot geometrijski pojem); poudarjati natan¢no rabo je-
zika; ustvarjati situacije za ocenjevanje u¢encevih sposobnosti komunicira-
nja; spremljati napredek u¢encev; dovolj ¢asa in priloZnosti nameniti izraza-
nju; podpirati vztrajnost.

Procesi u¢enja

Za globlje razumevanje so pomembni procesi, skozi katere gre ucenec v fazi
odkrivanja znanja. Pomembno je:

- nenehno preverjanje poznavanja in razumevanja pojmov oz. vsebin, ki
smo jih ze obravnavali,

- odkrivanje napacnih pojmovnih predstav,

— navezovanje nove vsebine navezovati na predznanje ter njeno osmi-
Sljanje,

— uvajanje novih pojmov brez zahtevnih ra¢unskih postopkov, sicer je
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ucenceva pozornost usmerjena na sam izra¢un, ne pa na same pojme,

— ustvarjanje priloZznosti za formiranje novih in dopolnjenih pojmovnih
predstav,

- povezovanje znanja med ucenjem,

— uporaba ¢im vec razli¢nih ponazoril pri pouku,

- upostevanje, da »dril« ne zadostuje za trajno znanje,

- ustvarjanje priloznosti za komunikacijo in socialne interakcije,

- usmerjanje poucevanja v razli¢na podroc¢ja znanj,

- vkljucevanje razli¢ne dejavnosti/procesov v u¢ni proces, taksnih, v ka-
terih u¢enec gradi znanje.

Z vidika ucenja z razumevanjem bi bilo najoptimalneje, ¢e bi matema-
ti¢ne postopke uvajali takrat, ko so usvojeni temeljni pojmi, ki so za izvajanje
procedur potrebni. Ker to vedno ni povsem mogoce, je Se toliko pomemb-
neje stalno preverjanje razumevanja predhodnih pojmov, ki se navezujejo na
novo vsebino.

Konceptualno, proceduralno in problemsko znanje

Za konec bi dodali e, da moramo biti pri poucevanju pozorni na vse vrste
znanj, saj za reSevanje problemov potrebujemo tako konceptualno kot tudi
proceduralno znanje, kar potrjujejo statisticho pomembne povezave med
dosezki v konceptualnem znanju, znanju resevanja enostavnih matematic-
nih problemov in kompleksnem znanju (Zakelj 2004). Konceptualno znanje
je do dolocene mere pogoj za resevanje enostavnih in zahtevnih problemov.
Dolo¢ene matematic¢ne postopke sicer lahko izvajamo, tudi ce jih ne razu-
memo, navadno pa moramo vsaj delno razumeti pojem, s katerim operiramo.
Problemsko znanje je delno splosno (splodne strategije ipd.), delno pa po-
vezano s konkretnimi vsebinami in zahteva trdno konceptualno znanje, celo
razumevanje dolocenih postopkov. Znanja tako ucinkujejo eno na drugo: po-
znavanje algoritmov nekoliko vpliva tudi na razumevanje pojmov in obratno.

Ce ima ucenec vet razli¢nih izkusenj pri oblikovanju pojmoy, se tudi po-
stopkov, ki vsebujejo te pojme, bolje in hitreje naudi. Uvajanje algoritmov in
racunskih postopkov, ko ucenec se ni osvojil temeih pojmov, vodi v uc¢enje z
memoriranjem. Seveda je tako znanje navadno kratkotrajno in ga hitro po-
zabimo.

46



Didaktic¢na sredstva in pripomocki

Piaget, Bruner, Montessori in Dienes (McNeil in Jarvin 2007; Moyer 2001) so se
strinjali, da interakcija s konkretnimi objekti zagotavlja osnove abstraktnega
misljenja. Ucenec naj bi imel veliko izku3enj s konkretnimi materiali in ski-
cami oz. slikami, da bi razumeli abstraktne matematicne koncepte, saj so na
tej stopnji nezmozni razumeti le verbalno in simboli¢no podane razlage (Mo-
yer 2001). V procesu razvoja abstraktnih matemati¢nih konceptov mora uce-
nec skozi tri stopnje predstavitev: enaktivno, ikoni¢no in simbolno. Na prvi,
enaktivni stopnji u¢enec uporablja predvsem fizicne objekte (Moyer 2001).

Pojem didakti¢na sredstva

Didakti¢na sredstva so vsi pripomocki, ki jih ucitelji in u¢enci uporabljajo pri
poucevanju in ucenju. Poleg tega termina se v literaturi pojavljajo Se stevilni
drugi termini: didakti¢ni pripomocki, u¢na sredstva, u¢ni pripomocki, didak-
ti¢ni material, konkretna ponazorila, didakti¢ni mediji ipd. Nekateri didaktiki
nastete termine med seboj razlikujejo. Tako Poljak (1970) u¢na sredstva poj-
muje kot didakti¢no oblikovano objektivno realnost glede na velikost, obliko,
strukturo in funkcijo, ki nadomes¢a izvirno realnost, u¢ni pripomocki pa so
orodja za delo (npr. geotrikotnik, 3estilo, tehtnica). Po njegovem je pojma
treba razlikovati, saj v u¢nem procesu nimata enake funkcije.

Prodanovic¢ in Nickovi¢ (1974) pojma uéna sredstva in mediji uporabita kot
enakovredna ter enakopomenska. To so osnovna sredstva oz. pripomocki,
potrebni za pouk, ki jih uporabljajo tako ucitelji kot ucenci. Od ostalih u¢nih
sredstev locita pomozne tehni¢ne medije (npr. tabla in projektor), s katerimi
izboljsujemo tehnike poucevanja in u¢no metodologijo.

Zelo podobno ucna sredstva opredeli Markovac (1992). Po njegovem so
ucna sredstva in pripomocki najrazli¢nejsi materialni objekti, ki se upo-
rabljajo pri u¢enju. Posebej poudari u¢na sredstva, s katerimi manipulirajo
ucenci. Mnozico predmetov, s katerimi pri pouku rokujejo u¢enci, imenuje
didakti¢ni material. Njihova osnovna funkcija je konkretizirati kvantitativne
odnose.

Blazi¢ idr. (2003) uporabijo izraz medij, ki ga opredelijo z didakti¢nega vi-
dika, in sicer kot nosilca oz. posredovalca informacij v didakti¢nih funkcijskih
sklopih. Ta je lahko personalni ali nepersonalni.
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Uporaba didakti¢nih sredstev

Didakti¢na sredstva lahko ucencu sluzijo kot kognitivno sredstvo (kot opora
za ponazoritev pojmov in odnosov, kot pomoc pri razumevanju, opora v
procesu ucenja, pomoc pri izvajanju in uporabi postopkov), kot motivacijsko
sredstvo (z motivi, ki jih izbere u¢enec sam, opremljen opomnik reSevanja be-
sedilnih nalog) in lahko tudi za obcutek varnosti (npr. kot opomnik s koraki re-
Sevanja, formule, ki jih uporabi po potrebi, ali opomnik, kaj je treba narediti
pri konstrukciji geometrijskih likov ali pri reSevanju besedilnih nalog) (Zakelj
2012, 76).

Pri odlocitvah za pripomocke izhajamo iz potreb ucencev. U¢ni pripo-
mocki, ki jih uporabljamo pri pouku, dobijo druga¢en pomen, Ce jih ucenci
izdelajo sami in jih tudi pozneje aktivho uporabljajo (Bone in Colja 2009, 109).
Ucence spodbujamo k naértovanju in izdelovanju razli¢nih modelov npr. te-
les, likov, Stevilskih premic, ulomkov idr., ob ¢emer se jim lahko porajajo zani-
miva raziskovalna vprasanja, ki vnasajo v pouk Zivljenjskost, problemskost in
zanimivost. Ob uporabi u¢nih pripomockov vizualizirajo matemati¢ne pojme
in objekte, kar prispeva k njihovemu poglobljenemu razumevanju in vecji za-
pomnitvi.

Pripomocki so lahko zelo razli¢ni: kartoncek s formulami za pomoc pri pri-
klicu; karopapir pri sestevanju/odstevanju zaradi pravilnega podpisovanja;
po korakih zapisan postopek resevanja, ki ga izdela ucenec sam, z izrazi, ki
jih razume; razpredelnica z enotami; kartoncki s postevanko ali z ve¢kratniki;
preglednica veckratnikov; stoti¢ni kvadrat pri u¢enju osnovnih racunskih
operacij; kovanci, zetoni, ploscice, s pomocjo katerih ponazarjamo Stevila;
ploscice, s pomocjo katerih Stejemo naprej, nazaj, po ena, po dve, dopol-
njujemo Stevila, seStevamo, odStevamo, mnozimo; razli¢ne predloge; zepno
racunalo; modeli geometrijskih likov in teles idr.

Izbiro in uporabo didakti¢nih pripomockov opredelimo Ze v fazi nacrtova-
nja (namen didakti¢nih pripomockov, kdo izdela didakti¢ne pripomocke/gra-
diva; kdaj, cemu in koliko ¢asa u¢enec pripomocek uporablja itd.) (lvanus Gr-
mek in Javornik Kreci¢ 2011).

Ob nacrtovanju ucitelj razmisli, kateri didakti¢ni pripomocki so za posame-
zno vsebino ucinkoviti. Prav tako se mora ucitelj pogosto odlocati, kdaj, ko-
liko ¢asa in katere u¢ne pripomocke naj ucenci uporabljajo pri u¢enju novih
vsebin ali pri preverjanju in ocenjevanju znanja. Npr.: velik karopapir za pod-
pisovanje pri pisnem sestevanju je pri teZzavah z orientacijo na listu in pri te-
zavah z grafomotoriko ucinkovit, vendar ne, e u¢enec ne razume postopka
seStevanja. Zepno racunalo, denimo, je pri redevanju geometrijskih proble-
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Preglednica 4.1 Klasifikacija didakti¢nih sredstev

Vrsta Dvodimenzionalna Tridimenzionalna

Stati¢na Risbe, slike, fotografije, diagrami, Zbirke razli¢nih predmetov, modeli,
grafikoni, plakati, zemljevidi, diapo- reliefi, makete ipd.
zitivi ipd.

Dinamicna Aplikacije, dinamicne slike, filmiipd. Dinami¢ni modeli, instrumenti, apa-

rati, stroji, racunala, globus ipd.

Opombe Povzeto po Poljak (1970, 51).

mov, ki vsebuje zahtevnejse racunske postopke, uc¢inkovito, ¢e posameznik
slabo obvlada racunske postopke, ni pa ustrezno za u¢enje razumevanja ge-
ometrijskih pojmov in odnosov med njimi (Zakelj in Valen¢i¢ Zuljan 2015).

Vrste didakti¢nih sredstev

Na podlagi razli¢nih kriterijev didaktiki in strokovnjaki za izobrazZevalno teh-
nologijo razvrscajo didakti¢na sredstva na razlicne nacine.

Poljak (1970) klasificira sredstva v stiri skupine glede na dve lastnosti. Tako
so didakti¢na sredstva lahko dvodimenzionalna ali tridimenzionalna in sta-
ti¢na ali dinamicna (preglednica 4.1).

Prodanovic¢ in Ni¢kovi¢ (1974) klasificirata u¢na sredstva v devet skupin:

- verbalna uéna sredstva: z njimi omogo¢amo direktno (Zivi govor) in in-
direktno (prenasanje govora s pomocjo radia, televizije in drugih ko-
munikatorjev) verbalno komunikacijo;

— tekstualna uéna sredstva: k tem sredstvom pristevamo razli¢ne vrste pi-
sanih in tiskanih besedil;

- vizualna uéna sredstva: vkljucujejo vsa sredstva, ki jih uporabljamo s po-
mocjo vida;

- avditivna uéna sredstva: vkljucujejo sredstva, ki jih uporabljamo s po-
mocjo sluha;

- avdiovizualna u¢na sredstva: z njimi omogocamo hkrati vidne in slusne
drazljaje;

— elektronsko-avtomatska u¢na sredstva (v sodobnem casu jih imenujemo
interaktivna ucna sredstva): sodobna sredstva, ki temeljijo na uporabi
elektronike in avtomatike (racunalnik, tabli¢ni racunalnik);

— manualna u¢na sredstva: z njimi manipulirajo ucenci, kar omogoca re-
alizacijo razli¢nih delovnih operacij v u¢nem procesu;

- eksperimentalna ucna sredstva: z njimi omogocamo uvedbo eksperi-

mentov pri u¢enju in poucevanju;

pomozZna tehniska u¢na sredstva.
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Glede na ¢utno zaznavanje ucenca, ki ga ustvarjajo didakti¢na sredstva,
delimo sredstva v naslednje skupine (Blazi¢ idr. 2003):

- vizualna sredstva: z njimi ustvarjamo razli¢ne vidne prikaze (zapisi, slike,
modeli, fotografije, skice, sheme in projekcije);

- avditivna sredstva: z njimi ustvarjamo avditivno (slusno) prikazovanje
in zaznavanje (govor, ustvarjanje razli¢nih drugih glasov in zvokov);

- avdiovizualna sredstva: z njimi ustvarjamo vidne in slusne drazljaje (dra-
matizacije, eksperimentalno in prakti¢no delo, zvo¢ni filmi, televizijske
oddaje);

- multimedijska sredstva: omogocajo ustvarjanje navidezne resni¢nosti
(virtualna ucilnica) in podpirajo razli¢ne aktivnosti uciteljev ter u¢encev
(npr. uporaba rac¢unalnika, ki omogoca vizualno, avditivno in avdiovizu-
alno prikazovanje, hkrati pa omogoca izvajanje drugih aktivnosti).

Glede na izvor lahko didakti¢na sredstva delimo na naravna in umetna
(Markovac 1992). Naravna so sredstva iz neposredne okolice, ki jih ne pre-
oblikujemo oz. le minimalno prilagodimo u¢nim potrebam (klopi, svin¢niki,
razli¢ni plodovi ipd.), umetna sredstva pa so tista, ki so posebej oblikovana
in izdelana z namenom uporabe pri pouku (ra¢unala, modeli geometrijskih
likov in teles, geoplosca, sredstva za merjenje, grafi¢na sredstva ipd.).

Didakticna sredstva pri pouku geometrije

Ucenje in poucevanje geometrije se v osnovni $oli za¢neta z opazovanjem in
manipuliranjem s konkretnimi predmeti preko didakti¢nih iger, ki u¢encem
omogocata razvoj osnovnih geometrijskih predstav. Taktilno-kinesteti¢na
izkusnja, kot je premik geometrijskih teles v prostoru, je u¢encem, Se po-
sebej mlajsim, v veliko pomo¢ pri u¢enju nekaterih geometrijskih koncep-
tov (Prigge 1978). Ne glede na stopnjo ucenja geometrije je uporaba fizi¢-
nih pripomockoyv, skic in racunalniskih modelov nujna, saj le-ti omogocajo
boljso predstavo in laZje dojemanje abstraktnih geometrijskih konceptov ter
uspesnejse reSevanje geometrijskih problemov. Uporaba didakti¢nih sred-
stev olajsa izgradnjo geometrijskih konceptov, ki so bili podani verbalno
(Clements in Battista 1992). U¢enci, ki pri pouku geometrije uporabljajo di-
dakti¢na sredstva, usvojijo geometrijske koncepte temeljiteje in bolj poglo-
bljeno (Raphael in Wahlstrom 1989). U¢encem, ki svoje ideje tezje verbalno
izrazijo, omogocajo, da svoje »razlage« prikaZzejo s konkretnimi objekti oz.
skicami (Fuys, Geddes in Tischler 1988). Poleg tega didakti¢na sredstva omo-
gocajo, da so ucenci aktivno vkljuceni v pouk, ucitelj pa ni vec le prenasalec
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znanja, saj lahko ucenci samostojno raziskujejo geometrijske koncepte in z
didakti¢nimi sredstvi svoje ideje preverijo.

Medtem ko so didakti¢na sredstva in pripomocke neko¢ uporabljali le uci-
telji kot pripomocek pri poucevanju, jih pri pouku v sodobni Soli uporab-
ljajo tudi ucenci. Njihova uporaba pozitivno vpliva na aktivno vlogo ucen-
cev pri u¢enju oz. konstrukciji znanja v procesu odkrivanja in raziskovanja
(Fuys, Geddes in Tischler 1988). Konkretni materiali in didakti¢ni pripomocki
ucencem omogocajo, da preizkusijo in izrazijo svoje zamisli ter jih po potrebi
spremenijo. Na tak nac¢in samostojno izgradijo lastno znanje. Kot vemo, se v
procesu izoblikovanja znanja vse bolj poudarja samostojno pridobljeno zna-
nje, ki se povezuje z Ze pridobljenim in postaja trajna last u¢encev. Pri tem
ucitelj skusa ponuditi pogoje, pod katerimi lahko uc¢enje poteka, zato izbira
didakti¢na sredstva, ki omogocajo karseda samostojno ucenje.

Ucenje je uspesdnejse, Ce je u¢enec miselno in tudi ¢ustveno aktiven, saj
nam vse, kar zaznamo in spoznamo, posredujejo cuti. »Zacetek spoznavanja
mora izhajati iz Cutov in vse, kar koli je mogoce, je treba predloZiti in pred-
staviti Cutom ... pritegniti, kolikor je mogoce, vse ¢ute« (Blazi¢ idr. 2003, 188).
Pri pouku geometrije najvec ¢utnih draZljajev sprozimo v procesu ponazarja-
nja z didakti¢nimi sredstvi. Raziskave kazejo, da imajo vizualna u¢na sredstva
prednost pred klasi¢nim verbalnim poucevanjem (Blazi¢ idr. 2003). Vendar
zgolj vizualizacija geometrijskih konceptov z didakti¢nimi sredstvi za razu-
mevanje geometrijene zadosca. Markovac (1992) meni, da mora pri pouku
matematike vizualno komponento spremljati $e avditivha komponenta za
sprejemanje informacij, kar potrjuje tudi podatek, da v spominu ohranimo
priblizno 20 % tistega, kar sli§imo, 30 % tistega, kar vidimo, 50 % tistega, kar
socasno slisimo in vidimo, ter 90 % tistega, kar naredimo. Sredstva, ki pri
ucenju geometrije spodbujajo uporabo ve¢ ¢utov hkrati, so najucinkovitejsa
(Clements in Battista 1992). Vizualne in taktilne drazljaje sprozijo manipula-
tivna didakti¢na sredstva, namenjena pa so ponazarjanju abstraktnih mate-
mati¢nih konceptov. Torej sta vizualizacija geometrijskih konceptov in ma-
nipuliranje z didakti¢nimi sredstvi nujna za razumevanje abstraktne geome-
trije. Poleg tega se je izkazalo, da manipuliranje s sredstvi izboljsa spomin in
razumevanje (Glenberg idr. 2004; Martin in Schwartz 2005).

Geometrija je abstraktna matemati¢na disciplina, zato geometrijske pro-
bleme jemljemo iz otrokovega Zivljenja. Vemo, da ucenci uspesneje resujejo
matemati¢ne probleme, ki so vzeti iz konteksta njihovega prakti¢nega oz. re-
alnega zivljenja. Tako gradijo matemati¢na dejstva in zakonitosti na temelju
svojih izkusenj. Didakti¢na sredstva so namenjena ravno temu, da usmerijo
ucence k povezovanju matemati¢nega in realnega sveta. Pri pouku geome-
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trije si lahko pomagajo z geometrijskimi modeli teles in likov, Sablono (ravni-
lom), Sestilom, geotrikotnikom, geoplosco ipd. To so le nekatera didakti¢na
sredstva, ki so priporo¢ena v u¢nem nacrtu za matematiko (Uc¢ni nacrt 2011).
Z njihovo pomocjo konkretiziramo abstraktne pojme in geometrijske pro-
bleme, na podlagi katerih lahko u¢enec razvija abstraktno misljenje. Konkre-
tna ponazoritev problemov je e posebej pomembna v zacetni fazi ucenja,
saj se, po Piagetu, stopnja formalno-logi¢nega misljenja oz. abstraktno mi-
$ljenje za¢ne intenzivneje razvijati Sele po 12. letu starosti. Huntington (1994
v Goldsby 2009) je pokazal, da pou¢evanje na nacin, kjer u¢enci postopoma
prehajajo od konkretnega k abstraktnemu s pomocjo didakti¢nih sredstev,
izboljsa reprezentacijo u¢encev in sposobnosti reSevanja besedilnih proble-
mov.

Manipuliranje s predmeti na konkretni stopnji je osnova, brez katere otroci
skoraj ne morejo doseci abstraktne stopnje. Vendar pogosto precenjujemo
miselne zmoznosti u¢encev in pri u¢enju geometrije ne ponudimo didakti¢-
nih sredstev, s katerimi bi si u¢enec lahko vizualiziral abstraktne pojme. To je
znacilno predvsem za ucitelje matematike v tretjem vzgojno-izobrazevalnem
obdobju, ki geometrijo najveckrat poucujejo zelo formalno - zato ima ve-
liko u¢encev tezave z njeno predstavljivostjo. Da bi se te tezave pojavljale v
manjsi meri, je treba najprej premisliti in ugotoviti, kaksne predstave ucenci
ze imajo. Na podlagi predznanja u¢encem ponudimo ustrezna didakti¢na
sredstva, s katerimi bodo laZje usvojili zanje nova dejstva. Ustrezni konkretni
materiali so npr. omogocili SestoSolcem, da so bolje usvojili koncepte vek-
torskega prostora kot njihovi vrstniki, ki takega materiala niso uporabljali
(Lamon in Huber 1971). O vplivu didakti¢nih sredstev pri pouku matematike
je bilo doslej narejenih Ze veliko raziskav. Veliko vec je takih, ki pri¢ajo o upo-
rabi sredstev na nizjih, kot takih, ki pri¢ajo o takSni uporabi na visjih stopnjah
izobraZevanja. Nekatere med njimi porocajo, da je uporaba sredstev kori-
stna za mlajSe ucence, vendar nepotrebna za starejse u¢ence (Fennema 1972;
Friedman 1978). S tem se ne strinjajo Fuys, Geddes in Tischler (1988), ki so
ugotovili, da so didakti¢na sredstva bistvena pomo¢ pri u¢enju geometrije
tudi v obdobju najstnistva, Se posebej za tiste ucence, ki so na nizji stopnji
glede na van Hielovo hierarhijo. Koristi rokovanja z didakti¢nimi sredstvi se
kaZejo na vseh stopnjah izobrazbe in pri vseh matemati¢nih vsebinah, ne
glede na zmoznosti posameznega ucenca, vendar le, e je uporaba sredstev
smiselna (Sowell 1989; Clements in Battista 1992).

Uporaba u¢nih sredstev in pripomockov ne spodbuja nujno tudi miselne
aktivnosti u¢encev. Njihova uporaba sama po sebi ne zagotavlja matematic-
nega znanja. Pogosto delo z didakti¢nim sredstvi omogoca le spoznavanje
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predmetov, s katerimi u¢enci manipulirajo. Fizi¢na aktivnost z didakti¢nimi
sredstvi postane sredstvo za ucenje Sele takrat, ko jo dosledno spremlja mi-
selna aktivnost. Sredstva, ki izkljucujejo vsak miselni napor u¢encev, so ne-
ucinkovita in nesprejemljiva. V nekaterih primerih imajo lahko celo $kodljiv
ucinek na ucenje in uspednost (McNeil in Jarvin 2007). Zato je pomembno,
da ucitelj ponudi ponazorilo, ki je smiselno uporabljeno, povecuje motiva-
cijo otrok in tako vpliva na realizacijo vzgojno-izobrazevalnih ciljev. Ustrezno
didakti¢no sredstvo spodbuja visje miselne procese, v nasprotnem primeru
pa ima funkcijo posrednika oz. je primitivni kalkulator, ki vodi do pravega
rezultata (Hodnik Cadez in Manfreda Kolar 2009). Pri izbiri u¢nega sredstva
moramo biti pozorni tudi na to, da ne moti u¢nih namenov. Ce npr. dele ce-
lote ponazorimo s ¢okolado, lahko ¢okolada odvraca pozornost u¢encev od
pravih namenov pouka, zato je izbrano sredstvo nekoristno. Prav tako u¢enci
tezje manipulirajo s prevelikimi oz. premajhnimi predmeti, zato moramo di-
dakti¢na sredstva prilagoditi fizicnim sposobnostim ucencev. Uporaba di-
dakti¢nih sredstev je odvisna predvsem od miselnih sposobnosti. Rokovanje
s primernimi didakti¢nimi sredstvi u¢encem dopusca, da razmisljajo o svo-
jih geometrijskih idejah, kar ohranja njihovo zanimanje za sodelovanje pri
ustvarjanju definicij in novih domnev ter jim pomaga pri pridobivanju vpo-
gleda v nove odnose med geometrijskimi elementi (Fuys, Geddes in Tischler
1088).

Sowell (1989) ugotavlja, da je napredek pri znanju geometrije odvisen tudi
od pogostosti uporabe didakti¢nih sredstev. Kratka ¢asovna uporaba namrec
pogosto ne povzroca vidnega napredka. Smiselna je uporaba sredstev v vseh
fazah u¢nega procesa in ne le pri obravnavi nove uc¢ne snovi. Predvsem je
pomembno, da u¢enci uporabljajo sredstva pri samostojnem resevanju ge-
ometrijskih problemov, kjer jih opazujejo in z njimi manipulirajo, Se zlasti pa,
ko predstavijo svoje ideje. Le tako lahko doseZzemo miselno aktivnost ucen-
cev.

Katero didakti¢no sredstvo je najprimernejse pri posamezni u¢ni enoti, ne
moremo dolociti. Prav tako ne moremo trditi, da je neko sredstvo boljse od
drugega, saj ima, kot navajata Prodanovic in Nickovi¢ (1974), vsako sredstvo
svojo didakti¢no vrednost. Ne glede na to, katero didakti¢no sredstvo po-
nudimo, to ne bo imelo enakega ucinka pri vseh ucencih in pri vsaki vse-
bini. Zato moramo pri oblikovanju geometrijskih pojmov uc¢encem ponuditi
vec razli¢nih sredstev, kar pozitivno vpliva na doseZke pri geometriji (Nickson
2004; Moyer 2001).

Za prikaz geometrijskih konceptov pri pouku geometrije najpogosteje
uporabljamo skice in slike, ki lahko u¢encem omogocijo takojsnje intuitivno
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razumevanje dolo¢enih geometrijskih idej; vendar morajo biti zelo raznolike,
saj le tako ne bodo povzrocale nepravilne izgradnje geometrijskih koncep-
tov (Clements in Battista 1992). Raziskave kazejo, da imajo skice v primerjavi
z didakti¢nimi sredstvi, s katerimi lahko u¢enci manipulirajo, nekoliko manjsi
vpliv na uspeh pri pouku matematike; v nekaterih primerih se njihova ucinko-
vitost celo ne razlikuje od ucinkovitosti abstraktnega pouka s simboli (Sowell
1989).

Geometrija je v tretjem vzgojno-izobrazevalnem obdobju Ze zelo abstrak-
tna. V zacetni fazi ucenja novih abstraktnih pojmov je uporaba didakti¢nih
sredstev, s katerimi lahko u¢enci manipulirajo in si te pojme vizualizirajo,
nujna. Na tak nacin ucenci konkretizirajo abstraktne pojme, na podlagi ka-
terih razvijajo abstraktno misljenje. Vendar nasi ucbeniki le redko predla-
gajo uporabo didakti¢nih sredstev pri geometriji (zlasti u¢beniki, namenjeni
ucencem tretjega vzgojno-izobraZevalnega obdobja), kar je v nasprotju z
uspesnimi Japonci, ki se pogosto ucijo s pomocjo manipulativnih didak-
ti¢nih sredstev (Stigler, Lee in Stevenson 1990). Japonski osmo3olci nam-
re¢ dosegajo pomembno visje rezultate pri geometriji kot slovenski ucenci
8. razreda (Japelj Pavesi¢, Svetlik in Kozina 2012). Razlike lahko pripisemo
tudi razli¢nim pristopom poucevanja. Poleg tega vsaka drzava z u¢nim na-
¢rtom odrazZa svoj odnos do uporabe didakti¢nih sredstev. Nas uc¢ni nacrt
(Ucni nacrt 2011) neposredno ne predlaga nobenega sredstva, s katerim bi
lahko ucenci tretjega vzgojno-izobraZzevalnega obdobja rokovali in s tem
samostojno raziskovali geometrijske koncepte, ¢eprav so za pouk v prvem
vzgojno-izobrazevalnem obdobju navedena konkretna didakti¢na sredstva.
Za tretje vzgojno-izobrazevalno obdobje u¢ni nacrt priporoca le uporabo
raznovrstnih modelov teles, ki so namenjeni predvsem demonstraciji in ne
manipuliranju z njimi. Like in druge abstraktnejSe geometrijske elemente
lahko nasi u¢enci opazujejo samo na skicah in jih nacrtujejo s standardnim
geometrijskim orodjem (ravnilo s Sablono, geotrikotnik in Sestilo). Uporaba
manipulativnih didakti¢nih sredstev je odvisna od ucitelja, njegovega pre-
pricanja in u¢nega pristopa ter sredstev, ki jih Sola ima na razpolago.

Didakti¢na sredstva so lahko ucinkovita pomoc¢ pri u¢enju in pozitivno vpli-
vajo na misljenje ucencev. Ta ucinkovitost pa je v veliki meri odvisna od uci-
teljev. Raphael in Wahlstrom (1989) sta ugotovila, da je uspeh ucencev pri ge-
ometriji povezan z u¢nimi izkusnjami uciteljev. Raziskava je pokazala, da so
ucitelji z vec izkusnjami pristopali na nacin, ki omogoca visje dosezke ucen-
cev. Izkusenejsi ucitelji vklju¢ujejo v pouk ve¢ razli¢nih didakti¢nih sredstev
kot manj izkuSeni ucitelji, vendar ucitelji z ve¢ izkusnjami vkljucujejo sred-
stva obcasno, uditelji z manj izkusnjami pa pogosto. Poleg tega izkusenejsi
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ucitelji navajajo ve¢ utemeljenih razlogov, zakaj so izbrali dolo¢eno sredstvo,
kot manj izkuseni ucitelji (Raphael in Wahlstrom 1989). Pri izbiri didakti¢nega
sredstva mora biti ucitelj pozoren na predhodno zastavljene cilje in vnaprej
predvideti njegov vpliv na u¢encevo misljenje. Preprosta fizicna uporaba ge-
ometrijskih pripomockov ni zadostna oz. ne zagotavlja smiselnega ucenja.
Da bo ucitelj dosegel zeleni uc¢inek, mora poucevanje in nacin dela prilago-
diti izbranemu pripomocku. U¢ence mora voditi k razmisljanju o lastni upo-
rabi pripomocka in k povezovanju izdelanih modelov z neformalnim zna-
njem geometrijskih konceptov (Clements in Battista 1992). Raziskava o vplivu
didakti¢nih sredstev pri pouku matematike kaze, da ucitelji didakti¢nim sred-
stvom priznavajo pomemben deleZ v procesu pridobivanja abstraktnih ma-
temati¢nih pojmov in redevanja problemov (Hodnik Cadez in Manfreda Kolar
2009). Vendar uditelji niso najbolj naklonjeni temu, da bi ucni proces prila-
gajali didakti¢nim pripomockom, in raje prilagajajo didakti¢na sredstva svo-
jemu Ze obstoje¢emu nacinu dela, saj to v poteku u¢nega procesa zahteva
manj sprememb (Gellert 2004). Napacne predstave, ki se pojavijo pri upo-
rabi sredstev, so po njihovem mnenju posledica pomanjkljivosti oz. slabosti
materialov (Hall 1998).

Nekateri ucitelji didakti¢na sredstva u¢encem ponudijo le za popestritev
ucne ure, namesto da bi jih uporabili kot orodja za ucenje in z njimi prite-
gnili u¢ence k sodelovanju ter aktivnemu ucenju. Taki ucitelji so prepricani,
da so didakti¢na sredstva pri u¢enju in poucevanju matematike nepotrebna
(Moyer 2001). Vecina uciteljev meni, da se bodo u¢enci matematiko najbo-
lije naucili s postopnim uvajanjem postopkov, potrebnih za reSevanje mate-
maticnih problemov, ter s ponavljanjem in z vadenjem teh postopkov (Smith
1996). Zato uporabljajo sredstva znamenom zabave, kar lahko ovira u¢enje in
razvrednoti uc¢inkovitost sredstev pri u¢enju matemati¢nih konceptov, vemo
pa, da je ucenje matematike s sredstvi smiselno le, ¢e je njihova uporaba na-
menjena konstrukciji znanja (McNeil in Jarvin 2007).

Geoplosca

V geometriji je zaradi njene predstavljivosti veliko vsebin, pri katerih lahko
u¢encem ponudimo najrazlicnejse pripomocke. Eden najbolj znanih je ge-
oplosca, s katero vizualiziramo osnovne geometrijske pojme. Najpogosteje
jo uporabljamo za konkretizacijo pojmov, kot so obseg, ploscina, trikotnik,
veckotnik, skladnost, osna in sredis¢na simetrija, vzporednost, pravokotnost
ipd. Na njej ucenci najprej prikazejo poljubne slike, zatem pa posamezne
osnovne like. Elastika, s katero prikazejo like, ponazarja ¢rte. Ob hkratnem
modelu lika, ki gaimamo na tabli, povemo in pokazemo, da lik omejujejo crte.
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Opisujemo, kaksne so Crte (ali so ravne, ali so vse enako dolge ipd.). Glede
na sposobnosti u¢encev lahko povemo, da ravne ¢rte, ki omejujejo lik, ime-
nujemo stranice. Pogovarjamo se, ali lahko na isti geoplos¢i prikazemo tudi
krog. Zakaj kroga ne moremo prikazati? Ugotovimo, da ima krog krivo ¢rto.

Geoplosca u¢encem omogoca kreativnost in vizualno predstavljivost, ki je
zacetna stopnja pri ucenju geometrije. Poleg tega lahko uc¢enci z uporabo ge-
oplos¢e resujejo geometrijske probleme in odkrivajo ter raziskujejo nova dej-
stva. Leseno ali plasti¢no tablico dimenzij n x n z Zebljicki, na katere napnemo
elastike, je izumil angleski didaktik Caleb Gattegno Ze okrog leta 1950. Pri po-
uku matematike v slovenskem prostoru se je zacela uporabljati Sele v zadnjih
letih (Cotic idr.2010). Snovalci u¢nega nacrta za matematiko uporabo geoplo-
$¢e predlagajo le u¢encem do 6. razreda (Uéni nacrt 2011). Med predlaganimi
didakti¢nimi sredstvi za ucence tretjega vzgojno-izobrazevalnega obdobja,
ko je geometrija ¢edalje abstraktnejsa, ni omenjen noben konkreten mate-
rial, s katerim bi lahko u¢enci manipulirali in na tak nacin konkretizirali ter si
vizualizirali abstraktne geometrijske koncepte.

56



Ucenje in poucevanje geometrije

Ucenje in poucevanje geometrije v slovenski osnovni Soli

V Sloveniji je pouk geometrije na zacetku Solanja zgrajen na osnovi ideje »od
telesa k tocki«, kar pomeni, da se u¢enje geometrije za¢ne s prostorsko ge-
ometrijo, nadaljuje z ravninsko, Sele nazadnje pa otroke seznanimo z razli¢-
nimi ¢rtami in tocko. Ta pristop je v skladu z otrokovim razvojem, saj dobi
otrok prve izkusnje z geometrijskimi elementi v prostoru s tridimenzional-
nimi predmeti. Sele ko ima dovolj konkretnih izku$enj z geometrijskimi te-
lesi, lahko pozornost usmeri na geometrijske like (Egsgard 1970). Dvodimen-
zionalne oblike sre¢a v obliki ploskev geometrijskih teles. Na tak nacin gra-
dimo geometrijo na otrokovih izkusnjah, ki temeljijo na konkretnih opera-
cijah. Osnovnih geometrijskih konceptov otroci ne usvajajo preko formal-
nih matematic¢nih definicij, ampak preko zgledov, ki so otrokom blizu (npr.
Z0ga, Sotor, plocevinka, igralna kocka, vrata, sonce, prometni znaki idr.) (Co-
ti¢idr.1998). Modeli geometrijskih oblik omogocajo pridobivanje prostorskih
in ravninskih predstav.

Nasi osnovnosolci pouk geometrije za¢nejo z opazovanjem konkretnih
predmetov in razvijanjem sposobnosti orientacije v prostoru. Ze v 1. razredu
se srecajo s kroglo, valjem, piramido, kocko, kvadrom in stoZcem. Postopoma
spoznajo tudi njihove lastnosti, jih izdelujejo iz razli¢nih materialov in jih opi-
$ejo z naslednjimi pojmi: ploskev, rob in oglis¢e. Z opazovanjem in odtiskova-
njem mejnih ploskev teles preidemo na ravninske oblike. Weinzweig (1978)
trdi, da ravno odtiskovanje ploskev teles pripomore k razumevanju nekate-
rih lastnosti teles in spoznanju dvodimenzionalnih oblik. Na za¢etku u¢enci
spoznajo le nekatere pravilne like, kasneje pa tudi nepravilne. Likom dolocijo
lastnosti, jih narisejo, oznacijo oglisc¢a in stranice ter jih poimenujejo glede
na Stevilo stranic. Srecajo se s simetrijo in spoznajo nekatere osnovne pojme
ravninske geometrije, kot sta ¢rta in tocka. Cilji, ki jih u¢enec pri pouku geo-
metrije doseZe v prvem vzgojno-izobrazevalnem obdobju, so torej nasledniji
(U¢ni nacrt 2002; 2011):

— ucenec opredeli polozaj predmeta v prostoru in na ravnini ter se po
navodilih premika po prostoru in na ravnini;

- ucenec razvija strategije branja in orientacije v mrezah, poteh, labirin-
tih;
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- uclenec spozna geometrijske elemente: telesa, like, Crte, tocko;

- ucenec izdela modele teles iz plastelina in gline ter modele likov iz kar-
tonain papirja;

- ucenec prepozna, poimenuje in opise osnovna geometrijska telesa ter
geometrijske like;

- ucenec narise Crte (ravne, krive, sklenjene, nesklenjene in lomljene) in
geometrijske like prostoro¢no ter s Sablono;

— ucenec narise in oznaci tocko ter oznaci presecisce Crt;

- ucenec veckotnik narise, oznaci oglis¢a in stranice ter lik pravilno poi-
menuje;

- ucenec prepozna in narise skladen lik;

- ucenec prepozna simetrijo pri predmetih iz okolice in likih ter narise
simetri¢en lik s pomoc¢jo mreze.

Po letu 2011 ucenci risejo ¢rte med dvema tockama in spoznajo pojem naj-
krajSa razdalja med dvema tockama Ze v prvem vzgojno-izobrazevalnem ob-
dobju. Pred letom 2011 smo s tem ucence seznanili 3ele v 4. razredu. Poleg
tega je v posodobljenem u¢nem nacrtu dodan sklop Matematicni problemi
in problemi z zivljenjskimi situacijami, ki povezuje znanje vseh vsebinskih
sklopov, torej tudi geometrije.

V drugem vzgojno-izobraZevalnem obdobju je geometrija postopoma ve-
dno abstraktnejsa. Ucenci spoznajo veliko novih in za njih $e neznanih geo-
metrijskih pojmov. Poleg tega morajo prepoznati in poznati odnose med ge-
ometrijskimi elementi. Obravnavane pojme naj bi u¢enci ponazarjali ob raz-
novrstnih modelih, vendar je v praksi opaziti, da ucitelji pogosto uporabljajo
le skice, ki pa nimajo takega ucinka na razumevanje geometrijskih koncep-
tov kot konkretni didakti¢ni pripomocki (Clements in Battista 1992). Vecino
geometrijskih elementov, ki jih u¢enci spoznajo, tudi nacrtajo, saj z nacrto-
valnimi nalogami pridobivajo spretnosti pri uporabi geometrijskega orodja.
V tem obdobju pogosto uporabljajo simboliko. U¢enci pri geometriji zacnejo
racunati. Tako Ze ob koncu drugega vzgojno-izobrazevalnega obdobja upo-
rabljajo obrazce za izra¢un obsega in plos¢ine pravokotnika ter kvadrata in ju
uporabljajo pri izracunu obsega in ploscine kocke ter kvadra. Glede na u¢ni
nacrt pri matematiki (U¢ni nacrt 2002; 2011) naj bi u¢enci v obdobju od 4. do
6. razreda dosegli naslednje cilje:

- ucenec primerja prostornini dveh teles in meri prostornino s standar-

dnimi ter z nestandardnimi enotami ter jo oceni;
- ucenec razlikuje med prostornino in povrsino;
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ucenec s premislekom izra¢una prostornino kocke in kvadra;

ucenec usvoji pojma kot in velikost kota ter primerja kota po velikosti;
ucenec usvoji pojme in simboliko: vrh kota V, krak, meja, notranjost in
zunanjost kota;

ucenec usvoji merske enote za merjenje kotov; pretvarja mnogoimen-
ske kotne enote na istoimenske in obratno ter racuna z njimi;

ucenec oceni, izmeri in narise kot z geotrikotnikom;

ucenec razlikuje vrste kotov in opise velikost posameznih vrst kotov;
ucenec danemu kotu poisce sovrini kot in sokot;

ucenec pozna in zapise skladnost kotov;

u¢enec doloci vsoto in razliko kotov grafi¢no ter racunsko;

ucenec narise in prepozna daljico, premico in poltrak;

ucenec prepozna in narise skladne daljice;

ucenec narise in oznaci presecisc¢e dveh premic;

ucenec prepozna odnose »leZi na« in »ne leZi na« ter uporablja simbo-
liko;

ucenec ugotovi, simboli¢no zapise in narise osnovne odnose med pre-
mico in tocko oz. med dvema premicama;

ucenec prepozna in skicira pravokotni in vzporedni premici;

u¢enec graficno sesteva in odsteva daljice;

ucenec poveze pojma razdalja med tockama in dolzina daljice;
ucenec oceni, ugotovi, meri in simboli¢no zapise skladnost dveh daljic;
ucenec opredeli, oceni, izmeri in simboli¢no zapise razdaljo med tocko
ter premico in med dvema vzporednima premicama;

ucenec skozi dano toc¢ko k dani premici narise pravokotnico oz. vzpo-
rednico; narise tocko v doloceni razdalji od premice in obratno ter dani
premici narise vzporednico v doloceni razdalji;

ucenec opise in oznaci veckotnik (oglisca in stranice);

u¢enec narise pravokotnik in kvadrat z upostevanjem medsebojne lege
stranic ter skladnosti daljic;

ucenec opredeli obseg lika; spretno izmeri in izracuna obseg lika brez
uporabe obrazcev;

ucenec oceni in meri ploscino lika z nestandardnimi in standardnimi
enotami;

ucenec izracuna obseg in plos¢ino pravokotnika ter kvadrata brez
obrazcev in tudi z uporabo obrazcev ter ju uporablja pri izraCunu povr-
sine kocke in kvadra;

ucenec razlikuje like in telesa; prepozna osnovna geometrijska telesa;
ucenec pokaze in razlikuje pojme: mejna ploskev, rob in oglisce;
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- ucenec opise kocko in kvader ter sestavi njuna modela; izdela, opise in
narise mrezo kocke in kvadra;

— ucenec usvoji in prepozna pojme: polmer in premer kroga, sekanta,
tangenta, mimobezZnica in tetiva; s Sestilom narise kroznico z danim
polmerom;

- ucenec narise krozni izsek, krozni lok, sredi¢ni kot in tetivo z dano dol-
Zino; razlikuje med tetivo in sekanto;

— ucenec narise v dani razdalji od sredis¢a kroga premico in jo poimenuje
(sekanta, tangenta ali mimobezZnica); tangento narise v dani tocki kro-
Znice tako, da uposteva dejstvo, da je tangenta pravokotna na polmer;

- ucenec dolo¢i kvadratu, pravokotniku in krogu simetrale.

Na podlagi u¢nega nacrta iz leta 2011 ucenci poglabljajo znanje iz geome-
trije z reSevanjem matemati¢nih problemov z zZivljenjskimi situacijami.

V 7. razredu ucenci resijo veliko nacrtovalnih nalog. Na tak nacin usvojijo
Stevilne lastnosti trikotnikov in Stirikotnikov ter odnose med geometrijskimi
oblikami. Vetina ciljev v u¢nem nacrtu, povezanih z geometrijo, zahteva iz-
delavo skic, zato je treba ucence sistemati¢no navajati na risanje skic (Ucni
nacrt 2002). Sedmosolci spoznajo nekatere osnovne transformacije, in sicer
zrcaljenje, premik in vrtez. Najprej jih obravnavajo z modeli, le zrcaljenje pa
tudi konstruirajo. Papirnati in zi¢ni modeli geometrijskih teles ter modeli za
potapljanje in oblacenje imajo pomembno vlogo pri vizualizaciji geomettrij-
skih teles ter njihovih lastnosti, ki jih u¢enci spoznajo. Pri geometriji je vsako
leto vec racunskih nalog. Tako ucenci 9. razreda obvladajo tevilne obrazce za
izracun obsega in ploscine trikotnikov, stirikotnikov ter kroga in obrazce zaiz-
racun povrsine ter prostornine geometrijskih teles. U¢enci tretjega vzgojno-
izobraZevalnega obdobja naj bi pri pouku geometrije dosegli naslednje u¢ne
cilje (U¢ni nacrt 2002; 2011):

- ucenec usvoji pojem orientacije in oznaci oglis¢a danega lika v zahte-
vanji orientaciji;

- ucenec opise in narise medsebojno lego dveh kroznic in sredis¢no raz-
daljo;

- ucenec opise trikotnik in oznaci oglis¢a, stranice in kote; sortirati in raz-
vrscati ga zna glede na kote in stranice ter pozna odnos med dolzinami
stranic (trikotnisko pravilo);

- ucenec razlikuje pojma notranji in zunaniji kot trikotnika, stirikotnika in
veckotnika; pozna vsoto notranjih in zunanjih kotov trikotnika, stiriko-
tnika in veckotnika ter to uporabi v preprostih racunskih nalogah;
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pozna odnose med notranjimi koti trikotnika in stranicami trikotnika
ter to uporabi pri nac¢rtovalnih nalogah;

ucenec pozna potrebne in zadostne podatke za skladnost trikotnikov
ter trikotnike nacrta;

ucenec pozna visino trikotnika in jo narise; usvoji pojem visine v para-
lelogramu in trapezu ter jo narise;

ucenec pozna tezis€e in tezis¢nico;

ucenec razume pojem trikotniku o¢rtanega in vértanega kroga ter do-
loci sredisce trikotniku ocrtanega in vértanega kroga;

ucenec nacrta trikotnik in stirikotnik glede na dane podatke;

u¢enec doloci osno somerne trikotnike in jih nacrta; doloci osno in sre-
dis¢no somerne Stirikotnike (enakokrak trapez, deltoid, paralelogram)
ter opise njihove lastnosti; nacrta sredis¢no in osno somerne stiriko-
tnike;

ucenec opise in poimenuje Stirikotnik ter oznaci oglis¢a, stranice, kote
in diagonalo;

ucenec opredeli trapez, ga prepozna in uporablja izraze: osnovnica,
krak in visina;

ucenec izracuna obseg in plos¢ino trikotnika z uporabo obrazcev;
u¢enec izra¢una obseg in plos¢ino paralelograma z uporabo obrazca
(direktne in indirektne naloge);

u¢enec doloci plos¢ino trapeza in Stirikotnika s pravokotnima diagona-
lama;

ucenec prepozna osnovne transformacije (zrcaljenje, premik in vrtez)
in njihove lastnosti;

ucenec narise zrcalno sliko tocke, premice, daljice, kota in lika ¢ez iz-
brano premico oz. tocko; usvoji simboli¢ni zapis preslikave in opise la-
stnosti zrcaljenja;

ucenec usvoji pojem simetrale, daljice in kota ter nacrta in resi prepro-
ste konstrukcijske naloge;

s Sestilom nacrta kote: 60°, 30°, 15° 45°, 90° in 120°;

ucenec prepozna kota s paroma vzporednimi kraki in ugotovi odnos
med njunima velikostma;

ucenec resi preprosto nalogo o dvojicah kotov (sovrsna kota, sokota,
kota s paroma vzporednima krakoma);

ucenec opise veckotnik in oznaci oglisca, stranice, kote ter diagonale;
ucenec usvoji pojem pravilni veckotnik;

ucenec uporabi osnovne strategije za dolocanje obsega in plos¢ine
veckotnika (uporaba obrazca, merjenje in razbitje na trikotnike);
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— ucenec pozna vlogo Stevila ; izracuna obseg in plos¢ino kroga, dolzino
kroZnega loka in plos¢ino kroznega izseka;

- ucenec pozna lastnosti pravokotnega trikotnika in poimenuje stranice;
pozna in uporabi Pitagorov izrek ter izracuna dolzZino neznane stranice
v pravokotnem trikotniku; Pitagorov izrek uporabi v kvadratu, pravo-
kotniku, enakostrani¢cnem in enakokrakem trikotniku, trapezu, rombu,
krogu ter celostevilénem koordinatnem sistemu;

- ucenec pozna pojme: oglis¢e, osnovni rob, stranski rob, osnovna plo-
skev, stranska ploskev, visina telesa, stranska visina, diagonala mejne
ploskve, telesna diagonala, plas¢, presek in osni presek;

- ucenec sestavi modela kocke in kvadra ter narise mrezo kocke in kva-
dra;

- ucenecizracuna plas¢, povrsino in prostornino kocke ter kvadra in upo-
rabi Pitagorov izrek v kocki ter kvadru;

- ucenec spozna prizmo, valj, piramido in stoZec ter geometrijska telesa
opise; izdela modele teles in narise njihovo mrezo;

— ucenec izraCuna povrsino in prostornino prizme, valja, piramide ter
stozca;

— ucenec usvoji pojem osnega preseka stozca in resi s tem povezane pre-
proste naloge;

- ucenec spozna valj in stoZec kot vrtenini ter resi preproste naloge;

- ucenec ob modelu uporabi Pitagorov izrek v prostoru;

- ucenec opise kroglo; resi preproste naloge v zvezi s povrsino in prostor-
nino krogle;

— ucenec opredeli odnose med tockami, premicami in ravninami v pro-
storu (ob modelih) ter odnose zapise s simboli;

- ucenec opredeli in zapiSe razmerje dolzin dveh daljic; raCunsko poisce
dolZino druge daljice, ¢e pozna dolZino ene daljice in razmerje dolZin
obeh daljic; grafi¢tno odmeri drugo daljico, ¢e pozna dolZino ene daljice
in razmerje dolzin daljic; razdeli daljico v danem razmerju;

- ucenec prepozna podobne like in s tem povezane pojme: istolezne
stranice in istolezni koti; opredeli pojem podobna trikotnika; zapise so-
razmerje dolzin istoleznih stranic dveh podobnih trikotnikov in izra-
¢una ustrezno stranico.

Poleg nastetih ciljev posodobljeni u¢ni nacrt (U¢ni nacrt 2011) vkljucuje
modeliranje fizi¢nih objektov z geometrijskimi modeli.

V primerjavi z vsebinami iz aritmetike in algebre je geometriji ter merjenju
namenjenih veliko manj ur v vseh razredih osnovne 3ole, in to kljub spre-
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Preglednica 5.1 Stevilo ur, predvidenih za posamezno matemati¢no podro¢je v u¢nih
nacrtih za matematiko, ki sta bila sprejeta leta 1998 in leta 2011

Podro¢je Leto Razred
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9.
Geometrijain merjenje 2006 20 20 25 25 45 44 44 40 48

2011 18 15 25 30 30 42 46 35 50

Aritmetika in algebra 2006 80 100 120 100 63 66 72 78 54
2011 8 90 115 105 80 58 62 66 52

Druge vsebine 2006 30 10 15 8 16 12 8 6 16
2011 22 20 20 25 15 20 12 14 18

Skupaj 2006 140 140 175 175 140 140 140 140 140
2011 140 140 175 175 140 140 140 140 128

membi u¢nega nacrta. V prvem vzgojno-izobrazevalnem obdobju je aritme-
tiki in algebri namenjenih 290 ur, geometriji in merjenju pa le 58 ur. Vdrugem
vzgojno-izobrazevalnem obdobju je aritmetiki in algebri namenjenih 243 ur,
geometriji in merjenju pa le 102 uri. V tretjem vzgojno-izobraZevalnem ob-
dobju je aritmetiki in algebri namenjenih 180 ur, geometriji in merjenju pa
131 ur (U¢ni nacrt 2002; 201M).

Ceprav geometrija omogoca reprezentacijo pojmov v matematiki, ki niso
nujno geometrijski in sami po sebi niso vizualni, je pri pouku matematike na
sekundarnem mestu. Parzysz (1988) meni, da so nekatere vsebine izgeome-
trije zahtevne tako za u¢ence kot za ucitelje, zato je geometrija na slabsem
poloZzaju kot ostale matemati¢ne vsebine. V u¢nem nacrtu iz leta 2011 je do-
dan sklop Matemati¢ni problemi in problemi z zivljenjskimi situacijami, kjer
lahko uc¢enec poglablja znanje iz geometrije.

V u¢nem nacrtu, sprejetem leta 2011, so, glede na u¢ni nacrt iz leta 1998,
zmanjsali Stevilo ur pri geometriji in merjenju za vsa tri vzgojno-izobrazeval-
na obdobja (U¢ni nacrt 2011). Nekaj teh ur so snovalci u¢nega nacrta name-
nili novemu sklopu (tj. Matemati¢ni problemi in problemi z Zivljenjskimi si-
tuacijami), ki povezuje znanje vseh vsebinskih sklopov. V prvem vzgojno-
izobraZevalnem obdobju se je pri geometriji in merjenju zmanjsalo Stevilo
ur iz 65 na 58 ur, v drugem vzgojno-izobraZevalnem obdobju iz 114 na 102
uri, v tretjem vzgojno-izobrazevalnem obdobju pa iz 132 na 131 ur, medtem
pa so cilji ostali enaki, kar pomeni, da imajo ucitelji na razpolago manj ur za
obravnavanje vsebin iz geometrije. Ce Zelijo tako ucitelji obdelati vse vsebine
iz geometrije, morajo hiteti, kar pa lahko vpliva na kakovost znanja u¢encev.

Najvec ur za obravnavo vsebin iz geometrije in merjenja so imeli (in e ve-
dno imajo) na razpolago ucenci 9. razreda. Kot smo ze omenili, reujejo de-
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vetosolci pri pouku geometrije predvsem ra¢unske naloge, s katerimi imajo
le malo moznosti razvijanja geometrijskih predstav, pouk geometrije pa bi
moral temeljiti na opazovanju in razvijanju prostorskih predstav ter geome-
trijskega misljenja (Kozina, Svetlik in Japelj Pavesi¢ 2012), saj je zmoznost pro-
storskih predstav pomemben dejavnik pri u¢enju geometrijskih konceptov
in pridobivanju geometrijskih spretnosti (Nickson 2004). S prostorskimi pred-
stavami se ne rodimo, ampak so odvisne od ucenja oz. poucevanja, ki ga je
posameznik deleZen. O tem pricajo Stevilni dokazi, ki kaZejo, da ustrezne de-
javnosti pri pouku geometrije in izkusnje z oblikami, ki jih u¢enci pridobijo
pri pouku, pomembno izboljsajo prostorske zmoznosti otrok (Ben-Chaim, La-
ppan in Houang 1988; Van de Walle, Karp in Bay-Williams 2013). U¢enci bi mo-
rali biti delezni pouka geometrije, kjer bi lahko vizualizirali predmete in jih v
mislih obracali. Opredeliti bi morali geometrijske lastnosti predmetov in opi-
sati njihov poloZzaj. Tovrstne sposobnosti u¢enci pridobivajo predvsem (Van
de Walle, Karp in Bay-Williams 2013):

- s spoznavanjem lastnosti geometrijskih oblik in odnosov med njimi;

- zrazumevanjem in izvajanjem geometrijskih transformacij;

- zdolo¢anjemin opisovanjem poloZaja predmetov v prostoru ter narav-
nini;

- s prepoznavanjem odnosov med tridimenzionalnimi telesi in njihovimi
dvodimenzionalnimi predstavitvami ter z opisovanjem pogledov na
predmete z razli¢nih zornih kotov - vizualizacija.

Z racunanjem obsega in plos¢ine kvadrata ter pravokotnika se ucenci sre-
¢ajo ze v 6. razredu, ne poznajo pa $e niti lastnosti likov niti odnosov med
geometrijskimi liki. Te spoznajo v 7. razredu, ko reSujejo nacrtovalne naloge
in so osredotoceni na pravilno rabo geometrijskega orodja, saj pri nacrtova-
nju od u¢encev zahtevamo natan¢nost. Vistem razredu u¢enci pri geometriji
spoznajo tudi vse obrazce za ra¢unanje plos¢ine geometrijskih likov. Vidimo
lahko, da nasi u¢enci obravnavajo like predvsem v 7. razredu.

Vizualizacija kot vsebina pri pouku geometrije vklju¢uje zmoznost ustva-
riti si miselne slike oblik, jih miselno obracati oz. si jih predstavljati z razli¢-
nih zornih kotov ter napovedati rezultat teh transformacij. Vkljucuje tudi mi-
selno usklajevanje dvo- in tridimenzionalnih oblik (Van de Walle, Karp in Bay-
Williams 2013). V naSem u¢nem nacrtu ciljev, kot je npr. »uenec vizualizira
tridimenzionalne objekte iz dvodimenzionalnega pogleda, ni. Tudi nalog v
ucbenikih, s katerimi bi u¢enci izboljsali svojo vizualizacijo, ni oz. jih je zelo
malo.
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Prostorske predstave

Za razumevanje geometrije moramo imeti dobro razvito prostorsko pred-
stavo, saj je nujna pri vizualizaciji, nacrtovanju in konstrukciji oblik, geome-
trijskem pogledu na fizi¢ni svet ter uporabi znakov za prikaz nevizualnih ma-
temati¢nih konceptov in odnosov. Prostorska predstavljivost je zmoznost mi-
selne vizualizacije predmetov, transformacij in prostorskih odnosov. Zmo-
znost prostorske predstavljivosti je Gardner (1995) poimenoval prostorska
inteligenca in je po njegovem ena izmed sedmih razmeroma samostojnih
¢loveskih intelektualnih sposobnosti. Za prostorsko inteligenco so »najpo-
membnejse zmozZnosti pravilnega zaznavanja vidnega sveta, izvajanja pre-
tvorb in sprememb zacetnih zaznav, poustvarjanje vidikov svojih vidnih dozi-
vetij, celo v odsotnosti ustreznih telesnih drazljajev« (Gardner 1995, 208). Raz-
iskave kazejo, da u¢ni pristop, kjer je veéja pozornost na razvijanju prostor-
skih, vizualnih in kinesteti¢nih zmoznosti u¢encev, pripomore k povezovanju
med razli¢nimi reprezentacijami osnovnih konceptov (Bryant 2009; Sinclair,
Mamolo in Whiteley 2011).

Geometrije se ne moremo uciti, ne da bi imeli prostorske zmoznosti. Ob-
staja velik obseg dokazov, ki potrjujejo povezanost med geometrijskim zna-
njem in prostorskimi zmoznostmi (Lean in Clements 1981; Johnson in Meade
1987; Ben-Chaim, Lappan in Houang 1988; Nickson 2004). Prostorske pred-
stave izkoris¢amo pri vseh matematicnih vsebinah (aritmetiki, merjenju, ob-
delavi podatkov idr.), in ne le pri geometriji. Stevilni matematiki in didaktiki
matematike menijo, da imata prostorska zmoznost in vizualna predstava bi-
stveno vlogo v matemati¢nem misljenju (Lean in Clements 1981; Clements in
Battista 1992). Raziskave so pokazale, da je matemati¢ni uspeh v veliki meri
odvisen od prostorske zmoznosti na vseh razrednih stopnjah (Fennema in
Sherman 1977; Guay in McDaniel 1977; Clements in Battista 1992), saj vecina
matemati¢nih konceptov zahteva vizualno predstavo, ki je osnova za usvaja-
nje zahtevnejsih, abstraktnejsih pojmov. Vendar imajo ucitelji pogosto slabo
razvite vizualne predstave, potrebne za poucevanje geometrije, zato jih je
strah in ne vedo, kateri pristop ubrati (Battista, Wheatley in Talsma 1982; Sin-
clair, Mamolo in Whiteley 2011).

Rudolf Arnheim, psiholog umetnosti, vidnim in prostorskim predstavam
pripisuje vlogo osnovnega vira misljenja in zmanjsuje vlogo jezika, ker meni,
da nismo zmozni jasno misliti o nekem procesu ali pojmu, ¢e nam ne uspe
ustvariti njegove predstave (Gardner 1995). Na zmoznost prostorske predsta-
vljivosti vplivajo predvsem izkusnje, ki jih imamo z oblikami in prostorskimi
odnosi. Prve izkusnje pridobimo kmalu po rojstvu z opazovanjem in mani-
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puliranjem konkretnih predmetov v prostoru. Fizi¢cna dejanja ponotranjimo
in posplosimo v koncepte ter odnose (Dickson, Brown in Gibson 1984).

Prostorske predstave nam omogocajo prepoznavanje predmetov in pri-
zorov ter dolo¢anje odnosov med predmeti. Pomagajo nam pri orientaciji
v prostoru in na zemljevidu ter pri ponazoritvi resni¢nega sveta z dvo- ali s
tridimenzionalnimi predstavitvami. Izkoris¢amo jih pri resevanju problemov
v vseh znanostih ipd. Prostorske predstave vkljucujejo orientacijo (dolo¢anje
lege in odnosov med predmeti v prostoru glede na lasten polozaj) in vizua-
lizacijo prostora (mentalni proces, ki nam omogoca tvorjenje mentalnih po-
dob predmetov in v mislih njihovo premikanje v dvo- ali tridimenzionalnem
prostoru).

Thurstone (1938 v Gardner 1995) je opisal tri komponente prostorskih pred-
stav: zmozZnost prepoznavanja istovetnosti predmeta, ko ga vidimo iz razli¢-
nih kotov, zmoznost predstavljati si gibanje ali notranje premikanje med deli
neke konfiguracije in zmoznost razmisljanja o tistih prostorskih odnosih, pri
katerih je zorni kot opazovalca bistveni del problema. Clements in Battista
(1992) navajata dve komponenti prostorskih predstav, kot zelo pomembni
pri u¢enju matematike. Prva je zmozZnost interpretiranja slikovnih informa-
cij in vklju¢uje razumevanje vizualnih ponazoritev ter ubeseditev. Druga je
zmoznost vizualnega procesiranja, ki vklju¢uje manipulacijo in transforma-
cijo vizualnih ponazoritev ter podob in spremembo abstraktnih odnosov v
vizualne ponazoritve. Oba avtorja poudarjata vlogo mentalne vizualizacije
prostora, ki ne bi bila mogoca brez zaCetnega zaznavanja prostora z vsemi
¢uti. Zaznave oz. podobe prostora shranimo v spomin. Shranjene podobe
lahko prikli¢emo iz spomina in si ustvarimo predstave predmetov tudi v nji-
hovi odsotnosti. Predstavljanje je torej miselni proces, s katerim si ustvarimo
miselne podobe prostora, predmetoy, slik, simbolov in tudi abstraktnih poj-
mov. Sposobnost, da z znanimi podobami operiramo v mislih in ustvarimo
notranje mentalne podobe (tudi vizualne podobe), imenujemo mentalna vi-
zualizacija. Ljudje z visokimi prostorskimi zmozZnostmi so sposobni ustvariti
vizualno podobo, si jo predstavljati z razli¢nih zornih kotov in izvajati miselne
transformacije ter druge miselne operacije. Kosslyn in Shin (1991) sta opre-
delila stiri stopnje v procesu predstavljanja: ustvariti podobo, raziskati po-
dobo, transformirati in operirati s podobo ter ohraniti podobo za namene
neke druge miselne operacije.

Vizualizacija ima osrednje mesto pri oblikovanju prostorskih predstav. Ste-
vilne raziskave so pokazale, da lahko prostorske zmoznosti izboljsamo z vajo
(Ben-Chaim, Lappan in Houang 1988; Van de Walle, Karp in Bay-Williams
2013). Pri tem je uporaba manipulativnih pripomockov skorajda nujna. Bi-
shop (1980) je ugotovil, da so ucenci, ki so pri u¢enju uporabili razli¢ne pri-
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pomocke, v primerjavi z ucenci, ki jim je teh pripomockov primanjkovalo,
bolje opravili test prostorskih zmoznosti.

Nekateri teoretiki (Del Grande 1990) menijo, da so prostorske predstave
povezane z geometrijo transformacij, saj izvajanje transformacij izboljsa
zmoznost prostorske vizualizacije in tudi zmoznost logi¢nega misljenja.

Razvoj prostorskih predstav

Z razvojem prostorskih predstav se je ukvarjalo le malo raziskovalcev. Izjema
je Jean Piaget. Skupaj z Barbel Inhelder sta izvedla vec raziskav o razvoju ra-
zumevanja prostora pri otrocih. Njuna teorija je bistveno vplivala na razume-
vanje zaznavanja prostora in oblikovanja prostorskih predstav.

Avtorja v svoji teoriji poudarjata pomen oblikovanja prostorskih predstav
v odvisnosti od otrokove interakcije s svetom. Prostorske predstave se obli-
kujejo preko postopne organizacije otrokovih motori¢nih in ponotranjenih
aktivnosti, ki se odrazajo v njegovem operativnem sistemu (Clements in Bat-
tista 1992). Za oblikovanje prostorskih predstav ni dovolj zaznavno posne-
manje prostora, ampak je nujno predhodno manipuliranje z objekti v tem
prostoru (Clements idr. 1999).

Piaget in Inhelder (1967) govorita o zaznavnem prostoru kot o znanju o
predmetih, ki ga dobimo z neposrednim stikom z njimi, in o prostoru miselnih
predstav, kjer gre za priklic predmetov v njihovi odsotnosti. Z opazovanjem in
aktivnim rokovanjem s predmetiv prostoru otrok aktivnosti ponotranji. S tem
preoblikuje Ze usvojene prostorske predstave, kar mu postopoma omogoca
manipuliranje zgolj z miselnimi predstavami o prostoru. Otrokov zaznavni
prostor se razvije v senzomotori¢cnem obdobju kognitivhega razvoja, spo-
sobnost miselnih predstav pa v predoperacionalnem obdobju. Take pred-
stave so stati¢ne in otrok nanje v svojih mislih ne more delovati. V obdobju
konkretnih operacij so otroci mnogo bolj sposobnilogi¢nega misljenjain rav-
nanja s predmeti v prostoru. V mislih lahko obrnejo neko dejavnost, ki so
jo predhodno izvedli (reverzibilnost), in se postopoma lahko vzivijo v gle-
dis¢no tocko drugih oseb v prostoru. Vedno bolj se veca sposobnost razmi-
Sljanja o prostorsko odsotnih predmetih, ki temeljijo na Zivih predstavah iz
preteklih izkusenj. Vendar je to misljenje $e vedno omejeno na konkretne
predmete in dogodke. Sele v obdobju formalnih operacij lahko otroci sledijo
razlagi tudi nevidnih predmetov in o prostoru razmisljajo na abstraktnejsi
nacin.

Geometrijske predstave
Prevladujejo tri teorije, ki podrobno opisejo razvoj geometrijskih predstav.
Njihove temelje so postavili van Hiele (1959), Piaget in Inhelder (1967) ter ko-
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Slika 5.1 Van Hielova teorija razvoja geometrijskih predstav (povzeto po Van de Walle, Karp
in Bay-Williams 2013, 404)

gnitivni psihologi. Izmed teh je le van Hielova teorija postavila temelje v izo-
brazevanju geometrije.

Van Hiele

Nizozemska didaktika Pierre in Dina van Hiele sta s svojo teorijo razvoja geo-
metrijskih predstav vplivala na kurikularno prenovo v $tevilnih drzavah. Ce-
prav sta svoja spoznanja predstavila Ze leta 1957, je njuno delo privabilo veliko
pozornosti Sele po letu 1973 (Usiskin 1982).

Zakonca van Hiele sta pojasnila, zakaj ima veliko otrok tezave pri razu-
mevanju geometrijskih vsebin. Poleg tega sta natanéno razlozila, kako lahko
te tezave odpravimo. Njun model je sestavljen iz petih stopenj, ki opisujejo
miselni razvoj geometrijskih konceptov, in sicer od vizualizacije do analize,
abstrahiranja in dokazovanja. U¢enci napredujejo skozi stopnje s pomocjo
vodenega ucenja o geometrijskih konceptih. Na vsaki stopnji so opisane bi-
stvene geometrijske ideje, o katerih razmisljamo, kar sta van Hielova imeno-
vala predmet misljenja. Predmeti misljenja na doloc¢eni stopnji se morajo raz-
viti tako, da bodo odnosi med njimi lahko postali osrednja tema misljenja na
naslednji stopnji (Van de Walle, Karp in Bay-Williams 2013), kar imenujemo re-
zultat misljenja. Rezultat misljenja na doloceni stopnji torej postane predmet
misljenja na naslednji stopnji (slika 5.1). To lastnost stopenj geometrijskega
misljenja je van Hiele poimenoval sosednost (Usiskin 1982).

Van Hielove stopnje razvoja geometrijskega misljenja (Van de Walle, Karp
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in Bay-Williams 2013) si sledijo v to¢no dolo¢enem zaporedju in so hierarhi¢no
razporejene. Za napredovanje na visjo stopnjo mora ucenec obvladati vse
predhodne (Clements in Battista 1992).

Stopnja o - vizualizacija. Predmet misljenja na stopnji o so oblike in njihov »iz-
gled«. Ucenci na stopnji o prepoznajo in poimenujejo oblike na podlagi vi-
dnega zaznavanja, in ne na podlagi razumevanja njihovih lastnosti. Pri tem
pogosto uporabljajo prototipe (npr. »to je kvadrat, ker je podobno oknuc).
Lastnosti geometrijskih oblik $e ne poznajo. Ucenci na tej stopniji verjetno ne
bodo prepoznali kvadrata, pri katerem stranica ni vzporedna z listom (tablo).
Oblike urejajo in razvrscajo le na podlagi videza.

Clements idr. (1999) so ugotovili, da v mnozici likov velina predsolskih
otrok najlaZe prepozna krog, sledi pa mu kvadrat. Nekaj teZzav imajo s pre-
poznavanjem trikotnika in pravokotnika.

Otrokom na stopniji vizualizacije moramo ponuditi oblike, ki jih lahko opa-
zujejo, sestavljajo, razstavljajo, z njimi gradijo ipd. Glavni cilj je raziskovati in
ugotoviti, kako so si oblike podobne oz. kako se razlikujejo, kar jim omogoca,
da postopoma razvricajo oblike glede na njihove lastnosti in oblikujejo mno-
zZice. U¢enci lahko izdelajo mnozZico trikotnikov, kvadratov in krogov ali mno-
Zico kvadrov, stozcev in valjev. Oblike lahko razvrs¢ajo glede na njihove la-
stnosti (npr. na simetri¢ne oz. nesimetri¢ne oblike ali na oglata oz. okrogla
telesa).

Rezultat misljenja na stopnji o so mnoZice na videz podobnih oblik.

Stopnja 1 - analiza. Predmet misljenja na stopnji 1 so mnoZice oblik (in ne po-
samezne oblike, kot je bilo to znacilno za prej$njo stopnjo). U¢enci na stopnji
analize brez tezav razvricajo oblike v mnozice, zato se osredotocijo na lastno-
sti oblik v posamezni mnozici. Lastnosti spoznajo z opazovanjem, risanjem,
merjenjem ipd. Prepoznajo in dolocijo lastnosti oblik (npr., kvadrat je lik s ti-
rimi enako dolgimi stranicami, stranici sta paroma vzporedni, vsi stirje koti so
pravi koti ipd.). Na ta nacin spoznajo, da dolocene oblike tvorijo mnozico za-
radi njihovih skupnih lastnosti, zato jih ne razvrs¢ajo vec le na podlagi videza.
Lastnosti posamezne oblike posplosijo na vse oblike iz dolo¢ene mnozice.

Ucenci prepoznajo in znajo dolociti oblike glede na njihove lastnosti, ven-
dar pa med geometrijskimi oblikami 3e ne vidijo smiselnih povezav (npr.
ucenci prepoznajo vse lastnosti kvadrata in pravokotnika, vendar $e ne za-
znajo, da je kvadrat poseben pravokotnik; zanje sta to popolnoma razli¢na
lika). V raziskavi, kjer sta sodelovala 402 enajstletnika, je le 8 % otrok doloilo,
da je tudi kvadrat pravokotnik (Dickson, Brown in Gibson 1984).

Rezultat misljenja na stopniji 1 so lastnosti oblik.
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Stopnja 2 - neformalna dedukcija. Predmet misljenja na stopnji 2 so lastno-
sti oblik. U¢enci so, ne da bi mislili na konkretno obliko, sposobni razmisljati
o lastnostih geometrijskih oblik in zaznati odnose med temi lastnostmi (npr.
Ce so v liku vsi stirje koti pravi, potem je ta lik pravokotnik; vsi koti v kvadratu
so pravi; torej je tudi kvadrat pravokotnik). Na podlagi sklepanja so sposobni
dolociti oblike le zmajhnim Stevilom opredeljenih znacilnosti (npr. lik s Stirimi
skladnimi stranicami in enim pravim kotom imenujemo kvadrat). U¢enci ne
opazujejo le lastnosti oblik, ampak se osredotocajo na logi¢ne argumente
o lastnostih. Sposobni so slediti in razumeti neformalno deduktivno poda-
nim dokazom. Ceprav so dokazi bolj intuitivni kot strogo deduktivni, ué¢enci
razumejo logi¢ne implikacije. Odnose med geometrijskimi elementi in defi-
nicije so sposobni razumeti, vendar le z vodenim uéenjem (Dickson, Brown
in Gibson 1984). Se vedno pa ne razumejo aksiomatske strukture formalnega
deduktivnega sistema.
Rezultat misljenja na stopnji 2 so odnosi med lastnostmi geometrijskih oblik.

Stopnja 3 - dedukcija. Predmet misljenja na stopnji 3 so odnosi med lastnostmi
geometrijskih oblik. U¢enci na stopnji dedukcije ne razmisljajo vec le o lastno-
stih geometrijskih oblik, ampak o dokazih, ki so z njimi povezani. Sposobni so
razumeti abstraktnejse izjave. Aksiome in definicije logi¢no interpretirajo, ne
vec le intuitivno. U¢enci so sposobni oblikovati dokaze na nivoju visokosol-
ske geometrije, ko za¢nejo graditi celoten geometrijski sistem na deduktivni
nacin.

Rezultat misljenja na stopnji 3 so deduktivni aksiomski sistemi za geometrijo.
Stopnja 4 - strogo matematicna stopnja. Predmet misljenja na stopnji 4 so
razlike in odnose med aksiomskimi sistemi. Vedo, da je evklidska geometrija
le eden izmed abstraktnih matemati¢nih svetov in razumejo neevklidske sis-
teme. Razumejo in pri opisu geometrijskih lastnosti uporabljajo aksiome, de-
finicije in izreke. Geometrijo popolnoma razumejo na abstraktnem nivoju, in
to brez uporabe konkretnih ponazoritev (Dickson, Brown in Gibson 1984).

Strogo matemati¢na stopnja je znacilna za univerzitetni nivo Studija mate-
matike. DoseZe jo le nekaj u¢encev oz. Studentov.

Rezultat misljenja na stopnji 4 so primerjave razlicnih aksiomskih sistemov ge-
ometrije.

Van Hiele (1959) je zelo podrobno opisal prve tri stopnje (stopnjo vizuali-
zacije, analize in neformalne dedukcije). Dokumentiral je Stevilne konkretne
odgovore u¢encev med aktivnostmi iz geometrije, na podlagi katerih je do-
locil stopnjo njihovega geometrijskega misljenja. O visjih stopnjah (stopniji
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dedukcije in strogo matematic¢ni stopniji) je obic¢ajno govoril le v sploSnem.
Citatov ucencev, ki bi natan¢no opisali geometrijsko misljenje na visjih stop-
njah, skorajda ni. Da je opis nizjih stopenj natanc¢nejsi in konkretnejsi kot opis
vi$jih stopenj, je popolnoma razumljivo, saj sta bila tako Dina kot tudi Pierre
van Hiele osnovnosolska ucitelja, zato sta imela veliko ve¢ moZnosti opazo-
vati u¢ence na prvih treh stopnjah geometrijskega misljenja (Fuys, Geddes in
Tischler 1988).

Van Hielove stopnje razvoja geometrijskega misljenja niso odvisne od sta-
rosti ali bioloske zrelosti (Van de Walle, Karp in Bay-Williams 2013). Zgodi se
lahko, da sta u¢enec 3. razreda in dijak na isti stopnji. Predsolski otroci so se-
veda na stopnji vizualizacije, vendar le zato, ker Se nimajo dovolj geometrij-
skih izkusenj. Za napredovanije v visjo stopnjo morajo u¢enci imeti zadostne
in ustrezne geometrijske izkusnje, ki jih pridobijo z raziskovanjem, s pogovo-
rom in z interakcijo z vsebino na naslednji stopniji, hkrati pa povecajo njihove
izkusnje na trenutni stopnji. Napredovanije v visjo stopnjo je odvisno bolj od
socialnih vplivov in poucevanija, ki so ga ucenci delezni, kot od starosti otrok
(Clements idr. 1999).

Kriticen dejavnik prehajanja med stopnjami je struktura jezika (Clementsin
kot so uc¢enci, ti ne bodo razumeli geometrijskih konceptov, saj ima vsaka
stopnja svoj geometrijski jezik. Usiskin (1982) je ugotovil, da je vecina dijakov
na stopnji analize, medtem ko srednjesolski pouk geometrije poteka na sto-
kot so ucenci, ucencem ne omogoca napredovanja v visjo stopnjo. Zato je ze
med izobraZevalnim procesom treba ugotoviti, katere termine uporabljajo
ucenci za opis geometrijskih konceptov, in pouk prilagoditi stopnji geome-
trijskega misljenja ucencev.

Wirszup (1976) trdi, da so otroci, ki nimajo temeljnega znanja na nizjih stop-
njah, obsojeni na neuspeh. Nekateri ucenci bodo sprejeli uciteljevo razlago
in ucitelja celo posnemali, vendar dokler ne doseZejo predmeta misljenja, ki
je znacilen za posamezno stopnjo, ne bodo sposobni lastnih aktivnosti (Fuys,
Geddes in Tischler 1988).

Van Hiele (1959) je bil preprican, da je kognitivni razvoj v geometriji mo-
goce pospesiti s poucevanjem. Pouk geometrije bo ucinkovit le, ¢e bodo
ucenci miselno aktivni. V nasprotnem primeru lahko dosezemo le memorizi-
ranje postopkov, ki so potrebni za reSevanje geometrijskih nalog. Fuys, Ged-
des in Tischler (1988) so ugotovili, da vec¢ina ucencev meni, da raziskovanje
in utemeljevanje ne spadata v Solsko matematiko. Prepri¢ani so, da v mate-
matiki veljajo pravila, ki jih ni treba pojasnjevati.
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Miselno aktivnost u¢encev pri pouku geometrije lahko dosezemo z ustre-
znim pristopom (van Hiele 1959). Van Hiele (1959) je prispeval podrobna po-
jasnila, kako naj ucitelj deluje, da u¢encem omogoci prehod na visjo stopnjo.
Ucni proces, ki omogoca popolno razumevanje in prehod na visjo stopnjo,
poteka v petih fazah, predstavljenih v nadaljevanju, ki si ne sledijo nujno v
tem vrstnem redu (Fuys, Geddes in Tischler 1988; Usiskin 1982).

Preverjanje in seznanjanje. Ucitelj u¢ence seznaniz novo vsebino (npr.s pri-
meri in protiprimeri) in hkrati ugotavlja, kaksno je njihovo predznanje o tej
vsebini.

Vodena orientacija. Ucenec raziskuje novo vsebino s pomocjo ustreznega
didakti¢nega gradiva, ki ga je ucitelj skrbno izbral in pripravil. Take aktivnosti
bi postopoma morale u¢encem odkriti strukture, ki so znacilne za to stopnjo.

Razlaga. Na podlagi predhodnih izkusenj u¢enciizrazijo svoje mnenje glede
struktur, ki so jih opazovali, in si jih med seboj izmenjajo. Uciteljeva vloga je
minimalna, saj u¢encem pomaga le pri uporabi natan¢nega in ustreznega
geometrijskega jezika.

Prosta orientacija. Ucenci se srecajo in raziskujejo zahtevnejse geometrijske
probleme z odprto potjo pa tudi z odprtim ciljem.

Primer Raziskuj pravokotne trikotnike na geoploséi3 x 3.

Osnovni namen takih problemov ni v razumevanju pojmov ali ponavlja-
nju snovi in razli¢nih postopkov, ampak v pridobivanju znanj o obravnavanju
problemskih situacij. Predvsem skuSamo ucenca nauciti samostojnega raz-
misljanja v novih situacijah, seveda na nivoju, ki ga zmore in razume (Allen
2006). To pa zahteva sposobnost postavitve izhodis¢ in ciljev, uporabo pre-
prostih orodij za strukturiranje ter sposobnost iskanja pravilnosti in zakonito-
sti v pregledno strukturirani mnoZici. Gre torej za neka osnovna in preprosta
problemska znanja (Magajna 1996).

Primera razli¢nih nacinov raziskovanija, ki bi jih lahko izbrali u¢enci, sta:

- ucenci izracunajo ploscine vseh razli¢nih pravokotnih trikotnikov na
geoplosci 3 x 3 in jih nato uredijo po plos¢ini od najmanjsega do naj-
veljega;

- ucenci pravokotne trikotnike razvrstijo glede na lastnost »je enako-
krake.
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Ucenci v razredu lahko komentirajo vse nacine reSevanja geometrijskih
problemov (v ¢em se razlikujejo, kaj imajo skupnega, kateri se jim zdi »naj-
enostavnejsi« oz. »najlazji«, zakaj ipd.).

Integracija. Ucenci naredijo povzetek o novopridobljenem znanju, da do-
bijo pregled nad celotno vsebino in razmislijo o lastnih aktivnostih. Ucitelj
jih pri tem le usmerja. Ucenci nova spoznanja povezejo in ponotranijijo.

Z van Hielovim pristopom uéenci ne le prehajajo na visje stopnje geome-
trijskega misljenja, pac pa tudi spoznajo, da je utemeljevanje nujno pri rede-
vanju geometrijskih problemov in postopoma samostojno oblikujejo svoje
razlage (Fuys, Geddes in Tischler 1988).

Bistvene lastnosti van Hielovih stopenj so:

- stopnje si sledijo v to¢no dolo¢enem zaporedju;

- vsaka stopnja ima svoj jezik in svoje simbole;

- rezultat misljenja na neki stopnji postane predmet misljenja na nasled-
nji stopniji;

- napredovanje na vi$jo stopnjo je odvisno predvsem od metod pouce-
vanja in ne toliko od starosti ali zrelosti;

- ucenec mora skozi razli¢ne faze ucenja, da bo napredoval z neke stop-
nje na naslednjo.

Kritike van Hielove teorije. Kritiki so van Hielove stopnje prestevilciliod 1do
5, saj so dokazali, da obstaja stopnja, ki je Se osnovnejsa od vizualne stopnje.
Raziskovalci (Clements in Battista 1992; Clements idr. 1999) so na podlagi raz-
iskav pred vizualno stopnjo dodali t. i. predspoznavno stopnjo in njen obstoj
tudi dokazali. Na tej stopniji si otroci oblikujejo Sele zacetne predstave o ge-
ometrijskih pojmih in vizualno zaznajo le nekatere geometrijske oblike, npr.
razlikujejo med kvadratom in krogom, vendar razlik med kvadratom in triko-
tnikom ne vidijo. V svojih zadnjih delih je van Hiele (1959) zdruzil zadnje tri
stopnje in razvoj geometrijskega misljenja opisal s tremi stopnjami: vizuali-
zacijo, analizo in teoreti¢no stopnjo. Kritiki tej zdruZitvi oporekajo, saj menijo,
da model nivec¢ zadosten za karakterizacijo znanja (Clements in Battista 1992;
Fuys, Geddes in Tischler 1988).

Raziskovalci, ki so preucevali van Hielove stopnije, so se sprasevali, ali lahko
ucencevo znanje enoli¢no dolo¢imo in omejimo le na eno stopnjo. U¢enec
lahko dosega razli¢ne stopnje znanja glede na razlicna geometrijska pod-
rocja. Sprasevali so se tudi, ali je vedno ocitno, na kateri stopnji je u¢enec.
Med raziskavami ni bilo popolnoma jasno, kdaj je u¢enec dosegel dolo¢eno
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stopnjo. Kljub temu Clements in Battista (1992) potrjujeta, da so van Hielove
stopnje pomembne in uporabne pri dolo¢anju razvoja geometrijskih kon-
ceptov ucencev tako za osnovnosolce kot za Studente.

Piaget in Inhelder

Raziskava enega izmed najvplivnejsih psihologov, Jeana Piageta, ki je pote-
kala v zgodnjih 4o0. letih 20. stoletja, je postavila temelje razvoju geometrij-
skega zaznavanja otrok. V svoji knjigi sta z Barbel Inhelder prispevala teorijo
o otrokovem pojmovanju prostora. Piaget je za testiranje otrokovih zmoz-
nosti zaznavanja prostora opazoval risbe otrok in izdelal naloge, kjer so otroci
morali prepoznati in poimenovati geometrijske oblike, vezati razli¢ne vozle
ipd. (Wittmann 2010). V svojih testih je preverjal sposobnost prepoznave ge-
ometrijskih oblik z dotikom (Dickson, Brown in Gibson 1984). Na podlagi teh
nalog je trdil, da si razvoj geometrijskih predstav sledi v dolo¢enem zapo-
redju, in sicer se najprej oblikujejo predstave o topoloskih relacijah (sklenje-
nost), kasneje o projektivnih relacijah (ravnost) in nazadnje o evklidskih rela-
cijah (vzporednost, dolzina). Razlika med njimi se nanasa na nacin, kako so
oblike ali predmeti med seboj povezani. Topoloske relacije se nanasajo na
doloceno obliko, projektivne vkljucujejo relacije med oblikami in predmeti,
evklidske pa relacije med samimi oblikami (Clements in Battista 1992).

V eni izmed eksperimentalnih nalog so morali otroci prerisati dolo¢ene
oblike (slika 5.2). Triletni otroci so krog ve¢inoma narisali z nepravilno skle-
njeno krivuljo (slika 5.3). Tudi kvadrat in trikotnik so narisali z nepravilno skle-
njeno krivuljoin lika se od kroga ne razlikujeta (slika 5.3). Seveda triletniki niso
sposobni narisati kvadrata in trikotnika z ravnimi ¢rtami (Wittmann 2010). S
podobnimi nalogami sta Piaget in Inhelder (1967) ugotovila, da otroci pri tej
starosti zaznavajo osnovne prostorske odnose, ki sta jih oznacila kot bliZing,
razlikovanje, urejenost, sklenjenost in kontinuiteta. Ti odnosi so osnovne la-
stnosti, ki opisejo topoloski prostor, in so tuji razdalji, kotom, strogim oblikam
in projektivnimim odnos. Po njunem mnenju so torej prvi prostorski odnosi,
ki jih otroci spoznavajo na predoperacionalni stopnji kognitivhega razvoja,
topoloske narave. Do priblizno tretjega leta (v senzomotori¢cnem obdobju)
je tezko ugotoviti prostorske predstave otrok, ker v tem obdobju le ¢eckajo.
V za¢etnem pojmovanju prostora je avtor odkril visoko abstraktne matema-
ti¢cne strukture, vendar se je zavedal razlik med strogimi matemati¢nimi ope-
racijami in intuitivnimi prostorskimi predstavami (Wittmann 2010).

Veliko psihologov in didaktikov oporeka izjavi, da risanje oblik izraza to-
poloske ideje otrok, saj menijo, da se nepravilnosti pojavijo zaradi motori¢ne
nespretnosti. Piaget in Inhelder sta prepricana, da se prostorske predstave
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Slika 5.2 Geometrijske oblike, ki so jih otroci prerisovali v Piagetovi raziskavi
(povzeto po Piaget in Inhelder 1967, 54)

Slika 5.3 Geometrijske oblike, ki so jih narisali otroci v Piagetovi raziskavi
(povzeto po Piaget in Inhelder 1967, 56)

razvijajo linearno z risanjem, jezikom in misljenjem v splosnem (Wittmann
2010), in svojo trditev zagovarjata s primeri risb otrok (npr. otrok je lahko na-
risal drevo s pravimi koti, ni pa mogel narisati kvadrata) (Clements in Battista
1992).

Projektivne relacije nastopijo takrat, ko otrok razvije sposobnost predstave
o prostoru z drugih perspektiv in ne ve¢ samo s svoje perspektive, kar je zna-
¢ilno za obdobje konkretnih operacij. Znan je preizkus »tri gore, s katerim so
ugotavljali otrokovo zmoznost privzeti drugo perspektivo. Na podlagi tega
preizkusa sta Piaget in Inhelder sklepala, da je koordinacija razli¢nih perspek-
tiv predpogoj pri izgradnji enostavnih projektivnih relacij (Clements in Batti-
sta 1992). Ena izmed projektivnih lastnosti, ki jih v tem obdobju razvije otrok,
je ravnost, saj so ravne Crte videti ravne z vsakega zornega kota (Piaget in
Inhelder 1967).

Evklidske relacije se razvijejo v obdobju formalnih operacij. To so tiste geo-
metrijske lastnosti, ki se nanasajo na velikost, razdaljo in usmerjenost, kar po-
sledi¢no vodi v merjenje dolzine, kotov, povrsine ipd. (Dickson, Brown in Gib-
son 1984). Piagetin Inhelder (1967) sta raziskovala, kako otroci gradijo geome-
trijske predstave, medtem ko prehajajo iz projektivnega v evklidski prostor.
S konstrukcijo podobnih geometrijskih oblik sta prikazala postopno usvaja-
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nje konceptov kota in vzporednosti, kar otrokom omogoca razlikovanje med
liki (npr., otrok razlikuje med trapezom in pravokotnikom na podlagi velikosti
kotov in dolzin stranic) (Clements in Battista 1992).

Ali otroci razumejo koncepta vodoravnost in navpi¢nost kot lastnosti ev-
klidskega prostora, sta Piaget in Inhelder preverila tako, da sta otrokom po-
kazala steklenico, ko je bila do polovice napolnjena z vodo. Napovedati oz.
narisati so morali lego vode v steklenici, ¢e steklenico nagnemo. Otroci so
bili sposobni pravilno napovedati lego vode okrog devetega leta (Piaget in
Inhelder1967). Na podlagi tega preizkusa sta Piaget in Inhelder sklepala, da je
otrok zmozen natan¢no dolociti prostorske odnose med predmeti v nekem
okolju ele na zadnji stopnji zaznavanja prostora (Clements in Battista 1992).

Kritike teorije Piageta in Inhelderjeve. Ceprav je bilo delo Piageta in Inhel-
derjeve o otrokovem pojmovanju prostora zelo vplivno, je bilo delezno Ste-
vilnih kritik.

Lesh in Mierkiewicz (1978) sta pripomnila, da je Piaget dajal prevelik po-
men razlikovanju med zaznavanjem in miselnimi predstavami. Zaznavanje
pojmujeta kot kompleksen organizacijski proces, ki se od miselnih predstav
razlikuje le v stopnji. Kot primer navajata dveletnega otroka, ki se lahko na-
uci pravilno poimenovati kvadrate in trikotnike, vendar mora za to imeti neke
miselne predstave teh likov, ki so v skladu z njegovimi zaznavami.

Vprasljiva je raba izrazov, kot so topoloski, razlikovanje, blizina in evklid-
ski, ki niso matemati¢no pravilni (Darke 1982; Kapadia 1974; Martin 19763a;
Clements in Battista 1992). Piaget ne uporablja matemati¢no sprejemljivih
definicij, ki veljajo za topoloske, projektivne in evklidske lastnosti (Dickson,
Brown in Gibson 1984).

Kritiki se ne strinjajo z razvr§¢anjem geometrijskih oblik v topoloske ali ev-
klidske, saj imajo vse oblike tako topoloske kot tudi evklidske lastnosti (Cle-
ments in Battista 1992).

Mnogi kritiki se ne strinjajo s trditvijo, da se topoloske ideje razvijejo prve.
Clements in Battista (1992) menita, da niso topoloske lastnosti tiste, ki otro-
kom omogocajo, da prepoznajo dolo¢eno geometrijsko obliko, ampak so za
to zasluzne lastnosti, ki jih prepoznamo na pogled, kot so oglisca, krivulje
in koti. Prepricana sta, da se ne oblikujejo najprej topoloske, potem projek-
tivne in nazadnje evklidske ideje o prostorskih predstavah, ampak se te ideje
oblikujejo istocasno in so s¢asoma vse bolj povezane. Podobnega mnenja je
Darke (1982), ki je svojo obsezno kritiko dela teorije, ki pravi, da se najprej
oblikujejo topoloske predstave, podprl z dokazi. Stevilne raziskave so poka-
zale, da so pri zaznavanju prostora predsolskega otroka, poleg topoloskih
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idej, prisotne tudi evklidske ideje (Rosser, Campbell in Horan 2003; Geeslin
in Shar 1979). Coxford (1978) pravi, da se nekateri topoloski koncepti najverje-
tneje oblikujejo prej, drugi (npr. topoloska ekvivalentnost) pa kasneje, in sicer
Sele ko otroci spoznajo nekatere evklidske in projektivne lastnosti, cetudi so
topoloske ideje matemati¢no neodvisne od topoloskih ali projektivnih kon-
ceptov.

Nekateri raziskovalci so poskuse, ki sta jih izvajala Piaget in Inhelder, po-
novili in ugotovili, da so otroci, mlajsi od treh let, Ze sposobni razlikovati med
krivo€rtnimi in ravnocrtnimi oblikami (Clements in Battista 1992).

Stevilnih kritik so delezne tudi Piageteve metode raziskovanja, saj se re-
zultati nekaterih raziskav zelo razlikujejo. Martin (1976b) trdi, da risbe geo-
metrijskih oblik, ki so jih izdelali tiriletni otroci, ne izrazajo topoloskih znacil-
nosti. Opozoril je, da ne bi smeli biti pozorni na topoloske lastnosti, ki otro-
kom pri prerisovanju oblik omogoc¢ajo homeomorfi¢ne slike, ampak na vse
vecjo usklajenost evklidskih in projektivnih lastnosti, saj se pri tem topoloske
lastnosti samodejno ohranjajo.

Fuson in Murray (1978) sta pokazala, da je pri prepoznavanju geometrij-
skih oblik z dotikom pomembna velikost teh oblik. Ugotovila sta, da otroci
z dotikom lazje prepoznajo manjse geometrijske oblike od tistih, ki jih je pri
podobni raziskovalni nalogi uporabil Piaget. Ve¢je oblike teZje prepoznajo
predvsem zaradi nesistemati¢nega pristopa pri raziskovanju oblik. Ugotovila
sta tudi, da vecina otrok prepoznati krog, kvadrat, trikotnik in romb Ze pri treh
letih in pol, vendar jih Se ne zmore narisati. Krog in kvadrat narisejo pri stirih
letih, trikotnik in romb pa Sele po petem letu. Otroci so se nekoliko bolje od-
rezali pri konstrukciji likov iz pali¢ic. Kvadrat so uspesno izdelali Ze otroci, stari
tri leta in pol, medtem ko sta romb uspesno konstruirali le dve tretjini otrok,
starih Sest let in pol.

Donaldsonova (1978 v Dickson, Brown in Gibson 1984) trdi, da s preizkusom
»treh gora« ne moremo dokazati egocentri¢nosti otrok in njihove nezmozno-
sti videti stvari z druge perspektive kot s svoje, saj pravi, da ta preizkus ni
prilagojen otrokom. Nalogo je preoblikovala in prilagodila mlajSim otrokom
ter pokazala, da si Ze Stiriletniki (in tudi triletniki) lahko predstavljajo stvari z
zornega kota druge osebe.

Primerjava teorij van Hiela in Piageta

Van Hielova teorija razvoja geometrijskih prestav se zelo razlikuje od Piage-
tove teorije o otrokovem pojmovanju prostora. Kljub temu imata teoriji kar
nekaj skupnih lastnosti. Obe poudarjata pomembnost u¢enceve vloge pri
aktivni izgradniji lastnega znanja. Ce u¢enec $e ni dosegel dolo¢ene stop-
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nje, bo uciteljeva neposredna pomoc¢ neuspesna, saj bo brez razumevanja
le posnemal uciteljevo razlago - takrat pa ne moremo govoriti o u¢encevem
napredku. Napredek ucenca ucitelj ugotovi tako, da poslusa, kaj je ucenec
samostojno odkril. Torej dober ucitelj ni tisti, ki z razumljivo razlago u¢ence
nauci, ampak tisti, ki prepozna teZzave ucencev in jih vodi k uspesni izgradnji
lastnega znanja.

V nasprotju s Piagetovim prepricanjem van Hiele verjame, da je kognitivni
razvoj v geometriji mogoce pospesiti z ustreznim ucenjem in poucevanjem.
Van Hiele je prispeval podrobna pojasnila, kako naj bi ucitelj deloval, da bi
u¢encem omogocil hitrejsi in enostavnejsi prehod na visjo stopnjo, Piaget
pa je prepri¢an, da lahko otroci preidejo na visjo stopnjo le z lastnim delova-
njem, ki je odvisno od njihove starosti.

Denisova (1987 v Clements in Battista 1992) je s pomocjo raziskave ugoto-
vila povezanost Piagetovih stopenj kognitivhega razvoja z van Hielovimi sto-
pnjami razvoja geometrijskega misljenja. Pravi, da van Hielove stopnje pote-
kajo hierarhi¢no preko Piagetove stopnje konkretnih in formalnih operacij.
Kljub temu pa van Hiele meni, da nivoji in obdobja, ki jih je opisal Piaget, niso
povezani s starostjo, ampak so znacilni za u¢ne procese ne glede na starost,
pri kateri potekajo. Van Hiele se s Piagotevim prepri¢anjem, da je logi¢no mi-
$ljenje osnovno misljenje, ni strinjal. Trdil je, da je logi¢no misljenje mogoce
razviti le na temeljih prejsnjih stopenj misljenja, ki jih Piaget ni poznal, saj je
predhodno odkril stopnje drugac¢ne narave (Clements in Battista 1992).

Kognitivni psihologi

Razvoj geometrijskih predstav so preucevali Stevilni kognitivni psihologi, ki
so si prizadevali, da bi razumeli, kako se ucenci ucijo geometrijo. Pri tem so
poskusili vkljuciti spoznanja iz psihologije, filozofije, jezikoslovja in umetne
inteligence. Med najopaznejsimi kognitivnimi psihologi, ki so preucevali ra-
zvoj geometrijskih predstav, sta Anderson in Greeno. Podrobno sta raziskala
kognitivne procese, ki so potrebni za reSevanje geometrijskih problemoy,
in izdelala ra¢unalniske simulacije miselnih procesov (Clements in Battista
1992).

Andersonov kognitivni model. V svojem kognitivnem modelu (model ACT
- Adaptive Control of Thought) Anderson (1983) poudarja dva tipa znanja, in
sicer deklarativno in proceduralno. Deklarativno znanje je »vedeti, kaj« (npr.
poznati postulate in teoreme in jih predstaviti oz. opisati), proceduralno zna-
nje pa je »vedeti, kako« in se kaze v delovanju. Nanasa se na akcije, ki se mo-
rajo zgoditi, da bi dobili rezultat.
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Anderson (1983) je dolocil tri stopnje razvoja znanja in spretnosti: dekla-
rativno stopnjo, stopnjo zbiranja znanja in proceduralno stopnjo (Royer, Ci-
sero in Carlo 1993). Vsa znanja sprva nastopijo v deklarativni obliki in morajo
biti predstavljna s splosnimi procedurami oz. dejstvi. Z raznimi aktivnostmi,
predvsem z reSevanjem problemov, procedure ponotranjimo, kar nam omo-
goca, da se deklarativno znanje postopoma spremeni v proceduralno. Sto-
pnjo prehajanja iz deklarativne v proceduralno imenujemo stopnja zbiranja
znanja. Na tej stopnji potekata dva procesa, ki ju Anderson imenuje procedu-
ralizacija in kompozicija. Prvi je proces spreminjanja, v katerem ucenec obli-
kuje metodo, ki je specificna za produkcijo znanja. U¢enec mora biti sposo-
ben presoditi, katero znanje je ustrezno v doloceni situaciji. Proces presoje
je kompozicija. Proceduralizacija in kompozicija se dopolnjujeta, rezultat teh
dveh procesov pa imenujemo kompilacija znanja (Kraiger, Ford in Salas 1993;
Clements in Battista 1992; Royer, Cisero in Carlo 1993). Svojo teorijo je An-
derson preizkusil s srednjesolci, ki so izvajali dokaze s podrocja geometrije
(Anderson idr.1995).

Ucenje po tem modelu vkljucuje (Clements in Battista 1992):

pridobivanje deklarativnega znanja;

uporabo deklarativhega znanja v novih situacijah z raziskovanjem in
iskanjem podobnosti;

zbiranje posebnih in neodvisnih rezultatov;

utrjevanje deklarativnega in proceduralnega znanja.

Znanje, ki ga zahteva resevanje problemskih nalog, lahko opisemo kot sku-
pek deklarativnega in proceduralnega znanja, ki je tesno povezan s prakso.
Sibko znanje se kaZe v napakah, ki jih z vajo odpravimo. S pou¢evanjem in
popravljanjem napak oz. dajanjem povratne informacije se deklarativno in
proceduralno znanje krepi, kar omogoca hitrejso izvedbo nalog z manj na-
pakami (Anderson idr. 1995). U¢encem moramo zagotoviti okolje, v katerem
bodo lahko uporabljali pridobljeno proceduralno znanje in ga na ta nacin
urili (Clements in Battista 1992).

Greenov model resevanja geometrijskih problemov. Greeno (1984) je na
podlagi reSevanja geometrijskih problemov Sestih devetoSolcev osnoval ra-
¢unalniski model, ki simulira reSevanje geometrijskih problemov ucencev.
Racunalniska simulacija temelji na treh temeljnih sposobnostih, ki naj bi
jih imeli ucenci za reSevanje geometrijskih problemov. U¢enci morajo naj-
prej poznati terminologijo, ki se uporablja pri sklepanju (npr. ¢e - potem).
Sposobnost sklepanja in uporaba ustrezne terminologije sta prva in glavna
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stopnja pri reSevanju geometrijskih problemov. Druga temeljna sposobnost
je s pomocjo zaznavnih konceptov prepoznati vzorce oz. primere, ki so bili
predhodno navedeni v Stevilnih trditvah in teoremih. Poleg tega je za uspe-
$no resevanje geometrijskih problemov potrebno stratesko znanje, ki vklju-
Cuje poznavanije splodnih in razli¢nih nacinov reSevanja problemov (Greeno
1979).

Prvi dve sposobnosti u¢enci pridobijo ze pri pouku geometrije, sposobno-
sti strateSkega reSevanja geometrijskih problemov pa ne. Strateske principe
v najboljsem primeru spoznajo posredno pri pouku, vecina uciteljev pa jih
pri reSevanju geometrijskih problemov ne poudari. Zato morajo uéenci stra-
tegije reSevanja poiskati sami. Tako se ucenci naucijo strategij reSevanja, ki
so jih sposobni tudi izvajati, vendar teh ne znajo opisati ali analizirati. Gre-
eno (1979) predlaga neposredno ucenje strateskih principov pri pouku geo-
metrije. Preprican je, da je jasna oz. vodena oblika pouka, kjer u¢enje strate-
gij reSevanja problemov poteka po korakih, u¢inkovitejsa kot oblika pouka,
kjer u¢enci samostojno odkrivajo strategije za reSevanje geometrijskih pro-
blemov. V nasprotju z njegovim prepri¢anjem van Hiele trdi, da ucenci lahko
napredujejo na visje stopnje geometrijskega misljenja le, e jih soo¢imo z
dejavnostmi, ki omogocajo aktivno raziskovanje geometrijskih konceptov in
samostojno resevanje problemov. Velika verjetnost je tudi, da bodo u¢enci
naucene strategije reSevanja geometrijskih problemov znali ponoviti, ven-
dar jih ne bodo razumeli (Van de Walle, Karp in Bay-Williams 2013).

Kritike kognitivnih psihologov. Greenov model je bil delezen $tevilnih kri-
tik iz izobrazevalnih vrst, saj pri svojem modelu ni uposteval razli¢no razvitih
sposobnosti u¢encev za dojemanje matematicnih oz. geometrijskih koncep-
tov (Greeno 1979). Poleg tega je v raziskavo vkljucil zelo majhen vzorec, za-
radi cesar je posploSevanje vprasljivo. Majhno Stevilo sodelujocih v raziska-
vah ocitajo tudi drugim kognitivnim psihologom, ki so preucevali geometrij-
sko misljenje u¢encev (Clements in Battista 1992).

Vecina kognitivnih modelov ne uposteva ucencevega razvoja kvalitativno
razli¢nih nivojev misljenja in predstav, motivacije, smiselnosti razlage dolo-
Cene vsebine, intuicije in kulture matemati¢nega misljenja. 1z raziskav kogni-
tivnih psihologov ni povsem razvidno, ali se je celotno proceduralno znanje
razvilo iz kompilacije predhodno pridobljenega deklarativnega znanja. Kri-
tiki menijo, da veliko u¢encev matemati¢ne ideje pridobi samo proceduralno,
te procedure pa ne povezejo s koncepti. U¢enci pogosto izvajajo zaporedne
matemati¢ne procese, pri tem pa niso sposobni opisati, kaj delajo ali zakaj
(Clements in Battista 1992).
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Ucenje geometrije po metodi van Hiele

Omenili smo Ze, da je imela van Hielova teorija razvoja geometrijskih pred-
stav velik vpliv na prenovo uc¢nih nacrtov v stevilnih drzavah. Geometrijo, ki
velja za abstraktno in zelo zahtevno matemati¢no podrogje, sta zakonca van
Hiele prilagodila stopnji otrokovega razvoja geometrijskih predstav. Na pod-
lagi njunih spoznanj so didaktiki matematike predlagali Stevilne aktivnosti,
ki otrokom omogocajo enostavnejsi prehod med stopnjami.

Na zacetku osnovne Sole, ko uc¢enci spoznajo le nekatere osnovne geo-
metrijske pojme, so obic¢ajno vsi u¢enci na stopnji vizualizacije. Geometrijske
oblike kot celoto prepoznajo in poimenujejo na podlagi vizualnih znacilnosti,
in ne na podlagi posamezne lastnosti teh oblik. Postopoma uéenci spoznajo
geometrijske lastnosti v prostoru in na ravnini ter prehajajo na visje stopnje
geometrijskega misljenja. Vsak ucenec, ki uspesno zakljuci osnovnosolski iz-
obraZevalni program, bi se moral nahajati na stopnji neformalne dedukcije,
torej na drugi van Hielovi stopnji. Na tej stopnji ucenci ne razmisljajo le o la-
stnostih geometrijskih elementov, ampak o odnosih med njimi. Slediti bi mo-
rali logi¢cnemu utemeljevanju in sposobni bi morali biti domnevati ter upo-
rabljati argumente »Ce — potemc. Le tako bodo lahko sledili abstraktnemu
pouku geometrije v srednji Soli.

Da lahko otroke u¢imo geometrijo in jim poucevanje ustrezno prilago-
dimo, moramo najprej ugotoviti, na kateri stopnji geometrijskega misljenja
po van Hielu se u¢enci nahajajo. Kot smo Ze omenili, so v zaetnem izobra-
Zevanju geometrije vsi ucenci na stopniji vizualizacije. Kasneje, predvsem v
primeru u¢encev tretjega vzgojno-izobrazevalnega obdobja, so lahko u¢enci
istega razreda na razli¢nih stopnjah geometrijskega misljenja.

Enostavnega in enotnega testa za ugotavljanje, na kateri van Hielovi sto-
pnji se nahajajo ucenci, ni. Van de Walle, Karp in Bay-Williams (2013) pravijo,
da morajo biti ucitelji pri opredeljevanju ucencev glede na njihovo stopnjo
vizualizacije oz. analize, pozorni na naslednje:

— Alilahko uc¢enci geometrijske oblike sortirajo v mnozice?

— Alise trditve u¢encev pri pojasnjevanju nanasajo na posamezno obliko
dolo¢ene mnozice oblik (na to¢no doloc¢en pravokotnik) ali na celotno
mnozico teh oblik (na mnozico pravokotnikov)?

- Ali ucenci razumejo, da se geometrijska oblika ne spremeni, kljub temu
da se spremeni njena orientacija ali velikost?

Ce so ucenci Ze na stopnji 1, mora ucitelj preveriti, ali so ti u¢enci sposobni
razmisljati o geometrijskih konceptih tudi na stopniji visje, torej na stopnji ne-
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formalne dedukcije. U¢itelj mora biti pozoren na to, ali u¢enci sledijo logic-
nemu utemeljevanju in ali so sposobni domnevati ter uporabljati argumente
»Ce — potem« (prav tam). Jezik, ki ga uporabljajo u¢enci za opis osnovnih geo-
metrijskih konceptov, je pomemben dejavnik, ki vpliva na njihovo uspesnost
pri geometriji. U¢enci na stopnji analize oz. u¢enci, ki prehajajo na stopnjo
neformalne dedukcije, si hitro zapomnijo terminologijo, ki je potrebna za in-
duktivno in deduktivno sklepanje v geometriji. Nauceni jezik tudi ustrezno
uporabljajo (Fuys, Geddes in Tischler 1988).

Fuys, Geddesin Tischler (1988) so izrazli¢nih virov zbrali odgovore ucencev,
ki natanko dolocajo stopnjo otrokovega geometrijskega misljenja. V nadalje-
vanju smo navedli le nekatere odgovore ucencev na prvih treh stopnjah.

- Stopnja o:
+ ucenec prepozna kvadrate v mnozici likov;
+ ucenec oblikuje dani lik (npr. s palicami oblikuje pravokotnik);
» ucenec pokaze kot v trikotniku in ga imenuje »kot« ali »vogal«;
+ ucenec meni, da se pravokotnik razlikuje od kvadrata, ker je daljsi;
+ ucenec resi enostavni geometrijski problem s tangramom (npr. obli-
kuje kvadrat iz dveh trikotnikov) s poskusanjem.
- Stopnja 1
+ ucenec samostojno zazna lastnosti kvadrata (npr.: kvadrat ima 4
enako dolge stranice);

+ ucenec opazi podobnosti in razlike med kvadratom in pravokotni-
kom (npr.: oba lika imata vse skladne kote, kvadrat ima vse stranice
enako dolge, pravokotnik pa ne);

+ ucenec razvrsca like na podlagi lastnosti, ki si jih izbere samostojno;

« ucenec ugotovi, da je vsota notranjih kotov trikotnika enaka izte-
gnjenemu kotu;

+ ucenec poimenuje lik na podlagi danih lastnosti.
- Stopnja 2:
+ ucenec navede najmanjse Stevilo lastnosti, ki enoli¢no dolocajo po-
samezni lik;

+ ucenec razume odnos med pravokotnikom in paralelogramom;
ucenec razlozi, da je pravokotnik tudi paralelogram, saj ima vse nje-
gove lastnosti, in ve, da obratni odnos ne velja, saj ima pravokotnik
posebno lastnost pravokotnih kotov;
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« ucenec pojasni, zakaj sta nasprotna kota paralelograma enako ve-
lika;

« ucenec predstavi razli¢ne razlage, zakaj je vsota notranjih kotov tri-
kotnika enaka 180°.

V nadaljevanju smo zapisali nekaj aktivnosti, ki u¢encem omogocajo ra-
zvoj geometrijskih predstav do 2. stopnje po van Hielu. U¢enje geometrije po
metodi van Hiela bomo podrobneje opisali na primeru ucenja in poucevanja
geometrijskih likov ter njihovih lastnosti, saj smo v nasi raziskavi preverjali
znanje ucencev ravno iz teh vsebin.

Geometrijski liki in njihove lastnosti

V ¢asu osnovnosolskega izobraZevanja otroci spoznajo razli¢ne dvodimenzi-
onalne oblike. Znajo jih poimenovati, opisati, oblikovati modele, narisati in
nacrtati ter poznajo njihove lastnosti. Ravno poznavanje lastnosti geometrij-
skih likov u¢encem omogoca, da jih med seboj razlikujejo. Lastnosti geome-
trijskih likov u¢enci usvojijo predvsem s konkretnimi dejavnostmi, ki omogo-
¢ajo raziskovanje in primerjanje geometrijskih likov. Zadostne in potrebne
izkuSnje omogocajo razli¢ne ustrezne pripomocke, ki jih u¢enci uporabljajo
med raziskovanjem geometrijskih likov.

V prvem vzgojno-izobrazevalnem obdobju je dovolj, da otroci prepoznajo
in opisejo le nekatere pravilne like — krog, kvadrat, pravokotnik in trikotnik.
Ucenci bi morali najprej spoznati bolj sploSne primere, kot so Stirikotniki,
nato nadaljujejo s pravokotniki in nazadnje spoznajo kvadrate (Clements idr.
1999). Pri tem obravnavajo ustrezne znacilnosti posameznega razreda in hi-
erarhi¢ne odnose med njimi ter uporabljajo izraze, ki vkljucujejo te odnose
(»kvadrat — pravokotnik«). Ta pristop je Kay preizkusil z u¢enci 1. razreda. V
njegovi raziskavi je vecina u¢encev prepoznala znacilnosti stirikotnikov, pra-
vokotnikov in kvadratov. Kar polovica u¢encev je prepoznala hierarhi¢ne od-
nose med temi razredi. Vendar sta Clements in Battista (1992) podvomila v
posplositve, ki so bile izdelane na podlagi empiri¢nih rezultatov.

Stopnja o. Ucence na stopniji vizualizacije moramo seznaniti z razli¢nimi ge-
ometrijskimi liki. Opazovati morajo pravilne dvodimenzionalne oblike, kot
je npr. enakostrani¢ni trikotnik, in tudi nepravilne like, ki imajo ravne ali ne-
ravne stranice oz. kombinacijo le-teh (slika 5.4). Zelo pomembno je, da ucen-
cem prikazemo like (tudi druge geometrijske elemente) razli¢nih velikosti in
vrazli¢nih legah. Npr., kvadrat obi¢ajno nariSemo tako, da je njegova stranica
vzporedna z robom lista, redkokdaj ga zavrtimo za 45° glede na list (slika 5.5).
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Slika 5.4 Geometrijski liki z ravnimi in neravnimi stranicami

Slika 5.5 Geometrijski elementi v standardnih (zgoraj) in nestandardnih legah (spodaj)
(povzeto po Dickson, Brown in Gibson 1984, 30)

Ucenci, ki imajo izkusnje le z liki, ki so vedno v enaki legi, verjamejo, da se
pri spremembi polozaja geometrijskega lika spremenijo tudi nekatere nje-
gove lastnosti, npr. oblika, velikost ipd. (Dickson, Brown in Gibson 1984). Vi-
zualna predstava, ki je tesno povezana z dolo¢enim geometrijskim koncep-
tom, lahko povzroca tezave pri pravilni uporabi tega koncepta, in to kljub
pravilnemu verbalnemu opisu (Fuys, Geddes in Tischler 1988).

Lik je celotna ploskev in ne le ¢rta, ki ga omejuje, zato moramo like, ki jih
narisemo, tudi pobarvati, saj se lahko zgodi, da u¢enci na stopnji vizualizacije
dobijo napacno predstavo. Ucenci na stopniji o lastnosti geometrijskih likov
ne poznajo oz. poznajo le nekatere, kot so stranice in oglis¢a. Likom velikokrat
pripisejo lastnosti, ki niso »prave« geometrijske lastnosti (npr. »lik z udrtino«
je konkavni lik), ali lastnosti, ki ne definirajo lika (npr. »lik, ki kaze navzgor«)
(Van de Walle, Karp in Bay-Williams 2013).
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Slika 5.6

Prekrivanje pravokotnika
z manjsimi kvadrati

Na stopnji vizualizacije Van de Walle, Karp in Bay-Williams (2013) predla-
gajo dejavnosti, kjer otroci like sortirajo in razvr$¢ajo glede na lastnosti, ki
jih dolocijo sami. Na tak nacin lahko ucitelj ugotovi, katere lastnosti u¢enci
Ze prepoznajo in uporabijo ter kako dobro poznajo like. Novo lastnost lahko
ucenci spoznajo tako, da ucitelj razvrsti like glede na $e neznano lastnost in je
otrokom ne razkrije. U¢enci z opazovanjem mnozic likov poskusajo ugotoviti
dano lastnost in se o njej pogovorijo. Ce uéenci prepoznajo neko lastnost lika,
vendar jo nepravilno poimenujejo, lahko ucitelj pri razvrs¢anju likov glede na
to lastnost uporabi»negeometrijski«izraz, nato pa se z u¢enci o njej pogovori
in jo pravilno poimenuje (npr. razvrstimo like glede na to, aliimajo udrtino ali
je nimajo). Z dejavnostmi sortiranja in razvrs¢anja likov u¢enci opazujejo po-
dobnosti in razlike med liki. Didaktiki (Van de Walle, Karp in Bay-Williams 2013;
Egsgard 1970) predlagajo, da pri tovrstnih nalogah uéenci uporabijo modele
razli¢nih likov - likov s krivimi in ravnimi stranicami, konveksnih in konkavnih
liki, pravilnih in nepravilnih likov ipd.

Prehod na visjo stopnjo omogocajo tudi aktivnosti, kjer otroci like obli-
kujejo, risejo, sestavljajo in razstavljajo. Na tak nac¢in samostojno raziskujejo,
kako se liki med seboj ujemajo (in tvorijo vecje oblike) in kako lahko vecje
oblike razstavimo na manjse like (Van de Walle, Karp in Bay-Williams 2013).
Pri tem je nujna uporaba didakti¢nih pripomockov, kot so geometrijske plo-
$cice, tangram, geoplosca, van Hielove »mozaik puzzle« ipd.

Egsgard (1970) predlaga dejavnosti, kjer ucenci prekrivajo vecje povrsine
(npr. platnico knjige) z manjsimi in enako velikimi liki. Pri tem lahko obliku-
jejo najrazli¢nejse vzorce (slika 5.6). Take dejavnosti zagotavljajo temelje za
kasnejse razumevanje ploscine (Dickson, Brown in Gibson 1984).

Konstruiranje razli¢nih likov s tangramom omogoca razvitje predstav o
pravem kotu in vzporednosti. Poleg tega ustvari problemske situacije, ki
spodbujajo prostorske predstave (Dickson, Brown in Gibson 1984). Zelo po-
dobne so van Hielove ploscice (slika 5.7), ki so ravno tako uporabne pri spo-
znavanju praveda kota in topih ter ostrih kotov (Van de Walle, Karp in Bay-
Williams 2013).

Primer 1 Like na sliki 5.8 sortiraj v ustrezno mnoZico.
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Slika 5.8 Razvricanje likov v mnozice

Ucenci na stopniji vizualizacije sortirajo like na podlagi podobnosti z liki v
mnozici. Obi¢ajno svojo resitev komentirajo s »ta lik gre v drugo mnozico, ker
je podoben tistemu liku«, u¢enci na visjih stopnjah pa like sortirajo na podlagi
lastnosti, npr. »paralelogram povezemo s prvo mnozico, ker ima vse stranice
ravne«. Po koncani dejavnosti u¢enci opazujejo in opisejo like v posamezni
mnozici.

Primer 2 Anej je nekatere like po eni lastnosti razvrstil v drevesni prikaz
(slika 5.9). Bratec mu je izbrano lastnost prekril, da se je ne vidi. Pomagaj
Aneju in ponovno narisi lastnost, po kateri je razvrstil like v drevo.

Ce opazujemo like v prikazu in jih med seboj primerjamo, vidimo, da imajo
liki v levi kro3nji vsaj en notranji kot pravi, liki v desni kro3nji pa te lastnosti
nimajo.

Drevesni prikaz je uporaben predvsem pri problemih iz logike in jezika.
Nasi osnovnosolci ga spoznajo Ze v 1. razredu, kjer razvric¢ajo elemente po
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Slika 5.9 Razvricanje likov v drevesni prikaz

razli¢nih kriterijih. »U¢ence moramo navajati skozi vsa leta izobrazevanja, da
uporabljajo razlicne graficne prikaze, saj jih tako nauc¢imo, da mora imeti
vsaka zapisana reSitev dolo¢enega problema naslednje lastnosti: natan¢nost,
jasnost, strogost in reverzibilnost« (Coti¢ 1996, 245).

Ucenci v slovenski osnovni 3oli spoznajo pravokotnost v 4. razredu kot po-
seben primer dveh premic, ki se sekata. S koti, med njimi tudi s pravim kotom,
ucence seznanimo v 5. razredu, ko jih opazujejo v veckotniku in jih med seboj
primerjajo (Ucni nacrt 201m).

Van de Walle, Karp in Bay-Williams (2013) menijo, da je primerjanje dveh
kotov najboljsi nacin, s katerim ucenci usvojijo koncept kota, vendar didak-
tiki (Munier, Davichi in Merle 2008) ugotavljajo, da imajo uc¢enci pogosto na-
pacne predstave, saj so prepricani, da je velikost kota odvisna od dolzine kra-
kov (kot z daljsima krakoma je tudi vegji). Zato je pomembno, da u¢enci pri-
merjajo kote s kraki razli¢nih dolzin. Nasi peto3olci pojem kot najprej spo-
znajo pri likih (Ucni nacrt 2011), kjer sta kraka kota omejeni ravni ¢rti (daljici)
in ne poltraka s skupnim izhodis¢em. Nato med seboj primerjajo velikost no-
tranjih kotov likov. Na tak nacin lahko u¢enci dobijo napacno predstavo o
pojmu kota in tudi o njegovi velikosti.

Primer 3 S tangramom oblikuj figuro. Uporabiti moras vseh sedem likov, ki
se ne smejo prekrivati. Odgovori na vprasanja.

—-Kako imenujemo lik, ki sestavlja glavo moziclja?
—Kateri liki sestavljajo trup moZiclja?
—Koliko trikotnikov sestavlja noge moZiclja?

Ucencem najprej ponudimo manj zahtevne naloge (A), ki jih samostojno
resujejo. Kasneje, ko imajo dovolj izkusenj s sestavljanjem tangrama, resu-
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Slika 5.10
Oblikovanje figure

s tangramom

jejo zahtevnejse probleme (B). Tovrstni problemi u¢encem omogocajo, da si
resitev predhodno miselno predstavijo, potem pa preverijo njeno pravilnost.

Primer 4 Koliko enakih kvadratov sestavlja lik na geoplosci (slika 5.11)?

Najprej moramo ugotoviti, koliko razli¢nih kvadratov lahko oblikujemo
v notranjosti lika. U¢enec mora sam poiskati strategijo reSevanja. Nekateri
ucenci ne izberejo nobene strategije in kvadrate oblikujejo zgolj po principu
slucajnosti. Drugi imajo Ze sistematicen pristop pri oblikovanju resitev. Tak
geometrijski problem ucenci obi¢ajno resujejo na nesistematic¢en nacin, saj
gre za enostaven problem, kjer je malo resitev. U¢ence moramo navajati na
uporabo strategij tudi pri enostavnih problemih. Tako pridobijo izku$nje, ki
jih uporabijo pri reSevanju zahtevnejsih problemov. V notranjosti lika lahko
oblikujemo dva razli¢no velika kvadrata (A in B), zato dobimo dve resitvi, in
sicer lahko oblikujemo 12 manjsih ali 3 ve¢je kvadrate.

Pri pouku geometrije nasi u¢enciresijo premalo problemov z vec reditvami.
Tovrstne probleme obi¢ajno zastavljamo in z u¢enci reSujemo pri pouku arit-
metike. U¢beniki v glavhem ponujajo geometrijske naloge z eno samo re-
Sitvijo, ¢eprav vsakdaniji Zivljenjski problemi skoraj nikoli nimajo ene same
resitve. Zato je nujno, da tudi pri pouku geometrije u¢ence seznanimo s pro-
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blemi, ki imajo vec resitev. Poleg tega taki problemi u¢encu nudijo moznost
spoznanja, da matematika ni dogmati¢na disciplina, v kateri ima vsaka situ-
acija Ze vnaprej dolo¢eno natanko eno resitev (Coti¢ 1995).

Stopnja 1. Ucenci na stopnji analize so osredotoceni na lastnosti geometrij-
skih likov, ki jih odkrivajo in definirajo tako, da jih opazujejo, merijo in pred-
vsem resujejo geometrijske probleme. Na tej stopnji ucenci spoznajo deli-
tev trikotnikov glede na dolzino stranic in glede na velikost notranjih kotov,
ugotavljajo vsoto notranjih kotov trikotnika in raziskujejo lastnosti posame-
zne skupine Stirikotnikov (kvadrat, pravokotnik, paralelogram, trapez, del-
toid), kot sta vzporednost stranic in diagonala. Tako kot na stopnji o u¢enci
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Slika 5.12 Oblikovanje pravokotnega enakokrakega trikotnika iz le nekaterih likov tangrama
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uporabljajo razlicne modele oz. material, ki omogoca raziskovanje lastnosti
likov. U¢enci na stopnji analize like pravilno poimenujejo in poznajo njihove
lastnosti, vendar ne zaznajo odnosov med liki. Npr., u¢enci poznajo vse la-
stnosti pravokotnika in tudi paralelograma, kljub temu pa pravokotnika ne
razvrstijo v mnozico paralelogramov.

Van de Walle, Karp in Bay-Williams (2013) predlagajo dejavnosti, kjer u¢enci
razvrscajo like glede na lastnosti, ki definirajo posamezni lik. Za razvoj geo-
metrijskega misljenja na stopnji 1 moramo u¢encem ponuditi predvsem kon-
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Deltoid Romb Stirikotnik Trapez

Slika 5.13 Oblikovanje razli¢nih stirikotnikov z danima diagonalama

strukcijske naloge, in sicer najprej na konkretnem, nato pa $e na slikovnem
nivoju. Na tem mestu lahko u¢ence seznanimo z nekaterimi simboli.

Primer 5 Oblikuj pravokotni enakokraki trikotnik iz le nekaterih likov
tangrama (slika 5.12).

Med konstruiranjem pravokotnega enakokrakega trikotnika morajo biti
ucenci pozorni na njegove lastnosti (kraka sta enako dolga in kot med njima
je pravi kot). Poleg tega morajo upostevati skladnost stranic med posame-
znimi deli tangrama. Med dejavnostjo lahko opisejo posamezni lik tangrama
(npr. kvadrat ima vse stranice enako dolge, kota ob osnovnici enakokrakega
trikotnika sta enako velika, paralelogram ima paroma vzporedni stranici, do-
locijo lahko velikosti posameznega notranjega kota pravokotnega enako-
strani¢nega trikotnika ipd.).

Primer 6 Katere stirikotnike lahko naredimo, Ce sta svetla in temna palicica
razlicno dolgi pravokotni diagonali stirikotnika (slika 5.13)?

Ucenci 7. razredov vedo, da je pravokotnost diagonal lastnost deltoida,
romba in kvadrata, ne vedo pa, ali imajo lahko to lastnost tudi drugi Stiri-
kotniki. Ravno zgornji primer (Primer 6) u¢encem omogoca, da razis¢ejo dia-
gonalirazli¢nih stirikotnikov in pois¢ejo posebne primere stirikotnikov. Pred-
stavljeni primer omogoca tudi, da u¢enci razmisljajo in postopoma preidejo
na visjo stopnjo geometrijskega misljenja. U¢enci namre¢ ugotovijo, da la-
stnost »Stirikotnik ima pravokotni diagonali« ni zadostni pogoj, ki enoli¢no
doloci stirikotnik, saj ima to lastnost vec razli¢nih stirikotnikov. Zato lahko
oblikovanim stirikotnikom pripisejo lastnost oz. lastnosti, ki zagotavljajo eno-
licnost.

Primer 7 Stirikotnike ustrezno razvrsti v Euler-Vennov prikaz.
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Slika 5.14 Razvrscanje stirikotnikov v Euler-Vennov prikaz

Po koncani dejavnosti u¢ence vodimo k odkrivanju odnosov med posa-
meznimi liki. Postavimo jim lahko naslednja vprasanja:

Kako imenujemo like z vsaj enim parom vzporednih stranic?
Kateri liki imajo vsaj en par vzporednih stranic?

Aliima paralelogram vsaj en par vzporednih stranic?

Ali je paralelogram trapez?

Z vprasanji u¢ence izzovemo, da logi¢no razmisljajo in odkrivajo odnose
med liki, in ne le o lastnostih posameznega lika, npr. »¢e so liki z vsaj enim
parom vzporednih stranic trapezi, potem je paralelogram tudi trapez, sajima
dva para vzporednih stranic«. Na tak nacin u¢encem omogo¢amo prehod na
visjo stopnjo geometrijskega misljenja (na stopnjo neformalne dedukcije).

Primer 8 Koliko paroma neskladnih pravokotnikov z enako dolgimi
stranicami lahko naredimo na geoplos¢is x 52

Ucenci na stopnji analize poznajo vse lastnosti pravokotnika in kvadrata,
vendar $e ne zaznajo, da je kvadrat pravokotnik z enako dolgimi stranicami.
Ko ucenci oblikujejo like na podlagi podanih lastnosti, so nanje bolj osredo-
toceni in hitreje zaznajo tudi odnose med liki.

Posebno obliko pravokotnika bomo poiskali glede na dolzino stranic. Na
geoplosdi 5 x 5 je med Zeblji¢ki 14 razli¢nih dolzin (slika 5.15).
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Slika 5.15
Dolzine na geoplosdi
5%X5

Ko ucenci resujejo take vrste problemov, velikokrat uporabijo Ze nauceno
strategijo, toda kakor hitro bi morali v namen uspesne resitve zamenjati stra-
tegijo, tega ne zmorejo in se preprosto zatecejo k »slepemu« oz. nakljuc-
nemu reSevanju problema (Frobisher 1994), kmalu pa ugotovijo, da na ta na-
¢in tezko poiscejo vse paroma neskladne kvadrate ali pa se jim kakSen po-
novi. Zato ucenec potrebuje veliko izkusenj in nasvetov, da postane pri teh
vrstah problemov sposoben izbrati in izpeljati primerno strategijo.

Pravokotniki z dolzino stranice A, B, C, D, E, F, G in | so prikazani na sliki
5.16. Pravokotnikov z dolzino stranice H, J, K, L, M in N ne moremo narediti na
geoplosci 5 x 5.

Stopnja 2. Na stopnji neformalne dedukcije u¢enci niso vec¢ osredotoceni le
na prepoznavanje lastnosti likov, ampak jih raziskujejo s pomo¢jo logi¢nih

Slika 5.16 Pravokotniki na geoplos¢is x5
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utemeljitev. Treba jih je spodbujati k postavljanju predpostavk in raziskova-
nju neformalnih deduktivnih trditev. U¢enci naj bi poskusali podajati prepro-
ste dokaze ali jim vsaj slediti in raziskovati ideje, ki so neposredno povezane
zalgebro (Van de Walle, Karp in Bay-Williams 2013). Na tej stopnji so primerne
naloge, kjer u¢enci pois¢ejo najmanjse Stevilo lastnosti, ki enoli¢no dolo¢ajo
nek lik. Za vsak lik najprej zapisejo vse lastnosti, potem pa iz »seznama lastno-
sti« izberejo le tiste, ki zadostujejo in so potrebne, da opisejo posamezni lik.
Ucenci tovrstne geometrijske probleme resujejo z logi¢nim sklepanjem, saj
se morajo na podlagi premisleka odlociti o tem, ali izbrane lastnosti res dolo-
¢ajo dani lik. Naloge, kjer so podane pravilne in nepravilne trditve o geome-
trijskih likih, prav tako spodbujajo logi¢no misljenje. U¢enci lahko pravilnost
trditev utemeljijo s preprostimi neformalnimi dokazi. S takimi nalogami pri
ucencih razvijamo deduktivno misljenje.

Primer 9 Doloci, katere lastnosti zadoscajo za opis pravokotnika.
(a) Ima stiri stranice.
(b) Ima stiri kote.
(c) Ima stiri oglis¢a.
(d) Nasprotni stranici sta vzporedni.
(e) Nasprotni stranici sta skladni.
(f) Nasprotni stranici sta enako dolgi.
(g) Visi notraniji koti so skladni.
(h) Vsi notraniji koti so pravi koti.

Vse nastete lastnosti so lastnosti pravokotnika, vendar ne potrebujemo
vseh, da bi ga enoli¢no dolocili. Da bi dolocili potrebne in zadostne pogoje,
ki definirajo pravokotnik, morajo u¢enci najprej preuciti vse lastnosti. Pri tej
nalogi morajo u¢enci smiselno utemeljiti svoj odgovor, kar pa je mogoce le,
Ce razumejo jezik neformalne dedukcije: vsi, nekateri, noben, ¢e ni, ¢e — po-
tem ipd. Vemo, da je pravokotnik Stirikotnik. Vsi Stirikotniki imajo stiri kote, iz
Cesar sledi, da je pravokotnik lik s stirimi koti. Ker ima stiri kote, ima tudi Stiri
oglisca in Stiri stranice (lastnosti a in b sta v tem primeru nepotrebni). Vsi no-
tranji koti v pravokotniku so skladni oz. pravi koti, kar pomeni, da sta zadnji
dve izjavi (g in h) ekvivalentni. Ce so vsi notranji koti skladni, potem sta na-
sprotni stranici vzporedni in enako dolgi oz. skladni. Potemtakem so lastnosti
d, ein f nepotrebne. Lik, ki ima stiri kote (b) in so vsi notranji koti skladni (g)
ali pravi (h), je lahko le pravokotnik.

Primer 10 Doloci, ali je trditev pravilna ali nepravilna. Svoj odgovor utemelji.
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(a) Kvadrat je tudi pravokotnik.
(b) Vsi paralelogrami imajo skladni diagonali.
(c) Nekateri rombi so kvadrati.

Nasi u¢enciimajo najvec tezav pri nalogah, ki zahtevajo utemeljevanje od-
govorov in dokazovanje trditev (Males$ idr. 2013; Male$ idr. 2014). Van de Walle,
Karp in Bay-Williams (2013) navajajo, da so pri geometriji u¢enci osnovne 3ole
Ze sposobni podajati dokaze. Veljavnost trditev lahko razis¢ejo s primeri, pro-
tiprimeri ali skico. Na podlagi teh lahko podajo neformalne utemeljene argu-
mente.

Pri poucevanju geometrije in sestavljanju oz. izbiri nalog mora ucitelj do-
bro poznati van Hielove stopnje. Dolociti mora najnizjo stopnjo geomettrij-
skega misljenja, na kateri naj bi bili u¢enci, da bi lahko uspesno resili posa-
mezno nalogo. Vendar vsaki geometrijski nalogi ne moremo dodeliti stopnje
misljenja, saj lahko nekatere naloge u¢enec uspesno resi z uporabo algebr-
skih ali aritmeti¢nih procedur (najpogosteje z uporabo formul) oz. s pomocjo
merjenja, kjer je geometrijsko misljenje minimalno.

Vizualizacija geometrijskih problemov na geoplosci in mrezi
Matemati¢ni problem, torej tudi geometrijski problem, dolocajo tri kompo-
nente (slika 5.17) (Frobisher 1996):

- zacetno stanje ali situacija, v kateri je dana vsebina problema z ustre-
znimi podatki in informacijami;

- cilj, ki ga mora re3evalec problema doseci;

- pot od zacetnega stanja ali situacije do cilja, ki jih mora reSevalec poi-
skati, da resi problem.

Vse tri komponente si poglejmo na naslednjem primeru.

Primer 1 Na geoplos¢i 3 x 3 oblikuj enakokraki pravokotni trikotnik. Doloci
velikost notranjih kotov tega trikotnika (slika 5.18).

Ce re$evalec pozna strategijo resevanja, ne moremo ve¢ govoriti 0 pro-

blemu, ampak o problemu - vaji oz. rutinskem problemu (Coti¢, Felda, MeSi-

Zacetno stanje Pot Cilj

Slika 5.177 Komponente matemati¢nega problema (povzeto po Frobisher 1996, 239)
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Zacetno stanje Pot Cilj

Na geoplo¢i 3 x 3 oblikujena-  Ce je trikotnik pravokoten, po-  y =90
kokraki pravokotni trikotnik. tem y =90 in 180f — 90 = 9o0. a=pf=45
Doloi velikost notranjih kotov Ce je trikotnik enakokrak, po-

tega trikotnika. tema=pfing9o+2=4s.

Slika 5.18 Primer reSevanja geometrijskega problema

Zacetno stanje Pot ni znana Cilj

[Problem]

5 5 Pot je znana o
Zacetno stanje - Cilj
[Problem - vaja]

Slika 5.19 Razlika med problemom in problemom - vajo

novi¢ in Sim¢i¢ 2011). Problem je situacija, ki se razlikuje od problema - vaje v
tem, da resevalec nima na razpolago ne postopka in ne algoritma, ki bi ga za-
gotovo peljala k reSitvi problema. Zaradi tega je lahko ista situacija za nekoga
problem, za drugega pa zgolj problem - vaja. Za uéenca, ki Zze pozna velikost
notranjih kotov pravokotnega enakokrakega trikotnika, je pot do cilja znana
in zanj to ni problem, ampak problem - vaja. Za u¢enca, pri katerem sele uva-
jamo pojem notranji kot trikotnika in $e ne pozna velikosti kotov v trikotniku,
pa je problem, saj ga ne more resiti zgolj na osnovi spomina, temvec z misel-
nimi postopki. Razliko med problemom in problemom - vajo ponazorimo s
prikazom (slika 5.19).

Pri transmisijskem pristopu k pouku ucitelj u¢encu pokaze postopek oz.
strategijo reSevanja problema, nato pa ucenec vadi postopek na podobnih
primerih. V takih primerih u¢enec le memorizira postopke in strategije rese-
vanja problemov ter jih prenese v podobne situacije. Ce se zamenja kontekst
problema, ga uc¢enec ni vec sposoben resiti. Poleg tega se u¢enec najveckrat
sreCuje s takimi problemi, pri katerih je reSitev ena sama in takoj dosegljiva.
Posledica tega je, da si u¢enec izgradi mnenje, da se vsak problem lahko resi
brez miselnega napora. Ce pot do resitve ni o¢itna, je u¢enec hitro preprican,
da problema ni mogoce resiti (Frobisher 1996).

Vrste geometrijskih problemov

Locimo vec vrst geometrijskih problemov, ki jih lahko opredelimo glede na
pot in cilj. Frobisher (1994) je opredelil tri kategorije problemov:

- probleme z zaprto potjo in zaprtim ciljem;
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— probleme z odprto potjo in zaprtim ciljem;
- probleme z odprto potjo in odprtim ciljem.

Problemi z zaprto potjo in zaprtim ciljem. Kot primer vzemimo geometrij-
ski problem z zaprto potjo in zaprtim ciljem na geoplosdi (slika 5.20).

Primer 2 Na geoplosci3 x 3 oblikuj pravokotnik z najvecjo ploscino.

Ucenec se mora najprej srecati s tovrstnimi problemi, saj pri resevanju le-
teh ugotovimo, ali razume osnovne geometrijske pojme in koncepte, hkrati
pa pojme in koncepte utrdi in ponovi (Frobisher 1996). Sele nato u¢enca uve-
demo v drugo kategorijo problemov.

Problemi z odprto potjo in zaprtim ciljem. Poglejmo si geometrijski pro-
blem z odprto potjo in zaprtim ciljem na geoplosdi (slika 5.21).

Primer 3 Na geoplosci3 x 3 oblikuj stirikotnike, ki imajo pravokotni
diagonali. Koliko paroma neskladnih stirikotnikov lahko dobimo (slika
5.22)?

Cilj je zaprt, saj naj bi u¢enec oblikoval toliko stirikotnikov, kolikor jih je,
oz. toliko, kolikor misli, da jih je. Pot je odprta, ker mora u¢enec sam poiskati
strategijo reSevanja. Nekateri u¢enci ne izberejo nobene strategije in zgolj po

) . Zaprta pot -
Zacetno stanje Zaprt cilj

Slika 5.20 Problem z zaprto potjo in zaprtim ciljem

y . Odprta pot -
Zacetno stanje Zaprt cilj

Slika 5.21 Problem z odprto potjo in zaprtim ciljem

X .

Slika 5.22 Stirikotniki s pravokotnima diagonalama na geoplo$¢i 3 x 3

97



Ucenje in poucevanje geometrije

. . Odprta pot »
Zacetno stanje Odprt cilj

Slika 5.23 Problem z odprto potjo in odprtim ciljem

principu slu¢ajnostiiscejo razli¢ne stirikotnike, drugi pa Ze imajo sistematic¢en
pristop k oblikovanju resitev. Nekaj nacinov reSevanja primera 3:

1. U¢enec iS¢e razli¢ne stirikotnike in preveri, kateri med njimi imajo pra-
vokotni diagonali.

2. Ucenec poisce vse paroma neskladne stirikotnike. Potem izbere le tiste,
ki imajo pravokotni diagonali.

3. U¢enec se odloci, da bo najprej poiskal vse kvadrate, rombe in deltoide.
Nato med njimi izbere le paroma neskladne stirikotnike.

Sele ko u¢enec pridobi dovolj izkuenj pri resevanju problemov druge ka-
tegorije, ga uvedemo v tretjo kategorijo problemov z odprto potjo in odpr-
tim ciljem.

Problemi z odprto potjo in odprtim ciljem. Poglejmo si geometrijski pro-
blem z odprto potjo in odprtim ciljem na geoplos¢i (slika 5.23).

Primer 4 Raziskuj trikotnike na mreZi.
Koliko neskladnih trikotnikov lahko dobimo na geoplos¢i (slika 5.24)?

1. U¢enec isce razlicne trikotnike na nesistematicen nacin, torej brez upo-
rabe neke strategije. Kmalu pa ugotovi, da na ta nacin zelo tezko poisce
vse trikotnike ali pa da se mu kaksen od trikotnikov ponovi.

2. Odlo¢i se, da bo trikotnike poiskal, npr. glede na dolzino najkrajse stra-
nice.

3. Trikotnike iS¢e tako, da najprej poisce vse enakostrani¢ne, nato enako-
krake in raznostrani¢ne.

4. Trikotnike is¢e glede na kote: pravokotne, ostrokotne in topokotne.

Ta problem 3e nadgradimo:

Razvrstirazli¢ne trikotnike, ki si jih poiskal na geoplos¢i, glede na naslednji
dve lastnosti: »je pravokotni trikotnik«in »je enakokrak trikotnik« (na razre-
dni stopnji ne uporabljamo izraza pravokotni trikotnik, ampak trikotnik z
enim pravim kotom, in namesto izraza enakokrak trikotnik — trikotnik, ki
ima dve stranici enako dolgi).
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e o o e o o o o ° e o o
[ [ ] [ J [ J [ [ [ [ [ [
= Iﬁ. >
o—e o ° ° °
(a) Koliko trikotnikov ima najkrajso stranico dolgo a?
e o o o o e o o
o o °
b AV
° ° ° ° ° °
(b) Koliko trikotnikov ima najkrajso stranico dolgo b?
e o o o o ° °
o o o ° °
.LO—O
() Koliko trikotnikov ima najkrajso stranico dolgo ¢?
e o o
e o
d
o o
(e) Koliko trikotnikov ima najkraj$o stranico dolgo e? Takega trikotnika ni.
Trikotnik DolZine stranic Trikotnik DolZine stranic
A a,ab E b, b, c
B a,b,d F b,d,d
@ acd G Gce
D a,d e H ¢dd

Slika 5.24 Trikotniki na geoplos¢i3 x 3

Pri problemih razvri¢anja je zelo pomembno, da se u¢enec naudi upora-
bljati razli¢ne diagrame. Tako lahko problem resi na nacin, ki ga razume oz. ki
se mu zdi najprimernejsi. ReSevanje tega problema se od prejSnjega razlikuje
po tem, da je uc¢enec pri prejSnjem problemu uporabil razlicne strategije po
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Slika 5.25 Uporaba Euler-Vennovega diagrama

Preglednica 5.2 P V4
Uporaba Carrollovega diagrama E A G EFH

Slika 5.26 Uporaba drevesa

izkustveni poti, medtem ko ga v tem problemu ucitelj seznani s posameznimi
strategijami. Resitev primera 3:

1. Uporaba Euler-Vennovega diagrama. Ozna¢imo s T mnozZico vseh razli¢-
nih trikotnikov na geoplos¢i 3 x 3, s P mnozico vseh pravokotnih triko-
tnikov in z E mnozico vseh enakokrakih trikotnikov - slika 5.25.

2. Uporaba Carrollovega diagrama - preglednica 5.2.

3. Uporaba drevesa. Ob uporabi tako nastalih diagramov naj bi u¢enciv ra-
zredu komentirali uporabo razli¢nih diagramov (Katere prednosti ima
vsak od njih? Katere slabosti? V ¢em se razlikujejo? Kaj imajo skupnega?
Kateri se ti zdi »najenostavnejsi« oz. »najlazji«? Zakaj? Kateri je najucin-
kovitejsi? Zakaj?) - slika 5.26.

Ucenec naj bi pri takih problemih odkril, poiskal in zgradil pot oz. nacin,
s katerim bo prisel do resitve. Pomembno je, da ucitelj u¢ence spodbuja, da
sami iS¢ejo pot(i) do resitve. Nato naj se o razli¢nih poteh pogovarjajo in jih
primerjajo med seboj: primerjajo naj razli¢no zapisane ra¢une, enacbe, pre-
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C
°
n
d
Slika 5.27 Iskanje poti S
Ucenec prepozna, da naslednje poti ustrezajo danemu navodilu:
_C _C C
i i 4
s s s

Naslednji dve poti ne ustrezata danemu navodilu:

C C
T >e

S S

Slika 5.28 Resitev iskanja poti

glednice, geometrijske konstrukcije ... Taki problemi razvijajo sposobnost
nacrtovanja, intuicijo in kreativnost, torej poleg konvergentnega tudi diver-
gentno misljenje.

Ceprav pri teh problemih razli¢ne poti re3evanja peljejo k enakim resitvam,
ne moremo trditi, da so te poti enakovredne med seboj, saj se razlikujejo tako
z operativnega in s konceptualnega vidika kot z vidika »lepega«.

Dolocena pot je lahko uporabnejsa in razumljivejsa u¢encu, ampak manj
sprejemljiva glede »elegantne« poti do resitve, kot pravijo matematiki. Kate-
gorija »lepega«je namre¢ v matematiki pomembna, saj kot so rekli Ze Pitago-
rejci: v matematiki je harmonija kozmosa. To pa nas pri pouku matematike na
razredni stopniji $e ne zanima v tolikSni meri. Pomembno je, da vsak u¢enec
reSuje naloge na nivoju, ki ga zmore in razume (Tenuta 1992, 82).

Primer 6 Skupina ucencev (ne vec kot 5) ima pred sabo mreZo in barvice.
Zastavimo jim naslednji problem: Na koliko razlicnih nacinov lahko
prides od starta (S) do cilja (C), &e gres lahko samo na desno in navzgor
(slika 5.27)? Prirejeno po Glaymann in Varga (1979).
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C C C
? >0
S s s
C _C _C
? >0 >0
s s s
C _C _C
? >0 >0
[ ) [ ] [ ]
S S S
_C
[ ]
S

Slika 5.29 Dobljene poti

Vsak od ucencev v skupini naj bi poiskal pot, ki je razli¢na od ostalih ze
najdenih potiin jo oznacil z barvnim svin¢nikom. Na zacetku ne moremo pri-
¢akovati, da se bodo ucenci lotili sistemati¢nega raziskovanja moznih poti.
Lahko pa jih spodbujamo, da postopoma dosezejo naslednje cilje:

- uporabijo dano navodilo oz. pravilo igre;

- prepoznajo, ali narisana pot ustreza danim navodilom (slika 5.28);

- prepoznajo, ali je nastavljena pot nova ali je ponovitev katere prejSnjih;

- poiscejo ¢im vec razli¢nih poti;

- poiscejo natanko vse poti;

- sevprasajo, kako to, da po dolo¢enem stevilu najdenih razli¢nih poti ne
najdejo vec nobene.

Ker je $tevilo vseh moznih poti majhno (10), jih vecina skupin pois¢e. Ce pa
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b D N N DDDNN
N D N DDNDN
D N D DDNND
b D N DNDDN
N N D DNDND
N D D DNNDD
b D N NDDDN
D N D NDDNN
Slika 5.30 N N D D NDNDD
Kombinatori¢no drevo N D D NNNDD
N
501
41 1 5
3 1 4 | 10
x 2] 1 3 6 | 10
L 2 3 4 5
Ol 1 1 1 1 1 1
o 1 2 3 4 5 D 0 1 2 3 4 5 D

Slika 5.31 Stevilo poti do vsakega polja

ucenci ne najdejo vseh poti oz. se kakSna od poti ponovi, s pomocjo ucitelja
ugotovijo, da se je treba kombinatori¢ne situacije lotiti predvsem sistema-
ti¢no (slika 5.29). Vsaka skupina naj nato razlozi sistem (Ce ga seveda ima), po
katerem so iskali poti. Na razredni stopniji je zadnji cilj prezahteven, saj zah-
teva Ze matemati¢no analizo situacije in uporabo dedukcije.

Z D oznacimo premik za eno polje v desno, z N premik za eno polje nav-
zgor. Prve stiri poti torej lahko zapisemo: DDDNN, DDNDN, DDNND, DNDDN.
Kot vidimo, smo se srecali z nam znanim problemom: koliko je vseh besed
s petimi ¢rkami, ki so sestavljene iz dveh N in treh D (permutacije s pona-
vljanjem). Zelo dobro je sedaj to sistematic¢no prikazati s kombinatori¢nim
drevesom (slika 5.30), nato pa narisemo tudi mrezo (slika 5.31).

Lego polja x lahko opisemo z urejenim parom (3D, 2N) oz. enostavneje
(3,3). Kot ze vemo, je iz polja (0,0) v polje (3,2) deset razli¢nih poti, ¢e se se-
veda premikamo samo na desno in navzgor. Slika 5.31 prikazuje Stevilo poti
do vsakega polja na mrezi 6 x 6. Dogovorimo se, da iz polja (0,0) vase vodi
ena pot.
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Poglobitev problema

Iz grafa na sliki 5.31 razberemo dve pomembni ugotovitvi:

1. Stevila v simetri¢nih poljih glede na diagonalo so enaka.
2. Vsako Stevilo v polju je vsota Stevila, ki je v polju tik pod njim in Stevila
v polju , na njegovi levi.

Ali ta ugotovitev velja v sploSnem? Da dobimo vse mozne poti iz polja (0, 0)
v polje (u,v), je potrebno zapisati vse besede, sestavljene izu+v ¢rk, pri cemer
jey¢rkDin, ¢rk N. Torej je

u+v
Py = :
u+v u

Stevilo poti iz polja (0,0) v polje (u, v).
Analogno dobimo tudi Stevilo poti iz polja (0,0) v polje (v,u):

Pv+u _ (V+U)
vu — .
v

Besede iz prvega primera se transformirajo v besede iz drugega primera s
tem, da zamenjamo D z N in obratno.

Iz tega sledi, da do simetri¢nih polj vodi enako Stevilo poti
utv| [u+v
u [ |\ v [
Zapisimo u+v = nin dobimo:
nl| [ n
ul \n-ul

Oglejmo si sedaj polja L, Min N iz mreZe na sliki 5.32.
Lege polj L, Min N s koordinatami opisemo takole:

L=w-1v), m=(u,v), N=(uv-1).

V tem primeru je:

(u+v—1) potiiz (0,0) v M;

(u+:_1) potiiz (0,0) v N;
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-
-

N
12 1
13 3 1
v LM 14 6 4 1
A
l
V=1 N 1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
17 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
u-1 u D
Slika 5.32  Stevilo poti do polja M Slika 5.33 Pascalov trikotnik

(u - v) potiiz (o,0) v L.
v
Vsaka pot, ki pelje v M, mora nujno skozi polje L ali skozi polje N, nobena

pot v M pa ne more potekati skozi L in N hkrati. Torej je Stevilo poti iz (0,0) v
M vsota vseh potiiz (0,0) v Niniz(o,0) v L:

utv|_(utv=1] [ut+v-r
ul | wu u-1 |
Upostevajmo enakost n = u+v in dobimo:
= + .
u u u-—1
V nasem primeru (n =5, u = 3) imamo:

HE I E——

Namesto z mreZo (3ahovnico) lahko nas problem prikazemo tudi s Pasca-
lovim trikotnikom (slika 5.33).

Izziv Raziskuj Stirikotnike na geoplosci3 x 3.

Takoj vidimo, da se ta problem zelo razlikuje od prejSnjih dveh in proble-
mov, ki jih dajemo uéencem pri pouku matematike. Tak problem bi lahko po-

105



Ucenje in poucevanje geometrije

imenovali problem - raziskava, metodo, s katerim ga reSujemo, pa raziskova-
nje (Cotic idr., 2011).
Razli¢ni nacini raziskovanja primera 4:

1. U¢enci se odlocijo, da bodo stirikotnike razvrstili glede na dve lastnosti:
»ima dva para vzporednih stranic« in »diagonali sta enako dolgix.

2. U¢enci se odlotijo, da bo njihov cilj izra¢unati obsege vseh razli¢nih sti-
rikotnikov na geoplosci 3 x 3.
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Sklep

Cilji izobrazevanja, ki so bili naravnani k usvajanju konkretnih vsebin, se da-
nes vse bolj dopolnjujejo s procesnimi znanji oz. z znanji, naravnanimi k is-
kanju poti in strategij reSevanja problemov, ki jih je mogoce prenesti tudi
na druga predmetna podroc¢ja. Ob razvoju informacijske tehnologije se je
zmanjsal pomen proceduralnih znanj, zelo pa se je povecala potreba po pro-
blemskih znanjih.

Vedno pomembnejse je kompleksno znanje, ki obsega vse od temeljnih
spretnosti branja in racunanja do zavedanj kompleksnih problemov ter naci-
nov reSevanja. Spremembe so v nacinu razmisljanja o tem, kaj je znanje - od
pojmovanja znanja kot enoznac¢nega in nespremenljivega h kompleksnemu
in k dinami¢nemu.

Vzporedno s temi spoznanji se razvijajo tudi splosna in specialne didak-
tike. Namen ucenja in poucevanja matematike ni prenasanje matematicnih
vednosti, temvec je temeljni namen doseci, da bi matematiko uc¢enci odkri-
vali, mislili, gradili; nauciti se matematiko pomeni delati matematiko tako, da
reSujemo in raziskujemo probleme.

Pouk geometrije na zacetku Solanja v slovenski osnovni $oli temelji na opa-
zovanju in manipuliranju konkretnih predmetov in materialov. U¢enci se naj-
prej srecajo s tridimenzionalnimi objekti oz. geometrijskimi telesi in posto-
poma prehajajo na manjse dimenzije, in sicer na geometrijske like, Crte ter
tocke, kar omogoca, da iz konkretnega v nekoliko abstraktejse misljenje pre-
hajajo na sistematicen nacin. U¢enci znanje o osnovnih geometrijskih poj-
mih pridobivajo na nacin, ki je prilagojen njihovemu kognitivnemu razvoju.
Ravno opazovanje, tipanje in oblikovanje predmetov omogocajo u¢encem,
dasivizualizirajo geometrijske elemente, s ¢imer razvijajo zmoznosti prostor-
skih predstav.

Prostorske predstave ucenci pridobivajo s prepoznavanjem in z uporabo
geometrijskih transformacij, izdelovanjem tri- in dvodimenzionalnih mode-
lov oblik ter s prepoznavanjem odnosov med tridimenzionalnimiin njihovimi
dvodimenzionalnimi predstavitvami.

Za uspesno in ustrezno vizualizacijo je uporaba didakti¢nih sredstev in pri-
pomockov nujna, in to ne glede na stopnjo uc¢enja geometrije. Sredstva, ki
omogocajo hkrati vizualizacijo in manipuliranje (npr. geoplosca), olajsajo iz-
gradnjo geometrijskih konceptov in omogocajo ustrezne miselne predstave.
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Poleg tega so v veliko pomo¢ pri samostojnem raziskovanju, reSevanju geo-
metrijskih problemov in aktivni udelezbi pri pouku.

Stevilne raziskave so potrdile, da so didakti¢na sredstva ucinkovit pripo-
mocek pri pouku geometrije v Stevilnih raziskavah. V raziskavi Mesinoviceve
(2016) so u¢enci eksperimentalne skupine manipulirali zgeoplos¢o. Glede na
rezultate raziskave lahko sklepamo, da je njena uporaba pri pouku geome-
trije nujna. Uporaba vec razli¢nih sredstev pri oblikovanju geometrijskih poj-
mov pozitivno vpliva na dosezke pri geometriji. Zato bi bilo treba ugotoviti,
katera sredstva, ki jih imajo ucitelji na razpolago, so ravno tako ucinkovita
kot geoplosca. Temeljito bi bilo treba raziskati vpliv racunalniskih programov
za dinami¢no geometrijo na vizualizacijo, saj omogocajo konstrukcije geo-
metrijskih objektov in interaktivho manipuliranje z njimi. Vendar je v praksi
opaziti, da ucitelji niso najbolj naklonjeni uporabi didakti¢nih sredstev. To ve-
lja predvsem za ucitelje matematike v tretjem vzgojno-izobrazevalnem ob-
dobju (Hodnik CadeZ in Manfreda Kolar 2009). Razloge bi bilo treba odkriti
in ustvariti pogoje, ki u¢encem omogocajo uporabo didakti¢nih sredstev in
pripomockov v vecji meri.

Za izvajanje ucinkovitega pouka geometrije je dobro upostevati van Hie-
love stopnje geometrijskega misljenja in prepoznati, na kateri stopnji se na-
haja posamezen uc¢enec. Ucinkovitost van Van Hielovega modela pouka geo-
metrije je v svoji raziskavi potrdila tudi MeSinovi¢eva (2016). Z upostevanjem
njegove teorije lahko u¢enci ob koncu osnovnosolskega izobrazevanja razu-
mejo tudi neformalno deduktivno podane dokaze. Seveda ne smemo poza-
biti, da je to mogoce le, ce ucence na razlaganje in utemeljevanje svojih od-
govorov (npr. navodilo »opisi robove kocke« je boljse kot vprasanje »koliko
robov ima kocka«) navajamo ze ob prvih korakih v svet geometrije.

V monografiji smo prikazali problemski pouk geometrije z uporabo geo-
plosce, ki temelji na van Hielovem modelu. Prikazali smo obravnavo vsebin
iz ravninske geometrije z uporabo geoplosce, s pomocjo katere so si u¢enci
vizualizirali osnovne geometrijske pojme in reSevali geometrijske probleme.
Zanimivo bi bilo raziskati stopnje geometrijskega misljenja v prostorski ge-
ometriji. Tako bi imeli moznost izboljsati u¢enje in poucevanje geometrije iz
vseh vsebin ter na vseh stopnjah izobrazevanja.
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