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Predgovor

Pricujoca zbirka vsebuje naloge, ki sva jih avtorja sestavljala za vaje in
kolokvije iz parcialnih diferencialnih enacb in distribucij. Nekaj nalog je z
vaj in kolokvijev najinih predhodnikov B. Gornika in S. Strleta, nekaj nalog
pa sta prispevala profesorja M. Cerne in M. Perman. Vsem se za njihov
prispevek iskreno zahvaljujeva.

Zbirka pokriva naslednja podroc¢ja: distribucije, Laplacova enacba, har-
monicne in subharmonilne funkcije, difuzijska enacba, valovna enacba. Ta
snov v celoti pokriva predmet Parcialne diferencialne ena¢be na drugi stopnji
matematike. Vse naloge so opremljene z reSitvami.



DISTRIBUCLIE

1 Distribucije

S ¢rko Dy oznacimo prostor testnih funkcij; to je mnozica gladkih funkcij
s kompaktnim nosilcem, C2°(R™), na katerega vpeljemo posebno topologijo.
Zaporedje testnih funkcij {¢;}jen konvergira v smislu testnih funkcij k testni
funkciji ¢, ¢e za vsak € > 0, k € N obstajata kompakt K ¢ RV in M € N,
da je za vsak m > M nosilec supp ¢, C K in |¢om — ¢||cr < €. Prostor D)y
vseh zveznih linearnih funkcionalov na Dy imenujemo distribucije. Pri
N =1 indeks izpus§¢amo.

Izrek. V prostoru testnih funkcij na R™ je mnozica
L{p1(x1) ... - on(zN), @i je testna funkcija na R,1 < i < N}

gosta (£ pomeni linearno ogrinjaco).

1.1 Ugotovi, kateri od naslednjih predpisov dolo¢ajo distribucije:
(1) T1:o— 327 @(n),
) Toip— 3 p(nh),
) Ts:p— 370 2p(n™h),
4) Ty — 27 ™(n),
) Ts oo — [7, o(2)dz,
) Te : 0 — ©(2),
) Tro — [7 f@)e(z)dw, f€ Ly, (R),
)

Tg : ¢ — Cauchyjeva glavna vrednost od ffooo z!

o(x)dx.

1.2 Izracunaj prve odvode in za primere (2) - (4) tudi druge odvode v
smislu distribucij za naslednje funkcije:

(1) fi(z) = log|xl,
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1.3 Naj bo S Schwarzov razred in S’ njegov dual. Elemente iz S’ imenujemo
umirjene distribucije; to so vse tiste distribucije u € D/, ki imajo zvezno
razsiritev z D na S (v topologiji na §). Naj bo

F(f(@)(y) = / ¢ f(2) da

—0o0

Fourierova transformacija na S in F~! njen inverz,

F)@= [ e (y)dy.

—0o0

Pokazi, da sta s predpisoma

<f(u)790> = <u,fg0>,
(FHu),0) = (u,F i)

definirani zvezni linearni preslikavi F : &' — S/ F ! : S8 — S/ za
kateri velja F o F~! = F~! o F = id. Izracunaj naslednje Fourierove
transformiranke in inverzne Fourierove transformiranke: F(8,(z)), F~1(da()),
F(ea), F~1(ei), F(sin(ax)),

F(cos(ax)), F(3X[-a.a(®))-

1.4 Najbo {z;};en C R in

F = Zcié()(l’ — x,)
=1

Pokazi, da zgornji predpis definira distribucijo na R v naslednjih primerih:

(1) 2277 fei] < oo,

(i) lim;—, oo |2;| = 00.

1.5 Poiséi vse reSitve enacbe
z(z—1)y =0

v smislu distribucij. Dokazi, da si res nasel vse resitve.
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1.6 Poiséi vse reSitve enacbe
:C2y’ =0

v smislu distribucij. Dokazi, da si res nasel vse resitve.

1.7 PoiScéi vse reSitve enacbe
sin(z)y’ =0

v smislu distribucij. Dokazi, da si res nasel vse reSitve.

1.8 (a) Izra¢unaj odvoda

d . 9?2
XL (z) in 92y XL UXE-L (z,y)

v smislu distribucij.
(b) Naj bo D = [-1,1]" C R™. Izracunaj odvod

o
ox1 . ..8wnXD

v smislu distribucij. Upostevaj, da so linearne kombinacije testnih funkcij
oblike

n
(T, ... xy) = H vi(x;), ; testna funkcija na R,
1

goste v vseh testnih funkcijah na R™.

1.9 Resi enacbo
Yy —y=2do

v smislu distribucij.

1.10 Resi enacbo
y' +y=0do

v smislu distribucij.
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1.11 Resi naslednje enacbe v smislu distribucij: 1. ugzy, = 0, 2. ugy = do,
3. Ugz — Uyy = dp.

1.12 Poiséi fundamentalno resitev za diferencialni operator A? = Ao A v
ravnini.

1.13 Poisci fundamentalno resitev za operator Au + cu = 0,¢ > 0 v R™.

1.14 Pokazi, da funkcija

1
u(@,t) = 5-X[0,00)(at = Z)X[0,00) (at + 2), 0 # 0,

resi enatbo uy — a2uzy = 0p.

1.15 Naj bo ¢ testna funkcija na R.
(a) Poisci vse tiste a € R, za katere zaporedje ¢, = a"p(a"z) konvergira

v prostoru testnih funkcij.

(b) Pokazi, da so za vsak € # 0 s predpisom
(1+e)e((1+e)x) —p(x)

e = )
13

definirane testne funkcije in izrac¢unaj lim._, g@. v prostoru testnih
funkcij.

(¢) Naj bo T distribucija in a # 0 realno stevilo. Pokazi, da je s predpisom
To(z = @(x)) = T(x — ap(az))
dana distribucija. Med distribucijami, ki jih predstavljajo odsekoma
zvezne funkcije, poisci vse tiste, ki resijo
(1) T, =T za vsak a > 0,
(2) T, =T za vsak a < 0,
(3) Ty =T za vsak a # 0.

Pokazi, da so resitve gornjih treh problemov tudi vse resitve v smislu
distribucij.
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1.16 Naj bo F distribucija in f € C*°(R). Pokazi, da je F'f distribucija,
za katero velja pravilo za odvajanje produkta.

1.17 Naj bo u distribucija, f testna funkcija, f(x) := f(—=x). Pokazi, da je s
predpisom (ux* f, ) := (u, f *¢) definirana distribucija in da velja naslednje
pravilo za odvajanje: (ux* f) =u'* f =wux* f'.

1.18 Dan je diferencialni operator
Liy)=ay” + by +cy, a,b,ceR, a+#0.
Naj bo 7 resitev diferencialne enacbe, ki zadoséa pogojema 3(0) = 0, 7' (0) =

1
e

(a) Naj bo yo(z) = y(x) za = > 0 in yo(z) = 0 za = < 0. Dokazi, da je
1o fundamentalna resitev za diferencialni operator L; to pomeni, da je
L(yo)(z) = 0p(x) v smislu distribucij.

(b) Pokazi, da je y = f *yo resitev Ly = f za vsako f € C°(R).

(c¢) Poisci fundamentalno resitev za L pria =1,b=0,c = —1.

1.19 (a) Pokazi, da je s predpisom

1 ) 1 N 00
— E ¢ | = lim — E p(x)d
(2 e, ) Nl L5 /Ooe (a;) T

definirana distribucija.
(b) Naj ima testna funkcija ¢ nosilec v [—m, 7|. Pokazi, da je

% (Z e, 90> = (%0, )-

00 ikx

Nasvet: testna funkcija ¢ je na [—m, | enaka svoji Fourierovi vrsti ) © > cpe

in enaka O sicer.
(c) Pokazi, da je
1 oo ) o0
23 Y
—00 k=—00

v smislu distribucij. Nasvet: nosilce testnih funkcij razrezi po lihih veckratnikih
7 in izra¢unaj integrale za vsak tak kos posebej.
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2 Laplacova enacba
Na R" je s predpisom

AU =Ug iz + -+ Uz a,

definiran Laplacov diferencialni operator. Opisuje npr. stacionarno porazdelitev

temperature. Resitvam Laplaceove enacbe Au = 0 pravimo harmoni¢ne
funkcije. Harmoni¢ne funkcije zadoS¢ajo principu maksimuma: e je D
odprto omejeno obmocje in f nekonstantna harmoni¢na funkcija na D, ki
je zvezna na D, zavzame f maksimum (in minimum) na robu. Harmoni¢ne
funkcije imajo tudi lastnost povpre¢ne vrednosti: za vsaka a,r za katera je
B(a,r) C D, velja

1
a4) = ———= dv.
f( ) ’UOZ(B((L, 7")) /B(a,r) f
2.1 Subharmonic¢ne funkcije

Naj bo G obmogje v R". Funkcija f : G — RU{—o0}, ki ni identi¢no enaka
—00, je subharmonicéna, ¢e za vsako odprto kroglo D C G velja naslednje: ce
je f < gna @D, kjer je g harmoni¢na na D in zvezna na D, potem je f < g
na D. Funkcija f je superharmonicna, ¢e je —f subharmoni¢na. Izkaze se,
da vsaka C? subharmoni¢na funkcija f zadoséa Af > 0.

2.1 Pokazi, da je supremum konénega Stevila subharmoni¢nih funkcij tudi
subharmonic¢na funkcija.

2.2 Poisdi vse harmonicne funkcije na realni osi.

2.3 Naj bo |- | norma na R™. Ugotovi, za katere @ > 0 je funkcija |z|*
subharmoniéna.

2.4 Pokazi, da je funkcija f(z,y) = (22 + y? + 1)? — 422 subharmoni¢na,
poisci njene kriticne tocke.

2.5 Pokazi, da je —log(a — r) subharmoni¢na na B(0,a).
2.6 Pokazi, da je za vsako holomorfno funkcijo f funkcija f f subharmoniéna.

2.7 Naj bo u harmoni¢na in h poljubna C? konveksna funkcija. Dokazi, da
je h ou subharmonicna.
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2.8 Pokazi, da je funkcija

f(z,y) +a? +y?

RN
subharmoniéna na R? \ 0 in dolo¢i njen minimum.

2.9 Poisci kaksno subharmoni¢no funkcijo u na kolobarju K (0, 1,3), ki gre
proti neskoncnosti, ko se priblizujemo robu.

Laplacova enacba v cilindriénih koordinatah

Kadar je obmocje D valj, izsek valja, zunanjost valja, izsek zunanjosti valja,
valj s luknjo ali izsek valja z luknjo, uporabljamo pri reSevanju Laplaceove
enacbe cilindri¢ne koordinate. V tem primeru je

1 1
Au = upp + ;ur + 772“%0%0 + u,,.

Ce je funkcija u odvisna samo od r in z, dobimo za resitev Laplacove enacbe
Au = 0 nastavek

u(r, ) = Co+Cilogr+Y (CoJo(tnr)+DnNo(ptn))(An ch pin 2+ By sh i 2)

n=1

o0
=Cp+ Cilogr + Z(Cnlo(vnr) + D], Ko(vnr))(Ap cosvpz + Bl sinv,2).
n=1
Drugo obliko dobimo iz prve, ¢e namesto u,, vstavimo iv,, in upostevamo, da
je Jo(is) = Io(s), No(is) = —2Ko(s), ch(is) = cos s in sh(is) = isins. Prvo
obliko uporabljamo, kadar je robni pogoj po r homogen, drugo pa, kadar
sta robna pogoja po z homogena.

2.10 Resi Dirichletovo nalogo
Au =0,

u(r,0) = f(r), wu(r,h)=g(r), wul(a,z)=0

na valju radija a in viSine h.
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2.11 Resi Dirichletovo nalogo
Au =0,

u(r,0) =0, u(r,h)=0, u(a,z)==k(z)

na valju radija a in visine h.

2.12 Resi Dirichletovo nalogo

’U,(T’, 0) = f(T), U(T’, h) = g(T’), u(a7 Z) = k(z)

na valju radija a in visine h.

2.13 Resi Dirichletovo nalogo
Au =0,
u(r,h) =1, wu(r,0) =0, wu(a,z)=1
na valju radija a in visine h.
2.14 Valj z radijem a in viSino [ obdaja snov s temperaturo 0. Na majhna

krozca z radijem b sredi zgornje in spodnje ploskve, pa prislonimo snov s
temperaturo Ty. Poisci stacionarno porazdelitev temperature znotraj valja.

2.15 Poiséi stacionarno porazdelitev toplote na valju B2(0, a) x [0, 1], ki ima
spodnjo osnovno ploskev in plas¢ izoliran, zgornja ploskev pa ima konstantno
temperaturo Tj.

Nasvet: Resiti moras enacbo Au = 0 pri robnih pogojih

ur(aa QO,Z) = Uz(h%o) =0, U(T, ‘2 l) = Tp.
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2.16 Naj bo D = B%(0,a) x [0, h]. Resi Poissonovo nalogo
Au=—f, wulogp=0

v primeru, ko sta u in h odvisna samo od 7 in z.

2.17 Resi enaébo Au = do(7)d0(2) na D = B%(0,a) xR pri pogoju u|gp = 0.
Resitev lahko pustis v integralski obliki.

Pomoc: )
/oo efzzt 1 K ( )
———dz = — at).
—o0 ATV a? + 22 o "

2.18 Po sredi valja z radijem a in visino h teCe zZica, ki seva toploto s
konstantno moc¢jo @ na dolzinsko enoto. Povrsina valja se nahaja v tekoci
vodi s temperaturo 0. Kaksna je stacionarna porazdelitev temperature po
valju?

Nasvet: Resiti moras Poissonovo enacbo

fu==La), ulap =0,

kjer je 9y delta funkcija z nosilcem v r = 0. Ali znas resiti nalogo brez
uporabe delta funkcij?

2.19 Plasc¢ votlega valja z viSine h in radija a je iz prevodnega materiala
in je ozemljen. Na simetrijski osi valja na visini ¢ se nahaja tockast delec z
nabojem g. Dolo¢i porazdelitev elekricnega potenciala znotraj valja.

Nasvet: Resiti moras Poissonovo enac¢bo
Au = —qdo(r)o.(2), wulop =0.

Ali zna$ regiti nalogo brez uporabe delta funkcij?

Laplacova enacba v sfericnih koordinatah

Kadar je obmocje D krogla, krogelni izsek, zunanjost krogle, izsek zunanjosti
krogle, krogla z luknjo ali izsek krogle z luknjo, uporabljamo pri reSevanju
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Laplacove enacbe sferi¢ne koordinate. V tem primeru velja
Au = Uy + gur + lugg + l(ctg Nupg + ——5—Upp.

r r2 r2 r2sin?0 ¥
Najprej si oglejmo nekaj primerov, ko je funkcija v odvisna samo od 7.

2.20 Resi enacbo
Au = —1

na krogli z radijem a pri robnem pogoju

(ur + hu)|p=q =0, h #0.

2.21 Naj bo funkcija u; definirana na notranjosti, funkcija uo pa na zunanjosti
krogle B%(0, a) in naj bosta obe odvisni samo od oddaljenosti 7 od izhodisé¢a.
Naj bosta A; in Ay pozitivni konstanti. Resi sistem parcialnih diferencialnih
enach
Aup = —1, Aug =0,

pri robnih pogojih

lim uq(r) # £oo, lim us(r) =0,

r—0 r—00

lim ui(r) = lim wue(r), A1 lim u)(r) = Ay lim wuh(r).
r—a— r—a+ r—a— r—a+

Pojasni fizikalni smisel naloge.

V primeru, ko je funkcija u odvisna samo od r in €, dobimo za resitev
Laplacove enatbe Au = 0 nastavek

e.9]

u(r,0) = Z(Anr”" + Br ") (CL P, (cos ) + D, Q.. (cos ).

n=1
Funkcije P, so Legendrove funkcije, @), pa Legendrove funkcije druge vrste.
Gre za linearno neodvisni resitvi diferencialne enacbe (1 — z2)y” — 2xy’ +
v(v + 1)y = 0. P, je regularna na robu, @, pa singularna na robu. Glede
na obliko obmocja D lo¢imo naslednje moznosti:

(a) Ce je D krogla r < a (ali njena zunanjost), potem vzamemo C, = 1,
D, =0in v, =n.

(b) Ce je D krogelni izsek r < a,0 < 0 < g (ali r < a,fy < 6 < 7), potem
vzamemo Cp, =1, D, =0, v, pa je odvisen od robnega pogoja:

(a) Ce je u(r,8y) = 0, potem so v, pozitivne resitve enacbe



SUBHARMONICNE FUNKCIJE 15

P,(cosbp) = 0. Pri polkrogli je v, = 2n — 1.
(b) Ce je ug(r,0p) = 0, potem so v, pozitivne resitve enache
P/ (cosbp) = 0. Pri polkrogli je v, = 2n.

(c) Ce je D krogelni izsek r < a, 0 < ) < 0 < 0 < 7 in u(r,0;) =
u(r, 2) = 0, potem vzamemo C,, = Q,, (cosb1), D,, = —P,, (cos#;) in
vy, SO pozitivne reSitve enacbe
Q@ (cosb1)P,(cosbs)—P,(cos01)Q,(cosB2) = 0. Podobno obravnavamo
primere
ug(r,01) = u(r,02) =0, u(r,61) = up(r,02) = 0inug(r,01) = ug(r,b2) =
0.

V primeru nehomogenih ali mesanih robnih pogojev po 6 se pojavijo tezave.

Primera, ko je funkcija v odvisna od vseh treh spremenljivk ne bomo
obravnavali.

2.22 Resi enacbo

Au=0
na krogli z radijem a pri robnem pogoju
u(a,0) = f(6).

Podrobno obravnavaj primera
_J 1, 0<6<3 . _ <
f(e)_{—l, T<f<m mf(e)_{o, bp<f<m "’

2.23 Resi enacbo
Au =0

na krogli B3(0,a) pri robnem pogoju
U’T(a7 9) + h‘u(a7 9) = f(e)a
kjer je h > 0 in f € L2[0,7;siné]! V primeru

~ Jeost, 0<0<7F
f(@)—{ 0, T<f<m

resitev tudi eksplicitno dolodci.
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2.24 Na komplementu krogle B3(0, a) resi ena¢bo

pri robnem pogoju

in pri asimptotskem pogoju
u(r,0) = crcosf
za velike r.

Nasvet: Pomagaj si z substitucijo v = u — cr cos 8. Naloga opisuje kako se
vede ravni tok idealne tekocine, ki s hitrostjo ¢ te¢e v smeri z osi, ko naleti
na kroglo B3(0,a). Hitrost tekoc¢ine je gradient funkcije w.
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3 Difuzijska enacba

Enacbo
Uy = Au.

imenujemo difuzijska ali toplotna enacba in opisuje prevajanje toplote.

Izrek. Parabolicni princip maksima. Naj bo D C R"™ omejeno obmocje z
robom S in 0 < T < oco. Potem obstaja najve¢ ena zvezna funkcija u na
D x [0,t], ki se na (D x 0)U (S x [0,T]) ujema z dano funkcijo in resi enacbo
u; = Au. Kako bova oznacevala tocke v R3? Z x ali z vektorjem?

3.1 Najbon>1,Q CR"”odprto omejeno obmocje z gladkim robom. Naj
funkcija u resi ena¢bo u; = Au na (). Zatetna porazdelitev toplote naj bo
u(z,0) = f(z) in naj bo obmocje na robu ali izolirano ali pa naj ima rob
temperaturo 0. Privzemi, da je resitev dovolj gladka na € in pokazi, da je

E(t) ::/QUQ(x,t)dVS/QfQ(x)dV.

Naj bo u(z) = limy—, oo u(x, t). Kateri enacbi ustreza funkcija u(x)? Za oba
primera v tudi izracunaj.

Nasvet: Izracunaj div(ugradu).

3.1 Resevanje s separacijo spremenljivk

Naj bo D obmocje z gladkim robom 0D in ¢ > 0 konstanta. Is¢emo tako
funkcijo u = u(r,t), r € D, t > 0, ki resi nehomogeno difuzijsko ena¢bo

1
Au = aut + F(r,t)

pri pogojih

Recept je takle:
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(a) Homogenizacija robnih pogojev. Ce funkcija ¢ ni identiéno enaka nic,
potem uganemo tako funkcijo w = w(r), ki zados¢éa pogoju

a(e)u(r) + 5(r) g (x) = gx), ¥ € 0D

in napravimo substitucijo u(r,t) = 4(r,t) + w(r). Nova enacba je
Al = 2uH—F( t), kjer je F' = F — Aw, nova pogoja pa sta a(r,0) =
f(x), Kjer je f = f —w in a(r)a(r,t) + f(r) §(x,t) = 0.

(b) Resevanje lastnega problema S separacijo spremenljivk resimo lastni
problem Av = \v, av + 3 av lap = 0. Dobimo $tevno mnogo lastnih
vrednosti, ki so vse negativne. Vsaki pripada koné¢no lastnih vektorjev.
Naj bo v, kompleten ortogonalen sistem sestavljen iz lastnih vektorjev.

(c) Razvijemo F(r,t) =3, Fn(t)vn(r) in f(r) = Don fnvn(r), kjer

A (1) dr _fD r)dr
van )er P van )dr ’

(d) Resitev (nove) enacbe je

i(r,t) =Y Tp(t)on(r),

n

Fo(t) =

kjer je funkcija T}, resitev zatetne naloge
1
AT (t) = szT;L(t) + Fo(t), Tn(0) = fa.

Na koncu k u pristejemo w, da dobimo wu.

Polarne koordinate

Naslednje naloge se nanasajo na prevajanje toplote po krogu ali neskonénem
valju.

3.2 Resi enacbo
up = Au,

za krog B?(0,1), ¢e ima rob kroga temperaturo 0, zacetna porazdelitev
temperature pa je

u(r,¢,0) = f(r).
2

Podrobno obravnavaj primera f(r) = 1in f(r) =1 —r*.
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3.3 Naj bo a,Tp,c > 0. Resi enacbo

Ay = —5 Ut
c

na krogu z radijem a pri robnem pogoju
u|7‘:a =0,

in pri zacetnem pogoju

uli=0 = f(r).
Podrobno obravnavaj primera f(r) = Tp in f(r) = Ty(a® — r?)/a.
Enacba opisuje spreminjanje temperature neskoncnega valja, ki je na zacetku
enaka 7j, nato pa se zacne zmanjSevati, ker rob valja drzimo pri konstantni
temperaturi 0.

3.4 Resi enacbo
u = Au

na krogu z radijem a pri robnem pogoju
(ur + ht)|p=q = 0,
kjer je h > 0 in pri za¢etnem pogoju
u)t=0 = To.

Enacba opisuje ohlajanje neskonénega valja z zacetno temperaturo Ty v
okolju s temperaturo 0. Toplotni tok iz valja (u,) je sorazmeren razliki med
zunanjo in notranjo temperaturo (0 — u)

3.5 Resi enacbo
Au=u; — 1

na enotskem krogu pri robnem pogoju
u|7":1 =0
in pri zac¢etnem pogoju
u]t:(] = 0.

Enacba opisuje segrevanje kabla z radijem a po katerem stece elektri¢ni
tok. Temperatura okolice in zacetna temperatura kabla sta ni¢. Pouc¢no je
primerjati limito resitve ¢t — oo z resitvijo enacbe Au = —1,u|,—; = 0.

19
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3.6 Resi enacbo
u = 2 Au

na krogu z radijem a pri robnem pogoju
u’r:a =0,

in pri za¢etnem pogoju
uli=0 = f(r,¢).

Podrobno obravnavaj primer f(r, @) = br cos ¢.

3.7 Naj bo D polkrog r < a,0 < ¢ < m. Resi enacbo
u = AAu

pri robnem pogoju

ulgp =0
in zacetnem pogoju

uli—p = brsin p.

3.8 Naj bo 0 < a < b. Resi enacbo

u = Au
pri robnih pogojih

u(a,t) =0, wu(b,t)=0

in pri zacetnem pogoju
u(r,0) = f(r).

Podrobno obravnavaj primer f(r) = Tp.

Cilindri¢ne in sferi¢ne koordinate
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3.9 Naj bo a, h,c, Ty > 0. Resi enacbo
u = Au
na valju z radijem a in viSino A pri zaCetnem pogoju
u(r, z,0) = f(r,2)
in robnih pogojih
u(a, z,t) =0, wu(r,0,t) =0, wu(r,h,t)=0.
Podrobno obravnavaj primera

f(r,2) =Ty in f(r,z) = Ty(a® —r})z(h — 2)/a®h>.

3.10 Na krogli B3(0,a) resi enacbo

Au = C%ut
pri zacetnem pogoju
u(r,0) = f(r)
in pri robnem pogoju
u(a,t) = 0.

Podrobno obravnavaj primer f(r) = Tj.

3.11 Na krogli B3(0,a) resi enacho

Au = —=u
2t
pri zacetnem pogoju
U(’I“, O) = TO
in pri robnem pogoju
u(a,t) = T;.

Naloga opisuje ohlajanje krogle z za¢etno temperaturo Ty v okolju s temperaturo
Ty.



DIFUZIJSKA ENACBA

3.12 Naj bo a,c > 0. Resi enacho

1

Au = Ut~ f(r),

na krogli z radijem a pri za¢etnem pogoju
u(r,0) =0,

in robnem pogoju
u(a,t) = 0.

Podrobno obravnavaj primer f(r) = C.

3.13 Na krogli B3(0,a) resi enacbo

Au = —5 Ut
c

pri zacetnem pogoju

u(r,0,0) = f(r,0)

in pri robnem pogoju
u(a,0,t) = 0.

Podrobno obravnavaj primer f(r,0) = Ty cos6.

3.14 Ohlajanje gornje polkrogle z radijem a opisuje enacba
u = Ay

robni pogoji
u(a,0,t) =0, u(r, g,t) =0

ter zacetni pogoj
u(r,6,0) = rcosé.

Poiséi u.
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3.15 Naj bo a,h,c,Ty > 0. Resi enacbo
u = 2 Au
na krogli z radijem a pri zacetnem pogoju
u(r,0) = f(r)

in robnem pogoju
ur(a,t) + hu(a,t) = 0.

Podrobno obravnavaj primer f(r) = Tj.
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4 Valovna enacba

Valovna enacba se glasi
Uty = Au.

V eni dimenziji opisuje nihanje strune, v dveh nihanje membrane itd. Za
nihanje neskonéne strune
2
Utt = C Uy

na obmocju xz € R, ¢t > 0 pri zac¢etnih pogojih u(x,0) = f(z), u(x,0) = g(z),
nam reSitev pove D’Alembertova formula:

z+ct
u(z,t) = %[f(:c +ct) + fx —ct)] + 26/ g(s)ds.

Podobne formule, kot je D’ Alembertova, veljajo tudi v vi§jih dimenzijah.
Za problem u; = Au, u(z,0) = f(z), uw(x,0) = g(z) dobimo naslednji
reSitvi:

1 9(y)
u(r,t) = — ds, +
0 = e /B2<w> Ve e —y?
0 1 f(y) 2
4= ds,, = € R?,
Ot 2me /32(3:@) VA —lz =yl "

1 0 1
_ e . R3.
u(@,t) At /sz(x,ct) 9(y) Sy + ot (47rc2t /SQ(x,ct) ) dSy> e

Izrek. Naj bo u C? funkcija, definirana na R” x [0, 7] za nek T > 0 in naj
resi uy = Au. Ce je u = uy = 0 na krogu B(zg,tg) x {0}, to € (0,T], potem
je u enaka 0 na obmocju

{(z,t),0 <t <tpgin |z — x| <t —1to}.
Karteziéne koordinate
4.1 Naj bosta f(x,y) in g(z,y) funkciji, ki sta simetri¢ni tako na x = 0 kot
y = 0, in naj bodo ¢, a, b, h > 0 konstante. Resi enacbo
Ut = C2 (ua:x + Uyy)
na obmoc¢ju —a < x < a, —b < y < b pri robnih pogojih

u(z,—b,t) =0, wu(x,b,t)=0,
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u(—a,y,t) = 07 u(a7y7t) =0

in pri zacetnih pogojih u(x,y,0) = f(z,y) in w(x,y,0

) =
izracunaj resitev za primer f(z,y) = 1 — max{|Z|, |¥[}, g(z,y

g(z,y). Explicitno
)=0.

4.2 Resi enacbo uy = Au za vpeto membrano [—1, 1]2 pri pogoju u(z, y,0) =
(1 - .%2)(1 - y2)7 ut(x,y,O) =0.

4.3 Resi valovno enacbo
Ut = Au

za kocko [0, 23, e je u(w,y, z,0) = z(z —2)y(y —2)2(2 —2), we(z,y, 2,0) = 0
in U(l”aya%t) =0za (xaya Z) € 8[072]3

4.4 Resi enacbo duSenega nihanja
Ut + Ut — Uggy =0

konéne strune [0, 7], ki je v krajiséu 0 vpeta (u(0,t) = 0) krajisce 7 pa prosto
niha (u, (7, t) = 0). Zacetni pogoj je u(z,0) = 0, uy(x,0) = sin(x).

Polarne koordinate

4.5 Naj bosta f(r) in g(r) dani funkciji in a, ¢ > 0 konstanti. Resi enacbo
uy = A
na krogu z radijem a pri robnem pogoju
u(a,t) =0
in pri zac¢etnih pogojih
u(r,0) = f(r), w(r,0)=g(r).
Podrobno obravnavaj primera
(a) f(r)=h(1- Z—z), g(r) = 0, kjer je h > 0 konstanta,

(b) f(r) =0, g(r) = vox(o,5(r), kjer sta vg > 0 in 0 < b < a konstanti.

25



26

VALOVNA ENACBA

4.6 Naj bo F(r,t) dana funkcija in a,c > 0 konstanti. Resi enacbo
uy = EAu+ F(r,t)
na krogu z radijem a pri robnem pogoju
u(a,t) =0
in pri zacetnih pogojih
u(r,0) =0, u(r,0)=0.
Podrobno obravnavaj primera

(a) F(r,t) = Axpoy () sinwt, kjer so A, b, w konstante in b < a,
(b) F(r,t) =B (1 . é)

4.7 Naj bosta f(r,¢) in g(r, ) dani funkciji in a,c > 0 konstanti. Resi
enacbo
uy = A

na krogu z radijem a pri robnem pogoju
u(a, p,t) =0
in pri zac¢etnih pogojih
u(r,,0) = f(r,¢),  w(r,e,0)=g(r,¢).
Podrobno obravnavaj primer f(r,¢) =0, g(r, ¢) = vodp(r)do(¢).

4.8 Resi valovno enacbo
ug = A

za polkrozno membrano 0 <r < a, 0 < ¢ < 7, pri robnih pogojih
u(a,,t) =0, wu(r,0,t) =u(r,m,t)=0
in zacetnih pogojih

U(T,(p,()) - f(T', 90)7 ut(rawvo) - g(r, 90)'

Cilindri¢éne in sferiéne koordinate
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4.9 Najbo Vwvaljr <a,0<z<hin f(r,z), g(r,z) funkciji na V. Resi
problem
U = CQAU,

u(a, z,t) = u(r,0,t) = u(r, h,t) = 0,
u(r, z,0) = f(r,z), w(r,z,0)=g(r z).
4.10 Najbo V valjr <a,0 <z <hin f(r,z) funkcija na V. Resi problem
uy = A+ f(r, z) sinwt,
u(a, z,t) = u(r,0,t) = u(r, h,t) =0,
u(r, z,0) = u(r, 2,0) = 0.
Podrobno obravnavaj primer f(r,z) = do(r)ds (2), kjer je (r,z) = (0, 20)
tocka na osi valja.
4.11 Naj bo V krogla r < a in f(r,0), g(r,8) funkciji na V. Resi problem
up = A
u(a,0,t) =0,
u(r,0,0) = f(r,0), ur,6,0)=g(r,0).
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5 Uporaba izreka Cauchy - Kovalevska

Cauchyjev problem za PDE k-tega reda lahko zapiSemo v naslednji obliki:

ok o 0
—u(x,t) = F | x,t, (au>
otk ( Ot 0z " )|\ i<k i<k

o .
za x € R". Oznaka a = (a1,...,ay,), a; € Ng pomeni multiindeks in |a| =

> ;. O eksistenci in enoli¢nosti resitve gornjega Cauchyjevega problema
govori izrek Cauchy - Kovalevska:

Izrek. Ce so F in @j, 1 <j < k—1 analiticne na okolici izhodisca, obstaja
okolica izhodisca, na kateri je resitev Cauchyjevega problema natanko ena.

5.1 S pomocjo razvoja v vrsto resi enacbo
Ugz + Uy = 2+ 2y

pri pogoju u(0,y) = ¥ + ¢, uy(0,y) = ev.

5.2 7 razvojem v vrsto resi enacbo

Ugy = Uy — ey, ’I,L(O,y) = 2¢Y, uﬂ?(oﬂy) =0.

5.3 Z razvojem v vrsto resi enacbo

Ugg + Uyy = 0, u(z,0) = e, uy(z,0) =e".

5.4 7 razvojem v vrsto resi enacbo

Ugy + Uy = 0, u(07y> = eiya u$(07y) =e’.

5.5 Z razvojem v vrsto resi enacbo

Upy + Uyy = T +y, u(x,0) =e", uy(z,0) =e".

5.6 Z razvojem v vrsto resi enacbo
Upy — Uy =Y — 2, u(z,0)=a(z), uy(z,0) = b(z),

kjer sta a in b analiti¢ni funkciji.
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6 Resitve nalog

6.1 Distribucije

1.1. Edino 75 ni distribucija.

1.2. f{ = Ty iz naloge 1.1, f3 = ady, fy = ady, f3 = —1+4 2X[0,00), f3 = 200,
fi(@) = —(1 4+ 22)~1 + 7p(x).

1.3. Ker je Fourierova transformacija izomorfizem S nase, zgornja predpisa
definirata zvezna linearna funkcionala na umirjenih distribucijah. Preverimo
Se veljavnost enach Fo F~ ! = FloF =id:

(F(F ), 0) = (Flu, Fo) = (u, FHF(9))) = (u, ).

Upostevali smo, da na Schwarzovem razredu velja id = F~! o F. Podobno
dokazemo Se drugo enakost. Izracunajmo transformiranko in inverzno trans-
formiranko za d, :

(F(da),0) = (00, F(0)) = (7, )

B _ eiay
<F 1(50)’ §0> = <5a7f 1(90)> = < o ’90>7
torej je ‘
F(8a) = e in F1(5,) = -

Ker velja inverzna formula, je po zgornjem
F(e%) = 218, in F~1("%®) = §_,.
Od tod takoj sledi
F(elar) — F(e~tx) 0g— 04

F(sin(ax)) = 5 y
f eiaac + f efia:p 5(1 + 5_(1
F(cos(ax)) = (e™) 5 ( ) =~

Izracunajmo Se zadnjo transformiranko:

(F( %X[w,a} (@), ) = ;/” e /OO e "o(y)dy =

29
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— ;/ go(y)dy/ e Yy
> sin(a
= / ;y)w(y)dy'

—0o0

1.4. (i) Dobra definiranost:

o0 o
IF@)] <Y leillp()] < llpllso D leil < oo
i=1 1

Linearnost sledi iz absolutne konvergence vrst. Za zveznost zadosc¢a preveriti
zveznost v 0, za kar nam sluzi kar gornja ocena |F(¢)| < [[¢lloo D7 |cil =
M||¢lloo; od tu takoj sledi: ¢; — 0= F(p;) — 0.

(74) Dobra definiranost: naj bo supp ¢ C [—a,a] za nek a > 0 in N tako
velik, da x,, € [—a,a] za m > N. Potem je F(p) = vazl lcille(x;)], zato je
F dobro definirana. Linearnost je ocitna, ker so vsote kon¢ne. Za zveznost
zadosSca preveriti zveznost v 0. Naj ¢; — 0 v smislu distribucij. Potem
obstaja a > 0, da je supp ¢; C [—a,a] za vsak j. Dolo¢imo N kot zgoraj in
dobimo |F'(¢;)| < [|¢jlles Ziv |lci|, kar pomeni, da gredo tudi F'(¢;) — 0.

1.5. Enacbo prepisimo v

(w(@ =1y, 0) =y, 2(1l - 2)¢) = —(y, (x(1 - 2))").

V jedru so gotovo vse testne funkcije v, ki so oblike (z(1 — x)¢(z))". Za
vsako tako testno funkcijo v velja, da je

/_(; W (x)da = /01 () de = /100 (x)da =0,

to pa pomeni, da je ¢ v jedru distribucij X(—oc,0y; X(0,1):X(1,00)- POkazimo,
da velja tudi obrat: naj bo ¥ v jedru gornjih treh distribucij. Definirajmo

orla) = [ "yt

Ocitno je ¢1(0) = ¢1(1) = 0 in ¢ distribucija. Zaradi odvedljivosti je
¢v1(z) = xz(z — 1)p za neko distribucijo . Ker je ¢} = 1, to pomeni, da je
¥ = (z(x — 1)p(x))". Trdimo, da je splosna resitev oblike

Y = AX(—00,0) T BX(0,1) + CX(1,00)-
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Oznacimo u1 = X(—oo0]s U2 = X(0,1) I U3 = X(1,00)- Lzberimo tri testne
funkcije @1, p2 in @3, za katere je (u;, p;j) = d;;. Poljubno testno funkcijo ¢
lahko zapiSemo v obliki

3 3
o =(p— > (uno)u) + Y (ui, o)us.
1 1

Takoj vidimo, da je (uj,p — Zi’(uz,@uz) =02zaj=1,2,3, torej je testna
funkeija ¢ — 3% (u;, @)u; v jedru y. Dobimo

Ker je (y,u;) lahko poljubna konstanta, je y = Auj + Bug + Cus.

1.6. y = AX(—00,0) T BX(0,00) T C0. Dokaz, da so to vse resitve, je popolnoma
enak, kot v nalogi 1.5, le da so distribucije druge.

1.7. Resitev je y = Y > ;X (x(i—1),xi)- Dokaz, da so to res vse resitve, je
podoben, kot v nalogi 2.5.

1.8. Odvod je H?((;,l(.’ﬂz) — 51(1‘1))

1.9. Enacbo prevedemo na sistem z uvedbo nove spremenljivke z = 3 in

dobimo .
y | _ 101 Y 0
MR
Resujemo kot obicajne sisteme. Fundamentalna matrika je

ch(t) sh(t)
Y = [ sh(t) ch(t) ] :

partikularno resitev pa dobimo z variacijo konstant, v = Y (t)w(t), kjer za
vektor w(t) velja
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kar da partikularno resitev
0 Sh(t)X[O 00) :|
v=Y(t = ' .
) [ X[0,00) ] [ ch(t)X[0,00)

Splosna resitev gornje enacbe je y = Ach(t) + Bsh(t) + sh(t)x/o,00)-
1.10. Isti postopek kot pri prejsnji nalogi. Resitev je y = X(o,o0) () sin(x).

1.11. 1. uw = 1 X dy + d; x 1, kjer sta d,d, poljubni distribuciji na R; 2.
Partikularna resitev je u = x[9 )2, 3. Partikularna resitev je %X[Om)(t —
L)X[0,00)(t + 7).

1.12. Iséemo reditev, ki je odvisna le od radija. Operator A2 v polarnih
koordinatah se glasi:

2 1 1
Azu(r) = Upprr + ;Urrr - ﬁurr + ﬁuT =0

Resitev iséemo z nastavkom u = 7*. Za A dobimo enacbo A\2(\ — 2)% = 0.
Splosna resitev je oblike

w=a+blogr+cr®+dr’logr

Ker sta 1 in r? povsod definirani resitvi, lahko izberemo a = ¢ = 0; ker
je logr fundamentalna resitev za Laplacov operator, bo b = 0. Ostane le
u = dr?logr. Izracunamo integral

> 10
A2 = (u,A%p) =2 / *logr——
(A%u, ) (u, A%p) = 2md | rloerog)

= ... nekajkrat per partes ... = 8mwdp(0);

(r(Ag)y)rdr

torej je

1
u(r) = 877rr2 logr

1.13. Najprej uvedemo substitucijo u(r) = v(y/cr) in potem se v(r) =
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rl_%w(r). Izkaze se, da w zadoscéa Besselovi DE

_9\?2
w"r2+wr+<r2(n2 ) )w:O.

Fundamentalna resitev je zato oblike DN 2 (zakaj?) za primerno konstanto
2
D. Za n = 2 je konstanta 1/4.

1.14. Racunamo po definiciji.

<Lu, (p> = u y Pt — a? szx
= / dz:/ (at — x)X[0,00) (at + ) (P12, ) —

—a (sz(x t))dy
1

— 4&2 dU/ XJo, oo)( )X[O oo)( )4CL @uv(u U)dU

= / du/ Oup(u,v)d

= _/O (pu(u,O)d
= ‘10(0’0)'

Uvedli smo substitucijo v = at — xz,v = at + x.

1.15. Za ¢ = 0 zaporedje konvergira za vsak a, zato privzemimo, da ¢
ni identi¢no 0. Konvergenca je oc¢itna za a = 0,1. Ce je 0 < |a] < 1 in
¢ # 0, nosilci ¢, ne lezijo znotraj enega kompakta, ¢e pa je |a| > 1, pa je
lim;,— o0 ||nllcc = 00. Za a = —1 nimamo konvergence.

Za tocko (b) najprej opazimo, da je linearna kombinacija dveh testnih
funkcij spet testna funkcija. Po I’Hospitalu izracunamo limito po tockah:

lim 1+e)p((1+e)x) —¢(z)
e—0 IS

=z’ (x) + p(x) = (zp(x))".

Limitna funkcija je spet testna funkcija. Podobno dobimo tudi za odvode:

lim (™) (z) = lim (1+ 5)n+1¢(n)((1 +ée)x) — (™ (z)
8—)()%0

€ e—0 £

= 2" (2) + (n + 1) (2) = (wp(x)) "+
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Dokazati je potrebno Se enakomerno konvergenco. Naj bo
W (z,e) = (14 )" V(1 + e)a).

Po Lagrangevem izreku je

za nek 7, med 0 in € in

Za vsak € € [—1, 1] je supp cpén) C [-M, M] za nek pozitiven M. Ocenimo

oY oY
(n) _ N e _
@) - 5w = |G - o)
82,¢n _
— ‘(66)2(,13,Tx) |Tx|
< [elC,
kjer je
821/]71
C = sup T,€)|;5
(@,6)€[= M, M]x[~1,1] (35)2( )

s tem je konvergenca v prostoru testnih funkcij dokazana.

Za tocko (c) dobimo pri (1) vse stopnice s skokom v 0, tj. a + bx|o,00)>
pri (2) konstante in pri (3) seveda tudi konstante. Napisimo dokaz za prvi
primer. Ker je T, =T za vsak a > 0, je

za vsak € > 0. Ce posljemo € — 0 dobimo T'((zp(z))") = 0. Istemo torej vse
take distribucije T', da je

(T, wp(@)) = (&T', ) = 0.

Edine resitve te enacbe pa so stopnice s skokom v 0. Podobno sklepamo pri
ostalih dveh vprasanjih.
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1.16. Pokazimo, da je F'f distribucija. Preslikava ¢ — f¢ je zvezna linearna
preslikava D — D. Ker je

(Ff),p) = (F, feo),

je F'f zvezen linearen funkcional na D.

(Ff), @) = -

1.17. Linearnost je oCitna, za zveznost pa imamo: preslikava f — f je
zvezna, preslikava ¢ — f * ¢ je zvezna, u je zvezna, zato je u * f zvezna.

((wx f)9) = —(uxf,@)) =—(u,F *¢)
= <u77*90>:<u*(f,)7§0>

Po drugi strani pa je (u, '+ ¢) = (u, —(F + 9)) = (', F %) = (' * £, ).

1.18. (a)

(Lyo, ) = (yo,ap(x)" —bp(x) + co(x))
= /0 yo(x)(ap(z)" —bp(z) + cp(x)) = ... =

= —ayy(x)e(x)|F = p(0).

(b) Ker je vseeno, kaj odvajamo, je (™ = y(()n) * f za vsak n € N. Vstavimo

v enacbo in rezultat sledi.
(c) Splosna resitev je y = achax + bsh(x). Iz y(0) = 0 in ¢/(0) = 1 sledi
Yo = X[0,00)(2) sh(z).

1.19. Pokazati moramo, da je z danim predpisom definiran zvezen linearen
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funkcional na testnih funkcijah. Z dvakratnim integriranjem per partes in
upostevajoc, da ima ¢ kompakten nosilec, dobimo

Z/ ¢ dx—/ z)dz + Z / dz.

—-N N;éO

Vse integrale lahko omejimo z

| et [ 1@ de.

Limita v definiciji obstaja po tockah in definira linearen funkcional na prostoru
testnih funkcij. Pokazimo Se, da je ta funkcional zvezen. Naj bo ¢; zaporedje
testnih funkcij, ki v prostoru testnih funkcij konvergira k 0, lim;_, ¢; = 0.
To ponge)ni, da so nosilci p; vsebovani v neki fiksni kompaktni mnozici K in
J

velja @7’ — 0 enakomerno na K za vsak j. Za vsak N je

N 0
E/ e* i (x) de
_N YT

= /_ wj(x)dz + Z / dx

—NN;éO
< sup [l Z kQ sup ] - A(K)
_N,N#0
7 "
< s ol M) + 5 sup gl M(K).
x xr

A je Lebesgueova mera. Ocena na desni je neodvisna od N, zato velja tudi,
ko N — oo. Zveznost sledi.

Zveznost limite smo dokazali ‘pes’. Splosno velja, da je linearen funkcional,
ki je limita distribucij po tockah, tudi distribucija [22].
Za tocko (b) opazimo, da gre za razvoj ¢ v Fourierovo vrsto:

i 1 & ikt . > 1 T ikt —ikx —
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Podobno je pri tocki (¢). Naj ima testna funkcija ¢ nosilec v [r(—1 —
2N),7(1 +2N)], N € N.

oo ™ © 4 N
2 o | eettar - 2 ol D PO rttn i) (1)
N
_ 2%/_: ;QD(t—Qkﬂ)dt
N oo 1 I -
= 2 Xg [ e

—N —oo
N

= D p(2km) = O bokm, )
—-N —00

6.2 Laplacova enacba

2.1 Naj bosta f; in fo subharmoni¢éni na G in f = sup{fi, fo}. Dokaz
polzveznosti. Naj bo a € G. Za vsak € > 0 obstaja tak 9, da je

fn(b) = fn(a) <ezavsak b, |b—a| <d,n=1,2.

Privzemimo, da je f(a) = fi(a). Ce jese f(b) = f1(b), uporabimo polzveznost
f1. Privzemimo, da je f(b) = f2(b) in zapisimo razliko f(b) — f(a) drugace:

f(®) = fla) = (f2(b) — fo(a)) + (f2(a) — fi(a)).
Po predpostavki je fa(a)—f1(a) < 0, ¢len (f2(b)— f2(a)) pa je po predpostavki
pod ¢, torej je f(b) — f(a) <e.

Dokaz subharmonicnosti. Naj bo g harmoni¢na na disku D in zvezna do
roba in f < g na 0D. Potem je fi, fo < g na D in zato tudi f < g na D.
2.2 To so vse resitve enacbe 3’ = 0, torej vse premice y = ax + b.

2.3 Subharmonic¢na je za a > 2 — n.

2.4 Af(x,y) = 16(z? + y?), kriticne tocke so —1,0, 1.

2.5 Z odvajanjem takoj dokazemo, da je subharmoniéna na B(0,a) \ 0, za
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tocko 0 pa uporabimo dejstvo, da je za vsak fiksen 1 konstanta — log(a —
r1) enolitno dolo¢ena harmoni¢na funkcija, ki ima na robu diska B(0,r;)
predpisano vrednost —log(a — r1) in velja —log(a — ) < —log(a — 71) za
r<ry.

2 —
2.6 5252 () (=) = | 2.

2.7 A(hou) =h"ou-| gradul||? + h' o ulu > 0.
2.8 Af(x,y) = 4(z% + y*) 73 + 4 minimum je 2.

2.9 Funkcija

2 2
Zrg TE@ )10

je subharmoni¢na, negativna na kolobarju in 0 na robu kolobarja. Ce jo
komponiramo s funkcijo, ki je na (—oo, 0) konveksna in naras¢ajoca s polom
v 0, je problem resen. Taka funkcija je npr. h(z) = —z~!. Dobimo

u(z,y) = (10 — (@ +y7)

a2 4 y2
2.10. Naj bo &, n-ta pozitivna nic¢la funkcije Jy. Razvijmo

> r 2 @ r
f(r)= ;fncfo(gna% fa= G2J1(fn)2/0 Tf(T)Jo(fna)dT,

> r 2 a r
g(r) = ;gnJO(fna)> gn = GQJIW/O rg(r)JO(gng)dr.

Potem je

o0 h—z z
u(r, Z) _ Z In Sh(gnT) + gn Sh(gna)

;
Z sh(€,2) Joléng)

2.11. Razvijmo

o h
k(z) = an Sin(mr%), kyn = h/o k(z) Sin(mr%) dz.
n=1
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Potem je
(r,2) ngl kI(s)m ;;h 0(7171’%).
2.12 Sestejemo resitvi robnih problemov
Au=0, u(r,0)=f(r), wu(r,h)=g(r), wu(a,z)=0,
Au=0, u(r,0)=0, wu(r,h)=0, ula,z)=Fk2),
ki sta podani v nalogah 2.10 in 2.11.

2.13 S substitucijo v(r, z) = u(r, z) — 1 prevedemo nalogo na nalogo 2.10.

2.14 Resiti moras enacbo Awu = 0 pri robnih pogojih

u(a, z) =0, u(r,0) =u(r,1) = Toxjo,(r)-

Formule so v resitvah naloge 2.10.

2.15. Takoj opazimo, da je reSitev neodvisna od polarnega kota in radija,
zato resujemo
Uy, = 0.

Resitve so linearne funkcije, u(z) = az + b. Iz zacetnih pogojev u,(0) = 0 in
u(l) = Ty dobimo a = 0 in b = Tj.

2.16. Najprej resimo lastni problem
1
Upy + ;UT + Uz, = Au, U‘BD =0

Dobimo dvoparametricen sistem lastnih vektorjev in lastnih vrednosti

&\ 2 I\ 2 r. . Ilrz
Akl:_(a) _<h> o vk z) = Jo(& ) sin ==

Nato razvijemo funkcijo f po lastnih vektorjih v prostoru L2([0, a] x [0, h];7)
f= Ekl frivig. Ce is¢emo reSitev z nastavkom u = Zk,l Cr1VL, dobimo
Crl = _fkl/)\kl, oziroma

o

:iz zi ‘fkg)Sinl%Z,

k=1 1=1 12

“\
l\.’)R‘l\.’)
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h a
4 r. . lrz
fkl = Wo/b/rf(T, Z)J(](éka)Sln Tdrdz

2.17. Najprej uvedeno novo funkcijo v(r, z) = u(r, 2)+(4rvr2 + 22)~1. Nova
funkcija re¢i ena¢bo Av = 0 pri robnem pogoju v(a, z) = (4mva? + 22)~L.
S Fourierovo transformacijo na z dobimo resitev

_i_i_ 1 /°° e Io(tr)Ko(at)
drr - (27)2 ) o Iy(at)

u(r,z) = dt

2.18.popravljena Resitev je u(r, z) = Zm’l A Sin(m,fz)Jo(éfTr), kjer je &
l-ta nicla Jy in

_ (= m 2
Ay = 22Ty = Ly
wmk(E 4 DR

2.19. popravljena Resitev je u(r,z) = >_; ; Ak sin(%)Jo(%“), kjer je &
l-ta nicla Jy in

A= — 20D e L
hEE: + )| Io(40) 12 ‘
2.20. Resitev je )
u(r,p,0) = —67“2 + % + ?iih’
2.21. Resitev je u; = —%72 + A, uy = Br~!. Konstanti izra¢unamo iz robnih

pogojev. Znotraj krogle se nahaja vir toplote, ki je enakomerno porazdeljen
po krogli in neodvisen od ¢asa. Krogla oddaja toploto v snov ki jo obdaja.
Ta snov ima drugacno toplotno prevodnost kot krogla.

2.22. Popravljeni obe resitvi Z nastavkom u(r,0) = > >° | Cp,r" P, (cos 6)
dobimo

o0 ran
u(r,0) =" fu (5) Py(cos6),
n=1
kjer je
2 & )
"= o /0 f(0)P,(cos @) sinb db.
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V prvem primeru je fa, = 0 zaradi lihosti in

font1 = — VT
i T(1/2—n)2+n

v drugem pa

T T
fOZ?O(l—COS@o), fo= 2

2n+1

(Pn—1(cosby) — Ppy1(cosbp)) zan > 1.

2.23. Z nastavkom u(r,0) = >">° | Cp,r™Py(cos #) dobimo

n

> T
U/(T, 0) = Z fnmpn(cos 0),
n=1
kjer je
2

f”:2n+1

/7r f(0)P,(cos ) sin@ db.
0

V posebnem primeru dobimo f, = T%rl fol x P, (x)dx, kar se da eksplicitno
izracunati s pomocjo formul x P, = 505 Py—1 + %P,Hl, (2n+1)P, =
7/1—}—1 — P?Q,—l in PQk(O) = (_2/2), P2k—1(0) = 0. Dobimo

2y

I B T DA = =) 2T+ 1)/2)

2.24. Resitev je u(r,0) = (r + a3/2r?) cos 6.

6.3 Difuzijska enacba

3.1. Robna pogoja sta ali u|gpg = 0 ali grad u|sn = 0. Po nasvetu izra¢unamo
div(ugrad u) = uAu+u3 4+ ug +uZ. Odvajajmo E in dokazimo, da je odvod
negativen:

E'(t) = / 2u(z, t)u(z,t) dV = / 2u(z, t) Au(x, t) dV
Q Q
= / div(ugradu) dV — /(ui + uz +u?)dV
Q Q
= / ugradudV—/(ui—i—uZ%—ug)dV
o9 Q

— 2, .2 2
= —/Q(ux—i—uy—kuz)dvgo.
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To pomeni, da je E(T) < E(0) = [, f*(z) dV. Funkcija u(z) ustreza enacbi
Au = 0. V obeh primerih sta resitvi konstanti. Kateri?

3.2. Naj bo &, n-ta pozitivna ni¢la funkcije Jy in

9 1
5 /0 rf(r)Jo(&nr)dr.

fm=;¥m@ﬂ,h=h@)

Potem je resitev naloge
e 2
u(r,t) = Z Frudo(Enr)e4nt.
n=1

V primeru f(r) =1 dobimo

2
fn B fnh(fn)’
v primeru f(r) =1 —72 pa
8
)
3.3. Razvijemo
F0) =3 fudoCar/a), o= e [ rs) /e

Resitev naloge je

u(r,t) = Z fnJO(énr/a)efczéf%t/az.

n=1

V primeru f(r) = Ty dobimo

_om
fn B fnJl(gn)7
v primeru f(r) = Ty(a? — r?)/a® pa
8To

In=anEy
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3.4. Resitev je

> Jl nn JO nnr/a) —c2n2t/a?
2T§ eCTln/a7
® L (T () + Jo(mn)?)

kjer so 7, pozitivne resitve enacbe 1y, J1(n,) = hJo(nn).

3.5. V enac¢bo vstavimo nastavek

ZT JO gn

in primerjamo istolezne koeficiente. Dobimo

2
A S
S AT

Iz zacetnega pogoja dobimo 7,,(0) = 0, sledi
2

2 ey
?zjl(fn)(l )

To(t) =
3.6. Resitve lastnega problema Av = A\v, v|,—, = 0 so
2

r o
Al = *%, uri(r,0) = Ji(Ehi ) coskep,  v(r, @) = Jp(Cu ) sinkep,

kjer je &k I-ta nicla funkcije Ji. Razvijemo f = f(r,¢) po lastnih vektorjih
v prostoru L2([0,a] x [—m, 7];7)

(f, ur) (k)
T 4K =

f= PriUkl + QriVkl), Pkl = ; .
Z< ) (Wkt, Upr) (Vkt, VE1)

k.l

Dobimo u© = Zk,z(Pklukl + qklvkl)e)‘klc2t. V posebnem primeru je

> 1 T 2 .2 2
u(r, p,t) = 2bc cos —  Ji(&in—)e SO
(r, 0, t) SO;fanz(ﬁln) 1(& a)

3.7. Resitev je

> 1 T 2 .2 2
t) = 2b 1 E e — n— 7£1nc t/a‘
’U/(T, 907 ) CSlnSOn:]- é—an2(§1n) Jl(é.l a)e Y
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kjer so &1, pozitivne nicle funkcije Jj.

3.8. Pois¢imo najprej od ¢ neodvisne resitve lastnega problema Av = v,
V|p=q¢ = V|p—p = 0. Splosna resitev je v = AJy(v/=Ar) + BNo(v/=Ar). Iz
robnega pogoja v|,—, = 0 dobimo v = CBy(v/—Ar), kjer je Bo(v/—Ar) =
No(v/=Xa)Jo(v/=Ar) — Jo(v/=Xa)No(v/—Ar). Iz robnega pogoja v|,—, = 0,
dobimo By(v/—Ab) = 0. Naj bo p,, n-ta pozitivna resitev enacbe By(pb) = 0,
potem so A\, = —p2, v, (1) = Bo(pnr) vse iskane resitve. od tu danje mi je
zmanjkalo zelesne volje, da bi preverila norme in skalarni produkt,
ker mi je Mathematica dajala ven ene cudne funkcije Razvijmo

o0 . b
r) = anBo(pnr), fon = Q(Jo(pinSJo(p;:() 7 / rf(r)Bo(pnr) dr.

Za resitev ena¢be dobimo

o0
rt) = Z FaBo(par)e Pact,

n=1

V posebnem primeru je

_ 72 p2 Jo(pnb)? 1
fn = 2(Jo(pna)? — Jo(pnb)?) ']Tn[NO(pna)(aJﬂpna) — bJ1(pab)) +

+Jo(pna)(aN1(pna) — BNy (pnb))] .
Enacba opisuje spreminjanje temperature dolge cevi z notranjim radijem a

in zunanjim radijem b, ki ima zacetno temperaturo Ty in se nahaja v okolju
s temperaturo 0.

3.9. Najprej resimo lastni problem
Av = Adv, vlgy =0.

Dobimo dvoparametri¢en sistem lastnih vektorjev in lastnih vrednosti

&\ 2 I\ 2 r. . Ilrz
)\kl:—<a> _<h> » i, 2) = Jo(€k ) sin ——.

Odtod sledi
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kjer je
h a

. mz
fu = ha2J1 AL / (r,z)Jo(§k— )mn Tdrdz.
00

V primeru f(r, z) = Ty dobimo

_ 2 20 gy
fu = Tokal(ﬁk) Im <1 - ) ’

v primeru f(r, z) = Ty(a® — r?)z(h — 2)/a®h? pa

8 4
fi=Tom+ 73 (1 — (=1 l) .
T amp Y

V stevcu dobim faktor 2 in ne 4.

3.10. Ker je resitev neodvisna od kotov, nam od sferi¢nih funkcij ostane le

konstanta, po 7 pa dobimo J; o(cqr/a)/+/r. Nastavek za resitev je

nnr

Sln - n7rc 2
an )

kjer je

V primeru f(r) = Ty dobimo

2aTy
nmw

fn — (_1)n+l.

Naloga opisuje ohlajanje krogle z zacetno temperaturo Ty v okolju s temperaturo
0.

3.11 S substitucijo u(r,t) = v(r,t) + 11 prevedemo problem na nalogo 3.10.

3.12. Resitev iS¢emo z nastavkom

krmr

ZT sm—
k .
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Razvijemo f(r) v vrsto

krnr

== 2 [ k
kasm S =2 [ rrsin T dr
a 0 a

in primerjamo istolezne koeficiente

1
—(km/a)*T), = ET,; — [

pred f; je bil C, ki sem ga pobrisala Iz zacetnega pogoja dobimo
Tx(0) = 0, odtod pa

Tyt = 51— (55",

(km/a)?
V primeru f(r) = C, dobimo
_~2a k+1

3.13. Najprej resimo lastni problem
Av = v, vlgy =0.
Dobimo dvoparametricen sistem lastnih vrednosti
Min = —(&m/a)?,

v (r, 6) = 7“_%,] (flnr/a) (cos ),

kjer je &, l-ta pozitivna nicla funkcije J,, 1. Potem je
2

u(r,0,t) ZZflnvln r,0)e ’\’"Ct

n=0 [=1

kjer je
2n +

1
fin = a2J fln // r2sin 0 f (1, 0) vy, (1, 0)dOdr.
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V primeru f(r,6) = Tpcosf dobimo fi, = 0 za n # 1, saj je Pi(cosf) =
cos 6.

In = // 7'2sin@TOCOSQT*%J%(fnr/a)cos@d@dr:
00

= TO/ Tng(fllr/a)dr/ sin 0 cos? df =
0 0
2a5/2 9
- 4 5/2(—2+2COS§11+§llsin§“)—_
3
Ty

Kar se razlikuje od prejsnje resitve

2Tpa’/?
§nds/2(61)

3.14. ta je skoraj enaka prejsnji, zato je potrebno resitev se enkrat
preveriti. Naj bo § I-ta pozitivna nicla funkcije J3/5. Potem je

U(T,H,t) = <Z fnr_1/2<]3/2(£l2)> C0597

n=1

Kjer je fn = 2a%/26)% /J5 15(&).

Un

3.15. Naj bo vy, n-ta pozitivna resitev enacbe tg v, = ;%%-. Dobimo

©° gin r vpe\2 @ f(r) sin 222 dr
u(ryt) = S fu B () g, = o) m B
n=1

) a 2 UnT
T fo sin® =2t dr
V posebnem primeru je

(—vp cos vy, + sinvy,)

Jn = 2aTy : .
Un (Vp, — sin v, cosvy,)

Ta izraz se da nekoliko poenostaviti s pomocjo definicijske relacije za v,.
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6.4 Valovna enacba

4.1. Zapisimo najprej splosno resitev. Naj bo

e T

(z.y) = (2m + 1)z (2n+ 1)my
Umn (T, y) = cos 5 cos 5

za m,n € Ny. Lastne vektorje s sinusi smo izpustili, ker sta f(z,y) in g(z,y)
sodi tako po x kot y. Resitev je

u(z,y,t) Z Z <fmn COS Winnt —|— gm

m=0n=0

™ sin wmnt> Vi (2, ),

kjer je

fmn = 67 bf(ﬂ%y)vmn(fﬁ,y)diﬂd%

—aJ—
1 a b

Imn = / / g(x7y)vmn($7y)dxdy7
E€mn J—aJ—b

a b
Emn = / / 'Umn(xv y)2dxdy = ab.
—aJ—b

Za na$ konkretni f dobimo

0, m # n,
fmn:{ ( 8 7&

2n+1)2m2> m=mn

4.2. Resitev je

u(z,y,t) = 16 Z < T >3<(2k—|2—1)7r>3(_1)l+k‘

2 2

cos (2 V(k+1)2 + (21 + 1)2> cos (@”1)”> cos <<2k+1>w

).
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4.3. Resitev je

s 9608< LV/(2k+1)2 + (2l+1)2+(2m+1)2>
u(w,y,z,t) = —43 k7§:1 2k + 1)3(20 + 1)3(2m + 1)3 .

sin <(2k +21)mc> sin <(2l +21)7ry> sin <(2m4; 1)7rz> 7

4.4. se enkrat preveriti Ker so pogoji homogeni po x, lahko naredimo

separacijo na x. Dobimo lastne funkcije Xy(x) = sin(agz), kjer je ar =

1 . .
%. Resitev iS¢emo z nastavkom

Z Ty (t) sin(agx).

Vstavimo v enac¢bo in dobimo

[e.9]

ST ) + TUE) + a2Te(8)) sin(aga) = 0.
1

Zacetni pogoji so T (0) = 0 in T} (0) = by, kjer je

o0
sin(z) = Zbk sin(agx) = ZTk ) sin(agx).
1

Koeficienti by, so
4(=1)
I1(3 — 4n — 4n?)’

Resitve diferencialne enacbe T} (t)+T), (t)—|—a%Tk (t) = 050 T}, = e ¥/2( Ay, sin( /4a% — 1t

By sin(y/4a2 — 1t). Ker je Tj,(0) = 0, je By, = 0 in

by, =

Ap = ——.
,/4@% -1
4.5. Dobimo
e Cén adn si C&-nt gnr
u(r,t) = Z [fncos . + T " ] JO(T)’

n=1
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kjer je &, n-ta pozitivna nicla funkcije Jy in

_ 2 ¢ Enr 2 a Eut
fu= ez b IO g = sy [ oS
V primeru (a) dobimo
8h
Jn= f%Jl(fn)7 gn =10,
v primeru (b) pa
o 2’00[) J1 (Snb/a)

T G &)

4.6. Z nastavkom u(r,t) =Y 7, T,,(t)Jo(&nr/a) dobimo
TI(0) + W2T0(t) = fult),  Ta(0) = T1(0) =0,

kjer je wy, = ¢&,/a in

2 a n
- ey /0 rF(r,t)Jo(%)dr.

7 Laplacovo transformacijo dobimo

fn(t)

To(t) = 1/0 sin (wn(t — 8)) fu(s)ds.

Wn
V primeru (a) dobimo

_ . _ 24b Ji(§nb/a)
fu(t) = Ay sinwt, A, = £ 7J1(€n)2 ,

torej je

207"2 (sin(wnt) — wpt cos(wpt)) w=wp

T(t) = { W"_w%) (wsin(wpt) — wp sin(wt)) w # wy

V primeru (b) dobimo

8B
fn(t) =Bn, Bp= m,

torej je

T.(t) = %(1 — cos(wpt)).
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4.7. Naj bo &yn n-ta pozitivna nicla funkcije Jy,,

v;nn(rv 90) = cos mpJy, <§77;nr> ) v;’m(?“, ()0> = sinmpJy, <€n;n7’> R

Wmn = Smnc/a in

{ 2, m=0
Emn =

1, m#0
Dobimo
o oo
Z Z T Unmn (1, ©) + frrn Vi (7,9)] €08 Winnt+
m=0n=1
o oo
(r,0) + GrmnVimn (1, ©)] sinwpat,
m=1 n:1
kjer je

/ 2 /W /a /
- dopd
Jun @2 It (Emm)2 ) Jo rf(r, o)v'(r, p)dedr,

1
= r (r, p)dedr.
fmn 7Ta2<]m+1 Emn /ﬂ'/ f SO) 4
Koeficiente ¢/, in g/, dobimo tako, da f(r,¢) zamenjamo z g(r,¢).
nasem primeru je f,. = f/ =0,gr,=0in
2
orn = :
m 5mn7ra2t]m+l(£mn)2

preveriti zadnje 4 cifre

\Y%

4.8 Funkcije u, f in g glede na ¢ liho (zakaj?) nadaljujemo na cel krog
[0,a] x [—m, 7], nato uporabimo resitev naloge 4.7. Opazimo, da so ¢leni z

eno Crtico enaki nic.

4.9. Naj bo

22 r. . lrz
2 v (r, 2) = Jo(&cg)sm—.

k
el = C LA
(12 h
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Resitev je
gkl .
u(r, z,t) = [fkl cos(wpit) + = sin(wit) | va(r, 2),
k=1 1=1 Wi
kjer je

4 a h
fu = hClQJlW/O /0 rf(r, z)vg(r, z)drdz,

4 a h
= drdz.
gkl ha2J1(€k)2/o /0 rg(r, 2)vp(r, 2)drdz

4.10. Najprej poskusimo najti lastne funkcije. Takoj ugotovimo, da je to
le funkcija 0, zato poskusimo z delno separacijo. Resitev je neodvisna od
spremenljivke . S separacijo po 7 in z dobimo lastne funkcije Ry(r) =
Jo(exr), kjer je ¢ = %’“, &k pa je k-ta nicla Jy in Zk(z) = sin(dgz), kjer je
dp, = kwh™!. Resitev is¢emo z nastavkom

u(r,z,t) = Api(t)Ri(r) Zi(2).

k.l

Odvajamo in vstavimo v prvotno enacbo:

F(r,2)sin(wt) = (AL(8) + (6 + di) Aka () Ri(r) Zy(2).
k,l

Naj bo
f(r,2) = B Ri(r) Zi(2).

k.l

Funkcije Ay ; so potem resitve enach:

() + (4 di) Agy(t) = Biysin(wt), Agg(0) =0, A;(0) = 0.

Naj bo wy; = 1/6% + dIQ. Splosna resitev je

Ay = agy sin(wgt) + by cos(wyt).

Ce je w # wyy, je partikularna resitev

Bkl sin(wt)
Aklp = 2 _ 2 s

Wi
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sicer pa je partikularna resitev enaka

2Byt sin(wt)
Ak:lp = B

Koeficienti ay; so 0, za koeficiente by; pa dobimo

A?clp (0)
7‘0 .

b = —

4.11. Naj bo

Wt = pifa,  v(r,0) =172 1 (Eur/a)Py(cos ),

1
2

kjer je &, I-ta pozitivna nic¢la funkcije Jn+%. Potem je

e} [e.o]
u(r,0,t) = Z Z {fnl cos wpt + % sin wnlt} v (r,0),

n=0 =1 nl
kjer

2

Fri = 2n+1a2J’
n+

2 a ™
~ / / r2sin 0 f (1, 0) vy (r, 0)drdd,
%(gnl) 0 JO

B ) 9 a 5 .
9nl = 5= a2J7/H_1(§nl)2/0 /0 r*sinfg(r, @) v, (r, 0)drdd.
2

Ce je € nicla funkcije J,, potem je J,_1(€) = J, (&) = J,41(8).

6.5 Uporaba izreka Cauchy - Kovalevska

5.1. Enacba je nehomogena, zato poskusimo najprej najti kako partikularno
resitev. Takoj uganemo, da je u, = z2 + y? reditev enacbe. Potem je
u = up, + up, kjer funkcija wuy, resi homogeno enacbo pri pogojih u(0,y) =
w(0,y) —up(0,y) = 7Y in upy(0,y) = uz(0,y) — upx(0,y) = e¥. Funkcijo uy,
iS¢emo v obliki
[e.9]
un(z,y) = Y air'y’.
i,j=0
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Vstavimo v enac¢bo in dobimo

o0
> (1) + a2y + (+ Dagge) a'y’ =0,
i,5=0
torej je
o G+1)
Ai+2,5 = —az,g+1m-

Dobimo rekurzivni formuli za sode in lihe 7 :

: G+1) K (J +k)!
=2k : = —aop 9i11——=...=(—1
1 a’2k,] a2k 2,j+1 2k(2k _ 1) ( ) J-’rk (2k')
. o ko Gtk
1 =2k + 1: CLQk,] = (—].) a1,]+km.
Koeficiente ag ; in a; ; izracunamo iz zacetnih pogojev:
Zao,jyj =e 7 in Zal,jyj =e
in dobimo )
_ (=1 1
aO?] - T’ a17] - ﬁ'
Koeficienti, ki jih iS¢emo so
Qg = 7(_1)j in agg41,; = 7(_1)k
IRk TR T ek + )
Vstavimo koeficiente in dobimo
up(z,y) = kzo il ( Fyl+ Z % + ol T yd — e7Y ch(x)+-eY sin(z).
J

Resitev prvotne enacbe je u(r,y) = e~Y ch(z) + e¥sin(z) + 22 + y2.
5.2. u= (ch(x) + 1)ev.

5.3. u = €e*(sin(y) + cos(y)).

5.4. u = ch(x)e ¥ — sin(x)eY.

5.5. u=e(sin(y) + cos(y)) + 32y> + ¢v°.
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5.6. Enacba je resljiva le, ¢e je b(x) = z. Potem je u = a(x) + zy. S
substitucijo ¢ = x + y,s = y se prepricaj, da enacba ne ustreza izreku
Cauchy - Kovalewska.
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