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Uvod

Permutacija je bijektivna preslikava kon¢ne mnozice
A nase. Predstavimo jo lahko kot razporeditev ele-
mentov mnoZice v neko zaporedje. Brez izgube splo-
Snosti lahko pri tem predpostavimo, da mnoZzZico
A sestavlja prvih n naravnih Stevil oziroma
A = {1,2,...,n}. Zanimajo nas torej urejene iz-
bire vseh elementov iz A, pri cemer ponavljanje ele-
mentov ni dovoljeno. Permutacijo mnoZice A z n
elementi bomo oznacili kot zaporedje
a = (a,az,...,ay), kjer a; € {1,2,...,n} in a; +
aj,cei# jzavsei, je {1,2,...,n}.

Znano je, da je Stevilo permutacij v mnozici z n
elementi enakon!=n-(mn-1) -...-2 -1, pri Cemer
z zapisom n! ozna¢imo fakulteto naravnega Stevila
n. Opazimo lahko, da Stevilo permutacij glede na
Stevilo elementov v mnozici zelo hitro naras¢a. Ce
je n = 20, je Stevilo permutacij mnozice {1, 2,...,n}
enako 20! = 2432902008176640000.

V Preseku [2] so nas Ze zanimali algoritmi za kon-
struiranje vseh permutacij mnoZzice z n elementi.
Spomnimo, da je vcasih zaZeleno, da algoritem vrne
urejeno zaporedje permutacij. Pri tem obi¢ajno mi-
slimo na leksikografsko urejenost. Permutacija
a = (ap,a2,...,an) je manjSa od permutacije
b = (by,by,...,by,) glede na leksikografsko ureje-
nost, Ce in samo Ce je a; < b; za najmanjsi j, v kate-
rem se a in b razlikujeta. Permutacija
a=(4,2,3,1,5) je tako manjSa od permutacije b =
(4,2,3,5,1), saj se, gledano od leve proti desni, pr-
vi¢ razlikujeta v Cetrtem elementu in je a4 < b4. Naj-
manjSa permutacija mnozice z n elementi v leksi-
kografski ureditvi je permutacija (1, 2,...,n), najve-
Gjapa (n,n—1,...,1). Vse permutacije lahko leksi-
kografsko razporedimo od najmanjSe do najvecje in
oStevil¢éimo od 0 do n! — 1.

Zaradi hitrega naraScanja Stevila permutacij gene-
riranja vseh permutacij veCje mnozice v praksi ne
moremo izvesti, saj je permutacij hitro zelo veliko in

njihovo generiranje traja prevec c¢asa. Pri reSevanju
nekaterih problemov se zato zadovoljimo s tem, da
konstruiramo samo izbrane permutacije, pogosto pa
nas zanima tudi konstrukcija zaporedja naklju¢no
izbranih permutacij.

Na spletni strani projecteuler.net/ so zbrani
nekateri zanimivi matemati¢no ra¢unalniSki proble-
mi v okviru Projekta Euler. Problem 24 je zastavljen
takole: PoisSc¢i milijonto leksikografsko permutacijo
mnozice {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Povedano drugace,
poisci permutacijo mnozice {0,1,2,3,4, 5,6,7,8,9}
z zaporednim Stevilom 999999 glede na leksikograf-
sko ureditev.

V tem prispevku bomo opisali nacin, kako kon-
struiramo permutacijo z zaporednim Stevilom i gle-
de na leksikografsko ureditev ter algoritem, ki vrne
nakljucno izbrano permutacijo. Za majhne mnoZice
bi lahko za ta namen uporabili tudi algoritem, ki ge-
nerira leksikografsko zaporedje vseh permutacij ter
potem vrne i-to permutacijo, kjer je i vhodni poda-
tek ali naklju¢no generirana vrednost med 0 in n!—1.
Opisana resitev pa je prostorsko zelo potratna in za
veCje mnozice neuporabna, saj Stevilo permutacij, ki
jih moramo straniti, hitro preseZe velikost delovnega
pomnilnika v racunalniku.

Konstruiranje i-te permutacije v leksikografski
ureditvi

Kot smo pokazali v uvodnem poglavju, lahko permu-
tacije glede na leksikografsko ureditev razvrstimo
od najmanjSe do najvecje oziroma jih oStevil¢imo z
zaporednimi Stevili od 0 do n! — 1. Konstrukcija i-
te permutacije je osnovana na posebnem Stevilskem
sistemu, kjer posamezne Stevke zmnozimo s fakul-
tetami Stevil od 1 do n — 1 in ga zato imenujemo
faktorialni Stevilski sistem. V faktorialnem Stevilskem
sistemu je vsako celo Stevilo i iz mnozZzice {0, 1,...,
n! — 1} na enolicen nacin predstavljeno kot

mj=xn-D+x20m-2)+... +xp_11! + x,0!,

kjer za j € {1,...,n} velja, da x; € {0,1,...,n — j}.
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Ker je x,, = 0, lahko zadnji ¢len tudi izpustimo in
dobimo

i=xi(n—-1)+xom-2)'+... + xp_11L

Kot primer predstavimo Stevilo 81 v faktorialnem
Stevilskem sistemu. Pretvorbo lahko opravimo na
podoben nacin kot pretvorbo iz desetiSkega v dvo-
jisSki Stevilski sistem. Namesto zaporednih delitev s
Stevilom 2 v tem primeru po vrsti delimo z zapore-
dnimi naravnimi Stevili 1,2, 3,..., tako da po delje-
nju celostevilski koli¢nik postane deljenec na nasle-
dnjem koraku, ostanek pa predstavlja Stevko fakto-
rialnega Stevilskega sistema x;, za vsak j med n in 1:

= 81=81-1+0, x5=0

81=40-2+1, x34=1
40=13-3+1, x3=1
13=3-4+1, xx=1
3=0-5+3, x1=3

Preverimo, da velja

" 81 =3-4'+1-31+1-21+1-1!+0-0!'=
3:244+1-6+1-2+1-1.

Algoritem, ki pretvori naravno Stevilo v Stevke fak-
torialnega Stevilskega sistema xi, x2,...,X,, prepu-
SC¢amo za vajo bralcu.

Najmanjsi permutaciji (1,2,...,n) v leksikograf-
ski ureditvi ustreza Stevilo 0, ki je v opisanem Ste-
vilskem sistemu predstavljeno s Stevkami x; = x» =

. = xn = 0. Znacilnost najmanjSe permutacije je,
da je na j-tem mestu permutacije vedno Stevilo j ozi-
roma a; = j. To tudi pomeni, da desno od Stevila a
ni nobenega Stevila, ki bi bilo manjse od aj. V splo-
Snem za poljubno permutacijo (ai,...,ay) velja, da
je pripadajoca Stevka faktorialnega Stevilskega sis-
tema x; enaka Stevilu elementov manjSih od a;, ki
so v permutaciji desno od Stevila a;.

Ker je v permutaciji (4, 2,3,1,5) element 4 na pr-
vem mestu, so desno od njega trije manjSi elementi
in dobimo x; = 3. Na podoben nacin dobimo Se
druge vrednosti xj, ki so prikazane v levem delu ta-
bele 1. Na podlagi Stevk x; lahko izracunamo zapo-
redno Stevilo permutacije (4,2,3,1,5):

= 3.41+1-31+1-21+0-1!'+0-0!=80.

Poskusimo Se ugotoviti, katera je permutacija mno-
zice {1,2,3,4,5} z zaporednim Stevilom 81. Kot smo
Ze izracunali, velja x5 = 0, x4 = x3 = x2 = 1 in
x1 = 3. Ker je x; = 3, morajo biti desno od a;
tri Stevila manjSa od a,, iz Cesar sledi, da je a; Ce-
trti najmanjsi element mnozice {1, 2, 3,4, 5} oziroma
a, = 4. Podobno, ker je x> = 1, je ap drugi najmanjsi
element mnoZice {1,2,3,5}, torej a, = 2. Zaradi
x3 = x4 = 1 dobimo a3 = 3 in a4 = 5. Ko vstavimo
v permutacijo prve Stiri vrednosti, ostane mnoZica z
elementom 1, zato je as = 1.

Vrednosti  x71, X2, X3, X4, X5 za  permutaciji
(4,2,3,1,5) in (4,2,3,5,1) so prikazane v tabeli 1.

X13X23X33X45X5 X15X25X35X45X5

3:1:1:0:0]3:1:1:1:0

TABELA 1.
Vrednosti x; za permutacijo (4,2,3,1,5) (levo) in (4,2,3,5,1)
(desno)

Na podlagi zapisanega bi lahko zapisali algoritem,
ki najprej pretvori vhodni podatek i v Stevke faktori-
alnega Stevilskega sistema x1, x2,..., X, in nato po-
iSCe pripadajoco permutacijo. Algoritem lahko poe-
nostavimo, saj se izkaze, da ni potrebno shranjevati
Stevk faktorialnega Stevilskega sistema. V ta namen
je potrebno pretvorbo v faktorialni Stevilski sistem
spremeniti tako, da izracun poteka v obratni smeri:
od prve Stevke x; do zadnje x;,.

Postopek spet pojasnimo za primer i = 81. Naj-
prej 81 delimo s 4!. Dobimo koli¢nik 3, ki je enak vre-
dnosti x;. Na naslednjem koraku ostanek pri prej-
Snjem deljenju delimo s 3!, da dobimo x». Nato po-
stopek nadaljujemo Se za x3 in x4. Kot vemo, vedno
velja x5 = 0, zato lahko zadnji izracun izpustimo:

= 81=3-41+9, x1 =3
9=1-31+3, x2=1
3=1-2+1, x3=1
1=1-11+40, x4=1

Algoritem Vrni permutacijo (Algoritem 1) vrne i-to
najmanjSo permutacijo mnozice {1,2,...,n} glede
na leksikografsko ureditev. V zanki algoritem za vre-
dnost spremenljivke j med 1 in n — 1 izracuna ele-
ment permutacije a;. Pri tem si pomaga z mnozico
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E, v kateri imamo elemente mnozice {1,2,...,n}, ki
Se niso bili uporabljeni za konstrukcijo permutacije.
Na zacetku seveda velja E = {1,2,...,n}. Algoritem
spremenljivki x v j-ti ponovitvi zanke priredi vre-
dnost x;. Kot smo ze pojasnili, je a; enak (x; + 1).
neporabljenemu elementu mnozice {1, 2,...,n}, kar
ustreza (x;+1). elementu mnozice E, saj po vstavitvi
v permutacijo element a; odstranimo iz E.

Algoritem 1: Vrni permutacijo

1 Vhod: Naravno Stevilo n in nenegativno celo

Stevilo i

2 Izhod: (ai,ao,...,ay), i-ta permutacija
mnoZice {1,2,...,n} glede na leksikografsko
ureditev

E:={1,2,...,n};
forj:=1ton-1do
x =gtk
i:=imod (n - j)
aj = (x +1). najmanjsi element iz E;
E:=E\{aj};

a, = element iz E;

© o N 1 W

Ce Zelimo izractunati permutacijo mnoZice, ki ni ena-
ka {1,2,...,n}, je potrebno ustrezno spremeniti za-
Cetno vrednost spremenljivke E. Za reSitev problema
24 bi tako doloc¢ili E := {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ter
poklicali algoritem Vrni permutacijo za vhodna po-
datka i = 999999 in n = 10.

Konstruiranje nakljucno izbrane permutacije

V tem razdelku bomo pojasnili, kako zapiSemo algo-
ritem, ki vrne nakljutno permutacijo mnoZice
{1,2,...,n}. Glede na prejsSnji razdelek se enostav-
na reSitev ponuja kar sama: na nakljucen nacin iz-
beremo Stevilo i med 0 in n! — 1 ter nato uporabimo
algoritem Vrni permutacijo (Algoritem 1), ki poiSce
i-to permutacijo v leksikografski ureditvi.

Opisana reSitev je sicer res enostavna, a je pri-
merna le za manjSe mnoZice. Na zacetku prispevka
smo zapisali vrednost 20!, ki je Stevilo s kar 20 Stev-
kami, kar Ze presega najvecje celo Stevilo, ki ga ima-
mo obic¢ajno na voljo v programskem jeziku. Po-
trebno je torej poiskati algoritem, ki bo deloval tudi
za mnoZice z vec¢jim Stevilom elementov.
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Poglejmo najprej, kako bi lahko skonstruirali per-
mutacijo mnoZzice {1,2,...,n}.
Ce zacnemo od desne proti levi, velja:

= a, lahko izberemo na n nacinov (izbiramo iz
{1,2,...,n});

= a,_1 lahko izberemo na n — 1 nacinov (izbiramo
iz {1,2,...,n}\ {an});

= a,_o» lahko izberemo na n — 2 nacinov (izbiramo

iz {1,2,...,n}\ {an,an-1});

= a, lahko izberemo na 2 nacina.

Zgornjo konstrukcijo uporabimo v algoritmu na-
klju¢na permutacija (Algoritem 2). Algoritem vrne
naklju¢no izbrano permutacijo, ki jo zgradi iz naj-
manjSe  permutacije leksikografske ureditve
a=(1,2,...,n), doloCene v prvi zanki algoritma. V
drugi zanki spremenljivka j te¢e od n do 2. Na j-tem
koraku zanke algoritem v spremenljivko i shrani na-
kljucno Stevilo iz mnoZice {1, 2,...,j} in nato zame-
nja i-ti in j-ti element permutacije a.

Algoritem 2: naklju¢na permutacija

1 Vhod: Naravno Stevilo n

2 Izhod: nakljucno izbrana permutacija
(ai,...,an) mnozice {1,2,...,n}

3 for j:=1tondo

4 | aji=j

5 for j:= n downto 2 do

6 i := naklju¢no celo Stevilo med 1 in j;

7 L zamenjaj(a;,a;);

J i a a as ay as
1 2 3 4 5
5 ......... 1 ......... 5 ......... 2 ......... 3 ......... 4 ......... 1
4 ......... 1 ......... 4 ......... 2 ......... 3 ......... 5 ......... 1
3 ......... 3 ......... 4 ......... 2 ......... 3 ......... 5 ......... 1
2 ......... 2 ......... 4 ......... 2 ......... 3 ......... 5 ......... 1
TABELA 2.

Delovanje algoritma naklju¢na permutacija zan = 5

PRESEK 46 (2018/2019) 1




RAZVEDRILO

% V tabeli 2 je prikazano delovanje algoritma na-
klju¢na permutacija za n = 5, e so spremenljivki
i prirejene zaporedne naklju¢ne vrednosti 1, 1, 3
in 2.
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- Pravilna reSitev nagra-
dne krizanke iz Seste
Stevilke Preseka je ViSin-
ski kot. Izmed pravilnih
reSitev so bili izZrebani
ROK STRAH iz Ljubljane,
MARIJANA MARINSEK iz
Celja in MARKO KUBALE
iz Rogaske Slatine, ki so
razpisane nagrade pre-
jeli po posti.
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