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Predgovor

Ué¢benik je nastal na podlagi predavanj pri predmetu Kompleksna ana-
liza na Pedagoski [akulteti Univerze v Ljubljani. ki se predava studentom
matematike v tretjem letniku dodiplomskega Studija. Vsebuje osnovne
teme kompleksne analize, kot so kompleksna Stevila, holomorfme [unk-
cije. kompleksna integracija in Taylorjeve ter Laurentove vrste. Od
bralca predpostavlja zgolj osnovno znanje realne analize v eni in dveh
spremenljivkah. Dokaxi trditev so narejeni z vso matematiéno korek-
tnostjo, vendar je powdarck ucbenika na razumevanju konceptov in

uporabi kompleksne analize na drugih podroc¢jih matemalike.

v



POGLAVILE 1
Kompleksna stevila

1.1. Definicija in algebrai¢ne lastnosti

Kompleksna Stevila definiramo kot pare (a.d) dveh realnih Stevil, za
katere definiramo seitevanje kot
(. 0) | (evdy —{a 1 b | d)
in mnozenje kot
(. by (e.d) — (ac—bd,ad | be).
Bolj obicajno se odlotimo za ekvivalenten zapis a + b, kjer velja
i — =1
Stevilo i imenujemo imaginarna enola. S tem dogovorom seglevanmo
(a1 4D) 1 (e lidy —{a 1 ) 1D | d)
in mnozimo
(a 1 ) (e | dd) — (ae—bd) | ilad | be).

Nevtralni clement za sestevanje je seveda stevilo 0 — 01 04 in enota za
mnozenje je I 14 0i. Nasprotni element stevilu a+ib je kompleksno

slevilo —a—ibin, ¢e a+ib / 0. §tevilo ima inverzni element za mnozenje

1 a—ib

a+ib a24b2

Mnozico kompleksnih §tevil oznacimo s C. Velja
Izrek 1.1. (C. | .} je komutativen obscy.
Komplcksna stevila se v literaturi prvi¢ pojavijo v drugi polovici 16.

stoletja. Glavni razlog za vpeljavo kompleksnih Stevil se, vsaj zgodo-
vinsko, skriva v naslednjem izreku:
IzRrEK 1.2 (osnovni izrck algebre). Visak nekonstanten polinom ima vsag

eno kompleksno niclo.

Kasteje bomo podali kar nekaj razlienih dokazov tega izreka.
« . o
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1.1. DEFINICLJA IN ALGEBRALICNL LASTNOSTL

Poglejmo si nekaj definicij. Naj bo = @ + ib kompleksno &levilo.
Oznacimo z

Re(a | b} — a,

Im(a | ib) —b
reafni delin fmaginarni del kompleksnega Stevila 2. Absolulna vrednost
stevila 2 — a | 4 je Swevilo

lz] — Va? | b2,
ki predstavlja razdaljo stevila = — a | 40 do izhodiséa kompleksne
raviine.  Kongugirano Stevdlo h kompleksnemu Stevilu = — a | #b je

stevilo
T —a—1ib,
ki jo zrealna slika stevila » glede na abscisno os v kompleksni ravnini.
\
i
Tl
bl BT |

u

s—a—1b

SLIKA 1.1. Realni in imaginarni del, absolutna vrednost
in konjugirano stevilo

Naslednja trditev povsem sledi iz definici).
TRDITEV 1.3, Naj bosta = in w kompleksni Slevili. Vela

Oy ZTww— 2| w,

(i)

(iii) |j|'2
(iv) Rez #Z. Im=: 2

Absolutna vrednost ima naslednje lastnosti:
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TRDITEV L.4. Naj bosta = in w kompleksni Stevili. Polem velja

@) |z = 0in|=
(i) ]3] —
(iil) |z — |2|]ee.

(iv) |Rez] <zl én | Imz] <

(V) |z 1) < |z| 1 || (trikotniska neenakost).

— 0, swmo ce je z — 0,

~
P I

Dokaz. Tocki (i) in (ii) preprosto sledila iz definicij. Oglejmo si (iii).
Najho z a+ibinw c+id DPolem je :w  (ac—bd) +i{ad + be).
Torey je
|zie) — (ac— bd)? | (ad | be)? — a?c? | VAP | &*d? | bR
— (@ | B 1 AP — |2 el
Tocka (iv) pomeni ¢ < a? | 0% in b < a? | 02 kar je oditno. Ostane
nam torej samo se trikotniska neenakost (v):

zlwP—(a1 e 1 b1 d?*—a® 10121 d% 1 2ac | 2bd

n

e

(z| 1 Jw])? —a® 1021 2 1 d? 1 2Va? | 03V e? | d2.

Neenakost bo torej dokazana. ¢e pokazemo

ac+bd < Va2 +b2Ve? + d2.
Ce neenakost kvadriramo, dobimo neenakost
@ 4+ V2d? + 2abed < a’c? + VP d® + v2P + o2d?

oziroma b%c? | a2d? > 2abed, kar pomeni (be — ad)? > 0. O

1.2. Polarni zapis kompleksnega Stevila

Kompleksno stevilo = a + b lahko zapigemo tudi s pomodjo kota p,
ki ga daljica med izhodigéem in toc¢ko = oklepa s pozilivno abscisno
osjo in razdaljo r tocke = do izhodisca.

Polarni kot p obicajno vzamemo na intervalu [0.27) in ga imenu-
jemo tudi argument Stevila z ter oznacimo z arg 2. Med obicajnimi

kartezicnimi koordinatami in polarnimi koordinatami stevila 2 veljajo



1.2. POLARNI ZAPIS KOMPLEKSNEGA sTEVILA

Im

b ..................... 2

RRe

<

a

SLIKA 1.2, Polarni zapis kompleksnega stevila

A AN

a—rcosy, b—rsing

in
, b
r— | — Va1 0% tang — —.
a
Kol polarni zapis §levila = a + ib razumemo zapis

2= r{cosyp | ising).

PRrRIMER 1.5. Naslednja kompleksna &levila zapidimo s polarnim zapi-
sont: —3, 1 44, —1 4+ v3i. Stevilo —3 ima argument 7. saj se nahaja

na negativni realni osi in je oddaljeno 3 od izhodid¢a. Zato je

3 — 3(cosw | isinm).

Stevilo 1 + 7 ima argument /4, saj je toéno na simetrali prvega kva-
dranta in |1+ V2, zato
. - v .. T
L+i V2 ((‘:os — +1sin T) )

Stevilo —1 1 4/3i ima argument 27/3, nahaja sc namreé v drugem
kvadrantu in velja tan Z—f — —3. |— 11 V3l — 2, zalo
2% 27

hl

—14+vV3i 2| cos 5 +'i‘s.inT

B

Polami zapis je zelo primeren za mmozenje. Naj bo

z—r(cosg | ising), w— pleosd | isind).
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Lotem je
s — rp(cosie | ising)(cos ) | isind)
— rplcos g cost) —singsind | {cos psind | sing cos )
—rplcos(p | D) | isin(ig | U)).

ker simo upostevali adici

jski izrek. Ta racun nam pove, da poleg |zw| —
|z|[ee| velja tudi
arg (zw) — argz | argw.
lFormulo lahko uporabimo tudi pri potencah stevil. Ce je
2 r{cos p +iging),

jo

i

2= r™cos (nyg) | odsin (nge)).
V poschnem primeru. ko je [z] — 1. dobimo de Moivreovo formulo
(cos | dsing)” — cos(ng) | isin(ng).

PRIMER 1.6. Izrac¢unajmo (1 + )% Vi polarnem zapisu je

i — \/_((‘()R

T 7.')
— | 2sin—).
4 47

Zalo
100= . . 100=x

7 8111

(l_l_,i)ll)(l (\/Q)IUU COS

251)((._.05 7+ 18in 257))
' "U( _I_ + ()]) ')*‘«'U
U

Poglejmo si Se. kako lahko s pomodjo polarnega zapisa refujemo enacho
2, Kjer jew  p(cosd+isind) dano kompleksno Stevilo. Regitev
z prav tako i§¢emo v polarnem zapisu = r{cosp + isinyg). Veljali
mora
r(cos (nig) | isin(ng)) — pleosd | isind).

Leva in desna stran bosta enaki le, ¢e bosta enaki absolutni vrednosti
obceh Stevil, kar pomeni r — /p. in bosta veljali enakosti cos(nyp) —
cos ) ter sin(nyg) — sind. Zadnji dve cnakosti skupaj veljata le, ¢e
za nck k € Z velja nge — 9 | 2kw oziroma ¢ — 4| 2k=

I n -’

Pri tem je



1.2. POLARNI ZAPIS KOMPLEKSNEGA sTEVILA

dovolj. da za parameter k vzamemo Stevila &

povzamemo, so refitve enache

11

0.1,2.....n—1. Ce

S w — peos i | isind)

v polarnem zapisu

)
z {p|cos

| 2k7

Privir 1.7, Poiscimo vse komplcksne resitve enache 2
(cosm + isinr). Zalo so refitve enache

polarnem zapisu je —1

it .
+ 281n

1

| 2kxw

EFoolL2.....n— 1

\_,.’

- -

P S 3.
5y cos 4 +asin— 5 + —1,
3 by Z
3= .. 37 .
W o8 = | isin — — —1,
a7 L hr 1 \/j:
Iy COS§— +isin— - — —1.
’ o 302 2
Im s
I/ i
:2 * ‘;" l{('
- T
“\\ /’;
21
SLIKA 1.3. Reditve enache 23 —1

PRrIMER L1.8. DPois¢imo vse kompleksne resitve enacbe z* 1.
{cos0+7sin0). Zato so reditve enacbe

larnem zapisu je 1

d

V po-

2bw . 2kw
I T COS | ¢sin—. k—0.1.....n— 1.
n n '

Regitve enache so torej enakomerno porazdeljene po enotski kroznid,
predstavljajo ogliséa pravilnega n kotnika, pri éemer je eno od oglise 1.
SN (@] o K . (@]

Narigimo primer. ko je n — 8.
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25

SLIKA 1.4. Osmi koreni enote

1.3. Topologija kompleksne ravnine

Kompleksno ravnino lahko na naraven naéin ena¢imo z ravnino R2.
Razdalja med dvema tockama z; = x; + iy in 2o = x5 + Y2 je podana

Z

d(z1,22) = |21 = 22| = /(22 — 1) + (42 — 1)
in je enaka razdalji med tockama (a1, 1) ter (wa,12) v R Z
D(a,r)={2€C; |z—a| <1}

in

D(G.,'T‘) - {3 & C. |,’;’ — a| & r},

podamo odprt in zaprt krog s polmerom r okrog tocke a.

Yy 1"\
/

( -a/|
\ /
& 4

SLIKA 1.5. Odprt in zaprt krog s sredi$¢em v a in radi-
jem r
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DEFINICIJA 1.9. Naj bo D € C. Tocka a € D je notranja tocka
mnozice D, ée obstaja tak ¢, da je D(a,s) C D. To¢ka b € C je robna
tocka mnozice D, ¢e za vsak € > 0 krog D(b, ) seka tako D kot C\D.

Tocka ¢ € C je zunanja tocka D, ¢e je ¢ notranja tocka mnozice C\ D.

Seveda velja
C = {notranje tocke D} U {robne tocke D} U {zunanje tocke D},

pri ¢emer gre za digjunktno unijo.

zunanje tocke

robne tocke

SLIKA 1.6. Notranje, zunanje in robne tocke mnozice

DEFINICIIA 1.10. Mnozica DD C C je odprta, ¢e je vsaka tocka a € D
notranja tocka mmozice . Mnozica F' C C je zaprta, e vsebuje vse

svoje robne tocke.

DEFINICIJA 1.11. Odprta mnozica D C C je povezana, Ge je ne moremo
napisati kot disjunktno unijo dveh nepraznih odprtih mnozic. Odprto

povezano mnozico imenujemo obmodje.

SLIKA 1.7. Nepovezana odprta mnozica

DEFINICIJA 1.12. Pot v C je zvezna preslikava v: [0,1] — C. Ce
velja, da je v(0) = (1), je pot sklenjena, in ¢e je poleg tega zozitev
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v: (0,1) — C injektivna, je v enostavno sklenjena. Tir poti je zaloga

vrednosti ([0, 1]), oznaéimo ga z v*. Pot v je (kosoma) gladka, ¢e je

~ zvezno odvedljiva (razen v konéno mnogo tockah).

Dve poti 7o,71: [0,1] = D C C sta homotopni v D, ¢e obstaja zvezna
preslikava
F:[0,1] x [0,1] — D,

da velja

F(t,O) == ’70(11') in F(tr 1) = 7l(t)'

g1

=

Yo

SLIKA 1.8. Homotopija med potema v, in vy

Pogosto oznacimo vs(t) = F(t, s). Ce sta poti 7 in v, sklenjeni, pri ho-
motopiji zahtevamo se, da so vse poti v tudi sklenjene. Za (sklenjeno)
pot v recemo, da je homotopna konstanti, ce je homotopna konstantni
poti 7(t) =pe Dzate|0,1].

DEFINICIJA 1.13. Naj bo D C C poljubna podmozica. Ce za poljubni
tocki a,b € D obstaja pot v: [0,1] — C, za katero velja v(0) = a,

(1) = b in (|0, 1]) C D, recemo, da je mnozica D povezana s potmi.
Vsaka s potmi povezana mnozica je tudi povezana, obrat pa velja samo
za mnozice, ki so lokalno povezane s potmi. Med drugim velja

IZREK 1.14. Naj bo D C C odprta mnozica. Potem je mnoZica D

povezana natanko tedaj, ko je povezana s potma.
DEFINICIJA 1.15. Mnozica DD C C je enostavno povezana, Ce je vsaka

sklenjena pot v 2 homotopna konstanti.

DEFINICIJA 1.16. Mnozica K C C je kompaktna, ¢e je zaprta in ome-

jena.
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D

QQ“

72

SLIKA 1.9. % je homotopna konstanti v D, v, pa ne.
Obmocje D ni enostavno povezano.

1.4. Stereografska projekcija in Riemannova sfera

DEFINICUIA 1.17. Razsirjena kompleksna ravnina je mnozica C := CU

{oo}, pri ¢emer definiramo za a € C:

i) at+oco=00+a= o,
(ii) cea#0jea-00=00-a =00,
(iif) Cea# o je £ =0indea# 0 je § = oo.

Mnozica U C C je odprta okolica tocke oo, e je @\U kompaktna
podmnozica C.

V%

Z

SLIKA 1.10. Odprta okolica U tocke oo

Poglejmo si sedaj, kako si lahko na drugacen nacin, prek stereografske
projekcije, predstavljamo razsirjeno kompleksno ravnino. Naj bo S

enotska sfera v R?

S={(zy,2) €R% 2° +y’ +2°=1}.
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Tocko N = (0,0, 1) imenujemo severni pol sfere. Kompleksno ravnino
C si prek identifikacije z = x + iy — (x,y,0) lahko predstavljamo kot

xy-ravnino v R3.
Stereografska projekcija je preslikava
o:S — (@
ki jo definiramo takole: Naj bo T' = (x,y,z) € S\{N} in tocka
(xg,yr,0) tista tocka, ki je presek premice skozi N in T' z zy-ravnino.
Definiramo
&(T) = xr +iyr € C.

Za severni pol N definiramo

SLIKA 1.11. Stereografska projekcija tocke P’
Naslednjo trditev lahko preprosto dokazemo.

TRDITEV 1.18. Preslikava ¢ je na S\{N} podana s formulo

T — 1
(f)(w.vy? Z) — 1 :/

Inverzna preslikava je podana 2z

2% 2y 24yt -1
w2y U a2y U a2 y2 1)

¢~ (x +iy) = (

Dokaz. Naj bo (z,y,z) € S\{ N}. Premico skozi N in (x,y,z) para-

metriziramo z

t— (t:z:tyl T (’3 - 1)t)> te R>
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in seka ravnino xry v tocki

x i
Y o)
l—z'1— 2

S tem smo dobili formulo za ¢. Da dobimo inverzno formulo. moramo

dolo¢ili presecisce premice skozi N in (ir, y,0) s slero S. Paramelrizacija
le premice je
L— (le ty. 1 —1). LeR

Premica scka 8§ natanko (edaj, ko za nek £ velja
el T I G R AL

kar se zgodi pri ¢ ﬁ Cle Lo vstavimo o nazaj v parametrizacijo

premice, dobimo tocko
el 2y a1yt
Pyt et byt ety L)

d

Stercografska projekeija je torej bijekcija med sfero § in razgirjeno kom-
pleksno ravnino. 1z zapisa sledi, da je preslikava ¢ zvezna v vsaki tocki
(x,y.2) € S\{N} in ima tam tudi zvezen inverz. Lahko sc prepricamo,
da je ¢ zvezna tudi v tocki NV in da je inverz zvezen v xc. Stercografska
projckeija je tore) homeomorlizem med $ in C. Razgirjeni kompleksni

ravnini zato pogosto re¢emo Riemannova sfera.

Kroznice na sferi S so definirane kot prescki sfere S z ravninami v R?,

Pokazimo naslednjo (rditev.

TRDITEV 119, Naj bo S enolska sfera v R? in ¢ slereografska projek-

cij.

(i) Naj bo K kroznica na sferi S. ki vsebuje locko N.  Polem
je G{KN\{NY}) premica na homplehsni ravning C. Obratno je
vsaka premica na hompleksni ravning C slika K\{N} za necho
kroznico K, ki vscbuje Llocko N.

(ii) Naj bo K kroznica na sferi S, ki ne vsebuje lochke N. Polem je
O(KY) krozZnica v C. Vsaka kroZnica v C je slika neke kroZnice
K CS, ki ne vsebuje tocke N.
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DoKAZ. Ravnino ¥ v R?* lahko napigemo z enacbo
ax | by | ¢z —d.

pri éemer lahko predpostavimo, da velja a®>+#+c 1. Ce naj ravnina
seka slero S v kroznidi, mora veljati —1 < d < 1, sajje |d|/vVa? + b2 + ¢2
razdalja ravnine do izhodis¢a. Nadalje lahko predpostavimo, da je
d > 0, saj lahko v obratnem primeru zamenjamo (@, b, ¢) 7z (—a, —b, —c).
Kroznica K — SN >7 vsebuje tocko N natanko wedayj, ko velja ¢ — d. I«
trditve 118 sledi, da je tocka (x, ¢, 0) v sliki (K \{N}) nalanko tedaj,
ko velja

2 2y x|yt =1
a|l——) I b|—F— )l c| —"—)—¢
24y 41 2 4+yt+1 22+l

ozlroma
wr | by — ¢
Pokazimo se obrat. Naj bo sedaj ax | by — ¢ enaéba neke premice p v
ravnini. Predpostavimo lahko, da je a? | 8 | ¢ — 1 in ¢ > 0. Seveda
potem velja tudi ¢ < 1. Po zgornjem razmislecku je premica p slika
kroznice
{(z.y.2) €R® ar+by+cz NS,

ki vsebuje totko N. S tem smo tocko (i) dokazali. Naj sedaj velja
N ¢ K. Tocka (x.y.0) je v sliki ¢(K) natanko tedaj. ko velja

2 24 %yt — |
ol ——— ) 1 b| 5—F— ) | ¢| 55— ) — d
22+ 1 w2+ 41 24P+ 1

Ce poracunamo, dobimo cnacbo

. a 2| - b 2_ | —d?
e Y eTd (c—d)?

Ker je 0 < d < 1. smo dobili ecnacho kroznice v ravnini xy. Zopet lahko

preverimo, da pri primerni izbiri raviiine 2 na ta na¢in dobimo vsako

kroznico v rayvnini. O

1.5. Linearne lomljene transformacije

DuriNica 1.20. Linearna lomljena transformacije je lunkcija oblike

F2) =

az | b
cx+d’
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kijer so a.b,c.d € Cin velja 2+ d* / 0. Ce dodatno velja ad —be / 0,

je | Maobiusova lransformacija.
Lincarna lomljena preslikava je delinirana na C\{—=2}. v kolikor je ¢ #
‘ . . « .
0. Ce je ¢ — 0, pa je lincarna lomljena preslikava preprosto lincarna
preslikava f(2) — (az 1 b)/d. Poglejmo. da je ad—be # 0 natanko pogoj.
ki ga potrebujemo, da je linearna lomljena transformacija injektivna:
azy b axn b
— < (az; | D) | d) — (az | bY{cz | d)

e +d o e +d

< (ad — be) () — 2)
V tem primeru je invery lincarne lomljene transformacije enak

— 0.

dz —b

[~

’ ) —cz | a

kar lahko enostavno preverimo. Mdbiusovo {ransformacijo
az b

/) ez | d
torej lahko razumemo kot bijekcijo [+ C\{—d/c} — C\{a/c}. éec / 0,
oziroma kot bijekcijo [: C — C. éejec 0. Inverz Mobiugove transfor-
macije je zopet Mobiusova transformacija. Méhiusovo transformacijo
lahko razumemo tudi kot bijekcijo Riemannove slere [ : C - C. pri

¢emer definiramo
f(xx) = a/c,

f(—d/() e o

¢e ¢ /0, oziroma
f(x) =,

1z + 1
(I—_H I8 / 0

¢o je ¢ — 0. Vsako Mobiusovo transformacijo
' ezl d

l

lahko zapisemo v obliki
be — ad

16 5

Tore) velja
Trorriv 1.21. Vsaka Mobiusova transformacija je kompozicija pre-

mika, inverzige = — | /3. raztega in Se encga premika.
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TroiTEv 1.22. Vsaka Mdbiusova transformacija f: C — C prestika

premice in kroZnice v premice in kroZnice.

Dokaz. Tako premik kol razteg oilno preslikala kroznice v kroznice
in premice v premice. Poglejmo sedaj. da inverzija (=)  1/z preslika
kroznice in premice v kroznice in premice (ne preslika pa nujno premic
v premice in kroznic v kroznice). Ker je vsaka Mobiusova transfor-
macijn kompozicija teh preslikav, bo s tem trditev dokazana. Naj bo
¢ S\{N} = C stercogralska projekeija in z — a | dy. Trditev 1118

nam da

B 2 2y 2yt —1
? i R T R T rz—l—y +1

Tocka

2 —2y Ly —1
I T B O T2 B B S I TC R
prav tako lezi na enotski sferi in velja

. 2 —2y 2y Yy x—wy 1

© Pyl ey a2 41 242
Ce definiramo j: S - S z

gl g as) — (), —ra —x3).
smo pokazali. da je
h(z) @ojod (z).

Ker j ohranja kroznice in stercogralska projekaija preslika kroznice v
premice in kroznice, wudi b preslika premice in kroznice v premice in

kroznice. S tem je trditey dokazana. (]

PrIMER 1.23. Poglejmo si Mébiusovo transformacijo

u—l—l
16 - S

Ker vsaka Mobiusova lI‘El.IIh‘r()I‘II]‘(L(‘ij‘(L prcsliku premice in Kroznice v pre-
mice in kroznice, mora hiti slika realne osi s preslikavo [ bodisi krognica

bodisi premica. Ker velja

FO) = =i f(=1) = =Tin f(1) = 1,
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je edina moznost. da slika realne osi lezi na enotski kroznid |z| L.

Ce [ raz8irimo na razsirjeno kompleksno ravnino, velja f{>) 7, zato
=1}

Ker velja &e [(i) 0, se celotna zgornja polravnina mora preslikati v

JRU{x}) —{:eC,

notranjost enotskega kroga.

o

Z 2
1 7

SLIKA 1.12. Mébiusova transformacija f(z) £

AR

Naloge

(1) Najbo = —2 | 3iinw— | —i. Izratunaj
() z | b,
(b) z — w,
(¢) 221 z2—1,
() Im(zew | w?),
(¢} £
(2} Naj bo |z] — 1.  # 1. Pokazi. da je
21
=1

7

realno stevilo.

(3) Dokazi posplogeno trikotnisko neenakost

|21+ 24zl S]]+ |zl

W=

(1) Poisci vsa kompleksna stevila 2. za katera velja
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(5) Poiséi vsa kompleksna stevila z. ki zadoséajo enaébi 2|z
BRI}
(6) Napidi naslednja stevila v polami obliki: 1 —4, =3 | V34 in
—i.
(7) Poisci vsa kompleksna &tevila =, ki zados¢ajo enachi

S =818V

(R) Pokazi, da za vsak = £ 0 velja

9) Naj bosta a. b € C. DPokazi. da sta obe reditvi kvadraine enache
J

— l‘ <argz

|2

22 —2az+b 0 na enolski kroznici natanko tedaj. ko velja

la| <1, |6 1inargd 2arga.
(10) S pomocjo de Moivreove [ormule izpelji

(a) cos3a  cos®a — 3cosasin®a,

() sin3a — —sin®a | 3cos? asina

(11} Skiciraj mnozice in povej, ali so odprte, zaprie, omejene, po-
vezane, kompaktne.
() |21 1] <2
(b) |Imz] > 1
(()O0<]z=1| <2
() == 1]=11]=2
(¢) Rez? > |

(12) Pokazi, da je kolobar {» € C.1 < |z]| < 2} povezana mnozica.
Al je enostavno povezana?

(13) Pokazi. da je presck dveh obmocij obmodcje. Kdaj je unija dveh
obmodij tudi obmocje?

(11) Pokazi, da je mmozica K C C kompaktna natanko tedaj. ko
itma vsako zaporedje v R stekaligce v K.

(15} Poisai slike tock s stercografsko projekcijo: (0,0, —1). (0,0.1),
(1.0,0) in (1/v/2.0,1//2).

(16) Kaj jo slika kroznice SN {x | y — v — 0} s stercografsko pro-
jekcijo?

(17) Kaj je slika kroznice SN{x+y+ s 1} s stereogralsko pro-

jekcijo?
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(18) Naj bodo z), zy. =3 i razli¢ne nekolinearne tocke. Naj bo =
poljubna to¢ka iz C\{z, 22.23}. Dokazi. da tocka = lezi na
kroznici skozi 2y, 22 in 23 natanko tedaj, ko je

(z — =)z — 24)
(z— za)(z2 — =1)

realno stevilo.

(19) Toigci Mobiusovo translormacijo, ki preslika 1 v 0. 1 —17 v 1 in
3 v ooc.

(20) Toisci sliko realne in kompleksne osi z Mdbiusovo transforma-

cijo
z 11
-1

(21} Poisci sliko pasu 0 < Rez < |z Mobiusovo translormacijo

-
~

-1
(22) Pokazi, da se vsako Mobiusovo transformacijo, ki preslika eno-

stski krog sam vase, lahko napige v obliki

B(z) CN“__"_’

| — E(),J

kjer je [(| lin|=| < L.



POGLAVIL 2
Kompleksne funkcije

2.1. Definicija odvoda kompleksnih funkcij

DEFINICUIA 2.1, Kompleksna funkeiga jo preslikava f@ D — C, kjer je
1) podmnozica kompleksnih stevil.
Vsako kompleksno [unkdijo [: D — C lahko piSemo v obliki
J) = (e | iy) — ule,y) |ie(e.y),
kjer stmo pisali 2 — @ | dy in sta w. e D — R realni funkeiji na mmozici
D. in kjer D razumemo kol podmnozico K% Na la nacin si lahko
kompleksne [unkcije predstavljamo kot preslikave
f:D =R DCRL
PriMER 2.2, Poglejmo si to na primeru funkeije f(z) — 22 Ce pisemo
»—x | iy, velja
[(2) — (e 1 iy)? — (0® — y®) | 22
Komplcksno funkcijo f si lahko predstavljamo kot preslikavo
J(ry) — (0% = g% 20y)
iz R? v R?. Torej
u(v,y) —a — y* ine(ey) — 2.
(]
DeriNicna 2.3, Kompleksna [unkdja f: D — C je zvezna v locki
2y € D. ¢e za vsak ¢ > 0 obstaja § > 0. da je |[(2) — [(z0)] < &, ¢e

je le |z — =] < 8. Tunkdija je zvezna na D. ¢e je zvezna v vsaki tocki

mnozice {J.
Privir 24, Funkcja f(z) — 2 je zvezna v vsaki tocki zp € C. saj jo
If(2) = f(z0)| — |z = 20| — |2 — w0, zato lahko vzamemo kar 6 — &, O

241
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DuriNica 2.5. Naj bo [unkdja [ definirana v okolidi tocke zy. razen
morda v z. Stevilo A je limila funkcije [ v locki ., ¢e za vsak £ > 0
J(z) = Al <=z cémje |z — 2] <8, 2 £ 2.

obstaja d > 0, da jo

OPOMBA 2.6. Naj bo [unkdija [ definirana v okolici tocke ;. Tunkdija

| je Ltorej zvezna v Locki 2y natanko tedaj. ko velja
lim f(z) — f(z0).
Z—rZ)
(]

OPOMBA 2.7. Naj bo f(z)} — u(x,y) | iv(x. y) razcep funkcije na realni
in imaginarni del in naj bo zy — ay | dyy. Funkcija f je zvezna v 2
natanko tedaj. ko sta v {(xy.y) zvezni obe funkeiji « in v. Prav tako
limita funkeije f v 2, obstaja natanko tedaj. ko obstajata limiti
A — dim ufay),
{ryi—={row)

Ay lim  o(r,y).
(@)= (wo,yo)

Velja
ll]II f(:ﬁ) - ,»"]] | [;)12

(]

Durixica 2.8, Kompleksna funkcija f — w | i je razreda C™ na odprti
mnozici 1) C C, ¢e sta razreda C™ na 1) realni del w in imaginarni del v.
To pomeni. da obstajajo vsi parcialni odvodi funkeij « in ¢ do vkljuéno
reda noin so zvezni. Ce obstajajo vsi parcialni odvodi. ne glede na

slopnjo, re¢emo, da je [ razreda C.

Naslednja delinicija je pravzaprav osnova podrocja kompleksne analize.

DiriNica 2.9. Naj bo funkcija f: 12— C delinirana na odprti
mnozici /) in naj bo zy € /). Ce obstaja limita

- J(z) = [(=0)

jim L =1 (z0),

=2 =2
Jo imenujemo kompleksni odvod funkcije f v tocki z in oznacimo z

f'(20).
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PriMER 2.10. Funkeija f(z) 2 ima kompleksni odvod v vsaki tocki
2 € C. saj je

lim M lim =—2 1.
L2 Z— 20 2=z T — g

Poglejmo. da [unkdija g(z) = ni kompleksno odvedljiva v nobeni tocki
g € C:

. 9(z) = g(0) LT —=2
lim ———"2 i ———,
=z T— 20 =2 2 — 2

T limita bi morala obstajati ne glede na to, kako se 2 priblizuje tocki
20- Posche) hi morali obstajati limiti

o (st h)— . (z0+ih) — 2

}zﬂ(l) h i !]nll:(ll ih '
kjer je b realno stevilo. Hitro vidimo. da je prva limita cnaka 1. druga
limita pa —1. Zato [unkcija nima kompleksnega odvoda. Pri komple-
ksnem odvodu je torej zgodha precej drugaéna kol pri definiciji zvez-
nosti kompleksnih [unkeij. Kompleksna [unkcija w + v je torej lahko
izredno lepa, pa vseeno ne ho kompleksno odvedljiva. Kot smo namreé
videli. je [(x 4+ iy} x4+ iy odvedljiva. ¢(x) = — iy pa ne. kljub
temu da sta obe [unkciji razreda C>*. V naslednjem razdelku homo
videli. da je kompleksna odvedljivost odvisna od tega, v kaksni zvezi

so s parcialni odvodi [unkeij w in 2. (]

Za odvod kompleksne funkeije veljajo vsa obicGajna pravila, kot veljajo
v realnem (pravilo za odvod vsote in razlike, Leibnizovo pravilo, pravilo
za odvod kvocienta, verizno pravilo). Dokazi so povsem cnaki. kot so

v realnem.

2.2. Holomorfne funkcije in Cauchy-Riemannove enacbe

DurINIcIA 2.11. Kompleksna funkeija f: 13 — C razreda C' je holo-
morfna na odprti mmozicl 13 C C, ¢e je kompleksno odvedljiva v vsaki
tocki zp € D.

OroMBa 2.12. [z predpostavke, da mora biti f — w | ée kompleksno
odvedljiva v 2y, sledi. da sta tako u kot v diferenciabilni v z,. Pri deli-
niciji holomorfue funkeije smo zahtevali, da je f, torej w in v, razreda

C'. kar je malenkost veé kot le diferenciabilnost. Ta predpostavka je
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sicer odve¢, vendar so nekaleri dokazi v nadaljevanju brez nje nekoliko

dalisi. O

Naj bo
fE) = fla 1 iy) —uley) | ie(e. y)

inzy x+ iy € D razcep [unkcije na njen realni in imaginarni del.
Naj odvod [{z) v to¢ki 2y obstaja:

. . f ) — f 2o

F'(z0) — lim JE) = () )

220 =2

Ta limita mora obstajati ne glede na to. kako se = priblizuje tocki z,
rezultat mora biti vedno isti. Recimo. da se z priblizuje z “vodoravno™,
to pomeni, da je = zy+h  (ro+ ")+ iy, kjer je h € R. V tem

primeru je zgornja limila enaka

f(zo | h)— [f(z0)

lim ¢
fr—0 h.-
_ulwo | hoyo) | ie(xo | hoyo) — ulo, yo) — iv(xo. yo)
lim
h—0 h
coulrg + hoyy) — ulrg. o vleg +hoy) — vlrg.t
lim (o + Iy} — ulzo yo) i lim (o + b)) — vlro )
h—0 h h—0 h
du O
Lo Un i— (0. o).
01_( 0. o) | (:)1_( 0. 40)

Recimo sedaj, da se z priblizuje =y “navpicno”™. Torej je = 2z +ih
ro+ i(yo + h). Kjer je h € R. 'V tem primeru je limita enaka

flzo | th) — fl=)

liny
h,—:(ll h
oulxg.yy R de(xeaye | R) — ulxg. g} — (g yo | R)
lim :
h—() ,,’h
N . “:(.T(], yU —l_ h) - ?_],(;1:(], ,UU + h) . 'U(.TU, '.UU + h) — '('_.‘(;_]‘j(]_' .UU)
— 4 lim [ lim _
h=0 h h—0 h
?_i‘)-u. (0. 10) | dv (0. 10)
’(;:),U o Yo oy Loa o).

Ce naj bosta obe limiti enaki, mora veljati

ou ( N ( \
oo Yo) — =~ {ro. Yo)-
S .0) = 57 o).

u dv
o (-’Ifue .Uu) — (irue .Uu)~

ay dx
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[ZREK 2.13. Funkcija [ w+ iv razreda Ct je holomorfna natanko
ledaj, ko zadoica Cauchy-Riemannovima (CR) enacbama

du de
ar Ay !
du Ao

oy o

Doxkaz. Pokazali smo 7¢, da mora holomorha funkcija zadoséaui CR.
cnachama. Pokazimo sedaj se obrat. Po predpostavki sta tako w kot e

diferenciabilni. Zato velja

J(2) = flz) —ule.y) — uleoyo) | ile(e y) — eleoyo)) —

du du
o yo)lr — o) + (o, yo)(y — 1
f):‘r:( 0: 30)( 0) B '.!]( 0s Y)Y — o)

[ Ov o
43 (Z(ru ) (r — xy) + Fy(:rm Yoy — .Uu)) + v,
kjer velja
124

lim — 0.

2220 |: —_ ,30|

Ce upostevamo Cauchy-Riemannovi enachi, lahko to prepisemo kot

Ju .
(2} — flzo) — —(xo. yo)(z — 20) —i—(xo.- Yo}z — ) | v
J(2) = flz) (‘);r( 0 Yo){ 0) Dy - o Yo)( 1y
[Limita )
llln .f("') - .f("o)
220 ~— 2
torej obstaja in je enaka w, (2, yo) — duy{xo. yo)- O

Cauchy-Riemannovi enachi lahko ckvivalentno zapigemo v obliki
o o
dr ,'(‘)y '
saj je
af  du dv
af  Ou O

) — —ti -
oy dy Oy

in
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Poglejmo s en mozen zapis. Delinirajmo parcialna odvoda # in (,%
kot

b= 2\0r Oy

of _L(a] A
9:  2\ar oy )

Potemn sta CR enaébi ckvivalentni enachi

af

dz

PRIMER 2.11. Poglejmo, ali je funkeija

(200

0.

flr 1 dy) — (2 =3xy® 1 x| 1) 1By — v 1 y)

holomorma. Preveriti moramo Cauchy-Riemanmovi enaéhi.

(,i(;r, y)  B3xt -3yt 41
di
du
—(r.y) — —G6uxi
(.)y( -y) — —Gay

e .
i,—((;’r'., y) — Gy
Or )
o . .
- “ (r.y) B22—=32+1
Ny
Ker je ‘ ‘ ‘
du  Ov du v

je [unkeija holomorma. Ce v [ormulo za [ vstavimo

v =z
X - .1 —
> Y Ty

dobimo

fGY—22 1211
Ta zapis ne vsebuje z. Na gplogno. vsaj pri polinomih p(z, z) velja,
da je tak polinom holomorfen natanko tedaj, ko v svojem zapisu ne

vsebuje spremenljivke z, saj je le tedaj ? 0. (]

TroiTiv 2.15. Naj bo 1D povezana mnozica. Potem je f/(z) — 0 za
vsak = € 1) natanko tedaj, ko je f = C za neko konstanto C € C.

Dokaz. V cno smer je trditev ocitna. Predpostavimo, da je f/(z) — 0

za. vsak 2 € /). Naj bo f — w | v in naj bo + poljubna horizontalna
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daljica. vsebovana v ). Naj v povezuje locki 5y ri+iyinzy,  rotiy.
Potem je [(z) — [{z1)  wlra.y) —ulriy) + (vl y) — vlrny)

wAEL ) ey — ) | ey (S, y) (e — 1) — 0, Rar sledi iz Lagrangeovega
izrcka v eni spremenljivki. Torej je f(z1) — f(=2). Podobno dokazemo,
da jo za vsako vertikalno daljico v D, ki povezuje tocki wy in wy, prav
tako f(uwy) — [(un). Kar lahko poljubni tocki z, 2" € 1) povezemo z
lomljeno ¢rto, ki sestoji le iz horizontalnih in vertikalnih daljic, velja
J(=) — [(Z)) za poljubni tocki. S tem je dokaz koncan. d

DrriNicua 2.16. Ce je funkeija f: C — € holomorfua na celi komple-

ksni ravnini C, reéemo, da je f cela funkciya.
2.3. Harmonic¢ne funkcije

DLFINICLA 2.17. Naj bo D C R? odprta mnozica. Realna ali komp-
leksna [unkcija [ razreda C2. definirana na D, je harmoniéna na D, ¢e

velja
9?f | 9% f
dx? 0 Jyr

Af 0.

Naj bo sedaj
J(z) —ueoy) 1 ie(r.y)
holomorfna funkcija na odprti mmozici 12 C C. Potem f zadoséa CR

cnachama

du  dve du o
dr dy Ay du

Zacnkrat predpostavimo. da sta tako u kot © dvakrat zvezno parcialno
odvedljivi. Kot bomo videli kasneje, je ta predpostavka odveé, saj so
vse holomortne funkeije dejansko neskonénokrat odvedljive. Zato velja
Pu Pu O du I Du
aor O dv O dve
D dy Oy da
9 &P 0

Povsem analogno pokazemo
v PP

2 op

Dobimo naslednji izrek:
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[zrEK 2.18. Naj bo [: D — C holomorfna funkcijo na odprii mnoZici
D c C. Potem sta tako Re [ kot Im [ (in s lem ludi [) harmonicni

na {7,

V naslednjem poglavju homo dokazali tudi nekaksen obrad:

[ZREK 2.19. Naj bo w: D — R harmonicna funkcija, definirana na
enostavrno povezanem obimodcju 13 C C. Polem obslaja laka harmoniéna
Junkeija v D — R, da je [ — w | 2o holomorfea na D, Funkego
¢ anenujemo harmonicne konjugiranke funkcije woin je dolocena do

adilione konslanle nalancno.

PRIMER 2.20. Pokazimo, da je funkeija w(r, y) — a®*=3ay? | " cosy | x
harmoni‘na na C. in poiscimo holomormo [unkcijo f na €, kalere realni
del je ravno w. Funkeija u jo harmonicna, saj velja

PPu D*u . . . .

—— (. y) | (v y) — 6 | ¢ cosy — 6 — ¢ eosy — 0.

dx Oy
Poiscimo harmoniéno konjugiranko k funkeiji w. Ker mora biti w | v

holomorfna, mora zadoscati CR enachama

du o, , an
—(.y) —32° =3y | ¢"cosy | 1— ——(x.y).
dr dy

du de

Dy (r.y) — —6ry — " siny — e (x, ).

Ce upodtevamo samo drugo enacho in integriramo po @ obe strani,
dobimo
ele.y) = 3x%y | Tsing | C(y),

kjer je C{y) neodvisna od x. torej je lahko odvisna le od spremenljivke
y. Vstavimo ¢ v prvo enacho in dobimo

9.2 9,2 Lo 1 — de o) — 2.2 3 : e

Be® =3y | ¢"cosy | 1 — —(x.y) — 3x° | ¢"cos | C'(y)

oy Y Y.
oziroma C'(y) — | =352 = C(y) — y — y* | ¢ kjer je ¢ neka realna
konstanta. Torej je
() — 32y | siny | y—y7 | e

[skana funkeija [ jo

fla 1iy) —2® =3xy? | Feosy | x| i3y | ¢sinyg | y—y® | o).
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Ce pigemo = x + iy. lahko [unkcijo [ napidemo v obliki
Sy =21 21 e eosy | ising) | e

Kot bomo videli v naslednjem razdelku, je izraz e*(cos y+1isiny) ravno

definicija kompleksne eksponentne [unkcije €*. Zalo je

Sy =1z et ) e

2.4. Primeri holomorfnih funkcij

V tem razdelku homo pogledali, kako razgirimo delinicije obicajnih ele-
mentarnih funkeaij, ki so definirane v realnem, na kompleksno ravnino.

Vse tako delinirane funkcije so holomore.

Kompleksna eksponentna funkcija.

DEFINICUIA 221, Kompleksna chsponenina funkeija ¢ je delinirana na

vsej kompleksni ravnini € s predpisom
¢ — c"(cosy | isiny).
kjor joe z —a |y,
TRDITEY 2.22. Funkcija € je cela funkcija (torej je holomorfna na celi

kompleksni ravnini).

Dokaz. Preverimo. da za kompleksno funkcijo ¢ veljata CR enacbi.
Pigimo ¢ — u{x,y) | iv(x.y). Kjer je u(x.y) — ¢"cosy in vlx.y) —

e’ siny:

u N dv
—(x.y) — ¢ cosy — —(x. y).
5y Y) v gl
o . de
—— L, y) — —¢7sin Yy — — (:‘I.‘, ;(,t).
oy x>
Torej je [unkeija holomore. (|

Poglejmo si nekaj lasinosti eksponentne [unkcije.
TRDITLEV 2.23. Za eksponenino funkcijo veljajo naslednje lasinosti:

(i) ot — (_32|+’~’2;



2.4. PRIMERIL [HOLOMORENIL FUNKCL 332

(J’Rcz’

(iv) |e*| —
(v) e* £ 0 za vsak = € C,

(vi) (¢7) — ¢

Dokaz. (i) Pi&imo =y x4y in 2 22 + i,
e eMeosyp | dsiny e (cosyy |oisiny)
— M ((Cos gy cos gy — sin gy sin )

| i{cosyysinyy | siny cosys))

— "2 (cos(ys | o) |isin(yy | o))

— o5 +22

1 1

¢t eeosy | ising)

e (cosy —isiny)

Z

— e (cos(—y) | isin(—y)) — e

e lem ¢eos(y | 2m) | dsin(y | 27)) — 7,

z
>

|l — e (cosy | isiny)| — .
(v) Recimo, da je ¢ — ¢™(cosy | isiny) — 0. Ker ¢” ni nikoli 0, in je

|cosy | isiny| — 1, produkt ne more biti 0.
(vi) Za holomormo [unkcijo f(z) — ulr.y) | ielroy) je [/(z) — %

Torey jo

e’ (cosy +isiny))

5 e"(cosy +isiny) €%
dx

(]

OproMBA 2.24. 1z definicije eksponenine [unkcije lahko razheremo Fu-
lerjevo formulo

e —cosig | ising.
S pomocjo e formule je polari zapis r(cos ¢ | ésin ) kompleksnega
stevila ckvivalenten zapisu re#. Tak zapis pogosto omogoéa nekoliko

lazje racunanje s kompleksnimi tevili. (]
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Kompleksna sinus in kosinus.

DEFINTCIIA 2.25. Kompleksni sinus in kosinus definiramo kot

(,'i.z _ (,—iz

giny @ —,
2 '

(_Z'l‘,';' + (_Z—t.i
2

COST —

Poglejimo, da sta tako delinirani funkeiji zares razgiritvi obi¢agnih funk-

¢ij sinus in kosinus, defliniranih na realni osi:

S —ir

— ¢ cosx | isina — cos(—x) — isin(—ux)
2% 21

(

sinar sinx,

pri éemer je prvi kompleksni sinus. drugi pa obicajni sinus. Komplcksni
funkeiji sin 2 in cos z sta delinirani in holomorthi na celi kompleksni rav-
nini, saj je taka funkeija ¢*. Vse naslednje trditve lahko zelo preprosto

izpeljemo iz zgornjih lastnosti za cksponentno funkeijo.

TRDITLEV 2.26. Za kompleksni sinus in kosinus veljajo naslednje la-
stnosti:

sin(—z) —sinz, cos(—z) cosz,

sin(z + 27)  sinz, cos(z+27)  cosz,
(iil) sin{z —7/2) — cosz, cos(z —7/2) — sin =,
(iv) sin(z) | ) —sinzpcoszy | ocos 2 sin 2,
(v) cos(zy | z2) — coszycos 2y — sin 2y sin 2y,
(vi) sinz | cos?z — |,

(vil) sin’z — cos z. cos’ z — —sinz.
TROITEV 2.27. Funkcigi sin 2 in cos z imata le realne niéle.
Dokaz. Poglejmo si nicle funkcije sin z. [z delinicije sledi. da je sin 2 —
0 natanko tedaj. ko je ¢ — ¢7* oziroma
2z I
Pigimo z — x| ty. Torej velja
e cos(20) | isin(2r)) — 1.

Ker jo [e™(cos(2x) | isin(2e))] — ¢ ™ — 1. jey — 0in je 2 € R.

Podobno velja za funkcijo cos 2. (W



2.4, PRIMERI HHOLOMORFENIL FUNKCL) 33

Torej so edine nicle [unkcije sin z enake »  Aw in nicle [unkcije cos =
enake 7 /2 + k=, kjer je k € Z.

Kompleksne hiperboli¢ne funkcije.
DrinNica 2.28. Kompleksni hiperboliéni sinus in kompleksni hiper-
boliéni kosinus deliniramo kot

e — ¢=* ef 1 e
shy - ———, ¢hy - ———
2 2

Ker sta obe funkeiji delinirani s pomodcjo cksponentne, sta holomormi
na celi kompleksni ravnini. Funkeiji sta razsiritvi obicajnih realnih
funkeij shoe in che, delinirani sta namred s povsem enakim predpisonn.
Vse naslednje lastnosti so enostavno preverljive.
TRDITEV 2.29. Za homplehsni funkeige sh 2 in ch 2z velja
(i) sh(—2) —shz. ch(—2) chz,
(i} sh(z | 2@} —shz, ch{z | 27i) —chz,
(iii) sh{z | =) —shzichzy | chzyshzy,
(iv) ch{z + z2) chzchzy +shzyshz,
(v) ch?z —sh?z—1,
(vi) sh's  c¢hz, ch’z shz.
Hitro lahko opazimo tudi naslednjo povezavo med hiperbolicnin in
kotnimi funkcijami:

sh(iz) —dsinz in ch(iz) — cos z.

Kompleksna logaritemska funkcija. Kompleksno logaritemsko
[unkeijo zelimo delinirali analogno, kot je delinirana v realnem, kot
imverz cksponentne funkeije e Tezava jo v e, da kompleksna ok-
sponentna funkeija ni injektivna. Pigimo w —w | 4o ler 2 — a0 | 4y in
redimo enacho e — 2

ev & e(cosutisiny) x4y
Sce'— Va2 | y? inov—args | 2knw.
Tore) velja ¢ — w natanko tedaj, ko je

w—1Inlz] | iargz | 2k7i.
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pri cemer smo svobodni tako pri izbiri celega $tevila k kot tudi pri
natanénem nac¢inu merjenja argumenta {lahko npr. vzamemo arg: €
|0,27) ali npr. argz — (—7. x|, ali kaj drugega.) Vsaki taki funkeiji

recemo veja logarilma.

DEFINICIIA 2.30. Glavno vejo logaribina log: C\(—>.0] — C delini-

ramo s predpisom

logz In|z|+iargz, argz € (—r.7).

Tako definirana [unkcija je oéitno razgiritev obi¢ajne [unkcije Inx. DPre-
verimo, da je log z holomorha [unkcija. Naj bo z x4+ iy in log =

u(r,y) +iv(x,y). Potem je

w(x,y) In \/m

V prvem ter cetrtem kvadrantu jo

In(x? + 3%).

h

po | —

Y
el y) — arclan =,
! p
v drugem oziroma tretjem pa
Y
v, y) — arctan = £ 7.
r

Predpisa se ujemata vzdolz y osi, ¢e upostevamo arctantaxc — +7/2.
Preverimo CR enachi:

in
av 1 —y —y
E(f y) — ] | Z_;? 2 |2
orE 1 . 1 a

— . Yy) — 5
(‘)y( v) 1] L x2 + 32

Torej jo u, — v, in w, — —t,. zato je funkcija holomorfna.
OpromMBA 2.31. Poglejmo si de en nacin, kako lahko vpeljemo logari-
temsgko [unkcijo. Funkcija

1 . .
w(z) In|z| Invax?+y? 5 In (2% + %)
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je harmoni¢na na C\{0}. kar lahko enostavno preverimo z odvajanjem.
Poiséimo holomorho [unkecijo [, katere realni del je ravno w. Za har-

moniéno konjugiranko ¢ k funkeiji « veljajla CR enachi:

du (1) x av
-~ 'T.T P E— N
g Y 2y ay
du Yy av
—(ry) -
f)y( ) T Ox

[z prve enacbe po integraciji dobimo
€T Y s
e(voy) — | —— dy — arctan = | C{x).
Ty T
kjor jo C'r) neodvisna od g, torej je lahko odvisna le od spremenljivke

x. Vstavimo e v drugo enacho in dobimo

Yy ou 1 Y y U
- 4 — T = :‘I:q ¢ —_— T 7 ~a | (/’ x) — T —— I (/f T
2| y? i.?:zf( 2 11 (yfx)? x? () x|y (7)

oziroma ('{x) — 0 = C(r) — e, kjer je ¢ neka realna konstanta. Ce
vzamaemo za ¢ — (O v prvem in Celrtem kvadrantu, ler 7 oziroma —# v

drugem oziroma tretjem kvadrantu, dobimo
v(xr,y) — argz.
V tem primeru je [unkeija f ravno glavna veja logaritima
F)—In|z| | targz.
Opazimo tudi, da konjugiranke ¢ ins tem f nisimo uspeli najti na celem
C\{0}. ampak le na C\{(—oc,0]}. To je povsem v skladu 7z izrckom
2,18, saj C\{0} ni enostavno povezano obmocje. Funkcijo [ smo nasli

na nekako majvedjom” enostavno povezanen obmodju, vsehovanem v

C\{0}. O

S pomodjo logaritemske in cksponentne funkeije lahko deliniramo po-
tence 2 pri splognem a € C, s predpisom

4 —

alog 2

Naloge

(1) Naj bo f — u | tv komplcksno odvedljiva v tocki zy — x| iyy.

Pokazi, da sta u in v diferenciabilni v (. yo)-
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(2) Naj bo [unkdija [ holomor(ha na obmoc¢ju D C € in naj velja
J(D)Y C R. DPokazi. da je f(z2) = a. kjer je a € R.

(3) Naj bosta tako f(z) kot f(2) holomormi na obmocju 1) < C.
Pokazi, da je f(z) = ¢, kjer je ¢ € C.

(1) Pokazi, da za holomorme funkeije velja LHospitalovo pravilo.
Naj bosta [ in g holomormi v okolici zp € C in naj velja
S (z0) — g(=0) — 0. Nadlalje naj bo g(=) £ 0 v okolici tocke =,
razen vz (kot bomo videli kasneje, je ta pogoj avtomaticéno
izpolujen, ¢o le g niidenticno enaka 0). Cle obstaja limita

lim L)

2z g"(;z.) ’

obstaja tudi limita
lim &
=it (f Z)
im sta cnaki.
(3) Preveri, ali je naslednja funkeija holomorfna
ol g2 e . e
Jr+iy) e ((xcos(2ry) + ysin{2xy))
| (y cos(2ay) — xsin(2vy))).
Zapisi funkcijo f(z) z > in 2 namesto z 2 in y.
(6) Pokazi, da je u(x,y) — 2y — ¢sinz | 1 harmoniéna na C in
Poisci vse harmoniéne konjugiranke fukeije w.
(7) Pokazi. da velja
O
0z0z

(8) Pokaz, da za poljubni kompleksni &tevili velja (e#)* e

_AJf.

(9) Izracunaj

(10) Regi enacbe
() e — | ] 4,
(b) sinz — 4,
(¢) tanz — —24.
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(11) Kam se s [unkcijo €* slikajo naslednje mnozice
(a) daljica = dy. 0 <y < 27,
(b) daljica z — | | iy, 0 <y < 2m,
(¢) pravokolnik {1 iy € C, 0 <x < 1,0 < y < 27}7
(12} Kam se slika pas {x | iy € C. —7/2 < & < 7/2} s [unkaijo
sinz?
13) Ali vedno velja log 22 — 2log =7
[1}) Poisci vse nicle funkaij sh z in ch 2.
[5) Dokazi trditev 2.29.

[6) Preveri formuli sh (iz) —dsinz in ¢h (i2) — cosz.

NN N N
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Kompleksna integracija

3.1. Definicija kompleksnega integrala

Vsako (kosoma) gladko pot y: [0, 1| = C lahko pisemo kot

vty () + ay(L).

kjor stax(t) in y(1) dve realni (kosoma) zvezno odvedljivi realni funkeiji

na |0, 1]. Odvod poti v ozmacimo 7 " in je
/ / -
Ay () + ().

Tir poli v, torej sliko ¥(]0. [}], oznacimo 7 v*. Integracija kompleksnih
[unkeij ene realne spremenljivke ni povsem nié drugaima kol integracija
realnih funkeij. Ce je ¢g: |a, 3| = C komplcksna funkeija, deflinirana na

realnem intervalu, deliniramo

3 3 3
/ (](t)(it—/ Reg(t)dt | t/ Im g(t) dt.

¥
Z uporabo paramelrizacije prevedemo na ta primer {udi integracijo

kompleksnih [unkeij. definiranih vzdolz (tira) poti.

DEFINTCIIA 3.1. Naj bo v: |, 3] — € gladka pot v kompleksni ravnini
in f kompleksna funkeija, ki je definirana na v*. Inlegral funkeie [ po
poti v deliniramo kot

/ sy - | e,

OroMBa 3.2. Poglejmo si, kako je integral kompleksne funkeije vzdolz
poti v povezan s krivuljnim mtegralom iz vektorske analize. Naj bo
v: o, 3] = C pot in f — w | iv komplcksna funkcija. delinirana na

10
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okolici +*, razcepljena na njen realni in imaginarni del.
[10a: [ aeo)+ o) oo +iio) @
- [ e et o) a
I /1 (@O (1) 1 e(@)a'(1)) dt

— /u dr —uvdy | 'i/th | wdy

/(u —u)ds + 1 /(1" —u)ds.

41

O

OroMBa 3.3. Ker je krivuljni integral vektorskega polja neodvisen od

paramotrlza(1.](,.. je tudi integral kompleksne funkcije po poti v neodvi-

sen od parametrizacije.

(]

PRIMER 3.1, Ilzracunajmo integral funkeije f{z} — % po naslednjih

poteh:

(i) daljici od to¢ke 1 do tocke i in

(ii) pozitivno orientirani kroznid s srediséem v 0 in polmerom 2.

(i} I)alji("() med 1 in ¢ parametriziramo z v(¢) — 1 —¢(1 —i) — 1 —¢ | it

. Potem je /() — =1 1 ¢in jo
./F:j'(:)d: /” (T2 (=1 + )
/ﬂl(l — =) (=1 +i)dl
—/I(('l —2t) | 2t — 1))(i — 1) dt
/(—1 DAL 13) (- 2 d
/( |l — 2 )fn+:/0 (1= 2% di

| —i.

| -
2| —
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(ii) V tem primeru parameltriziramo ~({) 2%, { € [0.27], ¥'(1)

i W2
/ Feds = / (2c™y*2ic™ dt
b 0
2w 3 .
o 8/ .—21,f.'- it (H
— 8, / .—?{
2w 2w
87/ (m!d!—ﬁ/ sinf di
Jo

2ie’ tako je

TRDITEV 3.0, Naj bo v pol v C in [ zvezna funkcijo ne ~*. Polem

/ f(z)dz

kjer je (=) dolzina poli .

velja

< vy max | /(=)

Dokaz. Najbo~(t) x{t)+iy(l). 0 <1 < 1. Omacimo z a argument
integrala [ f(z)dz in naj bo v/ () —2'(1) 1 iy (1).

‘/f( ) ds
[Re( ) dr</ DI 0 de
/\/( VO T+ DR

< s GO [ V07 T GOF @ 1) e ),

1
- [ [ eeoroa

saj jo

L \/(.”I"({,,))Z [ (!/I("'))Z(il..

ravno dolzina poti ~. O
i
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3.2. Cauchyjev izrek

Eno najpomembnejsih orodij v kompleksni analizi je tako imenovani
Cauchyjev izrek, ki ga bomo v tem razdelku pokazali s pomoé¢jo Gre-
enove formule. Naj bo D omejeno obmocje v R? s kosoma gladkim,
pozitivno orientiranim robom. Naj bosta P in @ funkciji razreda C!,

definirani v okolici obmoc¢ja D. Greenova formula nam pove

) : 0P
/ Pdx+ Qdy = / (6—Q - 6—) dxdy.
oD p \ Oz oy

o @
N\

oD

SLIKA 3.1. Obmocéje D s pozitivno orientiranim robom 9D

Poglejmo sedaj D kot obmocje v C in naj bo f(z) = u(z,y) + iv(z.y)
kompleksna funkcija razreda C', definirana v neki okolici obmocja D.

S pomocjo opombe 3.2 in Greenove formule dobimo
fidz= / wdr —vdy +1 / vdr + udy
oD ¥ ¥

N ECNC f [Ou Qv

V kolikor je [ holomorfna na okolici D, sta integranda v zadnjih dveh

integralih enaka 0, saj sta to tocno CR enac¢bi. Dobimo torej

IZREK 3.6 (Cauchyjev izrek, verzija 1). Naj bo D C C omejeno obmocje
s kosoma gladkim robom in naj bo funkcija f holomorfna na okolici
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obmocja D. Polem velja
fz)—0.
Joab

kjer je 0D pozilivno orienliran rob obmodja D.

OpPOMBA 3.7. Spomnimo se, da je rob obmodja pozilivno orientiran,
¢e se obmodje nahaja na levi strani. ko polujemo po robu v smeri
orientacije. Enostavno sklenjena krivulja je pozitivio orientirana. ¢e je
pozitivno orientirana kot rob obmodja, ki ga omejuje. (|
Ce je na primer funkeija [ holomorfma na okolici osenéenega dela slike
3.2, bo njen integral po robu tega obmocja (z orientacijo, kot je na sliki)
cnak 0. Malo drugacéna, a nekoliko bolj splogna verzija Cauchyjevega

izrcka je naslednja:

Izrek 3.8 (Cauchyjev izrek, verzija 2). Naj bo 2 odprta mnozica v C
in 1, v2 kosoma gladki sklengeni poti v Q. Naj bo v, homotopna v v

Q1. Potem za vsako funkeijo f. holomorfrio na 1, velja

IRCL / G

Dokaz. Zaradi nckaterih povsem topoloskih tezav je izrek v taki splogni
obliki nekoliko tezje dokazati. Mi si bomo predstavljali nekoliko poce-
nostavljeno situacijo. Predpostavili bomo, da (ncorientirani) krivulji
v in 7y tvorita rob obmodéja 1) med njima. Zgornji izrek, uporabljen

za obmodje D. pove

0— / f(z)dz— / f(s)d.z—/ fz)yd-.

Negalivni predznak dobimo zalo, ker moramo upostevati pravilno ori-

entacijo roba obmodja D. ([l

V primeru, ko je v sklenjena kosoma gladka krivulja znotraj enostavno
k . i . o . .
povezancga obmocja 2. je v homotopna konstanti. Zato z uporabo

zadnjega izrcka dobimo

Posrenica 3.9. Nag bo Q0 enostavno povezano obmodje in ~ sklenjena

(kosoma) gladka krivulja v Q). Potem za vsako holomorfno funkcijo na



3.2. CAUCHYJEV IZREK 45

SLIKA 3.2. Integral po v je enak integralu po ¥

Lf(z)dz—O

PoSLEDICA 3.10. Naj bosta v, in v, (kosoma) gladki poti v enostavno

povezanem obmocju € z isto zacetno in koncno tocko. Naj bo [ holo-

Q velja

morfna v S). Polem je

/ f(z)dz = / G

Dokaz. Naj bo pot v: [0, 1] = ©Q definirana z
(8 = & :
“/Q(Zt—l) 5 T<t§1

Pot ~ je preprosto pot, ki najprej sledi poti v, potem pa v obratni
smeri sledi poti v, Zato pogosto oznacimo v = v — 72. Ker imata v

in vy, isto koncno in zacetno tocko, je v sklenjena. Zato je po zgornjem

izreku
0= /f(z) = / f(z)dz — / f(z)dz.
it 1 J v
S tem je posledica dokazana. O

V nadaljevanju bomo katero koli izmed zgornjih verzij izreka preprosto

imenovali Cauchyjev izrek.
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PRIMER 3.11. Izraé¢unajmo inlegral

/ o dz,

g~
kjer je ~ del parabole = {+ > med : 0inz 144 Naj bo
~ daljica z zacetno totko 0 in konéno tocko 1 + 7. Ker je [unkcija e

holomorfma in imata obe pol isto zadeino in konéno tocko, iz zgornje

/(13 dz — / e dz.
oS S

Slednji integral lahko preprosto izracunamo:

posledice sledi

-1

. .
/ e dz / e Ly dl (1 414) / elet dt
I J0

J0

i
— (11 z)/ clcost | isint)dt
J0

. .
— (114 (/ ¢ costdt | z/ e sintdt)
] ]

fetsinl +elcosl—1  elsinl —elcosl+1
(1414) ( )

- 7 -
2 2

e'(cosl+isinl)—1 e''"—1

PRIMER 3.12. Poglejmo si Se. kako lahko uporabimo Cauchyjev izrek

o N .
sin
/ dx.

Naj bosta R > ¢ > 0 poljubna in v cnostavno sklenjena pozitivno

za izracun integrala

orientirana pot, katere tir je enak

~

Y — =R —e] U { s RUA{]z] = Rilmz > 0}

— =R =] U~ U |2, B U~vp.

—zImz>0}U

Po Cauchyjevem izreku velja

¥
/ t; dz — 0.
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-

SLIKA 3.3, Inlegracijska krivalja

7

— holomorma na obmodcju, omejenem 7 . Po drugi

Z

saj jo Tunkeija

strani pa velja

iz —& iz R iz iz iz
e € € e e
[ dz / dz + [ dz + [ —dz+ / dz
Sy J-R o Je o WV vy ~
—e (J’mr R (i'tf;r
— — x| — dx
J-n X J= X

o7 izetf s i v aRe? 1 i
HEET o ; i1 Re
_ / e 4 / e R
Jo Jo

seW [0

“Feosx | ising Hoeosx | isina
—dr + —dr

R X - X

T Ja
Py S48
N L= L N "hl
—z/ (f”dt‘)li/ o de
0 0
' — . t > .
. ® sin @ CfFsinx
— i dre |1 dx
—-R x s x

_!/ (itsuos()(i—asm()d() | I/ (i’bR(f()Ho(f—nSIllo(i().

0 0

Pri zadnji enakosti smo upodtevali sodost funkeije kosinus. Tako do-

“Fsing Bgin x
— (Lr | — dir
Jop J. o«

_/ c't.f_-‘c(_»s()(f—esun()de_/ Cchz.»sOc—Rsm0(16..
J0 JO

bimo
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iccos @, —ssin @

Ko gre £ proti 0. gre inlegrand e € v tretjem infegralu ena-

komerno proti 1. Ce torej v celoini enacbi posljemo £ proti 0. dobimo

R ogin T
/ - dr o — / ech(_»s%—Rsm()‘dﬂ

-n F Jo

Torej velja v limiti R — oc

Jo RS T
S . I D
/ d;’(’ — = litn / CLh.cnsb'C Rsin Gd(').
— )

r —o0

x<

Pokazimo, da je

lim / pHtcosO=Nsin0gg (),
R—x 0

Ker je

tReos8  —Rsing AR com
/ “ah(.u. (7‘(2 h<|116'd() S / ‘(:u‘uu 8
JO 40

je dovolj. da pokazemo

(f_h's'"g| do — / e~ H=m .
JU)

T

. — 2 a3

ln'n/ e~ Hsme g — .
(

R—oe [y
Integrand e~ %59 na (0, 7) sicer konvergira proti 0, vendar konvergenca
ni enakomerna. Lahko pa limito izracunamo direkino. I'unkdija sinx
je konkavna na intervalu [0, 5]. zalo je tam gral [unkcije nad sekanto
skozi tocki (0,0) in (5, 1), kar natanko pomeni
, 20
sinf > —. za 0<6<

i

o .z .
/ c—h’.sin Gd(_) —9 / C—Hsm edé'
0 0

[N

Tore) velja

gz/ = do
Jo
-~ o 12
] 20 |/
_ ‘_C—R7
R 0
v 3y B=x
ﬁ(l —e ) — 0.

Dobili smo tore)

® ginx
— dv — 7.
Jox X
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3.3. Cauchyjeva integralska formula in posledice

[ZrREK 3.13. Naj bo [ holomorfna funkcijo na obmocju D in v eno-
stavno sklenjena (kosoma) gladka, pozitivno orientirana krivulja, ki je
homolopna konstanti v D. Naj bo w locka iz nolranjosti obmodja, ki

ga omejuje . Polem velja
. 1 [ f(=)
Sy — [ ——d=.
27 J, s —w
Dokaz. Naj bo K(w,z) pozitivno orientirana kroznica s polmerom =
okrog tocke w. S pomocjo Cauchyjevega izreka dobimo

[) )
Iz — “—dz,
( /.f\"(?uc‘) e

NS T —w

fiz)

z—u

saj jo holomorma na obmodcju med K(w.e) in v, kalerega rob
sestavljala ravno i dve krivulji (kroznica mora imeti pozitivno orien-

tacijo). Pisimo z —w | et

[10, [ 19,
Sy oW JE =

/2? f('“-’ + Eeit.)
S0

seit

iee® dl
27 )
i [w+ ze™ydt.

JA}

Pokazimo. da gre zadnji integral proti 27 f(w). ko gre & proti 0:

i i 2w
/ [+ ey dl — / Jae)d| < / |f (e + €™y — [(w)| dt
Jo Jo Jo

: ity £}
<27 max |f(w | ee™) — [(w) 0.
K(w.2)
S tem jo dokaz koncan., (]

[30l) splogno velja podobna integralska formula tudi za odvode.

Izrek 304, Naj bo f holomorfna funkcija na obmoéyu 1) in v eno-
stavno sklenjena (kosoma) gladka, pozitivno orientirana pot, ki je ho-

motopna konstanti 1. Naj bo w toéka iz notranjosti obinocja, ki ga
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omejuje . Potem za vsak n € N obstaja odvod f (w) in velja

" n! J(2)
f\ f(u) ):.1, —7_;’).“'1 1.

Dokaz. Poglejmo najprej za n 1, pri ¢emer uporabimo Cauchyjevo

integralsko fornnilo:

f(’“—’ + h) — f(-u 1 1 )
T [f( o)

/(=)
27??? Wz = (w+h)(z—w)

b=y L/ —f(ﬁ) dz.
2wi J. (2 —w)?

Nadaljujmo z indukeijo po n. Predpostavimo sedaj, da formula velja

dz

za 11 in dokazimo formulo za n | 1:

Jow ) — ) ot 1 1 N
h - 27ih [ 12 ((z — (e | Byt B (z —w)n! 1) dz

n! =)l (z—w) Y e —=(w V)Y (2= (w | R 3
Zﬂ'l /j( ) dz

(Z . (‘“, | h.))n.—H (2 _ ‘U»‘)""H

s (n l)(‘»_u')"n o {n l)!/ J(z) )
2,'_‘_2 /j( ) u)2u,|2 dz = i ; (z—u.-)"|2 dz.

Pri izpeljavi smo (,‘.Tlt']é’clj v drugi vrstici dobili s pomodjo uporabe bi-

nomske formule. O

POSLEDICA 3.15. Vsaka holomorfna funkcija je neskonénokral odved-
leva.

OproMBA 3.16. Podobno kot pri Cauchyjevem izreku tudi pri Cauchy-
jevi integralski formuli obstajajo razliéne (vendar povsem ekvivalentne)
verzije. Naj bo [ holomor(ha [unkeija na okolici omejenega ohmodja z
(kosoma) gladkim pozitivno orientiranim robom 9D in «w: € D. Potem

zan 0.1.2.... velja

i n! ) (
j‘fﬂ,) (‘w) — / L)"” d:
270 Jaop (2 —w)?

Dokaz je preprost. Rob @1) skupaj z majhno negativio orientirano
o
kroznico K (w, ) omejuje obmodje, na katerem je funkcija % ho-

lomorfna, in je zato po Cauchyjevem izreku

1! nt f
_/ L)l dz — f( ) I dZ,,
2'4'_1'].. ab (,: d 'U.’)nl 241] K(w.2) (.., u nl
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pri ¢emer smo Lokrat kroznico K (w:.¢) orientirali pozitivno. Dokaz

nato sledi iz zgornjih dveh izrekov 3.13 in 3.14. O

PRIMER 3.17. S pomod¢jo Cauchyjeve formule izracunajmo integral

/ * r'dr
- . ',L‘.
Joso 112

kjer sta m.n € Nin n > m+ 2.

-~
i2
i3
e
n |

SLIKA 3.4, Integracijska krivulja

Naj bo ~ pozitivno orientirana pot, kot je na sliki 3.4. Naj bodo z, k&
f by 4
1.2,...,n, razliécne reditve enache z*+1 0. Edina ni¢la tega polinoma
. e . . oy P
znolraj ohmodja, omejenega z v, je vrednost z; €™/, Pisimo
)(( ) - ‘v’,_.rrt('3 _ (_Tiﬁ"f”)
R Y | CE-2) RN Ry 241

[funkcija f je holomorfna na obmocju, omejenem z . Cauchyjeva for-

mula nam da

1 A ) 1 /(:) . R
[ 1| z» dz — Z— —r'n dz — f(“,)

2z rES

27 7wt f., 2 — o'
. A1 .
lim = (z =€) vu PR TR L _i(fi’" s
Z—peiTin MU ' seimin L n ’

ot v parametriziramo z z — 2. 0 < x < R pot vz Re®. 0 < 6 <

1
- . R S
27 /n. ter (obratno orientirano) pot vy z ¢™x, 0 < x < R. Potem
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2z

"dz I3
+

| = n

/' 2"dz / z
A
R de 2

,/0 I an +/”

w1 ) /1£ m(h‘
Jo T 1t

o g

(=P

Torej je

It !H

) . i - .
T/n 'AH(TLG Hm.czmb‘
1] [inpind

2r/n
,[ _
40 |

© 2"z
+ P
I I ~ "
7y ~

his

'H i H
/ 1171(,2 1mrn(, T“nd.l
J0

I anein
Tin R™ | lf.,i(m | 1)

I ~ 1

BN

; omiiatl ' (]I _)Tl-i ,I:.l.rlll—.l. . 2amin Il‘)..,” I ](f(i("‘t I I){)
| —¢ n l T - - C o= 1 Wd(‘)
x 1 e
) 0

Pokazimo. da gre zadnji integral proti 0. ko gre R proli oc. To sledi iz

neenakosti

an+l Ci( m+1)6

Hm—l— 1

| | I{r‘i“iv‘to

s jo poten

w/n R | 16 i(ne ) 1)0
QA | Hvra(_fin.()

ker jen > |

me—1

77'—

—2mic"™

R — 1"

20 RV o

A < —— =70,

n Rt—|

2. V limiti tako dobimo

_z,,,u

. cmmi—1
ey BT
— 27" n

/ > a™dr
Jo LLat

n(l — 255 : )

‘”‘(| . (iz,h_imn! | )(l . (f_z,ﬁ,tjmn‘ ] )

—27 7( i
i

”() — (' '?'”m

A7 sin & {m | Dw

—i mtl
i { 1=
" ) 4= :111L
- -'"_‘\ B . 2(m+1)rw
Y 2n(1 = cos %)
p

Ao i 2 (m+|)7?
1n.8in =

. (7 A I 7 '
nsnlw

Liouvillov izrek in osnovni izrek algebre.

Izrek 3.18 (Liouvillov izrck).

Vsaka omejena funkeija, ki e holo-

morfna na celi kompleksni ravnini, je konstantna.
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Dokaz. Predpostavimo, da je |f(z)| € A za vsak = € C. S pomoéjo

Cauchyjeve integralske formule za prvi odvod dobimo

1 /)
") — | — / —" =
|f ( )l 271 o K{w, ) ('3 - ,u;)Z

(2) M o
< R max |22 < =5
- !\"(']nf]:}l-\-’) RZ2|\— R

0.

Torej je f/(1) — 0 za vsak w € C in zato je po trditvi 2.15 funkcija f
konstantna. U

OproMBA 3.19. Posebej nam Liouvillov izrek pove, da ne obstaja ho-
lomorfa bijekcija med celo kompleksno ravnino € in enotskim kro-
gom {0, 1}, saj ne obstaja niti nekonstanina holomorma preslikava
[ € — D.1). Vrealni analizi Liouvillov izrek nima analogije. Taun
lahko brey wezay najdemo gladko bijekeijo med celo ravnino R? in enot -

skim krogom. Primer take bijekaije jo preslikava

. . 2 2
Flr.y) — Flreosp,rsing) — [ —arctanrcos g, —arcltanrsing | .
! ¥ v v v
7 7

Kot smo videli v primeru .23, pa lahko zgornjo polravnino preslikamo
L Se bolj
i <

3

2
z |

bijektivno na enotski krog s holomortno preslikavo f(z) —

splogno velja naslednji izrek

[ZREK 3.20 (Riemannov upodobitveni izrek). Naj bo Q C € enostarno
povezano obmocie, pri cemer Q£ C. Potem obstaga holomorfna bijek-
cija [: Q4 — D0, 1).

O

Ena najpomembnejsih posledic Liouvillovega izrcka je osnovni izrek

algebre.

[ZREK 3.21 (osnovni izrek algebre). Vsak nekonstanten polinom p slop-

nje i ana nalanko v kompleksneh nicel, dleldh z veckralnosijo.

Doxkaz. Seveda je dovolj, da dokaZzemo, da ima tak polinom vsaj eno
niclo, saj lahko z deljenjem polinoma nato dobimo » nicel. Naj ho

n—1
|

. ~) — ~ 1 ~
p(2) — a2 | anaz e | ay.
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Potem velja

. Qp— @ (D) .
PO Jan L+ 2t s Kl
(0> U 2

¢e je le |z| dovolj velik. Torej velja za n > 1
lim p(z) —
200

oziroma _
. 1
lim — 0.
2=aC p(,;)
Predpostavimo sedaj, da p(z) nima nicel. Polem je ﬁ omejena holo-
morlna [unkcija na vsej kompleksni ravnini, kar po Liouvillovem izreku

pomeni. da je konstantna. To pa ni mogoce. (]

3.4. Primitivna funkcija

DeriNicia 3.22. Naj bo f kompleksna funkeija na odprti mmozici 1.
Holomorfna funkcija /' na 1) je primitivna funkcijo funkeije f. ce je
F'(z)  J(z2) za vsak - € D.

Oronia 3.23. V prejénjem razdelku smo pokazali, da je odvod ho-
lomorfne funkcije zopet holomorfna funkcija. Zato imajo samo holo-

morfne funkcije lahko primitivno funkeijo. U

TRDITEV 3.21. Naj bosla F'in (& dve pranilooni funkciji funkcije [ na

povezani wmnozici 1. Polem je F =G | C za neko konstanlo C € C.

Dokaz. Trditev je posledica trditve 2.15. (]
Priver 3.25. Funkcija F(z) — ﬁz"‘“ [ C je primitivia funkcija
funkeije 2. (]

Izrek 3.26. Naj bo f holomorfrna funkcija na cnostavno povezanem
obmocju 1) in nay bo 2 € D polyubna tocka. Za poljubno tocko w € 1)
izberemo gladko pot v, v D). z zaéetno tocko zy in koncno tocko w.
Definiramo

I'(w) / J(z)d=.
Polem je definiciga I neodvisna od izbire poli +, in velja

Fw) = fw). we D.
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Dokaz. Da je integral
/ f(z)dz
“Yw
neodvisen od poti, je posledica Cauchyjevega izreka, bolj natanéno po-
sledice 3.10. Naj bo sedaj w € D in h € C majhen, tako da je daljica

v med w in w + h vsebovana v D.

Y D

aw -+ h

Poglejmo si kvocient

Flwt+h)— Fw) [, f&dz= [ f(z)dz

h h

Iz Cauchyjevega izreka zopet sledi, da je

1@ dz- [ 1@~ [ 1)
Yw+h Yau &
Zato je

Fwth)—Fw) 1 [ L[
) _E/ﬂdwhlfm+mmﬁ

/ fw +th) dt—>f(w)

O

Posledica je nekakSen osnovni izrek integralskega racuna za integrale

holomorfne funkcije:

IZREK 3.27. Naj bo f holomorfna funkcija na obmocju D in G njena
primitivna funkcija na D. Naj bo v: |a, 8] — D poljubna gladka pot v
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D. Polem velja

Dokaz. Navedli bomo nekoliko poenostavljen dokaz za primer, ko je
lok. kar pomeni. da je v injektivna. V splosnem lahko dokaz naredimo
tako, da krivuljo v zapifemo kol unijo lokov. Naj bo [V enostavno
povezana okolica v in zy poljubna to¢ka v U, wy (o) inwy  v(3).
Naj hosta Ve, Yy gladki poti od zy do wy oziroma w,. Naj bo F
delinirana kot v zgornjem izrcku. Ker je primitivna funkcija dolocena
do konstante natantno, trditev 3.24, velja Flu) — Gw) | €. Tako

velja:
[ J(2)d= /’ J(2) d:—./;w 1) d=

Fuy) — Fun)
G(wy) +C — Guy) = C
G(+(3)) — G(a).

l'unkeija f(z) — 1 je holomorfna na 1 — C\{0}. To obmocje ni eno-
slavno povezano. DPrimitivna [unkeija [unkcije ?I je vsaka veja loga-
ritma, vendar pa nobena veja logaritma ni definirana na celem obmodéju
D. Da [unkcija f ne more imeti primitivne [unkcije na celem D sledi iz
zgornjega izreka: Naj bo I primitivna [unkcija [unkcije f na D, in naj
bo (1)  €*™* pozilivno orieniirana kroZnica s polmerom 1. Potem

velja
/ F(=)ds — P — (1) — 0.

po drugi strani pa je po Cauchyjevi formuli

/f(”) dz — /%dz — 27i.

Pravzaprav vidimo. da v kolikor ima holomorfna funkcija A primitivno
funkeijo na obmodcju 12, mora biti integral funkeije A po vsaki sklenjeni

poti znotraj 12 enak 0. Velja pa tudi obrat:
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IzrEK 3.28 (Morerov izrek). Naj bo [ funkcijo na obmocju D razreda
Cl in naj velja

i f(2)dz —

za vsako (kosoma) gladko sklengeno pot v . Potem je f holomorfna

na 1) in dma na D primitieno funkcijo.

DoKAz. Izberimo 2y € 12 in naj bo w neka tocka v 2. Naj bo v,

poljubna gladka pot z zacetno tocko 2y in konéno tocko w. Naj bo h

tako majhen, da je cel zaprt krog D(w, |k|) vsebovan v ). Oznacimo 7

w1 h POL z zatetno Ltocko zp in konéno tocko w + h in naj bo ~ daljica
z zacelno tocko w in konéno tocko w + h. Predpostavimo lahko. da so
tiri vseh treh poti disjunkini, razen v krajiséih. Ker je inlegral [ po

sklenjenih polek enak 0, je [unkcija
F(w) — / f(z)d:

neodvigna od izhire poti v, in zato velja

Flw | h) = F(w) l», flz)d= = l ) dz
h h h /

z)dz

/ flw | thYhdt — / flw | th)dt e flw).
Torej ima [ primilivno [unkcijo in je zato holomorma. (|

OroMBA 3.29. Pri dokazu Morcerovega izreka je dovolj predpostaviti
zvezmost [unkaije f. (|

Obstoj harmoniéne konjugiranke. Scdaj imamo na voljo dovol]

orodij, da pokazemo izrek

Izrek 3.30. Nag bo u: DD — R harmoniéna funkcija, definirana na
enostavno povezancim obmoéyu 13 C C. Potem obstaja taka harmoniéna
funkcija v: D —= R, daje [ — w | w holomorfra na D.  unkcijo
v wmenujemo harmoniéne kongugiranka funkcije w in je doloéena do

aditivne konstante natandéno.

Dokaz. Definirajmo

it )
gl | u})—lfl ij)—‘lﬂ(t ).
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Preverimo. da ¢ zadoiéa CR enachama:
d (Ou\  Pu Pu O [—du
dx \ Ox Ox? oy? Oy \ dy

9 [ou d*u A=
Ay \ dx dxdy dx \ Oy |~

Tore) jo [unkcija g holomorha na /2. Ker je 1D enoslavno povezano

obmod¢je, ima g na 12 primitivino funkcijo . Naj bo a — Re (' in
b — ImdG. 1z CR enach va Gosledi ayp — e inay — . Povsem enako,
kot pri trditvi 2.15 lahko ugotovimo, da je a = w | €| kjer je ' realna
konstanta. Zato je [ = G — C holomorma funkeija, katere realni del je
ravio . Za v lahko vzamemo I f. PokaZimo ge, da je konjugiranka
v dolo¢ena do realne konstante natanéno. Naj bosta w | wv kot w | <T
obe holomorfni. Potem je njuna razlika (v — ) tudi holomorfna. Ker
je v — realna funkcija, je v— 0 = . kjer je €7 neka realna konstanta.
S tem je izrek dokazan. U

Naloge

(1} Za naslednje funkeije izracunaj integrale po pozitivno orienti-
— 2

rani kroznici
(i) J(z) - =
(i) f(z) — [zl

iy f(z)— /=

(2) lzracunaj integral

e

/\:zld:

po poli v(1) — 1 12, 0<1< |,
(3) lzracunaj integral [ ¢* dz po naslednjih poteh.
(i) Po daljici med lin2 i
(ii}) Po negativno orientirani krozniai [z| — 3.
(iii) Po paraboli y —? med @ — 0 inxr — 1.

(1) lzracunaj integral

' Sin 2
Sem1mi) 222 11
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(5) S pomocjo Cauchyjeve [ormule (za odvode) izracunaj integral

' |
—dx.
/|.z|—2 35(: - -I-)

(6) lzracunaj integral

[ i
e L2

(7) Pokazi naslednjo posplositev Liouvillovega izreka: Naj bo [unk-
dja [ C — C holomorha in naj pri nekem 7 > 0 velja
| /(=) < Alz|" za vsak |z] > 0, kjer je A > 0 inn € N. Potem

je [ polinom stopnje najved .




POGLAVIL 4
Taylorjeva in Laurentova vrsta

4.1. Funkcijska zaporedja, funkcijske vrste in enakomerna

konvergenca

Defimicije in trditve iz tega razdelka so zgolj ponovitev pojmov, ki jih

poznamo iz realne analize.

DrriNicua 4.1. Naj bodo fi, fo, ... kompleksne [unkcije. definirane
na mnozici 12 C C. Polem funkcijsko zapredje {fotnen po tockah
konvergira prou f: 1) — C, ¢e za vsak 2 € D velja

T () = £,

Konvergenca po totkah je pogosto premalo restriktivna, saj limita za-
poredja zveznih funkeij ni nujno zvezna. Prav tako pri limiti po to¢kah

pogosto ne zamenjali vrstnega reda integriranja in limitiranja.

DrriNicua 4.2. Naj bodo fi, fo, ... kompleksne [unkcije. definirane
na mnozici ) C C. Potem [unkdijsko zaporedje { [, }ne enakomerno
konvergira na D proli [unkciji /2 D — C, ¢e za vsak ¢ > () obstaja tak
ng. da za vsak = € D velja | [,(2) — [(2)] < &, ¢e je le n > ny.

Izrek 1.3, Naj bodo fy. fs.... zeezne funkcije na mnoZici 13 C C, ki

enakomerno konvergirajo proti f: 1) — C. Potem je f zvezna na .

DoKAz. Naj bo 2 poljubna tocka iz . [zberimo poljuben = > 0 in
naj bo ny tak, da velja |f,(2) — (2} < /3. ¢e je n > ng. Ker je fo,
zvezna. obstaja tak ¢ > 0. da velja | f,,(z) — fu.(z0)| < #/3. ¢im je

|2 — zy] < 4. Potem za |3 — %] < d velja

|/(z) = TG) = [J(=2) = Jaa(2) 1 Jao(2) = fao(20) 1 fug(20) — [ (20)]
<SG = Jas G 1 1 na=) = Lo o)l 1 [ o (z0) — [ (Z0)
<e/3 1 /31 /3¢,

Torej jo f zvezna. 0

60
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IzrEK 4.4. Naj bodo [y, [5.... zvezne funkcije na mnozici D C, ki
enakomerno konvergirajo proli f: D — C in naj bo v (kosoma) gladka
wol v 1. Polem velja

lim. / Ja(2)dz /([(3)(1:.

Dokaz. Naj bo I dolzina poli + in naj bo £ > 0 poljuben. Ker zapo-
redje { f,,} konvergira enakomerno, obstaja tak ny, daje | [,(z)— [(2)] <

za vse = € D in vse n > ny. Potem velja za vsak n > ny

< tmax | fu(z) = f(2)] < z? — -

~[n

/ (105 — F(2)) ds

S tem je izrek dokazan. U

Ponovimo $e nekatere pojme in lastnosti funkeijskih vrst. Funkeijska

vrsta jo vrsta oblike

L) Lo(2) 1 falz) 1 2 ED,
kjer so komplcksne funkeije fi, fo, ... delinirane na mmozici 1) C C.
Taka vrsta konvergira pri nckem » € ) proti f(2). ¢e zaporedje delnih
VS0l
su(2)  1(2) + L2(2) + [s(2) 4+ -+ ful(2)
konvergira pri tem z proti [(z). Ce se to zgodi pri vsakem = € D,

recemo, da vrsta konvergira na 1 proti funkeiji f(z) in pisemo

x<
[(z) — E Jal).
n—1
Ce to napisemo bolj natanéno, mora za vsak = > 0 in za vsak > €

1) obstajati tak ng. da je |s.(2) — f(2)] < =z, & je le n > ng. Se
bolj pomemben v kontekstu funkeijskih vrst pa je pojem enakomerne
konvergence. ‘Tu je ng iz zgornje delinicije neodvisen od .
DEFINICIIA 1.5, Funkeijska vrsta

F2) 1 LG f) 0 -
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konvergira enakomerno na mnozici D C € prou [unkdji f(z). ¢e za
vsak £ > 0 obstaja ng. da je [s,(2) — [(2)] < £ za vsak n > ny in vsak
e .

Najbolj uporaben kriterij za ugotavljanje enakomerne konvergence [unk-

cijskih vrst je Weiersirassov M test.

Troitiv 1.6 (Weierstrassov M test). Naj bo

¢

> M,

n 1

konvergenina vrsta s pozilivnimi cleni in nojy za vsok n € N veljo
Ifa(2)] € M, za vsak 2 € D.

Polem funkcijska vrsla

D )

w1
konvergira enakorerno in absolutno na 1. (Funkcijska vrsta konver-
gira absolutno, ée konvergira vrsta Y o | fu(2)].)

Dokaz. Da vrsta konvergira absolutno, je posledica primerjalnega kri-
terija. Naj ho torej [ lim,_ $, vsola vrste, kjer so s, delne vsote.
Pokazimo, da je konvergenca enakomerna. Naj bo ¢ > 0 poljuben. Ker
vrsta 30 M, konvergira, obstaja tak no, da velja Y0707, M < s

Co e le n 2 ng Za tak novelja

G s -1 3 Sl 3 Me<e

k)l konil
Zaporedje delnih vsol s, enakomerno konvergira proti [ in zato vrsta

konvergira enakomerno. (]
Najpomenibnejsi lastnosti enakomerne konvergence se skrivata v na-
slednjih dveh trditvah.

TRDITEV 1.7. Naj bodo [y, [5.... zvezne funkcije na D, Ce vrsla

D )

n—I
konvergira enakomerno na 1) proti funkciji f(z)}, potem je f(z) zvezna

funkcija na 1.
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Dokaz. Dokaz sledi iz analognega dokaza za [unkdijska zaporedja. Naj
bodo s, delne vsole vrste. Ker go s, zvezne in po predpostavki kon-

vergirajo enakomerno proti [, je zvezna tudi f. (]

TRDITEV 1.8. Naj vrsta zeeznihy funkcyy

> 3)

n—I1

konvergira enakomerno na 1D proli funkeciji (=) in naj bo v pol v 1.

/ @) d= — Z?/ Ju(2) d=.

Dokaz. Naj bodo s, delne vsote vrste. Ker zaporedje delnih vsot

Potem ge

cnakomerno konvergira proti f. iz analognega izreka za funkcijska za-

poredja velja

lim Z / Je(2)d:  lim /sn(:) dx //(:) dz,
»oC — ) noec [ J-

kar jo ravno vschina trditve. (]

4.2. Potenc¢ne vrste

DuriNicua 1.9. Potenéna vrsta s sredidéem v 2o € C je vrsta oblike
. ERY . a3
ap+ar(z— )t ax(s —20)° taz(z— 20 +---

kjer so agp, ay. ... komplcksna stevila.

[zrEK 1.10. Za potencno vrsto fo_“ a, (3 — 20)" obstaja tako Stevilo
R € 10.

solutno na zaprtem krogu D{z0.1) s polmerom v in srediséem v zo, in

. da za vsak v < R wrsta konvergira cnakomerno in ab-

divergira za vsak z, za katercga velja |z — 20| > R. Stevilo R émenujemo
konvergencni polmer vrste in velja

[/ R — limsup /|a,l.

=

DokAz. Brez izgube za splosnost lahko predpostavimo, da je 3 — 0.

Naj bo A — limsup Y/|a,|- Predpostavimo najprej, da je 0 < A <

n—xX

x in naj bo || < 1/A. Potem je 1/]z] > A | & za nck pozitiven =, in
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ker je A najvecje stekalisce mmozice {{/|a,]}. obstaja tak ny. da je

v/ |(L,,,| <Ale n>mn.

Zato je za n > ny

l’\l/lan.znl - .’\l/|”‘"-|| ~

in vrsta Y7 |a,||z|* konvergira pri z po korenskem kriteriju. Naj bo
sedaj |z] > 1/A. Sedaj je 1/|z] < A — & za nck &0 Ker je A stekalisée

SIEES

mnozice { {/]a,]. n— 1,2....}, za neskonéno mnogo indeksov n velja

\/m > A —¢. Pri takem n je
Nzl — lallz] > (A= o)2] >

in zato vrsta -, a,z" ne konvergira. saj cleni a,z" ne konvergirajo

proti 0. Zelo podobno obravnavamo tudi primera 4  0in A .
Pokazimo Se. da vrsta konvergira enakomerno in absohuitno na D{zy.r),
kjer je r < R. Naj bor < r' < R. Ker vrsta pri © 7 konvergira,
velja lim, . @,7"" 0 in zalo obstaja tak A > 0. da je |a,r"™| < M

za vsak n. Naj bo |z] < r poljuben. Potem velja

\" TN

| 2" — et (7_,) Pt < M (F) .
It)
Sl <31 (5)"

1 0 n 0

Zalo velja

in ker geometrijska vrsta na desni pri & < 1 konvergira. vrsta po

Welerstassovem M testu konvergira enakomerno in absoluino na |z] <

(@) —
r. O
PrIMER 1.11. Geometrijska vrsta

14 54 22
‘I’ <~ ‘I’ <~ ‘I’ et
ima konvergeni pohner
R — limsup v/1 — 1.
=

Zalo vrsta absolutno in enakomerno konvergira na vsakem krogu |z| <

r < 1. Vsola te vrste je

Lb 4224

| — 2
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IZREK 4.12. Naj bo Y o an(z — z0)" polencna vrsla s konvergenénim
polmerom R > 0. Polem je funkcija

x<

f(’,',’) — Z“n(fz _ ':0)71

n—1

holomorfna na D{z. R) in velja

>
() — Z nan(z — z20)" "

n—I

Dokaz. Holomorfnost funkeije sledi iz Morcrovega izreka, saj velja

/)‘(,J)—Z/a,,(v—wu) dz — 0

. 0
za vsako sklenjeno pot, vsehovano v 1)z, R). saj vrsta na + konver-
gira cnakomerno. Poglejmo si & drugi del. Naj bo v neka enostavno
sklenjena, pozitivno orientirana krivalja v D(zy, ), in w tocka v not-

ranjosti ohmod¢ja. omejenega z . Po Cauchyjevi lormuli za odvod velja

. L)
fe.. B et
Z:o an S = 30)” d=

27, (z —w)?
Za / (=)
N - _ 2 .-~
n 0 N u)
d d
— Z“’”E(; — 20"
n—U
>0
— Zﬁ na,(w — z)**
n—il)

(]

Poglejmo si sedaj se obrat zgornjega izreka. torej. da lahko vsako ho-

lomorfno [unkcijo lokalno predstavimo s potenéno vrsto.

IZREK 1.13. Naj bo [ holomorfna funkcijo na 1) — D{(z. R). Polem
lahko [ na DD predstavimo s polendéno vrslo s srediséem v zo, ki tia

konvergendni polmer vsay I

AN (e N Y Y I G
f(z) — Z‘-'n(f« — )" Co i / W dz.

n—(0 !
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kjer ge ~ poljubna pozitivno orienlirana enostavno sklenjena krivulja.

za katero je zy v nolranjosti obmodja, omejenega z -

Doxkaz. Brez izgube splosnosti lahko predpostavimo, da je zp — 0.
Naj bo v pozitivno orientirana kroznica s srediséem v 0 in polmerom
< [{. Potem je za vsak |z| < r

f(z) .—l - / J () du'

271

1 / Tw) 1
— = ——dw
27i J., l - z/w

1 ) )((u) % n L
;[ u Z(u:) d

¥ ) 1 0

_ Z / I‘n+| due.

n—4

Pri tretjem enacaju smo razvili v geometrijsko vrsto. To lahko

—2/w
1—z/w

I e | fan | SN TGy R R SR { G150 I N
storimo. saj jo |2/w| < 1. Ce torej pisemo ¢, — 5= ], grdw im
upostevamo, da je v homotopna .. smo dokazali izrck. (]

Potenéni vrsti iz zgornjega izreka recemo Taylorjeva vrsta funkeije f
okrog tocke zy. Zgornja izrcka nam povesta, da so holomortne funkeije
natanko kompleksne analiticne funkeije. To so funkcije. ki se v vsaki

tocki dajo predstaviti s Taylorjevo vrsto.

PrIMER 4.14. Doglejmo si [unkcijo [(2) :'~‘I| T

mor[na na krogu D(0, 1) in jo po zgornjem izreku lahko razvijemo v

[unkcija je holo-

polenéno vrsto na tem obmodju. Kot ze vemo, jo ta vrsla eneaka

j_'(::)_ l _:2 | :l_:b | .
Konvegenéni polimer te vrste je 1 in takoj vidimo, da le ta ne more biti
veaji, sa ima funkcija pol vz — @ in 2 — —i. Disk D(0, 1) je tore)
najvedcji krog okrog 0. na katerem je [ holomorma. Ce pa gledamo na
[unkeijo [ kot funkeijo, definirano le za realna stevila, torej

[tr) = =
) — ——
x2 |1

pa ima seveda povsem enak razvoj vovrsto, torgj

f(() —1 - ;'(72 - ;'(,'/1 | ;‘(76 — e
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pri ¢emer pa ne vidimo, zakaj mora konvergenéni polmer biti le B 1,

saj je [unkcija [(r) definirana na vsej realni osi. ([l
4.3. Posledice razvoja v potenc¢no vrsto

Naslednji izrek nam pove. da lahko za holomormo [unkcijo doloéimo
stopnjo ni¢le na podoben nac¢in. kol to storimo pri polinomu. To je
direktna posledica razvoja v polencno vrsto.

Izrek 1.15. Naj bo funkcija f holomorfra na obmodju 17 in naj bo
20 € D nidéla funkceije f. Potem je bodisi fidenticno enaka 0 na nekem

odprtem krogu okrog zy, ali pa obstaza n € N in holomorfna funkcija
g(2). definirana na D, g(z0) # 0, da velja f(z) — (2 — 2)"g(2).

Dokaz. FFunkeijo f lahko razvijemo v potenéno vrsto v okolicl tocke

20- Torej velja

J(2) =l e(z—20) | ez —z) 1

Ce so vsi ¢ enaki 0, imamo prvo moznost. Drugace pa naj bo ¢, prvi

nenicelni koclicient vrste. Delinirajmo

g(z) pr R / %
Cn, N 20

Funkcija ¢ je zagotovo holomorma na M\ {z}. Ker pa velja
o~ . . R . ~_ s )2
gz} etz =) oz —20) +-

v okolici tocke 2. Jo g holomorma povsod na 1. Velja

J(z) (z—20)"g(2).
O

Stevilo 7 € N iz izrcka imenujemo stopngje nicle funkeije [ v zo. Nasle-
dnji pomemben izrek, ki jo posledica razvoja v vrsto, je princp identi-

Lete.

IzREK 4.16 (princip identitete}. Naj bosta [ in g holomorfni funkciji
na obmocju D in naj velja [(z,)  g(sn) za neko zaporedje {2,255 |, ki
konvergira proliw € D, =, / w za n € N. Polem veljo (2}  ¢(2) 2a
vsak z € D.



4.3, POSLEDICL RAZVOJA V VRSTO 68

Dokaz. Naj bo h(z)  [(2) — ¢g(=). Naj bo a € D poljubna tocka. Iz
zgornjega izreka sledi, da imamo natanko dve izkljuéujod si moznosti.
Bodisi je Az} identicno 0 na neki okolici @ bodisi je h(z) £ 0 za vsak
= € D{a,r)\{a}. pri cemer je r > 0 dovol) majhen. Naj bo A mnozica
tistih tock, ki zadoicajo prvemu pogoju, in £ nmozica tistih {ock,
ki zadostajo drugemu pogoju. Ocitno sta obe mnozici odprti in velja
D — AUB wer ANB — . Ker jo D povezana, je ena od mnozic prazna.
Po predpostavki je I(z,) — 0. Ker je b zvezna, je tudi A{w) — 0. Ker
tocke =, pridejo poljubno blizu w. velja w & 3. Torej je 13 prazna in
A — D, kar pomeni, da je B{z) — 0 za vsak 2 € D in zato (=) — g(z)
za vsak » € 1. U

[ZREK 4.17 (princip maksima). Naj bo [ holomorfna funkcija na obmodcju
D. Ce obstaja krog D(a,r) C D, r > 0. da velja

[f(2)] < | f(a@)] za vsak z € D{a.r),

ge [ konslanina na D.

Dokaz. Predpostavimo. da je D(a, r) tak krog v D, da velja neenakost
|f(a)] > [f(2)] za vsak z € D(a.r) in naj bo g(z) — M Velja
g(a) — 1. Zaradi zveznosti obstaja nek krog D{a,r'), v/ < r.da IR
Reg(z) > 0. Nakrogu 12(«. ") lahko zalo deliniramo h{z) — log ¢(=).
Ker je [g(2)] < | na D(a, ')y in g{a) — 1. je h{a) — 0 in Reh(z) < 0.
Ce h ni identiéno enaka 0, po izreku 115 lahko najdemo tak . da
jo (=) — (z — @)™hy(z), pri cemer je hy{a) £ 0. Naj bo o € |0, 27)
tak, da je hy(a)y — [hy(a)|e, in delinirajmo 11(z) — ¢=*h (z). Seveda

jo Hi{a) — [h{a)] > 0 in zalo je, zaradi zveznosti, blizu a S vedno

Re Hy(a) > 0. Ce pisemo =z —a | pe™ jo

h{z) ,1)"”6"'""*”6“"11](:).

Pri g — 2= jo h(z) — p™ I (2) in zalo jo za majhen p

u(z) Reh(z) p"Rell1(z) >0,

kar pa je protislovje, saj mora biti Reh(z) < 0. Protislovje smo dobili
iz, predpostavke, da o niidentiéno enaka 0. "Torej je b = 0 in posledicno
f(2) — fla) za vsak > € D(a.r’). Po principu identicnosti 1.16 je f
konstantna povsod na /2. (]
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PosLipica 4.18. Naj bo funkcija [ holomor[na na okolici omejenega
obmocja D. DPotem je maksimum |[| na D dosezen na robu 0D.

Posledica izrcka 1.17 je tudi princip maksima za harmoniéne funkeije.

Posrenica 1.19. Naj bo w: 1D = R harmonicna funkcijo na obmodcyu
D c R Ceje v tocki (xo o) € D lokalni ckstrem funkcije u, je

funkcijo u konstantna na 1.

DoKAZ. Naj bo v (g, y0) lokalni maksimum funkcije w in naj bo U
poljubno cnostavno povezano obmocje v 12, ki vsebuje tocko (g, yo)-
Naj bo ¢ harmoniéna konjugiranka funkeije u na U. Le ta obstaja po
izrcku 3.30. Delinirajmo f(z) — flx | dy) — ulxe, y) | iv{x,y). Funkcija
f je holomorfna na U. Naj bo ¢g(z) — /). llunkcija ¢ je prav tako

holomorfna na U in velja

l9(=)] —

Torej ima ¢ lokalni maksimum v (g, y). zato je po izreku 1.17 kon-

S| _

(Ju(:‘r,y) | de{r.y) | ()u(.'rz,y]

stantna na /. Poljubni dve tocki iz 12 lahko povezemo z lokom (injek-
tivno potjo). Ce tak lok malo odebelimo. dobimo enostavno pove-
zano obmocje, ki vsebuje (i dve tocki. Torej lahko za vsako tocko
(x,y) / (xo, ) iz D najdemo enostavno povezano chmodje, ki vsebuje
tako (xy. ) kot wudi (r.y). Ker je u konstantna na tem obmodju. je
ulr,y)  w{ro.yo) za vse (r,y) € D. O

4.4. Laurentova vrsta

Kot bomo videli, je Laurentova vrsta posplositev Taylorjeve vrste. 7
Laurentovo vrsto poskusamo razumelti, kako se holomorma funkeija

obnada v okolici singularne tocke.

DErINICIA 1.20. Lauwrenlova vrsta s srediséem v tocki Zg je formalna

vrsta oblike
"
E (1,1(,3 - ,3’4)) .

Laurentova vrsta je sestavljena iz dveh delov. Prvi del je

-1

. ¢—3 ‘=2 €1
Z oz —20)" — | (z— ) | (z ' '

- ,30)2 =2
n——o<
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rec¢emo mu glavni del Laurentove vrste. Drugi del je obic¢ajna potenéna

vrsla

fo'e)
ch(s —20) ete(z— ) talz— )+

n—0

Kot vemo, potencna vrsta konvergira znotraj kroga s polmerom R, kjer

[/R — limsup /|c.).

jo

i

Nn—00
Ce pri glavnem delu nanes L isemo w, dobi bicajt M
o pri glavnem delu namesto —— pisemo w, dobimo obiéjno potendno
vrsto v spremenljivki w
-1 x
E W f ~ RY) E N
(-'n.(~ - ~l)) Copl,
P = n—1

ki konvergira znotraj kroga [w| < r, kjer je
1/r — limsup /|c_nl-
[ amdee]
Glavni del Laurentove vrste torej konvergira pri |z — 2| > 1/r. Tako
R kol r sta lahko kjerkoli iz [0, x]. torej tudi 0 ali oc. Povzemimo Lo
v izreku.

[zREK 4.21. Naj bo

x

Z cnls— )"

n -

Laurentova vrsla in naj bosla

1
I’y lmsup /e, Ry .

300 lim sup,,_ .. v/]cn]

Ce velja 11 < I8y, wrsla koneergira na kolobaryu
;’](,30; Ry. Hg) - {,3 eC.R, < |S - ,30| < Hg}

proli holomorfni funkcizi na A(zo: Ry, Ry). Za vsok By < ry <ry, < R,.
vrsta konvergira enakomerno in absolulno ne {z € C.ory < |z — 2| <

1) } .

Doxkaz. Konvergenco smo 7e pokazali.  Da jo Tunkeija holomorha,
sledi iz analognega izreka za potendéne vrste, uporabljenega na obeh
delih Laurentove vrste. Prav tako sledi enakomerna konvergenca na

manjscm kolobarju. (]
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PRrIMER 4.22. Poglejmo si Laurentovo vrsto

1 1 L F 228
|~—3|~—2|;| |7|22|?|

Velja
iy — limsup {/]e_,] — lim V1 — 1
n—x

n—X
in
. > . n . n l I
/Ry — limsup v/|c,| — lim {/ — — —.
¢ n—c AL D
Vrsta tore] konvergira za 1 < |z| < 2. Glavni del vrste je enak
: g .
1 1 1w 1 2 3 w 1
I—%I—ZI——UfI'Uqu:I — - — —.,
Az 2 l—w z—1

Potenéni del vrste jo enak

v 22 A 1 2
1l =1 = | = - - — — - .
2 22 28 l—z/2 2-=z

[Laurentova vrsta torej konvergira proti funkeiji
1 2 :

F(2) = =1 *)_~__(:—l;(3—2).

4 ~

[F'unkcija f je holomorfna na A(0;1.2) in je ne moremo razsiriti kot

holomorfno funkcijo na veéji kolobar, saj ima pola v tockah 1 in 2. O

Poglejimo si Se obral zgornjega izreka.

Izriek 1.23. Naj bo funkciga f holomorfrna na kolobarju
A= {H] < ‘S — 3()' < Hg}

Potem lahko f na A predstavimo 2 Laurentovo vrsto s srediSéem v tocki

20

x

F) = D ez =)™
-
Pri tem je
f(z)
— | ———— >z,
27t J. (2 — zo)t!

kjer je v katera koli kroznica v A, s srediséem v zg.

|
Cp, N =

OProMBA 1.24. Iz izrcka sledi. da so koclicienti ¢,, v Laurentovi vrsti

cnolicno doloceni s funkcijo f.
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Dokaz. Brez izgube za splognost lahko predpostavimo, da je = 0.
Izberimo laka ry.ry. da velja By < ry < ry < Ry, in naj ho z €
A(0;11.72). Naj bo v kroznica s sredigéem v 0 in polimerom 7y in v,
kroznica s polinerom ry ter srediséem v 0. Po Cauchyjevi formuli (izrek
3.13), skupaj » opombo 3.16, velja
J(z) L / Mdsw — L S} du.
2rt ., u— 2 2

27 Jo, e —

Poglejmo si najprej prvi integral. Ce je w € ~3. jo |z/w| < |, velja

L[ J{w) I Sl |

— d P die
i vy W — % 27i f., w 1—z/w
1 N
— — | f(w)= E ( ) duw
27 f., w =W
x
l Joe)
- S 7 dwz"
Ao ¥
—0 71 ; U

Vsoto in integral smo lahko zamenjali zaradi enakomerne konvergence.

Poglejmo si 8e integral po v. V tem primeru velja |uw/z| < 1, tako

pisemo
I | | TN
w—z  zl— w/z ___Z (M)
n—0
[maumo

1 [ ()

w 1 I fury”
— [ ——dw——— [ [(w)- (—) e
27t fo, W — 3 27t f., z 2

1 n—0
>0
——Z / flwyw™ dwz"""1
—1) 2w
-1
'l w
- - Z f( ) du ) 2"
2 W 1
n——ox .

’ri zadnjem enacaju smo zamenjali vsoto in integral, kar lahko storimo
zaradi enakomerne konvergence vrste, tor presteviléili vrsto. Po Cau-
chyjevern izreku lahko vse integrale po 4 in 7y zamenjamo za integrale

po neki pozitivno orientirano kroznici v C A s srediséem v 0. Skupaj

R S A R VO
[(z) — Z Ean Ry du:) 2"

n—

dobimo
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S tem je izrek dokazan. (]

PRIMER 1.25. Razvijmo funkcijo f(z) — ¢* | ¢7 v Laurentovo vrsto
okrog zg — 0. Ker jo

JER
e l+z +9—,+ —I—

in vrsta konvergira za vse z € C, velja

. I R O S
R A A

zalo vrsta konvergira za vsak = € C\{0}. Skupaj je

R [ N N R NN
JE =gl gl o120 s 1 52 1 g2t
Vista konvergira za vsak ~ € C\{0}  A(0; 0. x). O

PRIMER 4.26. Poglejmo si [unkcijo
/) :
T2 (2-2)

[unkcija je definirana na celo kompleksni ravnini, razen v tockah =

—1lin & 2. Pri razvoju v Laurentovo vrsto s :1‘6(11%‘("6'.111 v o 0zalo

dobimo razliéne razvoje na obmod¢jih D(0. 1), A(0:1,2) in A0; 2. oc).

[Punkcijo homo najlazje razvili v vrsto, ¢e jo najprej razce]:)imo na delne

ulomke

I | I I
T el e e
(l—I—?')(Z—:) 3 (1—|—: 2—:)
Razvoj funkeije 7= na D(0. 1} je enak
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Ta vrsta konvergira, ¢e je le |l /2| < 1. oziroma, ¢e je = € A(0; 1. oc).

Podobno si oglejmo [unkcijo

& D (0 ‘) V G‘l] a

2 2
I I I L4 3 2+ > 3+
2z 21—-£%2 2 2) (2)
2
I + 2 + +? . 2P n
2 022 28 2
Pri |2] > 2 pa je
| I Ne: 2\° 72\’
2—= =iz =5 ) TG
12 22
TR A A
Ta vrsta konvergira na A(0,2.20). I’ri razvoju funkcije f na 12(0, 1)
tore) dobimo
l
1 ~;3
—,( - ( + = —I— -l— T ))
)
12 =22 2, =2
jzl'jzvfl 523~I o1 ? | -

Pri razvoju na kolobarju A(0; I,

konvergira za |z| > |

N2
s\ 2 s
1 | 1 1 | 1
- 3z 320 3220 3¢

(I+22-2)
1 1 1 1 1
20| 1 220

2) moramo vzeli razvoj funkeije f, ki

l - :,2 ~3
| o= =5 | 7= | 77 |
3.2 32 3.2 3. 2
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SLIKA 4.1. Razlicni razvoji funkcije f v Laurentovo vrsto

Naloge

(1) Poisci konvergenéne polmere naslednjih vrst:
(a) ZZO:O o
(b) ZZO:O nlz",
oo pZzn
(C) Zn:() n! !
(d) X 22

(2) Iz definicij kompleksnih funkecij e*, sin z in cos z izpelji njihove

razvoje v Taylorjevo vrsto okrog tocke zy = 0.
(3) Razvij naslednje funkcije v Taylorjevo vrsto okrog tocke zp in
poisé konvergenéni polmer:
(8) oo 20 =0,
(b) w0 % =1,
(c) 1+}3,2, 20 =0,
6 1 = g2, =T
(e) =4, 20 = 0.
(4) Pokazi formulo

e cosz — % (e(1+i)z AL e(l—i)z)

in izpelji Taylorjevo vrsto za e” cos z.



()

(6)

(10)

(1

(12)

(13)
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Poigéi nekaj ¢lenov razvoja [unkcije tanz v polencno vrsto
okrog z 0 in doloé konvergenéni polmer vrste.

Razvi) naslednje funkcije v Laurentovo vrsto okrog tocke zp in
doloci obmodje konvergence:

(‘(L) m 20— l,

(l)) m 2o — 2

((‘.) j—l—f Zp — |.

Razvij m v Laurentovo vrsto na A(0; 0, 1), A(0: 1.3) in
A0: 3, ¢).

Razvi) mkecijo sinus v Taylorjevo vrsto okrog zg — 4.

Pokazi, da ima funkcija

koneni glavni del pri razvoju v Laurenlovo vrsto okrog tocke

COs 2

Z— sz

2o — 0. Dolodi ga.

Poisci nicle naslednjih funkeij in doloci njihovo stopnjo:

(a) (I 1 2%)2,

(b) e cos? z,

(¢) sinz — tan 2,

() e | L

PokaZzi princip minima. Naj bo [ holomor(ha lunkeija, ki nima
nicel na omejenem obimodcju 2. Potem je minimum | f] dosezen
na robu /2. S pomodjo principa minima poisél drugacen dokaz
ostiovnega izreka algebre.

Podobno kot smo pokazali holomorfnost potenénih vrst, pokazi
naglednjo trditev. Naj zaporedje holomortnih funkeij { f,,} ena-
komerno konvergira k funkeiji f na /) C C. Potem je f holo-
morfna.

Naj bo f holomorfna na D{a.r) in naj bo | f(z)] < M za vsak
2 € D(a.r). Dokaz Cauchyjeve ocene
ntM

:r'fl

)] <
za vsak = € D{a,r) in n € No S pomocjo teh ocen pokazi
trditev: Naj zaporedje holomorfmih Tunkdij {f,} enakomerno

konvergira k holomormi funkeiji f na 12 C C. Polem za vsako
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[ - . (&) -
kompakino mnozico K < D, zaporedje { [y )} enakomerno

. - cee piIY
konvergirana D proti [unkciji [,



POGLAVILE 5

Klasifikacija izoliranih singularnosti in izrek o

ostankih

5.1. Klasifikacija izoliranih singularnosti

[unkcija [ ima v wéki a izolirano singularnost. ée je [ holomorlha na
punktiranem krogu D{a,r)\{a}. za nek r > 0. in ni definirana v a. Po-
2oslo nas zanima, kako se funkeija obnasa v okolici take singularnosti.

[zkaze se, da je obnaganje [unkeije bistveno odvisno od vrste singular-

. b3 . . .. : . - .
nosti.  Ce. na primer, pogledamo funkeije 222 Ly V2 we njihova
obnaganja okrog locke 0 precej razlikujejo. Funkeija =2 je v okolici 0

omejena in jo lahko holomorMmo razsirimo tudi v todki 0. Funkeija
postane “enakomerno velika”™, ko se vrednost = priblizuje 0, medtem ko
doseze V% v katerikoli okolici tocke 0 vse kompleksne vrednosti, razen

vrednosti 0.

DEFINICIIA 5.1, Naj ima inmkeija [ v tocki a izolirano singulamost.

Potem recemo, da jo

(i) « odpravijiva singularnost, ¢e obstaja holomorma funkeija g,
definirana na D{a.r) za nek r > 0, in velja f(z) — ¢(z) za
vsak 2 € D(a.r)\{a}.

(i) a pol. ce velja lim,_ | f(2)] — oc.

(iil) a bistvena singularnost, ¢e a ni niti odpravljiva singularnost

niti pol.

PRIMER 5.2, Funkcija 222 ima v 0 odpravljivo singularmost, saj velja
vl 2 £ 0

sin z 'l( s—"‘_lrz‘-' - :2+,34
AR TR 31 5!

fits]
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Za g(z) lahko vzamemo vsoto Le potenéne vrste, ki je holomora {udi
v 0. Funkcija L ima v 0 pol, saj velja

lim |-
z—0

- X.

4 e ! . Ce Ve . . vy . .
Funkeija ¢!'/% nima v 0 niti odpravljive singularnosti niti pola. saj velja
zaxr € R

. !y . .
lim e — . lim el — 0.
=07 a0~
Torej ima v 0 bistveno singularnost. U

TRDOITEV 5.3. Naj ima funkcijo [ © a izolirano singularnost.

(i) Funkcija [ ima v a odpravljive singularnost nalanko ledaj, ko
je [ oomejena v okolici lochke a.

(ii) Funkciga f ima v a pol natanko tedag, ko f nima odpravijive
singularnosti v a in obstaya tako naravno Stevilo n > 1, da ima

(z — a)* f(z) odpravljivo singularnost v a.

Dokaz. (i) Ceima [ v a odpravljivo singularnost, je oéitno [ v okolici
tocke @ omejena. Dokazati moramo torej le obral. Naj bo sedaj [
omejena v okolici a. Ce deliniramo
« s—a)f(z) . a
2
h(z) — .

0 .S a

L&

jo b holomorfma na D(a. r)\{a} in zvezna v a. Velja

z) — hia s —a)?f(z)
lim hiz) = ha) _ lim Coa'fG) lim(z—a)f(z) — 0.
Z—r T —q Z—r T —q 2=t

saj jo f omejena v okolici a. Torej je h odvedljiva tudi v a in velja
h'(a) 0. Naj ho
h{z) — Z b(z — a)"

n—0
razvoj bov Taylorjevo vrsto okrog a. Ker je h{a) — F{a) — 0, velja
by — by — 0. Zato za = £ a velja

h{z) \ .
Y — by U bz —a) | bz =)
f(2) Goap 3( ) ( )
Ker je g(2) — by | by(z —a) | by(z —a)* | -+ holomorfna na celem
D{a,r). je g holomorfna razsiritey funkcije f preko tocke @ inima f v

a odpravljivo singularnost.
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(ii) Naj ima sedaj [ v a pol. Definiramo

hz) ﬁ vz /a

0 . 22—«
Funkecija b je holomora na D{a. r)\{a}, za nck pozitiven r, in zvezna
tudi v a, saj jo lim,o, |f(2)] — oo, Tore) ima h v o« po tocki (i)
odpravljivo singularnost.  Ker ima A v a niclo, obstaja tak n € N,
da velja h(z) — (z — a)*¢(z). kjer je g holomorma v okolici a, in je

gla) £ 0. Zalo jeva z L a

(z:—a)"f(z) — (z—a)" — L
h(z)  g(z)

Funkcija ERs holomorma na celem D{a.r), saj je gla) £ 0. Tore)

ima (z—a)" f{=) v a odpravljivo singularnost. Pokazimo sedaj se obral.
Denimo, da obstaja tako naravno stevilo », da ima (2 — )" f(z) v «
odpravljivo singulamost, (z — «)"=' () pa v a ni omejena. Naj bo
g(2) holomorMma lunkeija, deflinirana v okolici tocke a (vkljuino z «),
da velja (z — )" f(z) — g(z) za 2 # a. Ker je (2 —a)" " f(2) — f(T“l Po
predpostavki ncomejena. je g{a) # 0. Naj bo d tak, da je |¢(2)—g{a)| <
M—:)I z—al < 9. Potem za |z — a| < 4. 2/ a. velja
. lg)l  ly(a)|/2
7 - >

R 1L

.cejele

Ker je g(a) # 0. dobimo

l’im |[(2)] o

Torej ima [ v a pol. (]

Najima [ v a pol. V dokazu zgornjega izreka smo videli, da obstaja tak
n € N, za kalerega obstaja holomora [unkcija ¢ v okolid a. ¢(a) / 0,

in velja

) = (z—a)

za vsak = v okolid ., z / a. Tak n imenujemo red ali stopnja pola [ v

Ltocki a.

OroMBa 5.4, Tocka (i) zgornje trditve nam pove. da je omejenost ho-
lomorfne funkcije na nekem punktiranem krogu 2(a, r)\{a} zc dovolj,

da sc¢ f holomorfno razsiri na ccl krog D{a,r). V realnem ta trditev
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ocitno ne velja. [unkdija

AN

Sy —

-1 . <0
1 x> (.

v

Joe omejena v okolici tocke 0, vendar je ne moremo niti zvezno raz8iviti

preko te tocke. (]
Izrek 5.5. Naj ima funkcija f v a izolirano singularnost in naj bo
x
E Can(r—a)”
n -

Laurentov razvoj funkcije na kolobarju A(a; 0, R) za nek R > 0.

(i} Munkciza [ ima v a odpravljivo singularnost natanko teday, ko
ge ap, — 0 za vsak n < 0.

(i1) Funkcija f ima v a pol natanko teday, ko obstaja tak m € N,
da je a_, — 0 za vsakn > m | 1 in je a_,, 7 0 (m je red pola
fuea).

(iii) Funkcija [ ima v @ bistveno singularnosl, ée in samo e je

an / 0 za neskonéno mnogo negativnih n.

Dokaz. (i) Naj ima f v a odpravljivo singularnost. ‘Torej je f(z) —
g(2) na A{a; 0. r) za ncko funkeijo ¢ holomorfno na D(a.r) innck r > 0.
Naj bo
x<
g(z) — E by (= — a)"
n—0
Taylorjeva vrsta lunkeije g okrog locke a. Ker je Laurentova vrsta

[unkeije [/ enolicno dolocena, velja

00 =
Z an(z—a)" — Z bz —a)™.
n——2o< n—()

Torej je @, 0 za vsak n < 0. Obral sledi iz prve tocke zgornje trditve.
(ii)) Naj ima [ v @ pol in naj bo m njegov red. Iz tocke (ii) trditve 5.3

sledi, da obstaja holomorma funkcija ¢ v okolici a, g(a) £ 0. in velja

1) g(2)

(z —a)y™

Naj bo

Zx: b.(z — a)"

n—0
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razvoj [unkcije ¢ v Taylorjevo vrsto okrog a. Potem je

i lI)-u, | m.(,:’f — (I,)"‘

H—=—1n
Laurentova vrsta za f okrog a. Zato velja @, —0zan < —(m | 1} in
a_m 7 0. ker je a_y,, — by — g{a) 7/ 0. Poglejmo si e obrat. Naj bo

x

Z a,(z—a)"

o —iIn

Laurentova vrsta za [ okrog a. I'unkcija

h(z) — (z—a)™ f(2)
ima v a odpravljivo singularnost, saj je njen Laurentov razvoj okrog a
enak

h(:) - Z (ln.—m(z - a)n.

n—

Zalo ima [ v a pol in ker je h(a) — a_,, £ 0. jo m ravno njegov red.

(iii) Tocka ocitno sledi iz (i) in (ii). O

Poglejmo si Se, kako lahko pojem izolirane singularnosti razgirimo {udi
na tocko oc. Naj bo pri nekem R > 0 [unkcija [ holomorma na || > R.
[Munkcija

g(z)  J(1/z)
jo definirana in holomorma na £2(0, )\ {0}, kjer je r — 1/R. Ce ima g
v tocki 0 odpravljivo singularnost (pol, bistveno singularnost), recemo,

da ima [ v oc odpravljivo singularnost (pol, histveno singularnost).

OproMBA 5.6. Naj bo [: C — C cela [unkcija. Njen Taylorjev razvoj
okrog = 0

. . W2

J2) st an e
konvergira na celi kompleksni ravnini. Zato labko g(z) — f(1/2) razvi-
Jjemo v Laurentovo vrsto na C\{0} in razvo] lunkcije ¢ jo

[€5) (¢

9(z) -+ 5+ —+a
[F'unkcija ¢ ima v 0 pol natanko tedaj. ko je ta vrsta pravzaprav konéna.
Torej ima ccla funkcija f v oc pol natanko tedaj. ko je f (nckonstan-

ten) polinom. Ostale cele funkeije, kot so ¢ sinz, cosz.shz.chz. ..
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imajo v {oc¢ki oc bistveno singularnost. Cele [unkcije z odpravljivo

singularnostjo pa so le konstante. (]

Picardovi izreki. Poglejmo si Se nekaj izrekov, ki pokazejo, da
ima holomorma [unkcija v okolici bistvene singularnosti precej “divje”
obnasanje. Izreki veljajo tudi za primer, ko za singularno tocko vza-

memo tocko .

[ZREK 5.7 (Casorati-Weierstrassov izrek). Najbo a € U, kjer je l/ C C
odpria mnozica, in naj irma holomorfoa funkcija [2 U\{a} — C v locki

a bistveno singularnost. Polem je mnozica f(U\{a}) gosta v C.

Dokaz. Recimo, da mnoZica [(U\{a}) ni gosta v C. Potem obstajala
taka b € Cin ¢ > 0. da je cel krog D(b, s} vsebovan v komplementu
mnozice f{(I/\{a}). Poglejmo si [unkcijo
1
9=} T
J(z) =0

Za vsak z € U\{a} velja

—_

g < <

Torej je g omejena v okolici @ in ima zato v @ odpravljivo singularnost.

Ce ima ¢ v a niclo stopnje m., jo

F2) =

(3

1
9(2)

in ima f v a pol stopnje m. Ce pa g{a) # 0. ima f v a cclo odpravljivo

singularnost. V vsakem primeru smo dobili protislovje. U

Se moejdi izrek pa je tako imenovani veliki Picardov izrek.

Izirek 5.8 (veliki Picardov izrek). Nag ima funkcijo f v tocki a bistveno
sitngularnost. Potem [ v vsaki okolici U tocke a zavzame vse mozne

vrednosti w € C, razen morda enc, in to neskonénokrat.

Dokez velikega Picardovega izreka jo precej zaliteven, zato ga bomo tu

izpustili. Posledica velikega Picardovega izreka je mali Picardov izrek:

Izrek 5.9 (mali Picardov izrek). Nekonstantna cela funkeija lahko iz-

pusti najved eno kompleksno vrednost.
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Mali Dicardov izrek je posplositev Liouvillovega izreka, ki pove, da je
vsaka omejena cela [unkcija mijno konstantna. Pove namreé, da je Ze
vsaka cela lunkeija f: C — C\{a. 0}, kjer sta a £ b poljubni tocki, kon-
stantna. 'V kolikor je [ € — C nekonstanten polinom stopnje 7, naun
osnovni izrek algebre pove, da je enacha f(2) — a resljiva za vsak a € C
(in Lo natanko n-kral, steto 7 veckratnostjo).  Nekonstantni polinomi
Lore) zavzauncjo vsako kompleksno vrednost. Primer cele funkeije, ki

izpusti natanko eno vrednost, je f{z) — %, saj ¢* £ 0 za vsak = € C.

5.2. Izrek o ostankih

Naj ima [unkcija [ izolirano singularnost v {ocki 7 in naj ho
}t(S) - ZC,;(,} — 34))”
neL
[Laurentov razvoj funkeije f na punktiranem krogu /2(z5. R)\{:0}. Naj
bo v pozitivno orientirana kroznica s srediséem v 2, in polmerom r < R
(ali katera koli druga sklenjena pot. homotopna v v D{zy. R)\{2}).
Ker Laurentova vrsta enakomerno konvergira na +*. je

/ F()dz — /Zr_:,,,(s — )" dz — Z/ oz — z0)" dx.

v Y ones &L

Ce je n. > 0. je fw, cn(z — 2)*dz 0, saj integriramo [unkcijo. ki je
holomorlma znotraj obmoéja. omejenega z . Prav tako za n < —2 velja
J.en(z—20)*dz 0,sajima v tem primeru funkcija (z— )" primitivno
[unkcijo (z—z)* "/ + 1 na D(z. R)\{z} in je zalo integral po kateri

koli sklenjeni poli znotraj tega obmodcja enak 0. Tako nam ostane le

/r:_|(.: — ,:ro)_' dz — /(;' dz.
S S =2

e ta jo po Cauchyjevi formuli, ali pa po preprostem konkretnem

integral

racunu. cnak 27ic_ ;. Torej imamo
/ F(zYdz — 2mic_,.

DrriNica 5.10. Naj ima funkeija f izolirano singularno toéko v 2 in
naj bo ), - c.(z — 2) Laurentova vrsta za f na punktiranem krogu
okrog . Vrednost ¢ imenujemo ostanck funkcije f v tocki 25 in

oznacimo z Res(f, 2).
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IzrREK 5.11 (izrek o ostankih). Naj bo [(2) holomor[na funkcijo na
obmocju D, razen morda v Slevno mnogo izoliranih lockeh iz D, v
katerih oma [ izolirano singularnost. Naj bo v pozitivno orienlirana
kosoma gladka cnostavno sklenjena krivaljo v D, ki je znolray 1) ho-
molopna konstanli, i nej nobena izolirana singularnost funkecije [ ne
lezi na v*. Polem velja

n

/ fa)ds = 2miy | Res(f. ).

koL
kjer so zy. s, ..., 2y izolirane singularnosti [ znotraj obmocja. omege-

nega 2 .

Dokaz. Naj bodo vy, ....7v, pozitivno orientiranc kroznice s sredisci
V .. ... 2y Kiso dovol) majhne, da se ne sckajo in da so vse vsebo-

vane v notranjosti obmocja, omejenega z . Iz Cauchyjevega izreka in

razmisleka zgoraj sledi

/([(3)({3 Z/ f(z)dz 257?2 Res( [, z).
S~ e 1

h—1

(]
TRDITEV 5.12. Naj ima funkcyga [ pol slopnje m v locki 2. Polem je

. 1 e 1)
H,(ES(‘[.. SU) — (”[——l)' ((: — Z(])mf(.:))( b |:¢—:¢n’
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Dokaz. Ker ima [ v z; pol stopnje m, je njen Laureniov razvoj na
punktiranem krogu okrog z, enak

o>

Z (:!1.(3 — zo‘)n’

Th—=—1T1

Potem je

| R ymopg oy =)
{(m—1)! ((= = 20)"/(2)) A
I - {m—1)
ol o \n+m p
el D DRCICEEY) S
(H’l I ) n——m. :

~
W
2

PriyviERr 5.13. lzracunajmo intcgml

/( I l)(~—l)3

kjer je v pozitivno orienlirana kroznica |z| 2. Do izreku o ostankih
5.11 je

/ o l)é" BEYE dz — 2mi{ Res(f. 1) | Res(f. —1)).

Po trditvi 5.12 je

Res(/. 1) 1 ( 1 )” 12 1
L5/, ey S 7. =
ANz 11 L, 210, 8
mn
Res(f.—1) I I
es(f.—1) — . - —=.
) =D, 8
Zalo je
' I
d>—10
/ (+D-1)7°
(]
Privir 5.14. Izracunajmo integral
2201
5 dz.
[
kjer je v pozitivno orientirana kroznica |z| — % Znotraj kroga s pol-

merom 1/2 imamo samo cno izolirano singularnost, in to v tocki z — 0.
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Po izreku o ostankih je

2201
/{4:2 dz — 2mi Res(f.0).

0 je bistvena singularnost. DPoskusimo ugotoviti koeficient
c—y v razvoju [unkcije [ v Laurentovo vrsto

Tocka z

~2,,1
2, .
l__:(z ~ (l | ; | 2!:2 | w I "')(I I ~ I ~ I "‘).

Zanima nas samo koeficient pri ¢lemy -

] | = | — |- —sh1—1.

Zatlo je

420t
/_IN_—'dd,: — 2mi{sh(1} — ).

5.3. Primeri uporabe izreka o ostankih

V tem razdelku bomo pogledali nekaj zahtevnejsih primerov uporabe
izreka o ostankih.

Doloceni integrali trigonometri¢nih funkcij. lzrck o ostankih
lahko uporabimo pri izra¢unu nekaterih dolocenih integralov trigono-
metriénih [unkcij. Kot primer si najprej poglejmo integral

2T cos(20)dl
Jo d—Acost
Ce uporabimo cost — (¢ | ¢7#) /2. dobimo integral

g g et i [ ¢ 41 it
= —dl — e e’ dl.
Jo 10— A — e 2 Jy 20k

— ‘L')(f?;it | 2(12#

To pa je natanko integral, ki ga dobimo po parametrizaciji z — e* iz
J gral, & A
kompleksnega integrala

/’ 2 i i / 2
- [ - —— >y — - ; .
2 ), 220 =58 4 222 4 /. 2%z — %)(3 — 2}

|\,|e:.

ds.
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kjer je + pozilivno orienlirana enotska kroznica. o izreku o ostankih

imamo

T 2 MU I
— —— | Res| — —.0] | Res ( ; _ —))
2 ( (32(3— =—=2) ) Pz—(2=2)"2

(Singularnost z — 2 je zunaj cnotskega kroga). lzracunajmo ostanka

R ( 2 O) ( 2 )’ 5
es | — —.0] — . - -,
2z— (2 =2) =5)==-2))1,, 2

Ros 2 1 21 17
\PG_Dhi—-22) \ZE-2 T
#e— gz =2) =2/ )

Skupaj je

T ocos(20)dt 7
Jo b—Acost 6

Podobno lahko v vsak integral

P
/ R{sin i, cost)dl,

0

kjer jo R ncka racionalna funkcija, vstavimo

Gl | it . il it
cosl — ——,  sinl — ————,
2 21
in integral prevedemo na kompleksni integral

- f m . N

~ J./ ~ ~ + .I./~ (’..a

R T T —.

JK{0.1 2t = e

ki ga nalo izracunamo s pomodcjo izreka o ostankih.

Izlimitirani integrali racionalnih funkcij. Poglejmo si integral
el -
/ p(x) "
—dr.
o 4(r)

kjer sta p in g ncka polinoma z realnimi koclicienti. Predpostavimo
. £ q

lahko. da sta si polinoma p in ¢ tuja. Da bo integral obstajal. mora
veljati m > n | 2. kjer sta n in m zaporedoma stopnji polinomov p in
g. Prav tako polinom ¢ ne sme imeti realnih niéel. Naj bo v pot s
slike 5.1 in naj bo R dovolj velik, da so vse nicle, ki jih ima g v zgornji

polravnini, ze znotraj obmocja, omejencea z ~p. o izreku o ostankih
S Jbs : O /R
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SLIKA 5.1, Integracijska krivulja vy,

velja

p() / p(x) /p(m)
Iz — —dur ReCde — 27 Res b ).
/m Jate® !y ey e = 2mid e g )

kjer so z razliéne nicle polinoma g iz zgorje polravnine. 'V kolikor je

R dovolj velik, velja
l4(2)

z| > R in sta a,b neki pozitivni konstanti. Zato velja

p(h’(’“’)
I:H L(.) i
/n g(Itet)

[)(1) B
-/—oc () dr  2mi ; {es( )

Uporabimo to na primeru integrala

/'oc da
e (P24 l)” ’

V zgornji polravnini ima polinomn (& | 1) niclo n-te stopnje v tocki

m

m [p(z)] < O|=|™.

¢eje le

bR pl
aI.m

< 27

0.

V limili je Lorej

t. 7 uporabo zgornjega principa in uporabe trditve 5.12 po krajsem
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racunu dobimo

e dx I
——  2miRes | ———— .1
,/_;,C (11 a2y phe ((.:2 | I)""?)

Podobno, kot smo obravnavali izlimitirani integral racionalne funkeije,

lahko obravnavamo tudi integrale tipa

/"x' p(r) sin w, /x plx) cos a .
- q(r) —o0 q(r)

V tem primeru gledamo integral

/. p( )(,ut..f
R (I(

po zgornji krivulji vg. Tukaj gre integral po polkroznem delu proti 0
ze pri pogoju m > n+ L. kjer sta m in n stopnji polinomov ¢ in p.
To lahko vidimo s kombinacijo zgornjega razmisleka in razmisleka pri

primeru 3.12. Tako dobimo

P 0ri S Res (f_’( 2t )
~/—oc g(r) dr "‘Z B =il N

kjor so g zopet razlicne nicle polinoma ¢ v zgornji polravnini. Ker je

iar

™ cosar | isinar dobimo

/OC ‘%(h Im (_,‘ ] Z Res (p(()# 5;:) )s
* plr)cosar . p(z)es
/_x —q(;‘zf) dx R.e( ) Z Res( 202) ~A))

Kot primer si poglejmo integral
" cos ax .
rz +1

Analogni integral s sinusom je 0, saj je funkeija liha. Po zgornjem je

00 0.2 202
COS a4 Lo & _ C
> d.z — Re { 274 Res — 1 — Re { 274 -
S 1% | 20| e,

—

il

(:(1
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Eulerjevi funkciji BB in I'. Lulerjeva gama [unkcija ['(s) je defi-
nirana s predpisom

x .
I'(s) — / et s >0,

0

[Zulerjeva beta funkeija 3¢z, y) pa kot
y
Blr.y) — / 7 =)t 2y > 0.
J0

[Munkeiji B in I" sta povezani s [ormulo
I"()1'(y)
U 1 y)

kar s¢ dokaze s pomodcjo uporabe dvojnega integrala. Nekoliko tezje je

B(r,y)

pokazati Fulerjevo zrealno formulo
\ 7
Blp 1 —p) — Il —p) — ———.
(=) = PO =) — s
kar bomo dokazali z uporabo izreka o ostankilhi. S pomodjo substitucije
1 dt
— dr -
L]er Ll —1)

dobimo

=< ep;l-
/ o de — B(p.l —p). O0<p<].

<l le
X pz
€
/ -z
B B

[zracunajmo integral

po krivulji vg s slike 5.2.

— R+ 2 R+ 2

SLIKA 5.2, Integracijska krivulja ~p
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eP:
1]e®

I2dina sineularnost funkeiie oy i ohmodi: B Gy o .
«dina singularnost funkeije znolra) obmodja, omejenega 7 vg, je

v Locki im. Zato jo

" (J'il)z ) ',{pz
——dr — 2miRes | ——.i7 ).
Ly L€ 1+ e

V Lej singularnosti imamo pol prvega reda in zato

B'[_).’Z epg
Res | ——.iw lim (2 —im)——
|| ¢* r—in | | ¢*
L o 1. )

2T i — — =T,

= F

Po drugi strani je

e R by 27 ,’;Pp(RI i)
—d= / ——dr+ / —dy
n[xu Ll es Jopllem Jo 11 el
IR (iP(T | 271 27 'i,(ii“(_ R iy
- T w oA dr — T il dy
p L+ eriem o Lte Kl
R 2F iy
- — d | i(pr _R dy
. || e Jo L1 efet

] Fd e 2T ¢ iy
— t’.z“m r— dr — ?':(‘3_'"R T R ({y
_pller Jo L1 emher

oemin [T e n [ e
— (l — Tl'PL) — dar | o 41{(15}
Jop 1 e® Jo L1 eftew

2 "2mi Y
— e ? T liaiw dy
o lH+e e

Prepricajmo se, da gresta zadnja dva integrala proti 0. ko gre I? proli

27 Yy APy 9 pR

L o' o ot 2re
iell 7(11] < 27eP™ max " - )
Jo L efew vefp2r] | | | eNew e — |

Ce jop < I, gre zadnja vrednost proti 0, ko gre R proli oc. Podobno

Je
-2w ipy LAY 9 1=P)R
L 't L ot 27
je Pl ﬁdy < 2me P max o =
Jo Ll e mew yefo2a] | | | ¢~ ety e — |
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Ta vrednost gre proti 0, ¢e je le p > 0. Skupaj dobimo pri 0 <p <1 v

limiti R — o

P2 Pz -~
o ipE e & . ) P dz
—2=ie®T  9miRes (—7,17") ]%1111 / T o
7~ —oc f. (b2

YR

I | e
OC P 1
; dni (A E N
(| _ Ch’p:)/
—oC

Iter
oziroma
et —27ictT 2 T
T o dir 27ip IPT L= TP 3 '
Jooo I 1" | — ¢2mi ¢t — =T sin(pr)
Tore) smo dokazali
T
C(p)i{l—p) ———. O<p<l.
sin(pw)

V poscbnem primeru p — 1/2 dobimo

I(1/2) = V=

in zato

s 3 ] 2 "o e
/ e de / 27 — 1(1/2) — /7.
( 0

Vsota stevilskih vrst. Doglejmo si, kako s pomodjo izreka o ostan-

kih izracunamo vsolo vrste

x<
Z n®.
n—I
Deflimirajimo funkeijo
7 cos(wz)

F2) =

22 sin{wz)

in naj bo vy pozitivno orientiran pravokotnik z oglisci N | 1/2 | @ N,
—N = /2 1N, =N = 1/2—iN in N | 1/2—4N, kjer je N € N,

Naj bo 2 — x| iy € vi. Vzdolz vertikalnih daljic velja cosme — 0 in

sinwr — 1 in zalo

COS T3 cosw(x | iy)|

cosmrchmy — tsmrrsh ny

sinwz sinw(x + iy)

sh wy

< 1,

chry

sinmrchry +icosmrshry
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—N = 1/24iN

N4 124N

—N - 1/2—iN

N+ 12— iN

SLIKA 5.3, Integracijska krivulja vy
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kjer smo uporabili adicijski izrek in zvezo med hiperbolicnimi in kotnini

[unkeijami. Vzdolz horizontalnih daljic pa imamo

COSTL

) o T
coswrchrmy —isinwrsh =y

SMTl

sinmrchay | icosmrshry

YRR SEE SR
cos? mrch? my | sin® mrsh? 7y

sin?mr b wy | costmash? wy

costmrdi?my | sin? (P ay — 1)

sin? mxch? 7y + cos? mr(ch® xy — 1)

2 S92
A ry — sin? rx

ch my — cos?

L1 sh?ry — sinmar

1 +sh*7y — cos? mr
2
L +sh®xy 1

L+ —— <2

sh? 7y sh

.

Y

Zadnja neenakost jo ocitna, saj je shay > 1. Ge jey > 1, pri predzadnji

neenakosti pa enostavno izpustimo élen — sin? 7, kar 8tevee poveda, in

izpustimo | —cos? wa, kar zmanjsa imenovalee. Skupaj imamo zagotovo

COSTZ

<2 zEV

sin w2

Iz tega dobimo

27 (8N | 2)

/ f()dx < I{vw) max "‘(.(_)h(“'°)) <
vy zev | 22 sin(w2

QN2+ N+ 1/4
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Do izreku o ostankih je {orej

N
\11_)11;: 27i Z Res(f, k) 0.

h——N
saj so singularnosti [unkcije [ v notranjosti obmodja, omejenega z vy,
natanko v to¢kah {—-N.—-N+1,...,0..... N — 1. N} Tunkdija [ ima

vz 0 pol stopnje 3. Ostanek v 0 1zra(;1111aj1110 s pomodjo {rditve 5.12
A N i 7(‘2
(,.’T f(,.’f))

Res(f.0) —

V oz — k., k€ Z\{0}, je s Tazje

|
.

| o—

1 (()H(H ull) 5= Ill |
Res(/f. % =)L = lim — - .
([ ) ( )/( ) 22—k L2 oy SIII(W.: k2
Skupaj smo torej v limiti dobili
> 55
12 T g
ke {0) k ’
0ziroma
Z 2 g
—k 6
Na podoben naéin lahko vidimo, da pri dokaj blagem pogoju

|1111 nmax |g(z)| 0

N—ooo zevy
na funkeijo g brez polov v Z\{0} velja
\ LCOS(TZ
E g{n) — E Res { g(= ,(4).:,@ .
- S sin(r
nei\{0} R
kjor so zp razlicni poli funkaije ¢ in tocka (]. Primer, ki smo ga po-

(lI‘()])ll('.j(' obravnavali, je bil primer ¢{z) — <. Ce uporabimo [unkcijo

)

9(2) — = dobimo bolj splogno

Z 1 T2 (;r COS ;r.) (2m)
a2 Dy M
—n 2(2m)' \ sinx 0

Zia obravnavo vsole Lipa

Y (=1)gn)

neE\ {0
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Nt o i Joclatr ir Y “Tmketieo F(~) — F(j(.l) - - 1 ~ias COTTY 3
bi morali gledati integral funkeije f(z) — Ft5 po poti vx. lormula,

ki jo ob podobnih predpostavkah dobimo, je

g o 9lz)
Z (=1 _q(n.)——?r%: Res (m%)

[P
Rz {0} '

kjer so zopet zx razliéni poli funkcije ¢ in pa tocka 0.

Naloge

(1) Dolod tip singularnosti [unkcje [ v dani tocki zy in izracunaj
ostanke Ros{f. z0):
() f(2) — 2 20— 0,
(b)y f(=) — % 2 — |,
(¢} f(z) — zcos l, 20 — 0,
2) lzradunaj integrale
2) 1 J integral
N d2
() .]|z—i|_2 22713}

(b) .f|z|_'| L

sinz?

; ’ dz
() fo2 o=
(3) lzracunaj integral

21 d
Jo 3—2cosi)

(1) S pomocjo izrcka o ostankih izra¢una] integral

> 1
5 5 3 5 dax,
Jowe (22 1 a?)(22 1 H?)
kjor sta a in b poljubni realni stevili.

(5) Izracunaj integral

/'°° COS D ’
— .
Jose (121 1)2

(6) lzracunaj vsoto vrste




