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Matematika I

KVADRAT N a KOLO, VERIŽNICA IN
TRAKTRISA

Vožnj a z avtom ali kolesom po cest nih grbinah ni nič kaj prijetna. Kolesa
so okr ogla in se jim prilagaj ajo . Osi koles se pri t em dvi gaj o in spuščaj o ,

z njimi vred pa tudi voznik. Ali ne bi nemara prešli na drugačna kolesa ,
recim o kvadratna? Pri iskanju odgovora na zast avljeno vprašanje, bom o
zadevo poenostavili . Privzeli bom o, da so vse grb ine enake. Poenost a
vljene razmere prikazuje slika 1.

Slika 1.

Postavimo vprašanje: Kakšen naj bo vzd olžni profil vod oravn e ceste,
da se bo k vadratna kolo brez drsenj a kotalilo p o njej , pri tem p a se bo
središče kolesa (os) ves čas gibalo vodoravno ?

Za lažjo obravnavo poiščimo t ako ravninsko kri vu ljo , da se bo kvadrat
s st ranico 2a s spo dnje st rani lepo, brez drsenja, kot alil po njej . Pri te m
naj središče kvadrata ves čas leži na vodoravni premici. Taka kri vulj a
mora imet i dolžino 2a , za ra d i simetričnosti kvadrata pa mora biti t ud i
sama simetrična. Ko b om o t ako krivuljo našli, bomo vze li samo en njen
del in t ako bo določen t udi sam profil cest e.

Vzemimo torej gladko krivuljo K v pravokotnem koordinatnem sis
t emu Oxy. Tangenta na K v točki A naj bo vzporedna z osjo ;r; . Točka A
ima koordinati (O, a).

Središče C I kotalečega se kvadrata naj bo st alno na osi x . Na kr ivu
lji K lahko v vsaki njeni točki S(x , y) postavimo prav okotni koordinatni
siste m Sx 'v I tako, kot prikazuj e slika 2. Pri t em je y = j(x ), kjer je
j fun kcija , ki jo i ščemo . OS :1; I naj bo tangenta na K v točki S, os yi
pa pr avokot nica na tangento (normala) v točk i S . Ko točka S potuje po
krivulj i K, se os :1: I ziblje na krivulji , os y i pa opleta po ravnini . Ko je S
v A, je C 'v O . Tedaj im a ClV sist emu S x I y I koordinati (O, - a).
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Zaradi sime t r ije glede na os y je dovolj , da kri vulj o IC obravn avamo
le v prvem kvadrantu . Naj bo 5 dolžin a kri vulj e od točke A do poljubne
točke S na IC. Točka C I ima v siste mu Sx I y I koordinati (-5, - a ) . Kak šn e
koordinate ima C l V sistemu Oxy?
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Slika 2.

Tangenta na Ko v točki 5 im a naklon ski kot (3.
V P roseku smo že večkrat br ali , kako lahko up orablj amo kompleksna .

števila. Med drugim tudi to, da m noženje danega kompleksnega šte vila s
cos (3+ i sin (3 pomeni zas uk točke , ki temu šte vilu pripada v ravnini komple
ksnih števil , okrog točke , ki ustreza št evilu 0, in sice r za kot (3. Bodita

z (5 ) = x + iy lil z (C ' )= t: + i7] ( l a)

kom pleksn i števili , ki ust rezat a točkama 5(x, y) in C ' (E;, 7] ), pot em ko smo
ravnino Oxy poistovetili z ravnino kompleksn ih števil.

P ro du kt (- 8 - ia )(cos (3+ i sin (3) pr edst avlj a zasuk točke C' za kot (3
o krog točke S . Iz s like 2 s led i

z( C ') = z (5 ) + (-8 - ia)( cos (3+ i sin (3) . ( l b)

Ko izenačimo realna in im aginarna dela na obeh st rane h enačbe (l b), dobimo
koordinati (E; ,7]) točke C ' v sistemu O:J;y

E; = x + asin (3 - s coe B , 7] = f (x ) - a cos (3 - 8sin(3 . (2)
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Naloga za hte va, da je TI = O za vsak x. Tor ej

y(x) = acos (3 + s sin (3 . (3)

Označimo odv od funkcije f '(x ) s p(:r) in se spo mnimo, da je odvod funkcije
f v točki x enak tangensu naklonskega kot a (3 tangente na krivulj o y = f (x )
v točki S (x, f (x )). Torej velja p (x) = tan (3. Diferencial ds loka krivulje

y = f (x ) lahko, kot je znano , izr azimo v obliki d s = Jp2(X) + 1 dx . Iz te

enačbe dobim o ds = Jtan2 (3 + 1dx = c::{3" Torej dx = cos (3ds in d y =
= f ' (x) dx = tan (3 cos (3ds = sin (3ds .

Enačbo (3) na obeh stran eh diferen cir amo in pri t em upo št evamo prejš
nj e ugotovitve

sin (3ds = - a sin (3d(3 + sin (3ds + s cas (3d(3 .

P o poenost avitvi in kraj šanju pridemo do enač be

a sin (3 = s cos (3 .

(4)

(5)

Rezultat upoštevamo v enačbi (2) in dobimo t; = x . To pa pomeni , da je
točka C' ravno pravokotna pro je kcija točke S na os x, tako kot kaže slika 2.
Tedaj je

s 1
tan (3 = - = - s .

a a
(6)

Iskana kri vulj a ima t o rej lastnost :

Naklon tangente v katerikoli točki S krivulje je sorazmeren
z dolžino krivulje od točke A, v kateri j e tangenta na krivuljo
vodoravna, do točke S .

Krivulj a s to lastnostjo j e verižnica. Tako obliko zavzame id ealna
ve r iž ica, ko se umiri , če jo ob es imo v d veh točkah , ki ni sta n a isti ver tikali.
Starej ši b ralc i P reseka se bodo m orda spom n ili , da je o verižnici pisal
Andrej Likar v članku Veriga in oboki (g lej Presek , letnik 18, 1990/91 ,
št. 3).

Ker im a kri vulja J( v točki A (O, a) vodoravno tangento, mora funkcija
f izpolnjeva ti začetna pogoja f (O) = a in f' (O) = O.

Kak o za pisati enačbo verižn ice? Računi p otekaj o precej p reprosto , če

uporabimo funkcij i hiperbolični kosinus (cash) in hiperbolični sinus (sinh) , ki
sta definirani za vsako realno spremenljivko x s formulama

1 ( X - X)cosh x = "2 e + e , inl 1( x -X )sin 1 x = "2 e - e . (7)
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P rva fu nkcij a j e so da, zavzame pri O najmanjšo vr ednost cosh O = 1, vsako
od 1 večjo vre d nost pa na tanko dvakra t . Druga funkcija je lih a , pri O im a
vrednost sinh O = O in zavzame vsako realno vre d nost na tanko en kra t . Obe
funkcij i povezuje enakost cos h2 x - sinh ' x = 1. P a t ud i odvoda sta preprosta

(cos h x) , = sin hx, (sin h x) , = cos hx. (8)

Fu nkc ija sin h im a inverzno funkcijo, ki jo imenujemo area hiperbolični sinus
(asinh) . Zožit ev funkcij e cosh na polt rak [O , +(0) im a inverzno funkcijo,
im en ovano area hiperbolični kosinus (acosh) . Obe se izražata z naravnim
logaritrnom takole

ac osh x = ln(x +~) , as in h x = ln (x + #+1) . (9)

Za njuna odvoda pa velj a

1
(acosh x) , = -;:::= =

JX2=l '
1

(as in h x) , = -;:::==vx2 + 1 .
(10)

Poiščimo seda j enačbo veriž nice iz enačbe (6). Dolžino loka s , ki se z abs ciso
x t očke S spreminja, izračunamo z integralom

s=s(x)= l XJp2(t ) + l dt . (11)

To rej je s '(x) = Jp2(X) + 1. Enačbo (6) prepi šemo v obliko p(x) = ~s(x) ,
na to obe strani odvajamo in dobimo preprosto diferen cialno enačbo

iz nje pa

p'(x) = '!' Jp2(X) + 1 ,
a

(12)

p'(x) 1

a
(13)

Leva stran enačbe (13) je ravno (asinh p(x )) ', desn a pa (~) '. E nakost od
vo dov pomeni, da se nastopajoči funkciji razlikuje ta za kon st ant o c

as inh p(x) = ::. + c .
a

(14)

Ker pa je p(O) = f ' (O) = O in as inh O = O, dobimo c = O in p(a:) = sin h ~ .

Tako smo že korak bli že rešitvi

p(x ) = f '( x) = sinh::' .
a

(15)
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To pomeni, da je J( x) = a cosh ~ + d , kjer je d neka konsta nta . Ker je
cos h 0 = 1 in J (O) = a , dobimo d = O, in enačba verižni ce je

x
y = J (x ) = acosh - .

a
(16)

Za kotalj enj e kvad rat a s st ra nico 2a pride v poštev samo tist i del verižnice

(16), za katerega je IJ ' (x)1~ 1. V krajiščih loka mora naklon ski kot st ra

nice kotalečega se kvadrata biti -;f oziroma 3: . Tako pridemo do za hteve

Isinh xal ~ 1 oziroma I~ I ~ as inh 1 = In(l + J2). Do lžina tega dela je ravno
do lžina st ra nice kvadrata. Po formuli (11) je

jaasin h 1 jaasin h 1

S = 2 O J p 2 ( t) + 1 dt = 2 O sin h'' ! + 1 dt .
a

(17)

S po enostavit vijo in s substituci jo u = ~ lahko t a int egral i zračunamo

j
a Sin h 1

. as in h 1
S = 2a O cos h u du = 2a sm h u 1 o = 2a . (18)

Tako smo pr išli do kon ca : Del krivulje , po kateri se brez drsenj a kotali
kvadrat s st ranico 2a , tako da pr i te m njegovo središče ves čas potuje po
osi x , je veri žnica y = a cosh ~ nad intervalom [- a In(l +V2) , a In(l + V2 )].
Take loke potem poljubno zvezno nadaljujemo levo in desn o vzdo lž osi x.
Pri te m se verižnica povzpne od y = a do y = aV2 . Višina grbin je torej
a(V2- 1).

Kakšna pa je povezava vsega tega s traktriso ali v lečnico? Opazujmo
na sliki 2 gibanje točke T , ki je središče zgornj e st ranice kotalečega se
kvadrata. Ko je ta stranica vzpored na z osjo x , je TvA. Pri kotaljenju
kvadrata se točka T gib lje po krivulji, kot kaže slika 3. Pri t em je razdalj a
med T in S' (središčem kvad rata), ki se gib lje po osi :r, st alno enaka a .
To pa je značilno za traktriso. Bralc i P rese ka so jo najbrž že srečali (glej
Bor is Lavrič, Traktrisa, P resek, letnik 17, 1989/ 90, št . 5) . Na vodoravni
ravnini opisuje traktriso točkasta masa, ki je privezana na nerazteglj ivi
niti , katere prosti kon ec počasi vlečemo po premici v t ej ravnini. Ta
premi ca je as imptota t raktrise.
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Slika 3.

Slika 3 pom aga , da določimo koordinati (~ , '7) točke T kot fun kciji
kota o . Iz pravokotne ga trikotnika TT' S ' izračunamo 1] = a sin o'. Neko
liko več dela je z absciso ~ . Kot doslej naj bo x absc isa točke S .

Na sliki 3 vid imo , da sta kota o' in f3 komplem entarna in da je a =

= y sin o' = a cosh š sin a. Iz te povezave sled i x = a acosh _._1_ . Z
a sm o

uporab o enakost i (9) in nekateri h t r igono met rijskih formul dobimo

o'
~ = x - a cosa = a(ln cot - - cos a ) .

2
(19)

To velja za t raktriso v prvem kvadrantu. Za celot no t raktriso je ugodneje
vpeljati kotu o' sup lementaren kot t = 71" - a , to je nak lonsk i kot tangente
na t raktriso . Koordinat i poljubne to č ke T(~ , 1]) na t raktrisi lahko izrazimo
v ob liki

tc. = a(l n t an - + c o s L) , "/ = a. s in t .
2

(20)

To sta parametričn i enačbi t rakt r isc . P arameter t se spreminja od Odo 71" .

Ko t ra ste od O proti %' potuje točka T po drugem kvadrantu , se dviga
od absc isnc osi pr oti najvišj i točki A( O,a), ki jo doseže pri t = ~ . Ko t
naraš č a od ~ pro ti 71" , se T spušča v prvem kvad rantu proti a bscisn i osi.
Ab scisn a os je as imptota trak t.rise, dan e z enačbama (20) .
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