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Povzetek

V prvem delu je dokazan homotopski princip za submerzije s sprayi:

Naj bo Z kompleksen prostor, X Steinov prostor, h : Z — Z surjektivna holo-
morfna submerzija, ki lokalno dopusca spray, P kompakten Hausdorffov prostor in
ap: X — Z,p € P, zvezna druZina zveznih prerezov submerzije h : Z — X. Potem
obstaja taka zvezna druZina zveznih prerezov apy : X — Z,p € Pt € [0,1], da je
ap0 = ap, p € P in je za vsak p € P prerez a1 : X — Z holomorfen.

Glavni izrek v drugem delu je vlozitveni izrek za Steinove mnogoterosti z inter-
polacijo na diskretnih mnozicah.

Naj bo X n-dimenzionalna Steinova mnogoterost, Y C X diskretna podmnoZica
in @ :Y — C" M prava injekcija. Ce jen = 1inq > 2 alin > 1 in q¢ >
max{["+] + 1,3}, obstaja prava holomorfna vlozitev ® : X — C"9, ki razsiri ¢.

Math. Subj. Class. (1991): 32E10, 32H02, 32H35, 32L05

Kljuéne besede: kompleksen prostor, Steinov prostor, holomorfna submerzija,
prerez holomorfne submerzije, tangentni prostor, homotopski princip, prava pres-
likava, holomorfna imerzija, holomorfna vlozitev



Abstract

The first part contains a proof of the homotopy principle for holomorphic sub-
mersions with sprays:

Let Z be a complex space, X Stein space, h : Z — Z surjective holomor-
phic submersion which locally admits a spray, P a compact Hausdorff space and
ap : X — Z,p € P, a continuous family of continuous sections of the submer-
sion h : Z — X. Then there exists a continuous family of continuous sections
apt : X — Z,pe Pte|0,1], of h: Z — X, such that app = ap, p € P and the
section ap1 : X — Z is holomorphic for each p € P.

The second part is an embedding theorem for Stein manifolds with interpolation
on discrete sets.

Let X be an n-dimensional Stein manifold, Y C X a discrete subset and ¢ : Y —
C"*4 q proper injective map. If n =1 andq>2 orn > 1 and ¢ > max{[”TH]—kl, 3}
then there ewists a proper holomorphic embedding ® : X — C"V4 extending .

Math. Subj. Class. (1991): 32E10, 32H02, 32H35, 32105

Key words: complex space, Stein space, holomorphic submersion, section of holo-
morphic submersion, tangent space, homotopy principle, proper map, holomorphic
immersion, holomorphic embedding
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1. Homotopski princip za submerzije s sprayem nad
Steinovimi prostori

1.1 Uvod

Naj bosta X, Z kompleksni mnogoterosti in h : Z — X surjektivna holomorfna sub-
merzija. Prerezi submerzije h : 7 — X so preslikave a : X — Z, ki izpolnjujejo pogoj
h o a = idy. Pravimo, da za prereze submerzije h : 7 — X velja homotopski princip
(h-princip), ¢e lahko vsak zvezen prerez ag : X — Z s homotopijo a; : X — Z, t € [0,1]
premaknemo v holomorfen prerez a; : X — Z. Ce je P kompakten Hausorffov prostor in
a, : X — Z, p € P zvezna druzina zveznih prerezov, zahtevamo obstoj take homotopije
apt: X — Z, (p,t) € Px[0,1], da je a, = a, in je prerez a,; holomorfen za vsak p € P.
Ce za P izbiramo kocke P = [0, 1]*, iz h-principa sledi, da je inkluzija O(X, Z) — C(X, Z)
med holomorfnimi in zveznimi prerezi Sibka homotopska ekvivalenca, kar pomeni, da in-
ducira izomorfizme med vsemi homotopskimi grupami prostorov O(X,Z) in C(X, 7).
Za submerzije, da katere h-princip velja, je zagotovljena eksistenca (vsaj kakega) holo-
morfnega prereza, takoj ko vemo, da obstaja zvezni prerez. Poleg tega lahko najdemo
holomorfni prerez v predpisanem homotopskem razredu (npr. Grauertov izrek 1.11.4.).
Med najbolj znanimi primeri uporabe h-principa so vlozitveni izrek za Steinove prostore
v afine prostore minimalne dimenzije ([Fr2], [EG2], [Schl]), pa izreki Forster - Ramspott
o kompletnih presekih ([FR]).

Ocitno h-princip velja za preslikave X — C", tj. za prereze trivialnega sveznja
X xC" — X. Ce je mnogoterost X Steinova, je vsak vektorski svezenj V nad X podsvezenj
trivialnega sveznja in zato velja h-princip tudi v tem primeru. Grauet je v [Gra] dokazal,
da velja h-princip za prereze holomorfnih glavnih G-sveznjev nad Steinovo bazo X, kjer
je G kompleksna Liejeva grupa in za prereze sveznjev z G-homogenimi vlakni (vlakno
F je G-homogeno, ¢e na njem Liejeva grupa G deluje holomorfno in tranzitivno). Ideja
dokaza je, da lahko s pomocjo levo-invariantnih vektorskih polj na G problem prevedemo
na glavne G-sveznje. V dokazu pomembno vlogo igra eksponentna preslikava.

Gromov je v [Gr] posplosil omenjeni dokaz na prostore s sprayi. Opazil je, da lahko
problem s pomocjo Cartanove leme lokaliziramo in da lahko eksponentno preslikavo nado-

mestimo s sprayem.
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Definicija 1.1.1. Spray na kompleksni mnogoterosti F' je trivialen vektorski sveZenj p :
F x CN — F skupaj s tako holomorfno preslikavo s : F x CN — F, s(x,0) = x, da je za

vsak x € F wvertikalni odvod V Ds(x) = %s(x, t))i=0 : CN — T,F surjektiven.

Izrek 1.1.1. [Gr] Ce je V. — X holomorfni svezenj nad Steinovo mnogoterostjo X z

vlaknom F, ki ima spray, potem velja h-princip za prereze sveznja V.

Pogosto pa se zgodi, da imamo opraviti s submerzijami, ki niso sveznji, recimo ce
iz trivialnega sveznja X x C™ odstranimo analiticno podmnozico. Tudi bazni prostor je
pogosto kompleksen prostor s singularnostmi. Zato se v nadaljevanju ne bomo ukvarjali le
s kompleksnimi mnogoterostmi, ampak s kompleksnimi prostori (definicije so v naslednjem
poglavju). Grobo receno, lokalno kompleksen prostor zgleda kot analiticna mnozica v
nekem evklidskem prostoru; definicija je v resnici precej splosnejsa. Gromov je v [Gr]
v grobem razlozil, kako naj bi se dokazal izrek 1.1.1., vendar je bil dokaz pomanjkljiv.

Glavni izrek prvega poglavja je naslednji.

Izrek 1.1.2. (Singularni h-princip). Naj bo X Steinov prostor, Y C X analiti¢na podmno-
zZica, Z kompleksen prostor, h : Z — X surjektivna holomorfna submerzija, d polna
metrika na Z, kompatibilna s topologijo na Z, K C X holomorfno konveksna kompaktna
mnozica, U D K njena odprta okolica in € > 0 poljubno stevilo. Naj ima vsaka tocka
x € X \ K tako odprto okolico U, C X, da submerzija h : Z — X dopusca spray nad U,
(definicija 1.2.2.).

Naj bo P kompakten Hausdorffov prostor (prostor parametrov), Py C P njegova zaprta
podmnoZzica, P, C P njena odprta okolica in a, : X — Z, p € P taka zvezna druzina
zveznih prerezov, ki so holomorfni na U, da je za vsak p € Py prerez a, holomorfen na
X in je za vsak p € P prerez a,|y holomorfen. Potem obstaja zvezna druZina prerezov

apt: X — Z,pe P, tel0,1] z lastnostmi:

(1) za vsak p € P je prerez a,y holomorfen,

(2) apy = a, za vsak p € B,

(3) prerezi a,; so holomorfni na fiksni okolici K in velja d(ay(z),ap:(x)) < € za vsak
te0,1] inzx e K in

(

4) apily = aply za vsak t € [0, 1].

Posledica 1.1.1. Naj bodo X, Z, h : Z — X, K, U, € in P kot v izreku 1.1.2. Naj bo
zaprta mnoziza Py C P krepki okoliski deformacijski retrakt v P in a, : X — Z taka
zvezna druzina zveznih prerezov, ki so holomorfni na U, da je za vsak p € Py prerez a,

holomorfen na X. Potem obstaja zvezna druzina prerezov a,,: X — Z, p € P, t € [0,1]
z lastnostmi (1), (2) in (3) iz izreka 1.1.2.
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Dokaz posledice. Naj bo r : P, x [0,1] — P, krepka deformacijska retrakcija odprte
okolice P, D Py na P, r(-,0) = id|p,, (P2, 1) = By. Naj bo P, C P, taka odprta okolica
Py, da je P, C P,. Obstaja taka gladka funkcija x : P — [0,1], da je suppx = P.

Definirajmo druzino prerezov a,, : X — Z, (p,t) € P x [0, 1], s predpisom:

Qpt = Ap, P € (P\Supr)a te [Oa 1]7
Upt = Qrpx(p)s P €ESUppx, t € [0,1].

Takoj opazimo, da prvi predpis dolo¢a zvezno druzino na (P \ suppy) x [0,1] € P x [0, 1].
Ker sta retrakcija in funkcija x zvezni, je tudi drugi predpis zvezen na P, x [0,1]. Na
preseku definicijskih obmocij se oba predpisa ujemata, zato je druzina a,; zvezna. Ker je
r krepka deformacijska retrakcija, je a,: = a, za vsak p € Py, t € [0,1]. Pri ¢t = 0 dobimo
zacetno druzino, pri ¢ = 1 pa druzino, ki ustreza predpostavkam izreka 1.1.2., saj je po
definiciji krepke deformacijske retrakcije (P, 1) C Py, kar pomeni, da so prerezi a,; holo-
morfni na X za vsak p € P;. Ce izberemo mnozico P; dovolj majhno, bo homotopija p ¢
zadoscala pogoju (3) iz posledice 1.1.1. Po izreku 1.1.2. obstaja homotopija med druzino

a,1, p € P, in druzino holomorfnih prerezov, ki miruje na F, in aproksimira prereze a, 1

nad K. &

Opomba. Pri interpolaciji predpostavke, da so prerezi a, holomorfni na X za vse parametre
p € P; v splosnem ne moremo nadomestiti s predpostavko, da je Py krepki deformacijski
okoliski retrakt, ker pri reparametriziranju - razen v posebnih primerih, kot recimo, ce je

ap|ly = aq4ly za vsak par p,q € P, - izgubimo interpolacijski pogoj.

Na kratko pojasnimo idejo dokaza glavnega izreka, ¢e je prostor parametrov P samo
tocka. Skozi vsako tocko a(x),z € X napeljemo ‘majhen’ holomorfen prerez a, : U, — Z,
definiran na odprti okolici U, C X tocke x. Izmed teh prerezov izberemo tako manjso
stevno druzino prerezov {a, : U, — Z}nen,, da je UU, = X in poskusimo prereze iz te
druzine ‘zlepiti’ v globalen holomorfen prerez. Ker pa lahko lepimo le prereze nad Cartan-
skimi pari (definicija 1.2.1.), ki so holomorfno homotopni, moramo zacetne prereze izbrati
tako, da bomo nad preseki definicijskih obmoc¢ij imeli ‘dovolj” holomorfnih homotopij in
zvezne homotopije med prerezi a,, in za¢etnim prerezom a. Za popis teh homotopij bomo
vpeljali poseben prostor parametrov. Najprej bomo dokazali izrek za primer, ko sta X in

Z mnogoterosti; dokaz za kompleksne prostore zahteva nekaj dodatnih tehnicnih sredstev.
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1.2 Osnovne definicije, oznake in tehnikalije

Definicija 1.2.1. Urejen par kompaktnih podmnozic (A, B) kompleksne mnogoterosti X

je Cartanski par oziroma Cartanski niz dolzine 2, ¢e velja:

(1) mnozice A, B in AU B imajo baze Steinovih okolic,

(it) (A\NB) N (B\ A) = 0 in

(13i) mnoZica C = AN B je Rungejeva v B (mnoZica C' je lahko prazna).

Opomba 1. Mnozica C' je Rungejeva v B, ¢e ima B tako bazo odprtih mnozic {U;}, da je
C Rungejeva v U; za vsak 1.

Opomba 2. Definicija ima smisel tudi za kompleksne prostore, vendar za dokaz h-principa
na kompleksnih prostorih ni dobra, dobra je le za nekatere dele dokaza. Dejstvo, da ima
AU B bazo Steinovih okolic v mnogoterosti X bomo uporabili zato, da bomo nasli strogo
psevdokonveksne okolice za to unijo in na njih resevali - enacbe z ocenami v sup normi,

kar na singularnih prostorih zaenkrat ni znano.

Navedli bomo nekaj osnovnih definicij iz teorije kompleksnih prostorov ([GR1],[GR2]).
Naj bo D € C™ odprta mnozica, Op snop zarodkov holomorfnih funkcij na D in J C Op
koherenten snop idealov (koherenten ideal). Naj bo O4 = Op/J in A = supp Oa.
Mnozica A je analiticna podmnozica v D in prostor (A, O,4) imenujemo zaprt komplek-
sen podprostor v (D, Op). Ce je ideal nilpotentov A C J trivialen, imenujemo prostor
(A, O,4) reduciran. Naj bo J4 C Op ideal zarodkov tistih holomorfnih funkcij na D, ki
so enake 0 na A. Ce je O4 = Op /T4, bomo (reduciran) snop O, imenovali kanoni¢ni.
Naj bo X topoloski prostor in Ox snop lokalnih algeber nad C, torej takih, da ima za vsak
xr € X algebra Ox, natanko en maksimalni ideal m,. Par (X, Ox) je kompleksen pros-
tor, ¢e ima vsaka tocka z € X tako odprto okolico U, da je (U, Ox|y) izomorfen kakemu
zaprtemu kompleksnemu prostoru (A, O 4) nekega obmocja D C C™ za kak n € N. Ce za
vsak x € X ideal nilpotentov N, C Ox, trivialen, je snop Ox reduciran. Naj bo Cx snop
zarodkov zveznih funkcij na X. Snop Oy lahko na naraven nacin vlozimo v Cx natanko
takrat, ko je Ox reduciran. Kompleksni prostori, s katerimi se bomo ukvarjali, bodo vsi
reducirani in bomo zanje pogosto uporabljali oznako X namesto (X, Ox). Namesto izraza
snop idealov bomo uporabljali izraz ideal.

Naj bo (X, Ox) kompleksen prostor in m C Ox maksimalni ideal. Za vsak z € X
je TX(X,Ox) := m,/m?2 koncno razsezen vektorski prostor, ki se imenuje kotangentni
prostor v tocki x € X, njegov dualni prostor 7,.(X, Ox) := (T:(X, Ox))* pa tangentni
prostor Zariskega v tocki x € X. Kotangentni prostor 7%(X, Ox) je definiran kot
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T*(X,0x) = m/m? in tangentni prostor Zariskega kot T(X,Ox) := (T*(X,Ox))*.
Tangentni prostor je kompleksni vektorski svezenj v okolici vsake regularne tocke x € X.
Naj bosta (X, Ox) in (Z, Oz) reducirana kompleksna prostora in f : (X,0x) — (Z,0yz)
holomorfna preslikava. Oznac¢imo z m C Ox in n C Oz maksimalna ideala. Za vsak
z € X preslikava f doloc¢a preslikavo f, : n f(z) — My, tako da zarodku a € nj,) priredi

zarodek ao f € m,. Ker je Tm(n?(x)) C m?, preslikava f, inducira kotangentno preslikavo
fi : Tr)(2,0z) = nf(f)/n?”(m) — Tu(X, Ox) = my/mg,

ki je homomorfizem vektorskih prostorov. Njej dualno preslikavo D, f = f.. : T.(X,Ox) —
Tt (Z,0z) imenujemo tangentna preslikava ali odvod preslikave f.

Vlozitvena dimenzija tocke = € X, emdim,(X, Ox) (ali krajse emdim,X), je naj-
manse tako naravno Stevilo n, za katerega obstajata odprta okolica U C X tocke x in
prava holomorfna vlozitev U — B, kjer B,, = B,(1) pomeni kroglo v C" z radijem 1.
Izkaze se, da je emdim,(X,Ox) = dimc(m,/m?2). V vsaki regularni tocki je vlozitvena
dimenzija enaka dimenziji X v tej tocki, v singularnih tockah pa je emdim,X > dim,X.
Vlozitvena dimenzija kompleksnega prostora (X,Ox), emdim(X,Ox) je defini-
rana kot emdim(X, Ox) = sup{emdim,(X,Ox), v € X}. Kompleksni prostori so lahko
neskoncno dimenzionalni in tudi ¢e so kon¢no dimenzionalni, imajo lahko neomejeno
vlozitveno dimenzijo.

Holomorfna preslikava h : Z — X je skoraj submerzija v tocki z € Z, ¢e je odvod
D.h : T.Z — Tj)X surjektiven in skoraj submerzija, ce je skoraj submerzija v vsaki
tocki. Ce je h skoraj submerzija v z, je Stevilo k := dimkerD,h korang preslikave h v z,

k = corg.h in velja emdim.Z = emdimy,) X + corg.h.

Trditev 1.2.1. [Fi] Naj bo h : Z — X skoraj submerzija v tocki = € Z in k =
dimkerD,h. Potem je k = emdim,h=*(h(z)).

Preslikava h : Z — X je submerzija v okolici tocke z € Z, ¢e obstajajo odprta
okolica U za h(z) v X, odprta okolica V' tocke z v Z in taka biholomorfna preslikava
¢ :Ux By — V (zanek k € N), da je hop = pry. Stevilo k je korang preslikave
h v z. Preslikava h je submerzija, ¢e je submerzija povsod. V primeru, ko sta X in Z
mnogoterosti, zaradi izreka o rangu pojma skoraj submerzija in submerzija sovpadata.

Ocitno je vsaka submerzija skoraj submerzija.

Posledica 1.2.1. Skoraj submerzija h : Z — X je submerzija natanko takrat, ko je
vloZitvena dimenzija emdim.h~(h(z)) lokalno konstantna (viakna Z, := h™1(h(z)) so
torej mnogoterosti, katerih dimenzija je lokalno konstantna). V tem primeru je kerDh

vektorski sveZenj nad Z .
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Dokaz. Ker je vsaka submerzija skoraj submerzija, moramo dokazati le, da je skoraj
submerzija z lokalno konstantnim korangom submerzija. Izberimo z € Z, naj bo m =
emdim.Z, n = emdimy,)X in k = corg.h. Velja m = n + k. Po definiciji vlozitvene
dimenzije obstajajo odprta okolica U C Z tocke z, odprta okolica V' C X tocke h(z)
in taki pravi holomorfni vlozitvi 1z : U — B, intx : V — By, daje tz(z) = 0 in
tx(h(2)) = 0. Preslikava

B :=1xohou,' 1 15(U) — B,

je definirana na zaprti analiti¢ni podmnozici v B,, in ima razsiritev H na B,,. Preslikava
H je submerzija v 0 v obicajnem smislu in je zato submerzija Se na okolici 0. Po izreku
o rangu je H (v ustreznih kartah) lokalno projekcija B,, — B, vzdolz By. Ker je imela
skoraj submerzija konstanten korang k na okolici tocke z, se vlakna H nad tockami iz

tx (V') ujemajo z vlakni h', torej je h v primernih lokalnih kartah tudi projekcija. )

Trditev 1.2.2. Naj bo h : Z — X submerzija med kompleksnima prostoroma in z € Z
poljubna tocka. Naj bo n = emdimp) X vloZitvena dimenzija tocke h(z) € X in k =
corgh. Potem obstaja odprta okolica V' tocke Z in taki vioZitvi v, : V — B, X By in

thiz) - (V) = By, da je thzy o hly = pry o,

Dokaz. Po definiciji submerzije obstajajo odprta okolica V' C Z za z, odprta okolica
U C X tocke h(z), U = h(V), odprta krogla By in taka biholomorfna preslikava ¢ :
U x B, — V,daje hoyp = pry. Ker ima tocka h(z) vlozitveno dimenzijo n, obstaja prava

holomorfna vlozitev ¢4y : U — B,. Definirajmo ¢, := (t4),id)op™ : V — B, X B;. &

Izrek 1.2.1. (|GuR], Holomorfni razcep vektorskega sveznja). Naj bo X Steinov pros-
tor, V,W holomorfna vektorska sveinja nad X in h : V. — W surjektiven holomorfen
homomorfizem vektorskih sveZnjev. Obstaja desni inverz d : W — V' za h, ki inducira

izomorfizem D : kerh ®W — V.

Posledica 1.2.2. Vsak vektorski sveZenj nad koncéno dimenzionalnim Steinovim pros-

torom X je podsvezenj trivialnega sveinja X x CN za nek dovolj velik N € N.

Dokaz. Naj bo V n-dimenzionalen vektorski svezenj nad m-dimenzionalno Steinovo
bazo X. Za genericen nabor globalnih vektorskih polj vy, ..., v, je mnozica A vseh tistih
tock z € X, kjer polja v1(x),...,v,(x) ne napenjajo V,, (m — 1)-dimenzionalna ana-

liticna podmnozica v X. 7Z indukcijo navzdol pridemo do konénega Stevila vektorskih polj
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v1,...,vN, ki napenjajo V v vsaki tocki z € X. Preslikava h : X x C¥ — V, definirana
s predpisom h(z,t) = Y. v;(z)t;, je surjektiven holomorfen homomorfizem, zato ima po

izreku 1.2.1. desni inverz, ki vlozi V kot podsvezenj v X x CV. &

Izrek 1.2.2. ([Siu], [Scn]). Naj bo Z kompleksen prostor in X C Z lokalno analiticna

podmnozica v Z. Ce je X Steinov prostor, obstaja Steinova odprta okolica U za X v Z.

Izrek 1.2.3. Naj bo X Steinov prostor, U C X Steinova odprta mmnozica, Z poljuben
kompleksen prostor in h : Z — X surjektivna holomorfna submerzija. Naj bo f:U — Z
holomorfen prerez submerzije h in naj bo VI'(U) := ker Dh|sq. Potem obstajajo odprta
okolica nicelnega prereza V- C VT(U), odprta okolica W C Z mnozice f(U) in taka
biholomorfna preslikava ¢ : V- — W, da je za vsak x € U preslikava o, : VOV T5)(U) —
h=Y(x) N W biholomorfizem.

Preslikavo ¢ : V' — W imenujemo lokalni spray nad U in svezenj VT'(U) vertikalni

svezenj submerzije h : Z — X, zozen na U.

Dokaz. Naj bo Uy C Z Steinova okolica mnozice f(U) v Z, vy, ...,vy vektorska polja
na Uy, ki generirajo VT|y,, 0% njihovi tokovi, s(x,t) := 6" o ...0"(f(x)),z € U in
d:VT|sw) — U x CY desni inverz za %S(l‘, t). Preslikava ¢ := sod je iskana preslikava.

[ )

Definicija 1.2.2. Naj bosta Z in X kompleksna prostora, h : Z — X surjektivna sub-
merzija tn U C X odprta mnoZica. Submerzija h dopusc¢a spray nad U, ce za nek
m € N obstaja taka preslikava s : h=*(U) x C™ — h=Y(U), da je
5(2,0) = z za vsak z € h=1(U),
s(z,C™) C k™ (I(z)) za vsak z € h™1(U) in
vertikalni odvod s, VD(s)(2) := Z5(2,t)|i—0 : C™ — kerD.h je surjektiven.

Spray nad U, pridruzen submerziji h : Z — X, je trojica (E,p,s), kjer je E =
h=Y(U) x C™ trivialen vektorski svezenj nad h™*(U), p : E — h™Y(U) standardna pro-
jekcija in s zgornja preslikava. Submerzija h : Z — X med kompleksnima prostoroma

lokalno dopuséa spray, ce ima vsaka tocka v € X tako odprto okolico U C X, da

submerziga h dopusca spray nad U .

Opomba 1. Tak spray imenujemo tudi vertikalni spray ali spray po vlaknih.
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Posledica 1.2.3. Ce je submerzija h : Z — X sveienj z vlaknom F, ki ima spray,

submerzija h : Z — X lokalno dopusca spray.

Opomba 2. Za definicijo spraya v resnici zadoSca, da je preslikava h : Z — X skoraj

submerzija. Zakaj je definicija napisana za submerzije, pojasni naslednja

Trditev 1.2.3. Naj bo preslikava h : Z — X skoraj submerzija, ki lokalno dopusca spray.
Potem je h : Z — X submerzija.

Dokaz. Ker je izrek lokalen, smemo privzeti, da sta prostora X in Z povezana. Izberimo
poljubno tocko x € X in naj bo U C X taka povezana odprta okolica za x, da ima
preslikava h spray nad U. Naj bo preslikava s : h=1(U) x C™ — h~Y(U) spray nad U. Za
vsak z € Z naj bo Z, := h™'(h(z)) vlakno skozi tocko z.

Iz teorije kompleksnih prostorov (glej [Fi]) je znano, da je preslikava z — corg,h
navzdol polzvezna in da je emdim.Z. = corg.h. Seveda je tudi preslikava (z,t) — corge.s

navzdol polzvezna. Velja enacba:
Corg(z,0)S + emdimg(z ) Lg(zp) = M

za vsak (z,t) € h™}(U) x C™. Vstavimo ¢ = 0 in upostevajmo, da je s(z,0) = z in
emdim,Z, = corg,h. Takoj dobimo

corg(z0s + corg.h =m,

kar zaradi polzveznosti pomeni, da sta funkciji 2 — corg.h in z — corg( konstantni.

Preslikava h : Z — X ima torej lokalno konstanten korang, kar pomeni, da je submerzija.

&

Definicija 1.2.3. ([Gr], 1.3) Naj bosta (E1,p1, s1) in (Ea, pa, S2) spraya na Z, pridruZena

submerziji h : Z — X. Sestavljeni spray (E*,p*, s*) je definiran z nasledngjim predpisom

E = {(e1,e2), si(e1) = pa(e2)},
p(er,e2) :=pi(er) in

s*(e1, e2) == sa(e2).

Naj bo (E,p,s) spray pridruzen submerziji h : Z — X. Za vsako naravno stevilo k € N
je k-ti sestavljeni spray (E®) p®) s*)) iz (E. p,s) definiran s predpisom

EW = {(er,...,ex), ¢; € E,1 < j <k, s(ej) =plej)},

p® ey, ... en) = pler) in

s®) ey, ... en) = s(ep).
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Sestavljeni spray ni spray nad Z, saj p®) . E®) —  Z v splosnem nima strukture
holomorfnega vektorskega sveznja nad Z, je pa vektorski svezenj nad (E*=1 pk—1) s(k=1))
s projekcijo (ey,...,ex) — (e1,...,ex_1). Naslednja lema pove, da zozitve sestavljenih

sprayev na Steinove podmnozice v Z dopuscajo strukturo vektorskega sveznja.

Lema 1.2.1. ([Gr], [Pr]) Naj bo V' Steinov prostor, py : Ey — V wvektorski svezenj nad
Voin py i By — Ey vektorski svezenjy nad E,. Potem je p1ops : Ey — V wektorski sveZenj
nad V', ki je izomorfen direktni vsoti Fy @ Es|y, kjer je Es|y zoZitev sveznja na nicelni

prerez v Fy.

Posledica 1.2.4. ([Gr], 1.3A") ZozZitev kakrsnegakoli sestavljenega sveznja na Steinovo

odprto mnoZico V C Z dopusca strukturo vektorskega sveinja nad V.

Lema 1.2.2. ([Gr],1.2) Naj bo X Steinova mnogoterost, Y C X analiticna podmnoZica,
h : Z — X holomorfna submerzija s sprayem (E,p,s). Za vsak holomorfni prerez f :
X — Z obstaja tak vektorski podsvezenj E' C El|yx), da preslikava s preslika odprto
okolico nicelnega prereza v E' biholomorfno na odprto okolico f(X) v Z.

Ce je fy + X — Z,t € [0,1], holomorfna homotopija, ki miruje naY in'V C X
poljubna relativno kompaktna mnoZzica, lahko za vsak t € [0, 1] najdemo tako odprto okolico
I, € [0,1] in holomorfno homotopijo &,,u € I, prerezov sveznja E'|s v, da je & nicelni
prerez, & lyav = 0 in je s(&!) = fu za vsak u € L.

Naj bo [ty := 0,t1,...,tx = 1] delitev intervala [0,1], podrejena pokritju {I;}icpo1) in
privzemimo, da je V Steinova. Prereze ' u € [t;,t;41], 1 = 0,...,k — 1, lahko po vrsti
dvignemo do take zvezne druZine £ prerezov sestavljenega sveinja (E(k),p(k),s(k))]fo(x),
da je & yrvy =0 in & = 0.

Dokaz. Ker je E|) svezenj nad Steinovo bazo, ima jedro preslikave VD(s), ki je
vektorski svezenj nad Z, holomorfen komplement E' v E|x). Ker je odvod preslikave
s: E' — Z izomorfizem v tockah iz ni¢elnega prereza, preslika odprto okolico nicelnega
prereza v E’ biholomorfno na odprto okolico f(X) v Z. Druga in tretja trditev sta

takojsnja posledica. &

Naj bo P topoloski prostor in Fy C P njegov podprostor. Prostor P, je krepki
okoliski deformacijski retrakt v P, ¢e obstaja odprta okolica U za Py v P in krepka
deformacijska retrakcija r : U x [0,1] — U, tj. zvezna druzina takih preslikav r(-,t) : U —
U, da je r(-,t)|p, = id|p,, 7(-,0) = id|y in r(-,1) : U — P, retrakcija.

Radi bi tudi znali na kanonicen naé¢in (z operatorji) razsirjati funkcije z analiti¢nih

podmnozic v Steinovih mnogoterostih na odprte okolice. To bomo potrebovali v vec
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primerih: pri konstrukciji zacetnih prerezov za interpolacijo na Y, za dokaz Rungejevega

izreka na Steinovih prostorih itd. Prvi tak znan rezultat je naslednji

Izrek 1.2.4. ([HL1], 4.11) Naj bo X Steinova mnogoterost, D C X strogo psevdokonuvek-
sna odprta mnoZica, U D D poljubna odprta mnozica in' Y C U zaprta podmnogoterost.

Obstaja omejen razsiritveni integralski operator
Qp: H*(DNY)— H*(D),
torej operator, ki zadosca Qp(f)ly = [

Radi bi tudi omejen razsiritveni operator za analiticne podmnozice. Ce je Y analiticna
mnozica in ne mnogoterost, v splosSnem ne obstaja omejen razsiritveni operator Rp :
H*(DNY)— H>(D) za kako relativho kompaktno strogo psevdokonveksno obmocje
D C X kot v izreku 1.2.4., lahko pa dobimo opetaror Rp pr : H*(DNY) — H>(D') za
vsak D' CC D.

Trditev 1.2.4. (Omejen razsiritveni operator). Naj bo X kompleksna mnogoterost, Xy C
X zaprta podmnogoterost in D C X relativno kompaktna psevdokonveksna mnoZica. Za

vsako relativno kompaktno mnoZico D1 CC D obstaja omejen linearni razsiritvent operator
RD,Dl . HOO(D N X) — HOO(Dl)

Opomba. Ce je D CC X strogo psevdokonveksna, X, nima singularnosti na bD in seka bD
transverzalno, po [Hen|, [HL1] obstaja omejen razsiritveni operator Rp : H*(D N X) —
H*>(D).

Dokaz. Idejo dokaza dolgujem B. Berndtssonu. Ker je D psevdokonveksna v X, je
zozitveni operator S : O(D) — O(Xy N D) surjektiven ([GuR], str. 245, izrek 18).
Ker sta oba prostora Fréchetova, lahko uporabimo izrek o odprti preslikavi. Naj bo
D’ C X tako obmocje, da je D; CC D’ CC D. Po izreku o odprti preslikavi mnozica
V = S{f € OD), || f'llee(py < 1}) vsebuje odprto okolico izhodisca v O(X, N D),
recimo Wy = {f € O(XoND), || fllz@w) < §} zanek § > 0 in odprto mnozico U C XyND.
To pomeni, da ima vsak f € W razsiritev f' € O(D) z || f'||L=(p) < 1. Zato obstaja taka
konstanta M < oo, da je vsak h € O(XyN D) mogoce razsiriti do take funkcije A’ € O(D),
ki zadosca oceni
1PNl Loepry < M[]| L )

Res, ce izberemo poljuben f € O(X, N D), funkcija g = 6 f /|| f||L@w) lezi v W in ima

zato razsiritev ¢, ki lezi v V. Za funkcijo f' = ¢'|| f|| oo w)/0 velja

1 W zoe () = g oo (o 1 f | oo 0 /0 < Ml o0y /6
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Konstanta M je kar 1/0.

Privzeti smemo, da je U D Xy N D', saj je Wy, C Wy za vsak Uy D U. Ker je zozitev
h'|pr omejena, lezi v Bergmanovem prostoru H = L*(D’) N O(D’), kjer L*-normo me-
rimo glede na neko gladko hermitsko metriko na X. Prostor H je Hilbertov in vsebuje
zaprt podprostor Hy = {f € H, f|x, = 0}. Naj bo H; ortogonalni komplement H, v
H in 7 : H — H, pripadajoca projekcija. Funkcija h := m(h') je tista razsiritev h,
ki ima med vsemi razsiritvami i na D” najmanjSo L? normo na D’. Ocitno je s tem
funkcija h enolicno dolocena, in predpis Rp p(h) = h doloca omejen linearen operator
Rp.p - H*(DNXy) — L*(D'). Ce zozimo h na Dy, dobimo omejen razsiritveni operator
Rpp, : H(D N Xy) — H®(D,). &

1.3 H-Rungejev izrek

V tem razdelku se bomo ukvarjali s homotopsko verzijo Rungejevega izreka. Za funkcije

je to naslednji izrek:

Izrek 1.3.1. (Homotopski Rungejev izrek za funkcije). Naj bo X Steinova mnogoterost,
K C X holomorfno konveksna kompaktna mmnozica, U D K odprta okolica za K, V
odprta holomorfno konveksna, relativno kompaktna mnoZica, ki vsebuje U, P kompakten
Hausdorffov prostor, ¢ > 0 in f, : U — C, p € P zvezna druZina holomorfnih funkcij.
Obstaja taka zvezna druzina holomorfnih funkcij f, : V — C, da je | fy(z) — fy(z)|| <€
za vsak x € K.

Druzini f, in f, lahko nad mnoZico U povezemo s tako holomorfno homotopijo gy :
U— C,pe Ptel0,1], da je

(1) gp70 - fp, gp71 == f; m je
(2) llgps(x) — fo(x)]| <€ za vsak x € K, (p,t) € P x [0,1].

Dokaz. Privzeti smemo, da je V strogo psevdokonveksna, saj je X Steinova (¢e ni, jo
nadomestimo z vecjo strogo psevdokonveksno mnozico V' C X in dokazemo izrek za V).
Naj bo r : X — R, taka gladka strogo plurisubharmoni¢na funkcija izCrpanja za V', da
je K C r7'((—00,0]) C U, x : V — [0,1] gladka funkcija na V, ki je na okolici K enaka

1 in ima kompakten nosilec v U. Definirajmo druzino (0, 1)-form s predpisom

a, == d(xfp) = frOx-

Ker so funkcije f, holomorfne na U, je suppa, C suppdx C 7 *([ti,t2]) za primerna

t1,to > 0. Naj bo M > 0 tako veliko realno stevilo, da je

£

||ap||L2(V’eer) < 5
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zapeE P.
Oznacimo s h, zvezno druzino resitev enacbe ghp = a,, ki je ortogonalna na O(V) v

prostoru L2(V,e=M"). L? ocene za resitve d-enacbe povedo (glej npr. [HL1]), da je

||thL2(v,e*Mr) < DlHapHm(v,eer),

kjer je konstanta D; odvisna le od obmocja in ne od utezi.
Privzemimo za trenutek, da je V odprta v C". Naj bo 6 > 0 tako stevilo, da unija
mnozic
Uk = U By (x,0)
zeK

ne seka supp d. Po lemi 3.2 iz [FL], str.144 za vsako gladko funkcijo h velja ocena:
1) < Do (07" 7M1 22(Bow.s)) + 01Ol oo (5, (0,6 ) -

Funkcije h, so za vsak x € K holomorfne na B, (x,0), zato zadnji ¢len v oceni odpade.

Ocitno je
1hpllL2 (B, 20y < IPpllzzwr) < NPl 2wic.e—rmy < MRyl L2 ve-rry,

zato je
1Bpll i < Dad™" bl p2vie-niry.

Podobne ocene naredimo na mnogoterostih. Ugotovili smo, da je
€
5

1hpllze < DRyl p2qve-aery < D

kjer je konstanta D odvisna le od x,V in kart na V. Definirajmo f) := xf, — h;, in
Goa = (L= ) f, +1f5, p € Pt € [0,1]. Ocitno je |f1 — fyll = Iyl < <. I

Vcasih je zacetna duzina funkcij f,,p € P taka, da so funkcije f, za kako mnozZico
parametrov Py ze definirane in holomorfne na V. V tem primeru hoc¢emo, da bodo za

parametre p € Py funkcije f;, enake zacetnim in bo homotopija g,; za p € Py mirovala.

Posledica 1.3.1. (Predpostavke kot v izreku 1.3.1.) Naj bo Py C P zaprta mnoZica,
P, C P njena odprta okolica in V' strogo psevdokonveksna mnozica. Ce je za vsak p € P,
funkcijo f, mogoce razsiriti na V, lahko homotopijo g, : U — C izberemo tako, da ima

lastnosti (1) in (2) iz izreka 1.3.1. in zadoSca g, = f, za vsak p € Py, t € [0, 1].

Dokaz. Dokaz je enak dokazu izreka 1.3.1., le da si moramo zagotoviti to, da bodo za

parametre p € Py forme a, nic¢elne (potem bodo tudi resitve ustreznih enacb nicelne).
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Naj bosta funkciji r : V' — Ry in x : V' — [0, 1] kot v dokazu izreka 1.3.1. in naj bo
Y P — [0,1] taka gladka funkcija, da je suppt C P; in 1 enaka 1 na odprti okolici Fj.

Definirajmo druzino (0, 1)-form s predpisom:

ap = 0((1L=v(p))xfy), peEP

Izberimo konstanto M kot v dokazu zgornjega izreka 1.3.1. in naj bodo h,, resitve enacbe
0h, = a,, ki so ortogonalne na O(V) v prostoru L3(V,e ). Ker je 1 — ¢(p) = 0 za
vsak p € Py, je a, = 0 in tudi h, = 0. Po enakem sklepu kot v prejsnjem izreku druzina
holomorfnih funkcij f) := (1 — ¥(p))xf, — hp aproksimira f, na K, p € P. Ker je h, =0
zap € Ry, je f,=fpzape€ Pyingy, = (1—-t)f,+tf,:U— Cpe P, te|01]je

iskana homotopija. &

Opomba. Ocitno oba izreka veljata tudi za preslikave v C™.

Posledica 1.3.2. (H-Rungejev izrek s fiksnimi parametri in interpolacijo za funkcije).
Naj bodo X, K, U, V, Py, P, P, ¢ > 0 kotvizrekul.3.1.in f,; : U — C, p€ P, t € [0,1],
taka druzina holomorfnih funkcij, da so funkcije fpr, p € Pi,t € [0,1] in fo0, p € P
definirane in holomorfne na V. Potem obstaja taka homotopija g,.s - U — C,p €
Pt,s €10,1], da je

1) gpto = fps» p € P, t €0, 1],

2 Ipit,s = fp,ta JAS Po, t73 S [O, 1] mn 9p,0,s = fp,Oa pE P7

(1)
(2)
(3) funkcije gy+1 so holomorfne na V' in
(4)

) |lgprs(x) — fpi(x)]| < € za vsak z € K.

Naj bo Y C X analiticna podmnoZica in naj bo druzina f,; taka, da je za vsak fiksen
p € P foilyav = fpolvou, t € [0,1]. Potem lahko homotopijo gy+s : V. — C izberemo
tako, da bo za vsak fiksen p € P wveljalo

(5) Gptslyov = fpolyav, s,t € [0,1].

Opomba. Tudi ta posledica velja za holomorfne preslikave v C". Ker je vsak vektorski
svezenj nad Steinovo bazo podsvezenj trivialnega sveznja nad isto bazo, velja posledica

tudi za prereze vektorskih sveznjev nad Steinovo bazo.
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Dokaz. Za dokaz posledice brez interpolacije bomo problem prevedli na prejsnjo posledico.
Najprej reparametrizirajmo druzino glede na spremenljivko ¢. Izberimo § > 0 in za vsak

fiksen p € P definirajmo novo druzino

fllht = fpao’ te [076]a
foi = fou-sya-s), t €[6,1]

Ko gre 6 — 0, gre f,, — f,: enakomerno po kompaktih, zato f,, na K aproksimira
Jp+ tako dobro, kor zelimo. Definirajmo P’ := P x [0, 1], P{ := P, x [0,1]U P x [0,4) in
Py := Py x [0,1] U P x 0. Nasa druzina zdaj izpolnjuje predpostavke posledice 1.3.1. za
Pj, P in P’ namesto Py, Py in P.

Za drugi del izreka postopamo podobno. Najprej definiramo druzino f),. p € P, t €

[0, 1] in mnozice P, P| in P’ kot zgoraj. Definirajmo novo druzino

foi = foi— foor PEP te[0,1].

P pt Jp

Naj bodo 71, ...7m : X — C holomorfne funkcije, ki na okolici V' generirajo ideal J(Y)
zarodkov holomorfnih funkcij, ki so na Y enake 0. Oznacimo z O} kartezicni produkt
m primerkov snopa Op in definirajmo preslikavo ¥ : O — J(Y)|y za vsak x € U s
predpisom: VW, (aiz,...,0nms) = 271” a; %i- Oznaka 7;, pomeni zarodek funkcije g; v
tocki x. Naj bo koherenten snop /C jedro preslikave .

Kratko eksaktno zaporedje

0—- K- 0 —= JY)|lv— 0
inducira dolgo eksaktno zaporedje
0— I'U,K)— I'(U,0)"™ — T(U,JY)) — H(UK) — ..

Ker je U Steinova mnogoterost in snop K koherenten, je H'(U, K) = 0, kar pomeni, da je
prostor I'(U, Oy)™ = O(U)™ izomorfen direktni vsoti prostorov I'(U, K) in I'(U, J(Y)).
Najbo¢: I'(U,J(Y)) — O(U)™ vlozitev, ki jo ta izomorfizem inducira in naj bodo ¢, ; :=
v(f;;) dvigi te druzine v prostor O(U)™, torej m-terice holomorfnih funkeij. Aproksimacijo
bomo izvedli na teh funkcijah in jo bomo s preslikavo ¥ prenesli na zaceten prostor.

Naj bo ¢ : P" — [0, 1] taka gladka funkcija, ki ima nosilec v P| in je enaka 1 na okolici
Pyin x : U — [0,1] gladka funkcija s kompaktnim nosilcem, ki je na okolici K enaka
1. Naj bo ¢, : V. — C™ p € Pt € [0,1] zvezna druzina resitev enacbe 9y, = a,, iz

izreka 1.3.1. za zvezno druzino (0, 1)-form, definirano s predpisom

apy = 0((1 = ¢(p,t))xps), pEP te[01].
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Naj bo
oy = (1= (p,t))XPpt — oy PE P, t€[0,1]

v+ bomeni i-to komponento preslikave 1, ,. Definirajmo

in naj oznaka hj,, ;

hp,t = \D(h;),t) = Z 'Yih;o,t,i
i=1

Po konstrukeiji druzina holomorfnih funkcij by, p € P, t € [0, 1], aproksimira druzino
for na K in je hyiyny = 0, saj so funkcije g; enake 0 na Y. Druzina holomorfnih
funkcij gp+1 = fpo + hpt 1 V — C aproksimira zacetno druzino in gy 1lynv = frtlyav.

Homotopija

Gpits = fotlu + $(Gpiilv — foilu), p€P, 5,tel0,1]

ima vse Zelene lastnosti. &

Posledica 1.3.3. Izrek 1.3.1. in posledici 1.3.1., 1.3.2. veljajo tudi za X, ki je Steinov

prostor.

Opomba. Ni znano, kako se na singularnih prostorih resuje 0-enacbe, razen za posebne
primere dvo- in tridimenzionalnih Steinovih prostorov z eno samo singularno tocko, pa Se

za ta primer so znane le ocene v L? normi ([FG]).

Dokaz. Najbo W C X odprta, holomorfno konveksna, relativno kompaktna mnozica, ki
vsebuje V. Ker je vlozitvena dimenzija na vsaki relativno kompaktni mnozici Steinovega
prostora X konéna, lahko W prav vlozimo v evklidski prostor CV za dovolj velik N.
Oznacimo to vloZitev z ¢. Naj bosta D, D; C C¥ taki odprti mnozici, da je K C D;Nw(U),
Dy CC D in D psevdokonveksna, relativno kompaktna odprta mnozica in je «(U) zaprta
analitiéna podmnozica v neki odprti okolici D (to pomeni, da «(U) sega e ¢ez rob D). Z
omejenim razsiritvenim operatorjem Rp p, (izrek 1.2.4.) lahko zvezno druzino f, z odprte
okolice DN ¢(U) razsirimo do zvezne druzine holomorfnih funkcij f; na strogo psevdokon-
veksni odprti okolici W c CN, W N «(U) C «(U’). Zdaj pa so izpolnjene predpostavke
izreka 1.3.1. in posledic 1.3.1., 1.3.2., ki nam dajo homotopije gl’,ﬁt in zozitve teh homotopij

ustrezajo vsem pogojem. &

Izrek za sploSen primer, ko se ne ukvarjamo le s funkcijami, ampak s prerezi holo-

morfnih submerzij, bomo s pomocjo sprayev prevedli ravno na primer funkcij.
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Izrek 1.3.2. (H-Rungejev izrek, [FP1]). Naj bo X Steinov prostor, Y C X analiticna
podmnoZica, Z kompleksen prostor, opremljen s polno metriko d, kompatibilno s topologijo
na Z i h : Z — X holomorfna submerzija. Naj bo K C X kompaktna holomorfno
konveksna mnozica, U, V,W C X take odprte holomorfno konveksne mnozice, da je K CC
V c V. Cc W in je W taka relativno kompaktna strogo psevdokonveksna mnoZica, da
submerzija h dopusca spray (E,m,s) nad W.

Naj bo P kompakten Hausdorffov prostor, Py C P zaprta mnoZica, P, C P njena
odprta okolica in € > 0 dano Stevilo.

Naj bo fpor : U — Z, t €[0,1],p € P, taka zvezna druZina prerezov submerzije h, da

velja:

(i) za vsak fiksen p € P je fpilvau = foolynu za vsak t € [0, 1],

(i) prereze foo, p € P in f,u, t € [0,1],p € Py lahko razsirimo do holomorfnih prerezov
na W.

Potem obstaja odprta okolica U C U mnoZice K in zvezna druZina prerezov g, :

U— Z, pe P, tsecl0,1] submerzije h z naslednjimi lastnostmi:

1) gpto = fpr in prereze g, 1 lahko razsirimo do prerezov na V' za vsak p € Pt € [0,1],

g
2) d(gpts(x), fri(z)) <e zawvsakx € K, pe P, t,s € [0,1],

(1)
(2)
(3) 9po.s = fpo 2za vsak p € P,s € [0,1] in f,, = f}, za vsak p € Py, t,5 € [0, 1],
(4)

4) Gptslyour = fpilyau
Preden se lahko lotimo dokaza izreka, potrebujemo Se naslednjo trditev.

Trditev 1.3.1. Naj bo X Steinov prostor, Z kompleksen prostor, h : Z — X holomorfna
surjektivna submerzija, (E, ) vektorski svezenj nad Z in U C X relativno kompaktna
holomorfno konveksna mnoZica. Naj bo P kompakten Hausdorffov prostor in g, : X —
Z,p € P zezna druzina holomorfnih prerezov. Oznacimo z E, zoZitev sveZnja E na
9,(X). Obstajajo N € N, zvezna druzina holomorfnih homomorfizmov vektorskih sveZnjev

H,:U x CN — E,|y in zvezna drufina desnih inverzov
LBy — UxCN peP
p - LplU » P )

torej zvezna druzina takih preslikav, da je za vsak p € P preslikava v, : E, |y — t,(E,|v)
izomorfizem vektorskih sveznjev in je v,(E,|v) vektorski podsvezenj v U x CN, dolocen s

projekcijo m, = 1,0 Hy : U x CN — 1,(E,|y). Tudi druzina projekcij je zvezna v p.
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Dokaz. Najbo V odprta, relativno kompaktna Steinova okolica U. Za vsak p € P obstaja
Steinova okolica V,, mnozice g,(X) v kompleksnem prostoru Z po izreku [Siu]. Ker je Ely,
vektorski prostor nad Steinovo bazo, obstaja koncno vektorskih polj vp1,...,vpn,, ki ta
svezenj generirajo. Ker je druZina g, zvezna v parametru p, obstaja taka odprta okolica
Q, C P tocke p, da je g,(V) C V, za vsak ¢ € Q,. Naj bo {Q; = Q,,,i = 1,...,m}
kon¢no podpokritje pokritja {@Q,,p € P} za P in {Q},i = 1,...,m} tako finejSe zaprto
pokritje za P, da je Q) C @;. Naj bodo x; : Q; — [0, 1] zvezne funkcije s kompaktnim
nosilcem, ki so na @} enake 1. Ce dodamo nicelna polja, smemo privzeti, da je ny, =1 za

vsak i = 1,...,m. Pisimo V; = V), in definirajmo vektorska polja

vy = Xi(P)Vpij

ww)y, J=1...Li=1..m

p
i?j’

rana, saj je X;(p)vp, ; = 0 za vsak p & ;. Poleg tega po konstrukciji za vsak p ta polja

p .
(i—1)l+j -

vfj,j = 1,...,0,i 1,...,m. Definirajmo zvezno druzino preslikav H, : U x CN —

Za vsak fiksen p je druzina vektorskih polj v; .,j =1,...,l,4 =1,...,m dobro defini-

generirajo svezenj El|y;, in E|y ). Naj bo N = ml in prestevilécimo polja: v

Eylg,w), p € P s predpisom

N

Hy(z,ay,...,an) == Z a; v} (g,(x)).
1
Preslikave H, so surjektivni homomorfizmi vektorskih sveznjev, zato po [GuR| obstaja

zvezna druzina desnih inverzov ¢, : E,|y — U x CV. )

Dokaz izreka 1.3.2. Naj bo (E,,s) spray nad W in E, := E|; ,w) zvezna druzina
vektorskih sveznjev nad W, p € P. Ker je preslikava s : £, — Z submerzija, preslika odprto
okolico nicelnega prereza v E, na odprto okolico prereza f,o v Z. Naj bo Ey := kerV Ds
jedro vertikalnega odvoda preslikave s. Ker ima s konstanten korang, je Fj vektorski
svezenj nad b~ (W), ki ga na naraven nacin vlozimo v E. Ker je W Steinova, ima svezenj
Eyly,, holomorfen komplement v E,. Celo vec, obstaja taka zvezna druzina vektorskih

podsveznjev £, C Ej,,p € P, da je
Ep = E0|fp,0 @ E},O

(glej npr. [GuR] ali lemo 4.4 v [FP1]). Ker je za vsak p € P vertikalni odvod V Ds : E, —
VT(Z)|y,,w) izomorfizem vektorskih sveznjev, preslika s okolico U, nicelnega prereza
B biholomorfno na okolico V), C Z prereza f,o(W). Naj bo preslikava u, : V, — U,
inverz za s : U, — V,. Ker sta K in P kompaktni mnozici, obstaja tak oy > 0, da je
fpt(K) CV, zavsak p € P, t € [0,]. Definirajmo prereze &, := u,(f,+). Definicijsko



1.3 H-Rungejev izrek 23

obmocje prerezov ,; je neka manjsa odprta okolica U; C U mnozice K. Ker so bile
preslikave w, biholomorfizmi, bo &, = 0 za p € Py,t € [0,6] in &4ly, ,(vnr) = 0 za
p€E€ P tel0,d).

Najprej opazimo, da za vsak dovolj majhen € > 0 in ¢t € [0, 1] in vsako zvezno druzino
holomorfnih prerezov g, : W — Z, ki zadosca d(f,+(z),g,(z)) < € za x € K obstajajo
take odprte okolice V, D ¢,(W) (definirane analogno kot zgoraj za druzino prerezov
gy namesto f,o) in tak d; > 0, neodvisen od druzine g,, da je f,(K) C V,, za vsak
p € P, s € [t—0;, t+0,]. Za ta sklep potrebujemo le kompaktnost mnozic K in P in dejstvo,
da je spray (E,p,s) definiran nad W. Izberimo € > 0 in naj bodo &, t € [0, 1] kot zgoraj.
Druzina odprtih mnozic Z := {(t — 0, t + ;),t € [do, 1]} je odprto pokritje za interval
[00, 1], zato obstaja delitev [t; := dg, Lo, ..., tx := 1] tega intervala, podrejena pokritju Z.
To pomeni, da lahko za vsako zvezno druzino prerezov gzl7 W — Z 1l=1,...)k—1,ki
na K aproksimira druzino f,;, e-natancno, prereze f,;, p € P,t € [t;, t;41] dvignemo do
zvezne druzine prerezov sveznjev E;, = E|g§7 (w)- Po k-korakih bomo pokrili vso homotopijo
in dobili prereze &, sestavljenih sveznjev (E*, 7%, s¥)|; .

Za nadaljevanje zadostuje pojasniti, kako aproksimiramo Ze dvignjene homotopije
&ty p € Pt € [0,14] in dvignemo homotopije za t € [ti,ts]. Naj bo W C W taka
odprta holomorfno konveksna mnozica, da je V. .C Wy € Wy C W. Sveznje E, razumemo
kot sveznje nad W in jih lahko, zozene nad Wy, po trditvi 1.3.1. predstavimo kot zvezno
druzino vektorskih podsveznjev nekega trivialnega sveznja W; x CV za nek dovolj velik
N € N. Naj bo 7, : Wi x CN¥ — E, pripadajoca zvezna druzina holomorfnih projekcij.
Druzino prerezov &,;, p € P,t € [0,t;] lahko identificiramo z ustrezno druzino preslikav
U, — CY. Izberimo poljubno zaprto mnozico P, C Py, ki vsebuje P, v svoji notranjosti
in ¢’ > 0. Po posledici 1.3.2. za mnozice Py := P, P;, P in druzino &,;, t € [0,t;] obstaja
zvezna druzina preslikav v,, : Uy — CV, p € P, t € [0,t1],s € [0,1], z naslednjimi

lastnostmi:

1) Yp.t0 = &y in prereze 7, 1 lahko razsirimo do prerezov na Wi za vsak p € Pt € [0,14],
d

(1)

(2) d(vprs(x),&pe(x)) <€ zavsak v € K, pe P, t € [0,t1],s € [0,1],

(3) Vpo,s = &po za vsak p € Ps € [0,1] in &, = f), za vsak p € Py, t € [0,11], s € [0,1],
(4)

/

4) Vsl fo0vnvn) = Epitl fovnon) za t € [0,11], s € [0,1].

Druzina
Ipit,s = SO WP(’YP7?5,S)> pE P7 S [0,t1],$ € [Oa ]']

ima lastnosti (1) — (4) iz izreka 1.3.2., ¢e smo le izbrali dovolj majhen &’ > 0. Ker je

druzina g; = Gpy1 - Wi — Z nad K e-blizu druzini f,,,, lahko nad neko manjso
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odprto okolico Uy C U; mnozice K dvignemo prereze f,;, p € P,t € [t1,t2] do prerezov
&pt, D € Pt € [ty,t9] vektorskih sveznjev E; = E\g;(w), ki so nicelni za p € Py, t € [0, 1]
in zadoscajo &4y, ,(vnx) = 0 za p € P, t € [t1,15]. Nadaljujemo kot v primeru intervala
[0, ¢1]. Po k-korakih dobimo homotopijo g,;s: U := Uy — Z, p € P,t,s € [0,1]. &

Iz dokaza tega izreka direktno sledi

Posledica 1.3.4. (Dvig prerezov submerzije v vektorski svezenj) Naj bodo predpostavke
kot v izreku 1.3.2. in U' C X odprta okolica kompaktne mnoZice K, kompaktno vsebovana
v U. Obstaja tako naravno Stevilo k € N in zvezna druzina holomorfnih prerezov &,

sveznja E®|; @y, p € Pt € 10,1], da velja:

(1) e jet =0 alip € P je &, nicelni prerez v E(k)\fpyo(v),
2) za vsak fiksen p € P je za vsak t € |0, 1] prerez &,4 enak 0 na'Y in
J P,

(3) s®) (&) = fous p € P, t € ]0,1].

1.4 Osnovne leme o lepljenju nad Cartanskimi pari

Trditev 1.4.1. Naj bo X Steinova mnogoterost, Y C X analiticna podmnozica (lahko
prazna), W strogo psevdokonveksna relativno kompaktna mnozica v X in W' CcC W.

Obstaja omejen integralski operator Ty w CE’O’I)(VV, JY)) — C*W', J(Y)) iz pros-
tora omejenih zveznih (0, 1)-form na W, ki so nicelne na Y ONW v prostor omejenih zveznih
funkeij na W', ki so nicelne na' Y N'W, ki resi enacbo O(Tww f) = f.

Dokaz. Sklicemo se na izrek 3.2.2 iz [HL1], ki pove, da obstaja tak omejen integralski
operator Ry na zaprtih (0, 1)-formah z omejenimi koeficienti, da za vsako zvezno zaprto
(0,1)-formo f na W z omejenimi koeficienti funkcija u := Ry (f) resi ou = f. Ce je f
zaprta (0, 1)-forma z omejenimi koeficienti, ki je na W NY enaka 0, je Ry (f)|y~w holo-
morfna funkcija. Po izreku 1.2.4. obstaja omejen linearen razsiritveni operator Qww :
H>*WNY)— H*W"), Qw(9)|yrw = glwny. Operator Ty, definiran s predpisom
Tww (f) := Rw(f)|lw — Qww (Rw(f)|lynw) ima vse zelene lastnosti. &

Trditev 1.4.2. Naj bo (A, B) Cartanski par v Steinovi mnogoterosti X in'Y C X zaprta

podmnozica (ki je lahko tudi prazna). Potem imata A in B taki bazi okolic {U;}ien, Uir1 C
Ui,i € N in {V;}ien, Vier C Vi po vrsti, da za vsak i € N veljajo naslednje trditve:
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(1) MnoZica W; := U; UV; je strogo psevdokonveksna in (V; \ U;) N (U; \ V;) = 0.

(2) Za vsak i obstajata taka omejena linearna operatorja

B H*(U;N Vi, J(Y)) = H*(Viy1, T(Y)),

da je
c=Ai(c) = Bi(c), ce H*(U;NV;, J(Y)), i € N.

Dokaz. Naj bo {W/} poljubna baza okolic za AU B in {U/} in {V/} taki bazi relativno
kompaktnih okolic za A in B po vrsti, da je W/ = U/ UV/. Ker je AU B Steinov kompakt,
ima tako strogo psevdokonveksno okolico W; C W; C W/, da za mnozici U; :== U/ N'W; in
Vi == V! NW; velja trditev (1).

Ce pa trditev (1) velja, obstaja taka C*-razélenitev enote {x;, 1—x;} na Wj, podrejena
pokritju {U;, V;}, da ima forma dy; omejene koeficiente na W;. Fiksirajmo nek indeks
i € N in definirajmo W := W,;, W/ = W, 1, U = U;11, V = Vi1, X := X; in privzemimo,
da je supp x C U. Naj bo ¢ holomorfna funkcija na U;NV;, ki je na Y enaka 0. S predpisom
f := Ox c je zato definirana zaprta (0, 1)-forma na W z omejenimi koeficienti, ki je na Y
enaka 0. Po trditvi 1.4.1. obstaja tak omejen linearen operator 1" = Ty, ki resi enacbo
OTf = f,daje Tf =0naY. Naj bo E = ||T||. Definirajmo A(c) := T(f) + (1 — x)c na
U,B(c):=T(f) —xcnaV.NaUNV je A(c) — B(c) =T(f) +c— xc—T(f) + xc = c.
Ocitno je

0A(c) = 9T(f) — cOx = 0in 0B(c) = IT(f) — cOx = 0

in veljata oceni

IN

lA() v ITHllw + llellvey < Ellellvaviioxliw + llellvnv < (Elloxliw + Dllellvay,
1BElv < ITWNlw + llellonv < Ellelvav [xllw + llcllonv < (Elloxlw + Dlicllunyv-

&

Lema 1.4.1. [FP1] (Lema o lepljenju za preslikave v C"). Naj bo X Steinova mnogoterost
Y C X analiticna podmnoZica (lahko prazna), (A, B) Cartanski par, C odprta okolica
C:=ANB v X, U odprta okolica izhodiséa v C™ in o : C x U — C" taka omejena
holomorfna preslikava, da je vo(z,0) = 0 za vsak x € C in je preslikava o(z,-) : U — C”
ingektivna. Obstajajo odprti okolici A" D A in B' D B z C':= AN B’, odprta okolica W
preslikave vy v Banachovem prostoru H*(C x U, J(Y x 0)*) in taka gladka operatorja
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AW — H®(A, ), B W — HB,JY)"), da je A(vo) = 0, B () = 0 in
da za vsak ¢ € W omejeni holomorfni preslikavi a := A'(¢) : A — C" in = B'(¢) :

B — C" zadoséata

aly = 0,8y =0,
Y(z,a(x)) = B(z) (xre AANB.

Ce preslikava 1 € W zadosca e (x,0) = 0 za vsak x € C, je A(Y) =0 in B'(¢) =

Dokaz. Dokaz je popolnoma enak dokazu trditve 5.2 v [FP1], le da je potrebno namesto
leme 2.4 v [FP1] uporabiti trditev 1.4.2. zgoraj in vmes enkrat ve¢ skréiti okolice zaradi

operatorjev A; in B;. ' )

Izrek 1.4.1. (Splosna lema o lepljenju z interpolacijo). Naj bo X Steinova n-mnogoterost,
Y C X analiticna podmnoZica, (A, B) Cartanski par v X in U,V C X taki odprti okolici
za A in B po vrsti, da je UNV Rungejeva vV in je mnozica UUV strogo psevdokonveksna
(take okolice obstajajo po definiciji Cartanskega para). Naj bo Z kompleksna mnogoterost
z dano polno metriko d, ki je kompatibilna s topologijo na Z in h : Z — X holomorfna
submerzija, ki dopuséa spray (E,p,s) nad V. Naj bo P kompakten Hausdorffov prostor
in Py C P njegova zaprta podmmnozica in Py C P odprta okolica P;.

Naj bosta a, : U — Z inb, : V — Z dani zvezni druzini holomorfnih prerezov

submerzije h : Z — X z lastnostmi

(i) za vsak p € Py se a, in b, ujemata na UNV,

(i1) za vsak p € P se a, in b, ujemata na mnoZict Y NU NV in

(i17) obstaja taka zvezna druzina holomorfnih prerezov f,: : UNV — Z, t € [0,1], p € P,

da je fpo = aplunv, foq = bplunv in je za vsak t € [0,1], p € P foilyrunv = aplyruny-

Obstaja tak € > 0, da velja: ce je d(fp+(z),a,(x)) <€ za vsakx € ANB,p € Pt e|0,1],
obstajata odprti okolici A', B' za A, B po vrsti in taki zvezni druZini prerezov a, : B' — Z,
byt : B'— Z, te0,1],p € P, da je

1) apt = a, inby, =0, za vsak t € [0,1], p € Ry,

3

(1)
(2) d(ay(z),ap(2)) < & za vsak z € At € [0,1],p € P
(3) apilanp =bpi|lanp za vsak p € P in

(4)

4) aptlynans = bpilynanp = aplynanp 2za vsak t € [0,1], p € P.
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Opomba. Zgornji izrek je posplositev izreka 5.5 iz [FP1]. V predzadnjem razdelku tega
poglavja bomo pokazali, da velja tudi za Steinove prostore. Dejstvo, da je X mnogoterost,

potrebujemo le za uporabo leme 1.4.1. v dokazu.

Dokaz izreka 1.4.1. S pomocjo sprayev in lokalnih sprayev bomo poskusili problem lep-
ljenja prerezov prevesti na problem lepljenja funkcij. Ideja dokaza izreka 1.4.1. je ta,
da konstruiramo trivialna sveznja E; = U' x CN — U’, B, = V' x CY — V' za nek
dovolj velik N € N nad odprtima okolicama U’ C U, V' C V za A, B po vrsti in zvezni
druzini takih holomorfnih preslikav s;, : By — Z, s1,(2,0) = a,(x), S2p 1 B2 — Z,
Sap(x,0) = b,(x,0), ki slikajo vlakna sveznja na vlakna submerzije h : Z — X, da so
vertikalni odvodi V D(s1,) in V D(sy,) surjektivni in b,(U' N'V’) C s,1(E7). Dovolj je, ¢e
so preslikave s, definirane na okolici nicelnega prereza v Fj.

Recimo, da za dovolj majhen n > 0 lahko najdemo tako zvezno druzino injektivnih
holomorfnih preslikav ¢, : (U’ NV’') x By(n) — (U NV’) x CV oblike p,(z,t) =
(x,¢p(x,t)), ki resi enacbo s9, o (x,9,(z,t)) = s1,(x,t) vsaj na neki majhni okolici
nicelnega prereza. Ce so preslikave ¢, enakomerno blizu takim injektivnim holomorfnim
preslikavam ¢, = (id, 1,0), da je ¥, o(x,0) = 0, po lemi 1.4.1. obstajata manjsi odprti
okolici A', B' za A, B po vrsti in zvezni druzini prerezov oy, v Ei|ar, By, v Es|p, da je
©p(Bp) () = () za vsak o € A'N B’. S predpisom

ap: = s1p(tay), t€[0,1], (1)
bPJ/ = SQ,p(tﬁZ?)? le [07 1] <2>

je definirana homotopija med prerezi a, = a,( in prerezi a,; in homotopija med b, = b, o
in by,1. Ker je o, (Bp1(2)) = api1(z) zaz € UNV', je by1(2) = S2,,00,(Bp1) = S1p(0p1(x)),
kar pomeni, da za vsak p € P prereza a,; in b, definirata holomorfni prerez na A’ N B’

Ce se prerezi a, in b, ujemajo na Y, lahko pois¢emo take preslikave ¢, da bo ¢, (z,0) =
0 za vsak z € Y, kar nam bo dalo homotopiji a,; in b,;, ki mirujeta na Y. Ker Zelimo,
da bodo homotopije mirovale na P, saj imamo za te parametre Ze prereze nad A’ U B,
bomo poiskali tako druzino preslikav 1, da bo za vsak p € B veljalo 1,(z,0) = 0 za vsak
re ANPB.

Da bomo izrek dokazali, moramo najprej poiskati prej omenjene preslikave s; ,, 52, in
¢, (trditev 1.4.3.) in se prepricati, da homotopije a,; na mnozici A aproksimirajo zacetni

prerez tako natancno, kot zelimo. )

Trditev 1.4.3. Naj bo X Steinov prostor, Z kompleksen prostor, h : Z — X holomorfna
submerzija, A, B C X Steinova kompakta, U,V C X odprti okolici za A, B po wrsti

in U, Vi mangsi odprti okolici za A, B po wvrsti, kompaktno vsebovani v U,V po wrsti.
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Privzemimo, da ima mnozica C = AN B bazo odprtih okolic, ki so Rungejeve v V' in
izberimo 6 > 0. Naj imajo druZine prerezov a,,b, in f,; lastnosti (i) — (i) iz izreka 1.4.1.
Obstajata taka € > 0,1 > 0, da velja: ce druZine prerezov ap,b, in f,; izpolnjujejo Se

pogoja d(a,(z),by(x)) < € in d(ay(x), fri(x)) < e za vsak x € Uy NV, obstajajo

- wezna druzina lokalnih sprayev (Ey := U; x CV, 7T]1,, S1p);

.. . N 2 -
- zvezna druzina sprayev (Ey == V) x C T Sap) N

- 2vezna druZina preslikav @, = (id,v,) : (UiNV1)x By(n) — (UiNV1)xCY, ki na okolicah
nicelnih prerezov v E,1|u,av, in Epolu,nvy, 1edijo enacbo sap, o (x,0,(,t)) = s1,(x,t),
zadoscajo ¢,(x,0) = 0 za vsak x € UyNVy, za katerega je a,(x) = by(x) in so 6-blizu zvezni
druzini takih injektionih holomorfnih preslikav ¢,o = (id,¢,0) : (U3 N Vi) x By(n) —
(U1 NVy) x CN | da je ¢, 0(z,0) =0 za vsak x € Uy N V.

Lema 1.4.2. (Eksistenca zvezne druzine lokalnih sprayev). Naj bo h : Z — X holo-
morfna submerzija med kompleksnima prostoroma, (A, B) tak par Steinovih kompaktov,
da je AUB Steinov kompakt, U,V C X odprti okolici za A, B po vrsti, P kompakten Haus-
dorffov prostor, Py C P zaprta mnozica in P, C P njena odprta okolica. Privzemimo, da
ima mnozica C = AN B bazo okolic, ki so Rungejeve v V. Naj bo a, : U — Z taka zvezna
druzina holomorfnih prerezov, da je za vsak p € Py prerez a, mogoce razsiriti na U U'V.
Obstajo:

- odprti okolici U', V' mnozic A, B po vrsti, kompaktno vsebovani v U,V po wvrsti,

- odprta okolica Py D Py, kompaktno vsebovana v Py,

- druZina takih Steinovih odprtih okolic D, C Z, da je ap(ﬁ) C D, za vsak p € P in je
a,(U'UV") C D, za vsak p € P,

- Stevilin > 0, N € N,

- zvezna druzina vektorskih polj VP = {o},... vR}, definiranih na D,, ki generirajo
VT,(Z) v vsaki tocki z € D, in

- zvezna druzina holomorfnih preslikav sye : Dy, x By(n) — Z z naslednjimi lastnostmi:

(i) s1y0(2,t) C h7(2),
(11) s1v(2,0) = 2,
(iii) vertikalni odvod V Dsy»(2) : CN — VT,(Z), z € D, je surjektiven, natancneje

a%svp(z, 0) =v}(z) za vsak k=1,...,N,p € P.
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Opomba. Preslikave sy» imajo vse lastnosti spraya, le da niso definirane za t € CV, ampak

le za t € By(n). Tudi te imenujemo lokalni sprayi.

Dokaz leme 1.4.2. Naj bo (VT'(Z), ) vertikalni svezenj nad Z, P, odprta okolica Py,
kompaktno vsebovana v Py in U’, V'’ odprti okolici za A, B po vrsti, kompaktno vsebovani
v U,V po vrsti. Za vsak p € P obstaja po [Siu] in [Scn| Steinova odprta okolica V, C Z
za a,(U’) in za vsak p € P, obstaja Steinova odprta okolica V}, za a,(U’UV’). Ker pa
je V,, Steinova, obstajajo vektorska polja vf .7 =1,...,n,, ki generirajo vektorski svezenj
VT(Z)|y,. Vsak p € P ima tako odprto okolico ), C P, da je a,(U’) C V, za vsak
q € @p; za parametre p € P, pa naj bo (), taka odprta okolica za p v P, da poleg
a,(U") C V,, q € Q, velja se a,(U"UV’) CV, za vsak p € Q, N P;. Kot v dokazu trditve
1.3.1. obstaja odprto pokritje {Q; = @p,,¢ = 1,...m} za P in finejSe zaprto pokritje
{Q},i 1,...,m} in privzeti smemo, da je @Q; N P, = () za vsak p; ¢ P;. Ker imamo le
koncno stevilo prerezov p;, smemo privzeti, da je n; = [ za neko naravno Stevilo [ za vsak
1 =1,...,m, saj lahko dodamo ni¢elna vektorska polja.

Naj bodo x; : @; — [0, 1] take zvezne funkcije s kompaktnim nosilcem, da je xilq = 1,
in definirajmo

p Pi

vp = xap)vl, j=1Li=1 m.

Za vsak p € P, so vektorska polja va ; definirana na neki odprti Steinovi D), C Z mnozice
a,(U"UV"); ée je pi € P1, so polja vf" po konstrukciji definirana na okolici a, (U’ U V'),
saj je za p; € Py presek Q; N P, prazen in zato x;(p) = 0. Podobno vidimo, da so za vsak

p € P polja vf; definirana (in holomorfna) na odprti okolici D), mnozice a,(U").
Naj bo N = ml, VP = {of k = 1,...,m}, kjer je U‘Z’A)lﬂ =i =1,...,m,j =

1,...,lin naj bodo 0,4, , k= 1,..., N tokovi teh polj na D,,. Ce okolice D, zmanjsamo,
obstaja tak 7 > 0, da ima zvezna druzina preslikav sy» : D, X By(n) — Z, definirana s
predpisom

Sl,VP(Zath . 7tN) =GPl o P2 5 o 9P7N

vse zelene lastnosti:

(i) s1yr(z,t) C h™(h(2)), saj smo integrirali vertikalna vektorska polja,
(i) s1r(2,0) = z, ker so 67" tokovi vektorskih polj in
(iii) ker je 8%51,\;;7(2,0) = v,(z) in polja v} generirajo VT'(Z)|p,, je vertikalni odvod

VDsyye(z) : CN — VT,(Z) surjektiven. &

Lema 1.4.3. (Zvezni razcep druzine sveznjev). Naj bosta B in C' C B Steinova kompakta

v Steinovem prostoru v X, W C V' odprti Steinovi okolici za C, B po vrsti, P kompakten
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Hausdorffov prostor, P, C P zaprta mnozica, P, C P njena odprta okolica in a, : W —
Z,p € P, zvezna druzina holomorfnih prerezov submerzije h - Z — X, ki se za p € P,
razsirijo na V. Naj bo (E,p, s) spray (lahko le lokalni) nad V. Obstaja druzina Steinovih
okolic D, C Z za a,(C), ki za p € P, vsebujejo e ay(B) in zvezna druZina razcepov
E|p, = kerVD(s)|p, © E,.

Dokaz. Naj bodo Steinove okolice V;, tocke p; € P, = 1,...,m in odprto pokritje
{Qi,i=1,...,m} mnozice P kot v trditvi 1.3.1.:

za vsak p € Q; je a,(C) C V,,

cejep,€ Prinpe PLNQ; jeay,(B) CV,

za vsak p; € P; je presek QQ; N P, prazen in

unija U{Q;, p; € P1} vsebuje mnozico P;.

Preslikava V' D(s) : E|y, — VT(Z)|g, je po definiciji spraya surjektivni homomorfizem
vektorskih sveznjev in ima desni inverz d; : VT'(Z)|y, — Ely,. Za vsak j # i, za katerega je
VinV; # 0, lezi razlika d;(v) — d;(v) v jedru kerV D(s)(z) po definiciji desnega inverza za
vsaka z € V;NV; inv € VT,(Z). Naj bo x; razclenitev enote na P, podrejena pokritju {Q;}
in definirajmo d, = 7" xi(p)d;. Ce je xi(p) # 0 to pomeni, da je a,(C) C Vi, torej je za
vsak p preslikava d, dobro definirana na Steinovi odprti mnozici D, := N{Vj, x;(p) # 0},
ki vsebuje a,(C). Prepricajmo se Se, da je za parametre p € P, ta preslikava definirana
na okolicah mnozic a,(B). Za vsak p € P; je x;(p) = 0, ¢e p; € Py, torej so edini nenicelni
koeficienti v zgornji konveksni kombinaciji pri tistih i-jih, kjer mnozica V; vsebuje a,(B).
Druzina sveznjev E, := d,(VT(Z)|p,) je iskana druzina komplementov jedra kerV D(s)|p,
v Elp,. &

Dokaz trditve 1.4.3. Ker se zvezni druzini prerezova, : U — Zinb, :V — Zzap € P,
na preseku definicijskih obmocij ujemata, lahko zvezno druzino holomorfnih prerezov a,
razumemo kot druzino prerezov, ki se za p € P; razsirijo do holomorfnih prerezov U U V.
Po lemi 1.4.2. obstajajo odprti okolici U’, V' za A, B po vrsti, kompaktno vsebovani v U, V'
po vrsti, druzina Steinovih odprtih okolic D, C Z za a,(U’), ki vsebujejo a,(U' U V') za
vsak p iz odprte okolice Fy, ki jo oznac¢imo kar s P;, zvezna druzina lokalnih sprayev
syr : D, x By(n) — Z in pripadajoca druzina vektorskih polj VP = {v} = %sw(~,0)},
ki generirajo VT'(Z) na D,. Naj bo (E,p,s) spray nad V in naj bo ¢ > 0 tako majhen,
da je b,(U'NV') C D, in je a,(U' NV') C s(Ely,v))-

Naj bo P, C P, zaprta mnozica, ki vsebuje Py v notranjosti. Ker je VD(s) : E —

VT (Z) surjektiven homomorfizem vektorskih sveznjev, obstajajo po lemi 1.4.3. Steinove
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okolice D! za a,(U'NV7), ki za p € P; vsebujejo a,(V') = by(V') in razcep E| D, =
kerV D(s)|p, @ E,, kjer je E}, zvezna druzina holomorfnih komplementov.

Naj bodo vektorska polja VP = {07, k = 1,..., N} dvigi polj v; v vektorski svezen]
E. Ne pozabimo, da so vektorska polja v} za p € P, definirana nad b,(V'), za ostale

p € P panad b,(U' NV’). Definirajmo druzino preslikav 5y, : D}, x CYN — Z s predpisom

Sop(z,th, .. ty) == s <Z tk@f,g(z)> .

S preprostim racunom se prepricamo, da je

9
Oty

Naj bo D) € D,h~*(V NU) druzina Steinovih okolic za a,(C'). Za vsako zvezno druzino
vektorskih polj WP = {wf,...,wi} nad D}, p € P, definirajmo druzino preslikav

Swr(z,t) = (Ztkwk ), ZED;’,tECN.

Ocitno je syr(z,0) = z in

Spp(2,0) = VD, ()0, = v}, = islyp(z, 0). (3)

0
S (2.0) = ul(z). (@)

Da bi dokaz dokoncali, potrebujemo Se naslednjo lemo.

Lema 1.4.4. Naj bo d metrika na Z in d' norma na trivialnem sveinju E. Obstajajo
taka n > 0,0 > 0, da velja: za vsak par tock z,w € Dy, h(z) = h(w) in vsako zvezno
druzino vektorjev WP = {wy, ..., wi} C E,, ki zado3cajo d'(v}(z),w}) < 6, obstaja taka

zvezna druZina injektivnih holomorfnih preslikav ¢w»(z,w-) : By(n) — C¥, da je
(1) Swp (wa ng”('za w, t)) = SLV”<Z7 t)’
(2) preslikave ¢pwe so zvezne v p in za vsak fiksen p holomorfne v z,w, W, t,

(3) dwr(2,2,0) =0 za z € D).

Dokaz leme 1.4.4. Naj bo Dg x CN = kerVD(317Vp)|Dg @® MP, p € P, zvezna druzina
razcepov trivialnega sveznja kot v lemi 1.4.3. (mogoce je potrebno okolice D zmanjsati). S
tem je za zveznost v p poskrbljeno. V nadaljevanju se bomo ukvarjali le Se s holomorfnostjo
v ostalih parametrih. Naj bo za vsak (z,t) € D, x CN ¢t = (¢',") € kerV D(syy») & MP
razcep t glede na razcep trivialnega sveznja vad D). Za vsak z € D preslikava sy :
MP — Z preslika okolico nicle 0, v MP biholomorfno na okolico z v Z, = h™*(h(z)).

Enako velja tudi za preslikave

SLVp(Z,t/, ) . Mf — Zz (5)
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za vse dovolj majhne t' € kerVD(syy»).

Iz enacb (3) in (4) sledi, da je za vsak par tock z,w € Z,, ki sta dovolj blizu in vsako
zvezno druzino vektorjev WP, ki zadosca d'(wy,v;(z)) < 0,k = 1,..., N, za nek dovolj
majhen 4, vektorski prostor MP C C¥ komplementaren tudi prostoru kerV D(sy») za

swr(t) = SN tpw?. Zato preslikava
swo(w,t',+) : MP — Z, (6)

preslika okolico 0, v M? biholomorfno na odprto okolico w v Z., ki vsebuje tudi tocko z.
Za tako izbiro tock z,w in vektorjev WP naj bo ¢}, (z, w,t',-) : M? — MP kompozitum

preslikave (5) in (enoli¢no dolo¢enega) inverza preslikave (6) na okolici 0, v M?. Preslikava
S (z,w, 1) = (', Py (2, w, 1, "))

je za vsak par z, w definirana za vse t € C¥, ki so dovolj blizu izhodis¢a in je neodvisna od
z,w in WP e sta tocki z, w dovolj blizu in so vektorji WP dovolj blizu vektorjem V(z).

&

Nadaljujmo dokaz trditve 1.4.3. Naj bosta U; C U’,V; C V' taki odprti okolici za A, B
po vrsti, da je U3 N'V; Rungejeva v V' (take okolice obstajajo po privzetku trditve). Po
h-Rungejevem izreku 1.3.2. obstaja zvezna druzina vektorskih polj WP = {w?, ... wk},
v trivialnem sveznju Ely v, ki na U; N Vi poljubno dobro aproksimirajo polja o, in
se za vsak p iz neke odprte okolice Py ujemajo s polji o4. Definirajmo druzino preslikav
Sop: VX C" — Z,

Sop(Tt,. .. ty) =5 (ZtkW,f(bp(a:))> .

Naj bo s1, : U’ x By(n) — Z druzina preslikav, definirana s predpisom
s1p(x,t) = s1ye(ay(x),t), xelU,

Sop = Swr 0 So,(7,1) = Fp,(ay(x),t),2 € U'NV'. Ce so prerezi b, nad U; NV} dovolj
blizu prerezom a, in so bila polja w} dovolj blizu poljem v}, obstaja po lemi 1.4.4. za vsak

x € U; N'V; injektivna holomorfna preslikava

Yo(w,+) = dwn(ay(x),by(x), ) : By (n) — C,

ki resi enacbo so,(x, ¥p(2, 1)) = s1,(2,t). Ocitno je ¢, (x,0) = 0 za vsak z, za katerega je

ap(z) = by(x), saj je pwr(z,2,0) = 0. V primeru interpolacije na Y je ta pogoj izpolnjen
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za vsak v € Y NU; NV; in vsak p € P. Ker je a,lunvy = byluny za vsak p € P, je
tudi ¢, (z,0) = 0 za vsak p € P;. Ce so bile aproksimacije dovolj dobre, so preslikave Uy

enakomerno blizu preslikavam
Ypolw, ) = ¢w(a(z), a(x),-) : By(n) — C,

ki zadoscajo 1,0 = 0 za vsak x € U; N V;. &

Zakljucek dokaza izreka 1.4.1. Trditev 1.4.3. je poskrbela za eksistenco preslikav s; ,, 52,
in ¢, = (id,1),). Prepricati se moramo 8e, da homotopije a,; aproksimirajo a, = a,o nad
A. Lema 1.4.1. pove, da so norme ||a,|la in ||5,]| 5 odvisne le od kvalitete aproksimacij
prerezov a, s prerezi b, in kvalitete aproksimacij pol] VP s polji WP. Ker so preslikave S1p
odvisne le od prerezov a,, predpis (1) pove, da je d(a,(x), a,:(x)) odvisna le od ||ay, || a7, kar
nam da aproksimacijo nad A’. Ker pa so preslikave s,, odvisne tudi od polj WP, ki smo
jih dobili z Rungejevim izrekom, in ne le od prerezov b,, dobimo ocene za d(b,(x), b, (z))
lezax e AANB. &

1.5 Konstrukcija majhnih prerezov

Konstrukcijo zac¢etnih majhnih prerezov bomo posebej pojasnili za razlicne primere.

1. Privzemimo, da je P = {p}, ¥ = 0 in X in Z kompleksna prostora. Naj bo
a: X — Z dan zaceten zvezen prerez. Zaradi enostavnosti privzemimo, da sta prostora
X in Z povezana. Naj bo n dimenzija vlaken Z,, =z € X (zaradi povezanosti X in
Z je n neodvisen od x € X). Po definiciji submerzije obstaja za vsako tocko x € X
odprta okolica U, in odprta okolica V,) C Z tocke a(x) ter biholomorfna preslikava
Gz : Uy X Bp(1) = Vo, kjer je B,(1) = B, enotska krogla v C". Naj bodo okolice U,
tako majhne, da ima Z|y, spray po vlaknih in je a(U,) C V(). Definirajmo holomorfne
prereze a, s predpisi

az = Yolv,x{0}, © € X.

Teh prerezov je seveda veliko prevec, zato izberemo tako podpokritje {U,, =: U, }nen,
pokritja {Uy }zex, da vsak prerez a,, := a,,, zozen na mnozico U,,NU,, lezi v V,, := Vy(,)
za vsak m < n. Pri tem se lahko zgodi, da moramo okolice U, pomanjsati, kar pa ni nobena
tezava. S tem dosezemo, da sta prereza a,, in a, nad U,, NU, holomorfno homotopna, saj

smo v evklidskem prostoru in lahko za homotopijo vzamemo kar konveksne kombinacije

Umnt(T) = tam () + (1 = t)an(z), © € Uy, NU,, t € [0,1].
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Ce je zacetni prerez a holomorfen na okolici U kompaktne holomorfno konveksne mnozice

K bomo seveda izbrali Uy := U in ag := aly.

2. Naj bo prostor parametrov P poljuben kompakten Hausdorffov prostor in Y prazna
mnozica. Ker je prostor parametrov P kompakten, lahko na enak nac¢in konstruiramo

zacetne majhne prereze, katerih definicijska obmocja so neodvisna od parametrov p € P.

3. Nekaj ve¢ tezav pa nam bo povzrocila interpolacija. Naj bo a, : X — Z dana
zvezna druzina zveznih prerezov, ki so holomorfni na Y. Zelimo, da se bodo zacetni
majhni prerezi, ki pripadajo prerezu a,, na podmnogoterosti ¥ ujemali s prerezom a,,.
Naj bo n, = emdim,X. Po definiciji submerzije (oziroma izreku o rangu) obstajajo za
vsako tocko x € X odprta okolica U, C X, zvezna druzina odprtih okolic Vg, ) C Z tocke
ap(x) ter zvezna druzina biholomorfnih preslikav g, , : U, x B, — V, (); ker je prostor
parametrov P kompakten, lahko izberemo eno okolico Uy, ki bo dobra za vse prereze a,.
Naj bo ¢, : U, — B,,(1) prava holomorfna vlozitev (taka obstaja po definiciji vlozitvene
dimenzije; lahko, da moramo U, zmanjsati) in identificirajmo U, z «(U,) C B, (1) = B,,.
Naj bodo odprte okolice U, tako majhne, da je a,(U,) C V, ) za vsak x € X,p € P.
Za vsak p € P in x € X prerez a, definira holomorfno preslikavo o, , : U, NY — B,
(Ce je presek Y N U, slu¢ajno prazen, ravnamo kot v primeru brez interpolacije). Na tem
koraku pa je potrebno poiskati zvezno druzino holomorfnih funkcij &, , : U, — B, ki so
razsiritve funkcij o, ,, sicer nimamo nobenega upanja, da bo kon¢na druzina holomorfnih
prerezov zvezna v parametru. Pri tem nam bo pomagal izrek 1.2.4. Ker pa ta izrek
zahteva, da je ambientni prostor mnogoterost, bomo razsirili preslikave na krogle B, .
Izberimo t € (0, 1), naj bo U, = B, (t) N U, in definirajmo

Qe = Rp,,(1),B., 1) ()|

Lahko se zgodi, da moramo nase definicijsko obmocje U. zmanjsati, da bo slika &, . (U.)
lezala v B,. Pri zmanjSevanju okolic moramo paziti, da se ne skrcijo v tocko. V tem
primeru imamo opravka s kompaktnim prostorom parametrov P in s samo enim omejenim
razsiritvenim operatorjem (ker imamo skupno definicijsko obmocje U, ), zato se to ne zgodi.
Pripomnimo $e, da bomo v primeru, ko so vsi prerezi a,,p € P holomorfni na neki odprti
odprti okolici U holomorfno konveksne kompaktne mnozice K, definirali Uy := U.
Podobno kot v najosnovnejsem primeru, ko je bila podmnogoterost Y prazna in smo

imeli le en zaceten prerez, lahko izberemo tako Stevno podpokritje {U, := U, }nen,
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pokritja {U.}.ex in zvezno druzino prerezov a,, : U, — Z, p € P, da za vsak par
indeksov m < n € Ny, za katera je U, N U, # 0 velja a,,(U, NUy) C Vpm =V,

To pomeni, da sta (pri fiksnem p € P) vsaka dva prereza a,,, in a,, nad presekom

sTm *

definicijskih obmod¢ij U,, N U,, holomorfno homotopna in je homotopija nad Y N U,, N U,
fiksirana. Podobno so v primeru, ko je U,, N U, N Uy # 0 za m < n < k prerezi
Qpm,Appn N @y paroma holomorfno homotopni in holomorfni homotopiji med a,,, in
apn ter ap, in ap lahko povezemo s holomorfno homotopijo nad presekom definicijskih
obmocij U,, N U, N Uy, ki miruje na Y NU,, N U, N Ug. Potrebujemo se homotopije med
majhnimi prerezi in zacetnimi zveznimi prerezi. Vsak prerez a,,, je nad U,, zvezno ho-
motopen zacetnemu prerezu a,|y,,; ker so okolice dovolj majhne, lahko vse delamo v
evklidskem prostoru in homotopijo a, m,+,t € [0, 1] dobimo kar s konveksnimi kombinaci-
jami: Gy = tap, + (1 —t)aylu,,t € [0,1]. Ker sta se prereza ujemala nad Y N Uy,
taka homotopija miruje na Y N U,,. Na enak nacin vidimo, da je tudi vsaka holomorfna

homotopija med a,, in a,, nad U,, N U, zvezno homotopna a,|y,nv,, in tako naprej.

4. Poglejmo si Se splosnejsi primer. Naj bo prostor parametrov P kompaktem Haus-
dorffov prostor in Py C P zaprta podmnozica in P; njena odprta okolica v P. Naj bo
dana taka zvezna druzina a,, p € P zveznih prerezov, da je za vsak parameter p € P;
prerez a, : X — Z holomorfen. Radi bi, da bodo za p € Fy za¢etni majhni prerezi a,,,
kar enaki a,|y,,, Cesar nam zgoraj opisani postopek ne zagotavlja. Z razclenitvijo enote
bomo zacetne majhne prereze popravili. Naj bo x : P — [0, 1] taka zvezna funkcija, ki
je na okolici Py enaka 1 in ima nosilec v P;. Zadostuje, da popravljanje pojasnimo le nad
eno odprto mnozico U, in pri tem uporabimo dejstvo, da lahko problem prenesemo v

evklidski prostor. Nove majhne prereze bomo definirali tako:

Uy = Gpm zavsak p € P\ Py,
Gy = (1= X(P))apm + x(P)aplu,,, p € P1 in
U = Gplu,, za vsak p € F.

Ker so prerezi a, za vsak p € P, holomorfni na vsem X, so tudi prerezi a;,,, holomorfni
na U, za vsak p € P;. Po konstrukciji se prereza a, ,, in a,|y, ujemata na Y N U, zato

se tudi a;, ,, ujema z ap|y,, na Y N U,. Homotopija med prerezi ay,, in aj,,, je naslednja:
Upmt = Gpm zavsakp € (P\ P)UP, telo0,1],
Upmt = (L —t)apm +tay,,,.

Za nadaljevanje potrebujemo ucinkovito sredstvo za popis homotopij. Prereze a, , bi

radi lepili med seboj tako, da bomo Se vedno imeli vse holomorfne in zvezne homotopije.
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H-Rungejev izrek nam pove, da lahko lepljenje naredimo na tak nacin, da lahko s ho-
motopijo popravljamo Se vse ostale homotopije. Po vsakem koraku lepljenja se moramo
seveda prepricati, da je dobljen prerez homotopen zacetnemu. Za lepljenje prerezov v
primeru submerzije h : Z — X, ki je svezenj, potrebujemo Cartanske pare, v tem

sploSnejsem primeru pa to ne zadosca vec.

1.6 Kompleksi in prizme

Na druzino prerezov bi radi vpeljali strukturo, ki bo popisala vse holomorfne homotopije,
pa holomorfne homotopije med temi homotopijami in tako naprej. Kar sami od sebe se
nam pri tem ponudijo simpleksi, oziroma natancneje, simplicialni kompleksi.

Oznaka A™ naj pomeni standardni n-simpleks v R", ki ga dolocajo tocke ¢y := 0 in

€1,--.,6n, kjer je e; = (0,...,0,1,0,...0) z enico na i-tem mestu. Naj bo {ig,...,ix} C
{0,...,n}. Oznaka J = (ig, ..., ) pomeni tisto k-dimenzionalno lice simpleksa A", ki ga
dolocajo tocke e, ..., e;, , oznaka |J| telo tega lica, |J| := A’ in oznaka K, simplicialni

kompleks, ki ga sestavljajo vsa lica simpleksa A™.
Naj bodo Ay, ..., A, podmnozice v X. Simplicialni kompleks K (A,...,A,) C K, je

zivec niza (Ay,...,A,), ¢e velja naslednje:
J = (o, .. i) € K(Ao,...,Ap) <= A;,N...NA;, #0.
Vpeljimo Se dve koristni oznaki:
Ay = A,N...NA;,,
AT = A UL UA,.
Naj bo Z — X holomorfna submerzija in U odprta podmnozica v X. Z O(U, Z)

bomo oznaéili mnozico vseh holomorfnih prerezov f: U — Z, s C(U, Z) pa mnozico vseh

zveznih prerezov f: U — Z.

Naj bo (Ay,...,A,) zaporedje kompaktnih mnozic, U; C X pa take odprte okolice
mnozic A; po vrsti, da je K(Ao,...,A,) = K(Uy,...,U,). Druzina preslikav

fo=A{fs, Je K(Ay,...,A)}

je holomorfni kompleks nad K (A, ..., A,), cejezavsak J € K(A,...,A,) preslikava
fr:|J| — O(Uy,Z) zvezna in je za vsako lice I € K(Ay,...,A,), I C J izpolnjena
zahteva

f5@) = fi®)lv,, t € 1.
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Podobno definiramo zvezni kompleks. Ce je f, (holomorfni ali zvezni) kompleks nad
simplicialnim kompleksom K in je K’ C K njegov podkompleks, je zozitev kompleksa
f. na K' definirana z f.|x := {fs, J € K'}. Ce sta f, in f’ (holomorfna ali zvezna)
kompleksa nad simplicialnima kompleksoma K in K’ po vrsti, je f. < f,, ¢eje K' C K
in je f/ = f.|x+. Zaporedje kompleksov {f"},en je naraséajoce, ce je f < frtl za vsak
n € N. Naj bo Y C X analiticna podmnozica. Holomorfni (zvezni) kompleks miruje
na Y, ce vse homotopije mirujejo na Y. To pomeni, da se na Y vsi holomorfni prerezi

ujemajo.

Naj bo S kompakten Hausdorffov prostor. Druzina zveznih preslikav
fo=A{fs: || xS — OU,;, 2Z), Je K(Ay,...,A,)}

holomorfna S-prizma nad K(Ag,...,A,), ¢e je za vsak s € S druzina preslikav
fos = {fsllnxgsys J € K(Ao, ..., An)} holomorfni kompleks. Podobno definiramo zvezno
prizmo. Ceje S = [0, 1]* bomo tako prizmo imenovali kar k-prizma, ¢e pa je S = [0, 1]*x P,
kjer je P nek drug kompakten Hausdorffov prostor, bomo namesto izraza S-prizma upora-

bljali tudi izraz zvezna druzina k-prizem.

Ceje f. (holomorfna ali zvezna) prizma nad simplicialnim kompleksom K in je K’ C K
njegov podkompleks, je zozitev prizme f, na K’ definirana z f,|x := {f;, J € K'}.
Ce sta f, in f’ (holomorfni ali zvezni) k-prizmi nad simplicialnima kompleksoma K in
K' po vrsti, je fl < fi, ¢e je K' C K in je f. = f.|g. Zaporedje k-prizem {fI'},en
je narasc¢ajoce, ce je f* < f**! za vsak n € N. Naj bo Y C X analiticna mnozica.

Holomorfna (zvezna) prizma miruje na Y, ¢e vse homotopije mirujejo na Y.

Holomorfni (zvezni) kompleks f, nad K (A, ..., A,) je konstanten, ¢e obstaja holo-
morfen (zvezen) prerez h : UC+" — Z in je f;(t) = hl|y, za vsak t € |J|,J €
K(Ap,...,A,). V takem primeru bomo namesto oznake h za globalni prerez uporab-
ljali kar oznako f. Holomorfna (ali zvezna) k-prizma f, je po nivojih konstantna,
e je za vsak t € [0,1]* kompleks f,, konstanten. Po nivojih konstantna holomorfna
(zvezna) k-prizma nad kompleksom K(Ay,...,A,) dolo¢a zvezno druzino druzino holo-
morfnih (zveznih) prerezov f; : U®+m) — Z.

Zry,: A" x[0,1] — A" bomo oznagili retrakcijo, definirano s predpisom r,(u, s) :=

(u(l—3),s).
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(]

Slicica 1: preslikava rs.

1.7 Cartanski nizi in konstrukcija zacetne zvezne prizme

Kot smo Ze omenili, je oblika definicijskih obmocij majhnih prerezov pomembna za lep-
ljenje. V primeru dveh mnozic znamo zlepiti holomorfno homotopna prereza nad Cartan-
skim parom. Poskusimo pojasniti, zakaj za lepljenje majhnih prerezov Cartanski pari ne
zadostujejo. Vzemimo holomorfne prereze a,g,a,1 in a,2, ki so definirani na Uy, Uy, Uy
po vrsti. Recimo, da smo ze zlepili prereza a,o in a,1 v holomorfen prerez a, 1) nad
unijo Uy U U;. Ta prerez bi zdaj radi zlepili s prerezom a9, ki sicer n: holomorfno homo-
topen ay (o,1) nad (Up UU;) N U,. Imamo pa dve drugi holomorfni homotopiji: holomorfno
homotopijo med ay 0,1y in a2, definirano nad Uy N Uy, ki jo dobimo iz prvotne homotopije
med ay,o in a,2 in homotopije med a,( in @, o1y ter holomorfno homotopijo med a, (o1
in a2, definirano nad U; N Us, ki jo dobimo iz zacetne homotopije med a,; in a, s in iz
homotopije med ay, (0,1) in a,;. Prva stvar, ki nam pride na misel je, da bi poskusili (s
homotopijo) zlepiti ti dve homotopiji v homotopijo med a, 1) in a,2, ki bo definirana
na (Uy U Uy) N Us. Ce bi nam to uspelo, bi preko te homotopije zlepili e prereza p,(0,1)
in a,,. Ce 7elimo izvajati lepljenje na tak nacin, mora biti par mnozic (Uy N Uy, Uy N Us)
Cartanski (za lepljenje homotopij) in par (Uy U Uy, Us) tudi Cartanski (za lepljenje a, (0,1
in a,9). Tako urejeno trojico (Uy, Uy, Us) bomo imenovali Cartanski niz dolzine 3. Splosna

definicija Cartanskih nizov je naslednja.

Definicija 1.7.1. [Gr| Naj bo X kompleksna mnogoterost in Ao, ..., A, zaporedje kom-
paktnih podmnozic mnogoterosti X. Pravimo, da je (Ay,...,A,) Cartanski niz dolzine
n+1, ée sta niza (Ag,...,An_1) in (Ao N A,,..., A1 NA,) Cartanska in (AgU ... U
An_1, A,) Cartanski par.

Lokalno koncno pokritje A = (Ag, A1, Aa,...) je Cartansko pokritje, ce je za vsak
n € N niz (Ao, ..., A,) Cartanski.
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Nage izbrano zacetno pokritje seveda ni Cartansko, zato ga bomo malce popravili.

Izrek 1.7.1. [HL] Ce je X Steinova mnogoterost in {U;}ien, odprto pokritje za X, obstaja
tako Cartansko pokritje (Ag, Ay, ...), da vsak Ay, lezi v kaki mnozici U;. Ce je K C U,
kompaktna holomorfno konveksna mnoZica, lahko pokritje (Ao, A1, ...) izberemo tako, da

je intAy O K poljubno majhna okolica K in je K N A; =0 za vsak i € N.

Opomba. Cartansko pokritje iz izreka 1.7.1. imenujemo podrejeno pokritju {U, },en,-

Naj bo {U,}nen, odprto pokritje iz razdelka 1.2. in (Ag, A;...) Cartansko pokritje
iz izreka 1.7.1.; ki je podrejeno temu pokritju. Naj bo n; najmansi indeks, pri katerem
je Ay C U,, in naj bo f,r := ap,,. Da se bomo izognili veckratnim indeksom, bomo
v bodoce pisali kar U, namesto U,, . Ce okolice Uy, zmanjsamo, lahko dosezemo, da je
K(A,...,An) = KUy, ...,U,) za vsak n € Ny. Tako pokritje {U, }nen bomo imenovali
zvesto pokritju {A, },eN-

Zdaj pa ze lahko definiramo zacetno druzino holomorfnih kompleksov (ali P-prizmo) in
zaCetno druzino zveznih 1-prizem (oziroma zvezno P X [0, 1]-prizmo). Zacasno fiksirajmo
nek parameter p € P in si oglejmo prereza f,o in f,1. Po konstrukciji sta ta dva prereza
holomorfno homotopna nad UyNU; in skupaj s homotopijo dolocata holomorfni kompleks
fPt nad K(Uy,U;). Ker pa lahko prereza in homotopijo med njima z zvezno homotopijo
povezemo z zacetnim prerezom a,, dobimo tako zvezno 1-prizmo ¢g&' nad K (U, Uy), da je
zvezni kompleks gf:é konstantni kompleks, ki ga doloca zacetni prerez a, in je gfﬁ = fpl
Ko dodamo $e mnozico U,, dobimo zvezno druzino holomorfnih kompleksov fP? nad
KUy, U1, Us), P2 kwoun) = [P in tako zvezno druzino holomorfnih 1-prizem gP?, da je
2

za vsak p € P g2 gwy0,) = 92", 94 je konstantni kompleks, ki ga doloca zaCetni zvezni

. 2 . . <
prerez in g7 = fP? in tako naprej. Zvezna druzina prerezov FP = {f,r : Up — Z}ren,

za vsak p € P torej doloca narascajoce zaporedje holomorfnih kompleksov
fER =S = OU Z), J € K(A,... A}, k € Ny
in narascajoce zaporedje zveznih 1-prizem
gPE = {gh* T x [0,1] = C(U;, Z), J € K(Ag,...,An)}, k €Ny

. k . . . . . . .
za katere je g7y konstantni zvezni kompleks, ki ga dolo¢a zacetni zvezni prerez a,, kom-

pleks gf”f pa je enak kompleksu fP*,
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1.8 Lepljenje prerezov nad Cartanskimi nizi

Najprej si poglejmo, kako lahko ‘na zvezen nacin’ lepimo holomorfne (zvezne) prereze,
kar v jeziku prizem in kompleksov pomeni, da poskusamo poiskati pot med zacetnim in
konstantnim kompleksom oziroma med zacetno k-prizmo in tako k-prizmo f,, da je f,,
konstanten kompleks za vsak parameter ¢ € [0, 1]*. Ker je lepljenje narejeno z operatorj,
je mogoce vse naslednje trditve narediti zvezno v parametru p € P za poljuben kompakten

Hausdorffov prostor parametrov.

Trditev 1.8.1. Naj bo h : Z — X holomorfna submerzija, ki lokalno dopusca spray,
Y C X analiticna podmnoZica, (Ao, ..., A,) pa tak Cartanski niz, da ima Z|y, spray nad
neko odprto okolico Uy C X mnoZice A;, i = 0,...,n. Naj bo K™ = K(Ay,...,A,) Zivec
niza (Ao, ..., A,), Q C [0,1]% zaprta mnozica, ki je krepki okoliski deformacijski retrakt
v [0,1)%, P kompakten Hausdorffov prostor, Py C P zaprta mnoZica in P, C P njena
odprta okolica. Naj bo fP,p € P taka zvezna druzina holomorfnih k-prizem nad K™, da je
druzina fP, .= {f7l|7x{qp, J € K"} konstanten kompleks, ce je ¢ € Q alip € Py. Naj za

vsak fiksen p € P prizma fP miruje na Y. Potem obstaja odprta okolica P| C P, mnoZice

Py in taka zvezna druzina k-prizem fP', p € P, t € [0,1], da je

(1) fP9 = f? 2a vsak p € P,

(2) fPr = fP, za vsak t € [0,1], ¢e je g€ Q alip € P,

(3) f”ql je konstanten kompleks za vsak p € P, q € [0,1]* in

(4) za vsak fiksen p € P je (k + 1)-prizma fP* konstantna vzdoz Y.

Opomba. Trditev bomo uporabljali za mnozice ), ki bodo unije dolocenih stranskih

ploskev 9]0, 1]*.

Dokaz. Trditev bomo dokazali z indukcijo na n. Dokaz baze indukcije je najbolj zoprn,
indukcijski korak pa je precej bolj spodoben. Ker v primeru @ = [0, 1]* ni ¢esa dokazati,
privzemimo, da je Q # [0, 1]*.

n=2: Ceje Ay N A, = 0 trditev ocitno drzi, zato privzemimo, da je Ay N Ay # 0.
Ideja dokaza je naslednja. Najprej bomo uporabili h-Rungejev izrek, da bomo prereze,
definirane na okolici Ay, nad Ay N A; aproksimirali s prerezi, definiranimi na okolici Aj,
saj lahko lepimo le bliznje prereze. Vse to bomo naredili s homotopijami. V drugem
koraku pa bomo druzini prerezov zlepili.

Aproksimacija. Ker je Q krepki okoligki deformacijski retrakt v [0,1]*, lahko z

reparametriziranjem v [0, 1]* dosezemo, da bo pogoj Pt = fP, veljal za vsak ¢ € Q1,
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kjer je Q1 C [0, 1]* neka odprta okolica Q. Kocke [0, 1]* reparametriziramo enako za vsak
parameter p € P kot v dokazu posledice 1.1.1. Naj bosta P{, Q)] odprti okolici za Fy, Q)
po vrsti, kompaktno vsebovani v Py, ()1 po vrsti.

Uporabili bi radi h-Rungejev izrek 1.3.2. Druzino preslikav in mnozice, ki nastopajo
v predpostavkah izreka, bomo navedli spodaj. Vlogo casovnega parametra t iz izreka bo
prevzel krajevni parameter, to je parameter, ki dolo¢a simplicialni kompleks K (A, A7)
(ta je daljica), in sicer tako, da se premikamo od krajisca, ki pripada A; proti krajiscéu, ki
pripada Ag. Naj bo fP dana k-prizma nad K (A, A;). To pomeni, obstajata odprti okolici
Uo, Uy C X za Ay, Ay po vrsti in zvezna druzina takih preslikav { f5 : |J| — O(U;, Z), J €
K(Ap, A1), q € [0,1]%}, da je za vsako lice J C K (A, A;) izpolnjena zahteva

f54(t) = frq(t)|u, za vsako lice I C K(Ag, A1), C J. (7)

V K(Ap, A;) imamo samo 3 lica: (0),(0,1) in (1). Za lici (0) in (1), ki sta tocki, dobimo
samo druzini preslikav a,, = ffé),q(()) Uy — Zinby, = fﬁm((]) Uy — Z,pe P g€
[0,1]*. Lice (0,1) pa je daljica, parametrizirana s parametrom t € [0, 1], zato je [, 7a

vsak fiksen par p, ¢ naslednja 1-parametricna druzina: f(p (t) : Upy = UoNU, — Z,t €

0,1),q
(0, 1)] = [0, 1]. Zahteva (7) za te druzine pomeni, da se na UpNU; druzina f( , ,(0) ujema
7 ap 4, druzina fﬁ),l)p,q(:l) pa se ujema z druzino b, ,. Druzina f, ,, := f(%,l),q(l_t)vt € [0,1]

je druzina holomorfnih prerezov Z, ki je definirana na Uy N Uy in pri t = 0 so prerezi
definirani na U; (saj se ujemajo s prerezi b,,). Poleg tega pogoj, da za vsak fiksen p
prizme fP mirujejo na Y pomeni, da se vse homotopije iz teh prizem na Y N Uy N Uy
dolocajo en sam holomorfni prerez na Y N (Uy U Uy). Ker je za vsak p € P, prizma
f? konstantna, se (za vsak p € P;) prereza a,, in b,, ujemata na preseku definicijskih
obmo¢ij, kar pomeni, da vse homotopije iz te prizme dolocajo en sam prerez na Uy U Uy.
Podobno je za parameter q. Ce je prizma f? konstantna za nek ¢ € [0,1]*, to pomeni, da
vse homotopije v fP sovpadajo na preseku definicijskih obmocij in tako dolocajo prerez
fp.g nad Uy U Uj;.

Po h-Rungejevem izreku 1.3.2. za K = Ay N Ay, U := Uy N Uy, V = Uy, mnozice
(P} x [0,1]5)U(P xQ"), (P, x[0,1]")U (P x Qy), P x[0,1]* namesto Py, P, P in druzino
fp.qt, Obstajata manjsi odprti okolici Uf, U{ za Ay, A; po vrsti in zvezna druzina prerezov
Gpats : UYNU] — Z, kina K aproksimira zacetno druzino, za vsak fiksen (p, ¢) € Px[0, 1]*
miruje vzdolz Y, prereze g,,;1 je mogoce razsiriti na U] in homotopija miruje, ce je
p € P ali ¢ € Q) ali t = 0. Da ne bo Se ve¢ oznak, zamenjajmo U] in U] z oznakama
Uo,Uy. Z druzino prerezov g, ,:s definiramo zvezno druzino holomorfnih A-prizem fi’s
nad K(Ap, A1), p € P,s € [0,1], ki povzeuje zacetno prizmo fP := ?{:’O S prizmo 77:’1

na naslednji nac¢in (zamenjati moramo smer parametra ¢ in biti previdni pri definicijskih
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obmo¢jih). Za vsak p € P, ¢ € [0,1]*, in s € [0, 1] definirajmo

?J(Déj,q(o) = lpyg;

2 o 9p,q,0,2s5 S € [O, 1/2]7
0) :=
fwal?) { Ipa2s—11, S €[1/2,1]

?P»s (t) = { gp,q,lft,2st7 s € [07 1/2]7
0.1).9 gp,q,l—Qt(l—s),ta s € [1/27 1]

Opomba. Ce gledamo par (g, s) kot parameter v [0,1]¥+! je 2% p e P, zvezna druzina

(k + 1)-prizem.

. e 1 z 1 . 1
Lepljenje. Pisimo a,, = a,, = f(0)7q(0), bpg = f(l)’q(O) in f,,; = f(O,l),q(t)‘
Spomnimo se, da je druzina a,, definirana na Uy D Ay, druzina b,, na U; D A; in da

homotopija definirana na Uy N Uy, povezuje druzini @,, in b,,. S h-Rungejevim

p,q;t
izrekom smo dosegli, da za vsak p € P,q € Q velja d(f,,:(2),@4(2)) < € za vsak

x € AgN Ay, t €[0,1]. Zdaj pa lahko uporabimo izrek 1.4.1. (splosni izrek izrek o lepljenju

z interpolacijo) za mnozice A = Ay, B = Ay, U = Uy, V = Uy, druzine Em,l_)p,q,_n%t
in prostore parametrov (P] x [0,1]%) U (P x Q}), (P, x [0,1]¥) U (P x @), P x [0,1]*
namesto Py, P, P. Podobno kot pri h-Rungejevem izreku je rezultat zvezna druzina k-

prizem fP* pe P,s € [0, 1], z lastnostmi:

-za vsaka p, ¢ druzina :{’j miruje na Y,

-¢e je p € P| ali ¢ € Q) je 1-prizma ff;qs konstantna in

- ~£7; je konstantna za vsak p € P,q € Q.

Druzini 7{:’8 in ff’s skupaj dolocata homotopijo med zacetno in po nivojih konstantno
prizmo:

—p,2t

o= T e 0,12,
o= e (12,1

n = 3 : Zaradi boljSega razumevanja bomo posebej pojasnili Se ta primer, in sicer brez
interpolacije in brez zahteve, da morajo homotopije ostati fiksirane za p € P;. Videli bomo
tudi, zakaj je potrebno imeti homotopije fiksirane za doloCene parametre in zakaj mora

biti izrek formuliran za prizme poljubne dimenzije (samo kompleksi niso dovolj).
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Imamo simplicialni kompleks K(Ag, A1, A1), Uy, Uy, Us naj bodo odprte okolice za
Ap, A1, As po vrsti, in fP,p € P, zvezna druzina holomorfnih k-prizem nad K (Ag, A;, As).
Privzemimo, da je Ag N A; N A; # ) in predstavimo |K(Ag, A1, A2)| kot trikotnik T' v
R? 7 ogligci (0,0), (1,0) in (0,1), ki ustrezajo mnozicam Ay, A;, Ay po vrsti. Prostor
parametrov, ki pripada k-prizmam, je T x [0, 1]*.

Primer n = 2 pove, da lahko druzino f?|x(44,4,) s homotopijo frt ¢t e [0,1], pre-
maknemo do take druzine k-prizem, ki bo po nivojih konstantna. Na prostoru parametrov
to pomeni, da smo na ploskev [0, 1] x 0 x [0, 1]* nalepili kvader [0, 1] x [—1,0] x [0, 1]*. Ker
je prostor T homeomorfen 7" U [0, 1] x [—1, 0], lahko druzini f? in fPt reparametriziramo
tako, da bomo dobili druzino k-prizem, ki bo na K(Ap, A1) po nivojih konstantna. V
jeziku prerezov to pomeni: nad odprto okolico U D Ay U A; imamo druzino prerezov
apq,p € P,q € [0,1]%, nad odprto okolico Uy D Ay druzino prerezov b,, = fé%q(O); za

vsak (p,q) € P x [0,1]F imamo tri holomorfne homotopije:

- holomorfno homotopijo prerezov f, 4 0,2), definiranih nad Uy N Us, ki povezuje prereza
apq in b, 4, t € [0, 1]; to homotopijo popisuje stranica trikotnika 7', dolo¢ena z oglis¢ema
(0,0) in (0,1),

- holomorfno homotopijo prerezov f, 4 (1,2):, definiranih nad U, N Us, ki povezuje prereza
apq in by, t € [0,1]; to je homotopija, ki jo popisuje stranica 7', dolo¢ena z oglis¢ema
(1,0) in (0,1);

- holomorfno homotopijo prerezov f,q 0,1,2),s» 5 € T, definiranih nad Uy N U; N U, ki
povezuje homotopiji f, 4 0,1) I fpg,1,2),¢ in miruje za sy = 0, ker imamo nad spodnjo

stranico trikotnika konstanten kompleks in miruje za s; = 1, ker je to le tocka.

Naj bo S = [0,1]* in r : S x [0,1] — S krepka deformacijska retrakcija S na T v
vodoravni smeri. Reparametrizirajmo druzino f, 4 0,1,2),s; § € 1" s predpisom fy, 4 0,1,2),s 1=
T 0.1,2)0(s)s § = (81, 82) € S. Definirajmo simplicialni kompleks K* := K(Ag N Ay, A; N
Ay) in sestavimo zgornje tri homotopije v (k + 1) prizmo F? nad K' na naslednji nacin:
- prerezi a,, so na spodnji stranici S, (sy = 0)

- homotopija fp,4,0,2),¢ je na levi navpicni stranici,

- homotopija f 4.(1,2) je na desni navpicni stranici,

- na zgornji vodoravni stranici imamo konstantno homotopijo, ki jo doloca prerez b, ,,
(s2=1)

- v notranjosti kvadrata imamo homotopijo fp 4 (0,1,2),s-
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Za vsak (p,q, s9) € P x [0,1]* x [0, 1] zgornje homotopije definirajo holomorfni kompleks

» G
F?, s, na naslednji nacin:

F&)7q782 (0) = f(IZ),2)7q (r(0, 52)),
F(IE)71)7Q752(81) = fg)7172)7q(7“(81,82)),
p

F( )7(1732(0) - fﬁ,z),q(r(LSQ))

Lica (0), (0, 1), (1) so lica kompleksa K, torej so prerezi Fl0)..6,(0) definirani na UpNUs,
prerezi Fj . (s1) definirani na (Up N Uz) N (Uy NUs) in prerezi F{j) (0) definirani na
Uy N U,. Lica (0,2),(1,2),(0,1,2) so lica kompleksa K (Ag, A1, As).

Za vsak fiksen nabor p, q, s Zelimo prerez fp 4 (1,2)s, (ki mu ustreza F8)7q782) vzdolz

homotopije fp,q,0,1,2),(s1,52), 51 € [0,1] (ki ji ustreza F}, (s1)) pomakniti blizu prerezu

(0)1)7‘1152

[p.a.(02),5, (temu ustreza F7, ) in ju potem zlepiti, da bomo dobili za rezultat prerez

0),q,
fp.a.s5, definiran nad (U N (US L_2J (U; NUy). Pri vrednosti parametra so = 0 imamo prerez
apq definiran nad Uy U Uy, za s, = 1 je prerez b,, definiran nad Uy, nad presekom pa
bomo dobili homotopijo fp,q@, sy € [0,1] med a,, in b, ,. Taki druzini prerezov pa znamo
zlepiti (korak n = 2). Na kar moramo pri aproksimaciji in lepljenju paziti je, da se prerezi
pri vrednostih s, € {0, 1} ostanejo enaki, saj bi v nasprotnem primeru za rezultat dobili
homotopijo, ki s prerezi a, , in b, , nima nobene zveze. Aproksimacijo in lepljenje moramo
narediti zvezno v parametrih p, q, s.

Ker je K' kompleks dolzine 2, lahko uporabimo primer n = 2 za (k + 1)-prizme FP
in mnozico @ = [0,1]* x {0,1} in za rezultat bomo dobili druzino (k + 1)-prizem, ki je
po nivojih konstantna, kar pomeni, da imamo med prerezi a,, in b,, homotopijo nad
(UpUUy) NUs. Ker je (AgU Ay, Ay) Cartanski par, lahko spet uporabimo korak n = 2 in

zlepimo prereze a,, in by 4.

n — n-+1:Najbo

Kn+1 = K(AQ, PN 7An+1)7
K" .= K(AQ, Ce 7An)7
KIL = K(AO N ATL+17 . ,An N An+1)7
Q C [0,1]* dana mnozica in f? taka zvezna druzina k-prizem nad K"*!, da je kompleks
P, konstanten, ce je ¢ € Q ali p € Py in za vsak fiksen p € P prizme mirujejo na Y. Naj

bo P] C P, taka odprta okolica za P,, da je P, C P,. Po indukcijski predpostavki s P

namesto Py obstaja pot ff’t med k-prizmo

fP={fl;,, Je K"}
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in tako prizmo f7!, da je ffj konstanten kompleks za vsak p € P, ¢ € [0,1]%. Ce je ¢ € Q
ali p € Pj, je fﬁ’; = Nﬁ}? za vsak t € [0,1]. Zato smemo privzeti, da je ze kompleks fr
konstanten na K™ x {q} za vsak p € P, ¢ € [0, 1]*. Definirajmo druzino (k + 1)-prizem

FP = {F}:|J] x[0,1)F x [0,1] = O(Uy;,2), J € K}'}
s predpisom
Fy(u,q,8) = [, (ralu, 8),q), (u,q,s) € [J] x [0, 1]¥ x [0,1], J € K.

Na tem koraku smo dolzino kompleksa zmanjsali za 1 in imamo tako en krajevni parameter
manj, vendar smo zato morali dodati Se en ¢asovni parameter. Druzina (k+ 1)-prizem FP
ustreza indukcijski predpostavki za mnozico Q; := @ x [0, 1]U[0, 1]* x {0, 1}. Zato obstaja
pot FP', t € [0,1], ki miruje za ¢ € Qy alip € Py, tj. FPl = F.q, ¢ € Q1, FP = FP in je
Fﬁ’ql konstanten kompleks za vsak p € P, ¢ € [0,1]*"L. To pa pomeni, da smemo privzeti,

da so prizme f? take, da je za vsak p € P druzina preslikav

Ul qrrrexgshyxqy, J € K”“}

konstanten kompleks za vsaka s € [0,1], t € [0, 1]*.

Take prizme pa predstavljajo holomorfne prizme f? nad Cartanskim parom (AgU. ..U
A, Any1), zato po indukeijski predpostavki obstaja taka pot f7! med fP° = fP in prizmo
fPl, daje za vsak t € [0,1] fP = fP zaqe Qalip€ Fyinje fP, konstanten kompleks
za vsak p € P, q € [0,1]%. ' 3

Posledica 1.8.1. Naj bo X Steinova mnogoterost, Z kompleksna mnogoterost, Y C X
analiticna podmnoZica, h : Z — X holomorfna submerzija, ki lokalno dopusca spray,
prostori parametrov Py, Py, P in Cartanski niz (Ay,...,A,) kot v trditvi 1.8.1., K" :=
K(Ao,...,An) in f ={f,, J € K"} zvezna druzina holomorfnih kompleksov nad K™, ki
za vsak p mirujejo na Y in so konstantni za vsak p € Py. Potem obstaja zvezna druZina
poti fPt t €10,1], p € P, med fP° = fP in konstantnim kompleksom, ki je konstantna za
vsak p € Py in miruje na Y.

Ce so kompleksi ff = fP|k(4o,...,A,_1) konstantni za vsak p € P, lahko pot fP* izberemo
tako, da je fP' := fP!k(ay.. a, 1) konstanten kompleks za vsak t € [0,1]. Naj bo fP(t)
zvezna druzina prerezov nad okolico AgU. ..U A,_1, ki jo definirajo konstantni kompleksi
frt. Potem lahko pot fP*, t € [0, 1] izberemo tako, da je f”(t) poljubno blizu f”(O) nad
AgU...UA, 1.
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Dokaz. Prva trditev je direktna posledica trditve 1.8.1. za 0-prizme. Dokazimo Se drugi
del posledice.

Naj bo K" ! := K(Ay,..., A, 1), K" := K(Ay,...,A,) in fP zvezna druzina takih
holomorfnih kompleksov nad K™, ki mirujejo vzdolz Y, da so holomorfni kompleksi ff =
{fs, J € K" '} konstantni in so kompleksi fP konstantni za vsak p € P;. Holomorfni

kompleksi fP dolocajo s predpisom
F;(u7 5) = f(pjm)(rn—l(u? 8))7 (U, S) € ‘J| X [07 1]7 J < K{Lil

kjer je KI'"' := K(AgN Ay, ..., Ays_1 N A,), zvezno druzino holomorfnih 1-prizem FP, ki
so konstantne za s € {0,1} in mirujejo na Y. Po trditvi 1.8.1. za @ := {0, 1} obstaja taka
pot FP* med FP" = FP in prizmo FP', ki za vsak p € P miruje na Y, da je FP! = FP_,

¢e je s € {0,1} ali p € Py, in je Ff;sl konstantni kompleks za vsak s € [0,1],p € P. Zato

smemo privzeti, da so kompleksi f? taki, da je druzina preslikav

Ualgrnre—1xgspxqy, J € K"}

konstanten kompleks za vsaka s € [0,1], ¢ € [0,1]* in imamo za vsak p € P homotopijo
med prerezom, definiranim nad okolico AgU. .., UA, _1, ki ga doloc¢a konstantni kompleks
fP in prerezom f{’n) (0), ki je definiran na okolici A,,.

Take komplekse pa lahko (kot prej) razumemo kot holomorfne komplekse f* nad kom-
pleksom K' := K(AgU...UA,_1,A,). Zdaj pa imamo primer n = 2 iz trditve 1.8.1.,
saj je K' simplicialni kompleks dolZine 2. Po h-Rungejevem izreku (izrek 1.3.2.) in lemi
o lepljenju (izrek 1.4.1.) obstaja taka pot ?ﬁ’t med 7{: = ?Z’O in konstantnim kompleksom
7%:71, da je 72(7015)(0) na AgU...U A, tako blizu T?O)(O), kot zelimo in miruje na Y. &

Trditev 1.8.2. (Lema o lepljenju za zvezne prizme). Naj bo X Steinova mnogoterost,
Z kompleksna mnogoterost, Y C X analiticna podmnoZica, P kompakten Hausdorffov
prostor, Py C P, Q, C [0,1)* dani mnozici, (Ao, ..., A,) Cartanski niz in fP taka zvezna
druzina zveznih k-prizem, da je ff, konstantni kompleks za vsak q € Qu, prizme f?, so
konstantne in holomorfne za p € Py, q € [0,1]% in za vsak fiksen p € P prizma fP miruje
na Y. Potem obstaja taka zvezna druZina poti fP* med fP° = fP in prizmo fP', ki miruje
na Y, da je f”; = fP,2aq € Q1 aip € P in je }:’ql konstantni kompleks za vsak

€ [0,1]F. Ce je prerez f(%)q(O) (ki je definiran na okolici mnozice Ay) holomorfen na
okolici mnoZice Ag \ int(A,U...UA,) za neka p € P, q € [0,1]!, lahko pot fP! izberemo

tako, da bo tudi f(%’;q(()) holomorfen na (mogoée manjsi) okolici Ay \ int(A; U...UA,).

Dokaz. Spet bomo trditev dokazali z indukcijo na n.
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n=2: Ceje Ag N A; = 0, trditev o¢itno drzi, zato privzemimo, da je Ag N A; # 0.
Naj bo fP = {f(%),fﬁ),fg)’l)} dana druzina k-prizem in Uy, U; odprti okolici za Ay, Ay
iz. definicije prizme nad K (A, A;). Ker je (Ap, A;) Cartanski par, obstaja taka zvezna
funkcija x : Uy UU; — [0, 1], da je x = 0 na okolici Uy \ Uy in x = 1 na U; \ Up. Funkcijo
x lahko izberemo tako, da je x~1((0,1)) N (AgU A;) C AgN A;. Za vsak g € [0,1]%,p € P

definirajmo

f10).4(0)(2), x €U\ Uy,
Fr(x) = o, (x(@))(2), ©€lynly,
fﬁ),q(l)(x)a xz e U\ U.

Za vsak (p,q) € P x Q; U P; x [0,1]* ozna¢imo z fP prerez, ki ga doloca konstantni
kompleks fP . Ocitno je FP = [P za vsak ¢ € @ ali p € Py, saj so bili kompleksi
konstantni. Takoj opazimo, da se ¥ na Y ujema z vsemi homotopijami, saj so te na Y’
mirovale in da je prerez F? holomorfen na okolici Ag \ A;, ¢e je bil tak tudi prerez f?.
Druzina zveznih prerezov F? definira tako zvezno druzino zveznih k-prizem F?, da je za

vsak ¢ € [0, 1]*,p € P kompleks F?  konstanten. Za vsak t € [0, 1] je s predpisom

pit ,_ I ,q(o)(x)a x € U\ U,
““@“”‘{%QJW@mm,xemmm,

f(po’fl)vq(u)(x) = f@71)7q((1 —tu+tx(x))(z), ze€UnNl

Dt L fpl 7q(0)([)§), T &€ U1 \ U(),
“Mww”‘{ﬁggr%u—nmmw,xe%mm,

definirana pot fP! med prizmo fP° = fP in prizmo fP!' = FP, ki miruje na Y in je

konstantna, ¢e je g € Q1 ali p € P;.

n — n+ 1: Naj bo

KnJrl = K(Ao,...,An+1>,
K" = K(Ap,...,A),
KIL = K(AoﬂAn+1,...,AnﬂAn+1),

Q; C [0,1]%, P, C P dani mno#ici in fP taka zvezna druzina zveznih k-prizem nad K"+1,
da je fI, konstantni kompleks za vsak ¢ € )1 ali p € P in za vsak fiksen p prizme ff
mirujejo vzdolz Y. Po indukcijski predpostavki smemo privzeti, da je f? |g» konstantni

kompleks za vsak ¢ € [0,1]*, p € P. S predpisom

F(Z])(uvqa 8) = fg)J7n+1)(rn(ua S):Q)a (u7Q7 S) € |J| X [07 1]k X [07 1]a J € K{Z
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je definirana zvezna druzina (k + 1)-prizem FP?, ki ustreza indukcijski predpostavki za
mnozico Q) := Q; x [0,1]U[0,1]¥ x {0, 1} namesto Q;. Zato obstaja taka zvezna druzina
poti FP', ki miruje na Y, da je FP = FP,, q € Q) alip € P, FP = FP" in je FP,}

*
k+1

konstanten kompleks za vsak ¢ € [0,1)**!, p € P. To pa pomeni, da smemo privzeti, da je

da je prizma fP taka, da je druzina preslikav

{f§|(|J\ﬁR”*1X{s})x{t}, Je K"}

konstanten kompleks za vsak s € [0,1], t € [0,1]%,p € P. Kot prej to pomeni zvezno
druzino zveznih k-prizem fP,p € P, nad K, kjer je K' := K(AgU...U A,_1,A,), zato
po indukcijski predpostavki (oz. primeru n = 2) obstaja taka zvezna druzina poti fP*
med fP° = f? in prizmo f', ki miruje na Y, da je f21 = fP zaqe Qalip € Py in je

P! konstanten kompleks za vsak ¢ € [0,1]%, p € P. &

Posledica 1.8.2. Naj bosta Q, C [0,1]* in P, C P dani mnozici. Ce je k-prizma fP nad
kompleksom K = K(Ao, ..., A,) taka, da je zozitev fP |k (a,,.,A,_,) konstanten kompleks
za vsak q € Q1 ali p € Py, je pot fP' iz trditve 1.8.2. taka, da je

ff;;(u)(x) = fﬁ’q(u)(x), r€ AT\ intA,, JEK, ¢€Q, alip € Py.

Recimo, da je dano narascajoce zaporedje kompleksov {fI'},en, in da kompleks fI'
po poti zapeljemo v konstanten kompleks ff. Naslednja lema opisuje, kako z repara-
metriziranjem zvezno popravimo zaporedje kompleksov {f¥}.en, v zaporedje { if}kENm

m __ fn e o
fi= [, da postane narascajoce.

Lema 1.8.1. Naj bodo X, Y, Z in P kot doslej in {fP*}ren,, p € P druZina zaporedij
(holomorfnih ali zveznih) kompleksov (fP* je kompleks nad K(Ao, ..., Ay)), ki za neko

naravno Stevilo n € N zadosca pogojema:

- kompleksi fP* so konstantni za k <n —1 in

- zaporedja { fP*}reny, » € P so naraséajoca.

Naj bodo h? take 1-prizme nad K(Ao, ..., Ay), da je hiy = fP™ in b, konstanten
kompleks. Potem obstaja taka druZina naraséajocih zaporedij 1-prizem {HP*}ren,, kjer
so HP* prizme nad K (Ao, ..., Ax), da je Hf:(lf = Pk in Hf”ﬂK(AOMAn) =hl,, k>n. Ce
za nek p € P kompleksi fP* k € N in prizma h? mirujejo vzdolZ Y (0z. so konstantni)

tudi 1-prizme HP* mirujejo na' Y (o0z. so konstantne).
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Dokaz. Naj bo m tako najmanjse naravno Stevilo, da je A,,, N (AgU...UA,) =0 za
vsak mo > m. Mnozica |K (Ao, ..., A,)| lezi v R™, mnozico |K(Ay,...,A,)] C R" pa
bomo identificirali z |K (Ao, ..., A,)| x {0} C R™.

€1 €2

€0 es3
€5 €4

Slicica 2: telo kompleksa |K (Ao, ..., A,)| zan =5.

Na zgornji sliki je telo takega kompleksa K (Ay,...,A,), daje A, NA;NA, =0 za
vsak nabor 7,7, k, 0 <1i < j < k < n, na spodnji pa primer kompkeska K (A, ...A,,) za
zgoraj izbrani m (v tem primeru m = 9), kjer so edine tri mnozice z nepraznim presekom
Az, Ay in Ag.

€s €1 €2

€0 €3

€7 €6

€5 €4 €9

Slicica 3: telo kompleksa |K (A, ..., A,,)| za m = 9.

Definirajmo mnozico M s predpisom
M = |K(Ag,...,An)| x {0} U|K(Ay,...,A,)| x[0,1] c R™.

Mnozica M pove, kako smo prizme h? ‘nalepili’ na komplekse f»*, k > n. Definirajmo

tocke vg, ..., U,

Vs = € +€m+17 ] S n,
I e, Jj>n.
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U1 V2
€s Vo U3
el €2
€g Uk, V4 €3
er €6
€5 €4 €9
Sli¢ica 4: mnozica M.
Vsakemu licu J = (ig, ..., i) € K(Ag, ..., An), o < ...5p <n < ...<i pridruzimo
lice J" = (ig,...,u) € K(Ao,...,A,) in mnozico tock J. := {ej,..., €, Vigs---,Vi, }-

Mnozica |J.| naj bo konveksna ovojnica mnozice J.. Vsak parameter u € |.J| lahko (na en

sam nacin) zapisemo kot w = >\ wu;e;. Mnozica M je retrakt mnozice
R:={|J|, J € K(Ay,...,An)}
in retrakcijo r lahko izberemo tako, da zadosca pogoju
r(lJel) = [T (|77 x 0,1])

za vsako lice J € K(Ag,...,An).

Sli¢ica 5: mnozica R.

Naj bo s(u,t) := r(tvo(1 — D71, uy) + 370, (1 — Hhuje; + tujv;), kjer je r omenjena

retrakcija. S pomocjo preslikave s lahko definiramo 1-prizmo H?™ nad K (A, ..

p,m R g,m (S(U,t)), S(u7t) € Rm X {0}7
Hy™ (. t) = { hY. (s(u,t)) sicer ,

S AR):
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za vsak u € |J|, J € K(Ay,...,An). Brez tezav se prepricamo, da je H}™(u,0) =
77w, H [ k(ao,.any = PLy in HP™(u,t) = HY™(u,0) za vsak u € |J] in vsako lice
J e K(Ay,...,...,An), ki ne seka K(Ag,...,A,). Naj bo HPF = HP™| g (ag,...,Ap) 280

k <m. Za k > m definirajmo 1-prizme s predpisom

HAP (1) = Hﬁl;m(u,t)7 uwelJ|, J e K(A,...,An),
SO I8 (w) welJ|, JeK(Ay,...,Ax) \ K(Aq,...,An).

Ocitno je zaporedje prizem {H},cn, naraséajoce. &

Posledica 1.8.3. Naj bosta Q C [0,1)' in P, C P dani mnoZici, {f*P}ren, pa druzina
zaporedij (holomorfnih ali zveznih) l-prizem (fP* je prizma nad K(Aq,...,Ay)), ki za

neko naravno stevilo n € N zadosca pogojem:

- kompleksi ,{”’;f so konstantni za q € Q,

- prizme fP* so konstantne za p € Py,

. ,k. . l . _
- kompleksi fP) so konstantni za q € [0,1]" in k <n — 1,
- za vsak p € P prizme mirujejo na'Y in

- za vsak p € P je zaporedje { fP*}1en, naraséajoce.

Naj bo h? taka druzina (I + 1)-prizem nad K(Ao,...,Ay), ki za vsak fiksen p € P
mirujejo vzdolZ Y, da je hi,(q,O) = fP7, 2a vsak q € [0,1]" je hf,(q,n konstanten kompleks,

za vsak p € Py je prizma h? konstantna in velja h” = hP za vsak q € Q. Potem

*,(qt) *,(¢,0)
obstaja druzina narascajocih zaporedij (I +1)-prizem { HP*}1en,, kier je HP® prizma nad
K(Ay, ..., Ay), da je HPF

*,(¢,0)
in Hf’(kqt) = Hf’(kqo) za vsak t € [0,1], g € Q alip € Py.

k
= ff:qk’ Hf,(q,1)|K(A07---7An) - h{:,(q,l) 2Q ’USak q € [07 1]17 k Z n

1.9 Dokaz izreka 1.1.2.

Najprej bomo dokazali izrek za primer, ko sta X in Z mnogoterosti in Y C X analiticna
podmnozica. Ponovimo predpostavke: P je kompakten Hausdorffov prostor, Py C P je
zaprta mnozica in Py C P njena odprta okolica, K’ C X holomorfno konveksna kompaktna
mnozica, U C X njena odprta okolica, a, : X — Z,p € P, zvezna druzina zveznih
prerezov, ki so holomorfni na U, za vsak p € P so prerezi a,|y holomorfni in za vsak

p € Py so prerezi a, holomorfni na X. Konstruirali smo ze tako Cartansko pokritje A4 =
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{Ag, Ay, ...} mnogoterosti X, daje K C A\ (A1 UA;U...) in zacetno druzino razdrobili
v druzino majhnih holomorfnih prerezov (zac¢etna druzina holomorfnih kompleksov), ki
jih z zaCetnimi prerezi povezuje zvezna homotopija, ki miruje na Y (zacetna druzina
zveznih prizem). Dokazati moramo dve stvari: da druzino majhnih holomorfnih prerezov
lahko zlepimo v druzino globalnih holomorfnih prerezov in da lahko pois¢emo homotopijo
med druzino zacetnih zveznih prerezov in dobljeno druzino globalnih prerezov, ki bo
mirovala na Y in bo aproksimirala zac¢etno druzino nad K. Nasi zacetni podatki so druzina

narascajocih zaporedij holomorfnih kompleksov
= I = O, Z), J€ K(A,..., A} p€ P,

ki za vsak fiksen p € P mirujejo na Y in so konstantni za vsak p € P, in tako narascajoce

zaporedje 1-prizem
@ ={gy" 1| x [0,1] = OUy,2), J € K(Aq, ..., A},

ki za vsak fiksen p € P mirujejo na Y in so konstantne za p € P, da je za vsak
pe P keN gfjg konstantni kompleks, ki ga dolocajo prerezi a, in je g*:f = fpk,
Izberimo si € > 0 in naj bo d polna metrika na Z. Konstruirali bomo zvezno druzino
globalnih holomorfihn prerezov FP (oziroma zvezno druzino naras¢ajocih zaporedij kon-
stantnih holomorfnih kompleksov {FP"},en,), ki zados¢a d(FP(x),a,(z)) < czax € K
in F?|ly = a,|y in naracajoce zaporedje 1-prizem {h2"}nen,, Mg = f27, B} = FP™, ki
mirujejo na Y in so konstantne za p € P;. Dovolili smo si majhno nedoslednost. Odprto
okolico P, na vsakem koraku malce zmanjSamo, kar ne povzroc¢a nobenih tezav, saj zelimo
fiksirane homotopije le za parametre p € F,.

Prizme h?2™ bomo nazadnje nalepili na ustrezne prizme g?" in tako dobljeno druzino
narascajocih zaporedij prizem GP™° s homotopijami pomaknili v naras¢ajoce zaporedje
konstantnih 1-prizem G%", GV = Gf;?’o za i = 0,1. Ker je GP™ narascajoce zaporedje
konstantnih 1-prizem, dolo¢a homotopijo G* med a, in F,, ki miruje na Y in aproksimira

prerez a, nad K.

Zaporedja {FP"},en, in {hP"},en, bomo poiskali kot limito FP™ := limy,_, o, FP™F,
hP™ = limy_, o hP™*. Kako do takih dvojnih zaporedij pridemo, pove naslednja
Lema 1.9.1. Obstaja zvezna druzina holomorfnih kompleksov

Frmk — fEpnk g O(Uy, Z),J € K(A, ..., Ay}, nk € No, p € P,

ki 1zpolnjuje pogoje
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(a) za vsak p € P je kompleks FP™* konstanten za vsak n < k in zato doloca holomorfen
prerez FPFF na okolici AgU ... Ay za vsak k € N,

(b) za vsak p € P in k € N je zaporedje { FP™*}, cn, naraséajoce
(c) d(EFP™k(z), FP™E=1(3)) < 271 2q vsak v € AgU ... UA,, n <k,
(d) za vsak p € Py so kompleksi FP™* konstantni,
(€) za vsak p € P kompleksi FP™* mirujejo na'Y,
in druzina holomorfnih 1-prizem
hpmsk — (PR g % (0,1 = 274 — O(Uy, Z),J € K(Ag, ..., An)}, n,k € Ng, p€ P
ki 1zpolnjuje pogoje
(1) W2 = frm n € No, p € P,
(2) za vsak p € P in k € Ny je zaporedje prizem {hP™k}, cn, naraséajoce,

3) za vsak s € [1—27*=D 127 je hf:?’k konstanten kompleks, ki ga kar identificiramo

z ustreznim holomorfnim prerezom hP™k  definiranim nad okolico AgU ... U A,

(4) d(h’s””’k(x),h}fg’i(k,m(x)) <e2%zr e AU...UA, k<n(k>1) ins €
[1—2-(k-D 1 —27k],

(5) ok = ppmk=l 2q s € [0,1 — 27" V] k,neNg, k>1,p€ P,

(6) R, = Frmk,

(7) za vsak p € P prizme h?™* mirujejo na 'Y in

(8) za vsak p € Py in k,n € N so prizme hP™F konstantne.

Opomba. Pogoj (8) pomeni, da za vsak p € P, druzina h?™* doloca globalni holomorfni

prerez, ki je enak zaCetnemu prerezu a,.

Dokaz leme 1.9.1. Spet indukcija na k. Kar bomo v tem dokazu poceli, je reparametriza-
cija obstojecih homotopij in lepljenje prizem nanje, ki pa je neodvisno od parametra
p € P. To pomeni: ce so za fiksen p € P vsi kompleksi prizme mirovali na Y ali pa so bili
konstantni, bo to veljalo tudi za nove komplekse in prizme pri istem p.

k =0 : Definiramo hP™0 := fP" in FP™0 = P Q¢itno je zahtevam (a) — (d) in (1) — (8)
zadosceno.

k — k+ 1 : Natem koraku ze imamo zaporedja kompleksov { FP"™™}, Ny zam =0,... k,
ki izpolnjujejo pogoje (a) — (d) in zaporedja prizem {h2™"}, cn zam = 0,. .., k, ki izpol-
njujejo zahteve (1) — (8). Po indukcijski predpostavki je kompleks FP** konstanten in
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zato dolo¢a holomorfni prerez FP** na okolici Ay U ... U Aj. Zato po posledici 1.8.1.
obstaja taka druzina poti FP! p € Pt € [0,1] med kompleksom FP*TL* in konstantnim
kompleksom FP' nad K(Ay,...,Aps1), ki za vsak fiksen p € P miruje na Y in je kon-
stantna za vsak p € Py (P je na tem mestu potrebno zmanjsati), da je FP'|g(a,, . ;)
konstantni kompleks in je

d(FP!(z), FPPR(z)) < e27F

za vsak ¥ € AgU ... U Ag; s FP' smo oznacili prereze nad Ag U ... U Ay, ki jih dolocajo
konstantni kompleksi FP*|x(a,,..4,)- Naj bo h? druzina 1-prizem nad K (Ao, ..., Ag1),
ki jo doloca druzina poti FP'. Po lemi 1.8.1. obstaja tako narascajoce zaporedje prizem
{HP"}neny, da je HIG = FP™F n e No, HPF+! = hP, za vsak p € P prizme mirujejo na

Y in so za vsak p € P; konstantne. Ker je zaporedje narascajoce, je
HP™ = HPM a0
zan < k+1in vsak p € P. Definirajmo
Fpmktt .= giy,

Popraviti moramo $e prizme hP"™* kn € N, p € P. To storimo tako, da nanje

nalepimo prizme HP™ :

[ . { h%?j? se0,1— %—’f], .
o H*:(sf1+2—k)2k+1; S € [1 — 2 71 — 2_( + )]
Brez tezav se prepricamo, da novi kompleksi in prizme izpolnjujejo dane pogoje. &
Definirajmo

FP" .= lim FP™F,
k— oo

Zaradi pogoja (c) ta limita obstaja in zaradi pogoja (b) je FP™ konstanten kompleks za
vsak n € Ny. Iz pogoja (a) sledi, da je zaporedje kompleksov {FP"},cN, narascajoce,
zato definira globalne holomorfne prereze FP, ki zaradi pogoja (¢) izpolnjujejo zahtevo
d(FP(x),a,(z)) < 2¢ za vsak x € Ay. Zaradi pogoja (d) za vsak p € P velja FP|y = a,ly.
Podobno je s prizmami h?™*. Definirajmo

"= lim hPmk,

Limitne prizme

Wt = {hG" 1] % [0,1) — O(U7, Z)}
sestavljajo narascajoce zaporedje. Ce dodatno definiramo

p,n p,n
e = e,
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dobimo narascajoce zaporedje 1-prizem {h2"},cn,, ki izpolnjuje pogoja hly = fP" in
Ry = FP™in je d(h5"(u,t)(z),ay(7)) < € za vsak x € Ay N Ay, (u,t) € [J]| x [0,1],
J e K(Ag,...,A,),n € Ngin p € P. Zaradi pogoja (7) za vsak p € P,n € N prizme h?"
mirujejo na Y in zaradi pogoja (8) so za vsak p € P;, n € N konstantne. Zlepimo prizme

gP™ in hP™ s predpisom

GPm0 . 925ss s €10,1/2],
o Wy, s €[1/2,1].

Za vsak n € Ny je prerez G?"™°(u, t) holomorfen na okolici (Ag \ int(A; U...UA,))NAy
in zadosca d(G%™(u,t)(z), ay(z)) < 26, 2 € KN A’ za vsak (u,t) € |J]| x [0,1], J €
K(Ao,...,An) ianP.

Kar nam je Se ostalo, je popravljanje tega narascajocega zaporedja prizem do ‘po
parametrih konstantnega’ zaporedja prizem, kar pomeni, da bomo homotopije, skrite v
prizmah GP™° po korakih zlepili v homotopije, definirane na vsem X. Spet nas ¢aka
podobna induktivna konstrukcija kot prej, ko smo popravljali komplekse FP"0, le da nam
na tem mestu ni treba paziti na homotopije, ki nastajajo pri popravljanju (na 2-prizme,
ki bodo povezale GP™* z GP™F+1 podobno, kot so v prejénjem koraku 1-prizme hPmF

ovezovale komplekse FP™" in FP™ .
p le k plk ank ank—i-l)

Lema 1.9.2. Obstaja taka zvezna druZina zaporedij zveznih 1-prizem {GP™*}, N, k €
Ny, p € P, kjer so GP™F prizme nad K(Ay,...,A,), da velja:

1) za vsak k € Ny, p € P je zaporedje {GP™*},en, naraséajoce,

2) zan <k je i’j?’k konstanten kompleks za vsak t € [0,1], p € P

(1)

(2)

(3) GP™F(u, t)(x) = GB"™ N (u, t)(x) za vsak u € |J|, z € (A7 \ Ag), J € K(Ao, ..., Ap),
(4) Gf:f’k = Gf:?’o zat € {0,1}, k,n €Ny inp € P

(5) za vsak fiksen p € Py so 1-prizme GP™F konstantne in

(6)

6) 1-prizme GP™* mirujejo na 'Y za vsak fiksen p € P.

Dokaz leme. Indukcija na k.

k =0 : Ni potrebno ni¢esar dokazati, saj zacetna zaporedja { G2}, cn ustrezajo (1), (4),
(5) in (6).

k— k+1: Po trditvi 1.8.2. obstaja pot G2°, s € [0,1], G¥5 = G/t € {0,1},

med GPFLF in tako prizmo GP, da je G’::tl konstanten kompleks za vsak ¢ € [0,1] in
je G (u, t)(x) = G (u, t) () za vsak & € (Ag U ... U A) \ intA, . Ta pot definira
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2-prizmo h?. Po posledici 1.8.3. obstaja tako narascajoce zaporedje 2-prizem { H?"},en,,

da je HY) = GP™F za n € Ny in je HP*! = hP. Definirajmo
p,n.k+l . prp,n
G? = HY7.

Novo zaporedje ocitno ustreza vsem pogojem. s

Zdaj bo pa zares kmalu konec. Zaradi pogoja (3) za vsak n € Ny obstaja

GP" = lim GP™F,

k= 00
Zaradi pogoja (1) je zaporedje {G2" },en, narascajoce, zaradi pogoja (2) je G%}" konstan-
ten kompleks za vsak t € [0,1], zato doloca druzino globalnih prerezov GP*, ¢t € [0, 1].
Zaradi pogoja (4) je GP? = a, in GP' = F? za vsak p € P. Po (3) je vsak prerez
GP*, t € [0,1] na okolici Ag\int(A;UA,U. . .) holomorfen in zadosca d(GP*(x), a,(z)) < 2¢
za vsak v € K C Ay \int(A;UA5U. . .). Zaradi pogoja (5) je homotopija GP* konstantna
za p € Py in po (6) za vsak fiksen p € P homotopija GP' miruje na Y. s

1.10 Dokaz izreka 1.1.2. za splosni primer

Privzemimo, da je X Steinov prostor. Za dokaz h-principa v primeru mnogoterosti smo
resevali 0-enacbe na relativno kompaktnih strogo psevdokonveksnih podmnozicah v X z
ocenami v sup normi, kar na singularnih prostorih zaenkrat Se ni znano.

Najbolj naravna ideja je, da poskusimo prevesti problem na mnogoterosti. Idealno bi
bilo, ¢ée bi za dano submerzijo h : Z — X obstajali mnogoterosti 2’ D Z, X’ D X in
submerzija b’ : Z' — X' W|z = h, ki bi imela enak korang kot h. To so zaenkrat zal le
lepe zelje.

Ce natanéno premislimo, smo potrebovali dejstvo, da je X mnogoterost, le za eksis-
tenco omejenega razsiritvenega operatorja (za razsirjanje funkcij z YN D na D; C X)inv
lemi 1.4.1., kjer smo redevali 0-enacbe. H-Rungejev izrek velja tudi za Steinove prostore.
Prav tako dobimo eksistenco lokalnih sprayev - trditev 1.4.3. velja tudi za Steinove pros-
tore. Edina tezava je lepljenje - lema 1.4.1. in iz nje izhajajoci izrek 1.4.1. Prednost leme
1.4.1. je, da imamo opravka s preslikavami v C" in se nam ni treba ukvarjati s sprayi in
nelinearno strukturo na Z. V lemi 1.4.1. imamo: Cartanski par (A, B), odprti okolici U, V/
za A, B po vrsti in lepilne preslikave ,,. Ce sta A, B taka Steinova kompakta v Steinovem
prostoru X, da je AU B Steinov kompakt, C' = AN B Rungejeva v neki okolici V' D B,
znamo konstruirati lepilne preslikave ¢,. V dokazu resujemo 0-enacbo in samo na tem

mestu potrebujemo strogo psevdokonveksnost A U B.
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Recimo, da smo okolico Steinovega kompakta AU B vlozili v nek evklidski prostor X’
(to je vedno mogoce, ker je na relativno kompaktnih podmnozicah Steinovih prostorov
vlozitvena dimenzija navzgor omejena) in da obstaja tak Cartanski par (A’, B') v X', da je
A=A'NXin B = B'NX. Recimo, da znamo zvezni druzini holomorfnih preslikav v, ¢,
razsiriti do zveznih druzin holomorfnih preslikav ¢, ¢/ , : C' = (A'NB’) x By (n) — CV,
ki na C" zadosc¢ajo analognim pogojem kot v, ¢, o (slikajo biholomorfno vlakna na vlakna
in v, o(2',0) = 0 za vsak 2’ € C'). Zdaj pa lahko uporabimo lemo 1.4.1. za mnozice A’, B’
in lepilne preslikave ¢ in dobimo prereze aj, 3. Definiramo o, := a[4, B, := 5| in
dokonc¢amo dokaz kot v primeru mnogoterosti. Zadnji del dokaza, sestavljanje prizem, je
samo Se kombinatorika. Prva stvar, ki bi jo bilo potrebno narediti, je definicija Cartanskih
parov na X v smislu zgornjega razmisljanja, torej (A, B) je Cartanski par v X, ¢e obstajajo
X', A', B' kot zgoraj.

Videti je vse lepo, ampak v resnici ni tako. Prvi¢, norma «;, je odvisna od norme
preslikave ¢ na A’ x By(n), ki v splosnem nima nobene zveze z normo v, na A x By (1),
kar pomeni, da izgubimo aproksimacijo na A. Drugi¢, zagotoviti si moramo eksistenco
preslikav ¢, ; s predpisanimi lastnostmi. Ni nujno, da bo razsiritev ¢, , preslikave v,
nad vsemi tockami iz C” slikala vlakna biholomorfno na vlakna in da bo preslikava 1,
enakomerno blizu v, ; nad C" x By(n). Veliko ve¢ upanja bi imeli, ¢e bi bile preslikave
vphyo = (idx, ) kar identiteta. Zato bomo poskusili lepilne preslikave ¢, popraviti
tako, da bodo blizu identiteti.

Definicija 1.10.1. (Cartanski par v kompleksnem prostoru). Naj bo X kompleksni pros-
tor. Urejen par kompaktnih mnoZic (A, B) in X je Cartanski (ali C-par ali Cartan-
ski niz dolzine 2) ce obstaja odprta okolica U C X mnozice AU B, kompleksna mno-
goterost X' in taka (ne nujno prava) vloZitev 1 : U — M, da obstajata kompaktni mnoZici
A" B C X' z lastnostmi:

i) A=A"NuU) in B=B nNuU),
i1) mnozice A, B', in A’ U B’ imajo bazo Steinovih okolic,

(
(
(i1i) A’\ B'N B\ A" =0 (separacijski pogoj) in
(

iv) mnozica C' = A'N B’ je Rungejeva v B' (C" je lahko prazna).

Opomba. Par (A’, B') je Cartanski v smislu definicije 1.2.1. in tudi par (4, B) ima vse
lastnosti iz te definicije. Razlika je v tem, da po tej definiciji lahko Cartanski par vlozimo
v kompleksno mnogoterost na tak nacin, da imamo dovolj psevdokonveksnih okolic v
X' (ne zahtevamo baze psevdokonveksnih okolic za t(A),(B) ali «(AU B)). V primeru
kompleksne mnogoterosti X obe definiciji sovpadata. Mnozici A in B sta lahko tudi

prazni. Razsirimo Se definicijo Cartanskih nizov na singularne prostore.
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Definicija 1.10.2. (Cartanski niz v kompleksnem prostoru). Naj bo X kompleksen pros-
tor in Ao, Ai, ..., A, C X kompaktne podmnozice (n > 1). Zaporedje (Ao, A1, ..., A,) je
Cartanski niz dolzine n+1, ¢e obstaja odprta okolica U C X mnoZice AgU...UA,,, kom-
pleksna mnogoterost X' in taka vloZitev . : U — X', da obstaja Cartanski niz (A, ..., AL)
v X' zlastnostjo A; = AiNu(U), i =0,...,n. Niz (A, ..., A) bomo imenovali pridruzen
Cartanskemu nizu (A, ..., An).

Lokalno konéno pokritje A = (A, A1, As, . ..) prostora X s kompaktnimi mnoZicami je

Cartansko pokritje, ce je (Ao, A1,. .., A,) Cartanski niz za vsak n € N.

Opomba. Ce je X kompleksna mnogoterost, zgornja definicija sovpada z definicijo 1.7.1.

Dopuscamo, da so nekatere od mnozic A; prazne.

Trditev 1.10.1. Naj bo X Steinov prostor s konéno vloZitveno dimenzijo in {U;}ien,

odprto pokritje za X. Obstaja Cartansko pokritie A = (Ao, A, ...), podrejeno {U;}ien,-

Dokaz. Naj bo ¢ : X — C¥ prava holomorfna vlozitev (za nek N € N) in U ¢ C¥
Steinova odprta okolica mnozice ¢(X). Definirajmo U’ , := U\ X in izberimo tako pokritje
Ul C U, daje U; =U/Nu(X). Po [HL] obstaja Cartansko pokritje A" podrejeno pokritju
{U!}, ki inducira Cartansko pokritje .4, podrejeno {U;}. &

Posledica 1.10.1. Naj bo X Steinov prostor, K C X holomorfno konveksna kompaktna
mnozica in U C X odprta, relativno kompaktna holomorfno konveksna okolica K. Naj bo
{Ui}ien, tako odprto pokritje mnozice U, da je K C Uy. Potem obstaja tako Cartansko
pokritje (Ao, A1, ...) mnoZice U, podrejeno pokritju {U;}ien, da je K C Ag in A;NK = .

Dokaz. Ker je U relativno kompaktna, ima konc¢no vlozitveno dimenzijo in zato obstaja
prava holomorfna vlozitev ¢ : U — C¥ za dovolj velik N. Razsirimo pokritje kot v trditvi

in uporabimo izrek [HL]. &

Trditev 1.10.2. Naj bo (A, B) Cartanski par v Steinovem prostoru X, mnozica C' :=
AN B, kompleksna mnogoterost X', preslikava v in Cartanski par (A’', B") pa pridruzeni
(A, B) (definicija 1.10.1.). Naj bo U C X odprta okolica mnozice AU B, V C U odprta
okolica C' in V' C X taka odprta, relativno kompaktna psevdokonveksna okolica mnoZice
C"=A'NB (taka obstaja po definiciji Cartanskega para) X', da je (V' Nu(U)) CC (V).
Naj bo V| CcC V' odprta mnoZica, ki vsebuje C', P kompakten Hausdorffov prostor in
0 < m < n poljubni pozitivni Stevili. Za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da velja naslednje:

ce je
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Y,V x By(0,n) = CY peP

zvezna druzina preslikav, ki zadosca ||[¢,(x,u) — u|| < 0 za vsak (x,u) € V- x Byn(0,7) in

p € P, obstaja zvezna druzina preslikav
w;) : ‘/1/ X BN<07771) - CN7

ki zadoscajo ||¢y (7', u) — ul| < € za vsak (2',u) € Vi x By(0,m), p € P in ¢, (1(r),u) =
Yp(x,u) za vsak p € P in (xv,u) € U x By(0,m).

Dokaz. Da ne bo preveé pisanja, bomo ¢(U) kar identificirali z U C X'. Po definiciji je
U C X’ zaprta analiticna mnozica. Definirajmo druzino preslikav ¢,(z, u) = ¢,(z,u) —u

za (z,u) € V x By(n) in p € P. Po privzetku je

1Dpll oo v Bx () < € (8)

Naj bosta D, Dy C V' x By(n) psevdokonveksni mnozici, ki vsebujeta V] x By (1) in
naj bo D; kompaktno vsebovana v D. Uporabimo omejen razsiritveni operator Rp p, :
H>*(DNU) - H>(D;) z normo M iz izreka 1.2.4. po komponentah preslikav ¢, in

dobimo druzino preslikav ¢, : Dy — CV, ki zados¢ajo oceni

[l Lo (1) < M| bpllLoe(prey < Me.

Zadnjo neenakost dobimo iz (8). Naj bo § = ¢/M. Preslikave ¢ (v,u) = ¢, (z,u) +
u, (z,u) € V{ x By(m), so razsiritve preslikav 1, in so e-blizu preslikavi (z,u) — u na
Vi X By(m). s

Trditev 1.10.3. Naj bo X Steinov prostor, V. C X poljubna mnoZica in n > n' > 0
poljubno stevilo, P kompakten Hausdor[fov prostor, 1, : V x By(n) — CV zvezna druZina
takih preslikav, da je ¢,(z,-) : By(n) — CV injektivna za vsak x € V. Obstaja tak ¢ > 0,
da velja: ce so preslikave i), : V x By (n) — CN take, da je |[i),(x,u)—p(x,u)| < € za vsak
(z,u) € V x By(1), je za vsak x € V in p € P tudi preslikava ¢/, (x,-) : By(n') — CV

injektivna.

Dokaz. Injektivna preslikava med prostoroma enake dimenzije je regularna, injektivnost

in regularnost skupaj pa sta na kompaktih odprt pogoj. &

Trditev 1.10.4. Naj bo X Steinov prostor, Z kompleksen prostor, V. C X odprta holo-
morfno konveksna mnoZica, U C V Rungejeva vV, in @,o = (idy, o) : UXxBx(n) — CV
druzina preslikav iz trditve 1.4.3. Naj bo ' € (0,n), U' CC U in e > 0 iz trditve 1.10.3.
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Obstaja taka zvezna druzina preslikav ®,5 : V x CN — V x CN, &, = (id,¥,) 2z
U, 0(z,0) = (2,0) za vsak v € V, ki na U' x By(n') e-dobro aproksimira druZino ¢, in

ima zato inverz @;(1] : @, 0(V x Bn(1))) = V x By(n).

Dokaz. Ker je U x By(n) Rungejeva v V x C¥, lahko preslikave 1,0 na U’ x By (1) po

posledici 1.3.2. poljubno dobro aproksimiramo s preslikavami ¥, : V' x C¥ — C¥, ki
zadoscajo W, o(x,0) = 0 za vsak x € V. &

Dokaz leme 1.4.1. za Steinove prostore. Naj bo (A, B) Cartanski par v Steinovem
prostoru X, (A’, B’) pridruzen Cartanski par v mnogoterosti X’ in ¢ : V" — X' prava
vlozitev neke relativno kompaktne, holomorfno konveksne odprte okolice V'O AU B. Naj
bo U" C X’ odprta psevdokonveksna okolica mnozice ' = A'N B in U =U"N(V). V
nadaljevanju bomo identificirali V' z «(V') v X',

Ker ima Cartanski par (A, B) vse lastnosti iz definicije 1.2.1., lahko definiramo pres-
likave 1, S2, i0 @y, Ypo : UX By(n) — U x CY po trditvi 1.4.3. Naj bodo @, preslikave
iz trditve 1.10.4. in definirajmo ¢} := @, § 0 ¢, in @), = @, § 0 ¢,0. Ce so bile preslikave
¢p dovolj blizu preslikavam ¢, o in so preslikave ®,, , dovolj dobro aproksimirale preslikave
©p,0, bodo preslikave ) = (idy,1b,) in ¢, o tako blizu identiteti, kot Zelimo. Zdaj pa lahko
uporabimo trditev 1.10.2. za razsirjanje preslikav wzl) z mnozice U’ x By(n) do preslikav
Y, - U”" x By(nf) — C¥, kjer je U” cC U’ in 75/ € (0,7). Ce so bile vse aproksimacije
dovolj dobre, so razsiritve o, = (idyn, 1) tako blizu identiteti idywcn, kot Zelimo. Po
lemi 1.4.1. dobimo zvezno druzino preslikav o, ki so definirane na odprti okolici A” C X’
za A" in zvezno druzino preslikav 3, ki so definirane na odprti okolici B” C X' za B’, ki
zadoscata

Ba') = ghal(e)) 9)
za vsak 7' € A" N B". Naj bo a;, := aj|vnar in B, := B)|ynpr. Ti dve druzini preslikav
tudi zadoscata enacbi (9) na VN A" N B”,

Bo(x) = () = pplap) = g 0 p(ay(x)), x € VN AN B, (10)
kar pomeni, da je ®,0(5,) = ¢p(a,) na VN A" N B” oziroma
$2.5 0 @, 0(B,(2)) = s1,p(a(x)), z € VN A"NB".
Druzini preslikav
apy = S1p(tap), t €10,1],
byt = 20 Ppo(tfy),t €[0,1]

imata torej vse zahtevane lastnosti. &
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1.11 Primeri prostorov s sprayi in uporaba

Trditev 1.11.1. Kompleksna mnogoterost F' ima spray v naslednjih primerih (|Gr]):

(1) F' je kompleksna Liejeva grupa (spray generirajo levo invariantna vektorska polja, ki

v enoti napenjajo T,F );

(2) obstaja Liejeva grupa L, ki na F deluje holomorfno in tranzitivno (mnogoterost F je
L-homogena); ¢e jes: L x CN — L sprayna L in ¢ : L x F — F delovanje grupe L na
F, je s predpisom 5(x,t) := ¢(s(e,t), x) definiran spray na F;

(3) F = CN\ A, kjer je A algebrai¢na podmnoZica kodimenzije vsaj 2.
Primer (3) je dokazan v [Pr]. Na podoben nacin dokazemo tudi naslednjo

Trditev 1.11.2. (Obstoj sprayev). Naj bo U C C™ odprta mnoZica (n > 1) in naj bo
X C UxC?zaq > 2 taka zaprta analiticna podmnoZica, da ima vsako vlakno ¥, =
{w € C?: (z,w) € ¥} kompleksno kodimenzijo vsaj dva v C? (vlakno je lahko prazno).
Privzemimo, da obstaja taka neprazna odprta mnozica Q C CP?, da je za vsak [v] € Q

linearna projekcija ,: U x C1 — U x C9~! definirana z
To(z,w) = (z,my(w)) (z €U, weCY)
prava na ¥. Potem projekcija h: (U x C%)\ ¥ — U, dana z h(x,w) = x, dopusca spray.
Za dokaz vlozitvenega izreka potrebujemo Se naslednji primer prostorov s sprayi.

Trditev 1.11.3. Naj bo X Steinov prostor, Xo C X1 C X zaprti analiticni podmnoZici,
n € N naravno stevilo, m : X x C" — X trivialen vektorski sveZenj in ¥ C X x C”

analiticna podmnoZica z nasledngimi lastnostma:

(1) prx(X) € Xy \ Xo,

(2) za vsak x € X, \ Xo obstaja odprta okolica U C X in biholomorfna preslikava ¢ :
UxC" — UxC", ki ohranja vlakna in zadosc¢a p((UNX;)x C*"\X) = (UNX;) x (C™\ A);
A C X je taka analiticna mnoZica, da ima mnogoterost F' = C"\ A spray s : FxCY — F,

ki ga je mogoce razsiriti do holomorfne preslikave s, : C* x CN — C".
Potem submerzija 7 : (X x C*)\ ¥ — X dopuscéa spray lokalno nad X \ Xo.

Dokaz. Ocitno je, da zgornja submerzija dopusca spray nad vsemi tockami iz X \ X7, zato
privzemimo, da je x € X7\ X in naj bodo U, ¢, F'in s; kot v (2). Naj bo U tako majhna,
da je U N Xy = (). Po Cartanu obstajajo holomorfne preslikave gi,...,gy : X — C",
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ki so enake 0 na X; in generirajo ideal J(X7)" na U (privzeti smemo, da je U relativno
kompaktna). Definirajmo §: (U x C") x CN*M — [ x C" s predpisom

M

§<x7u7tN7tM) = <x781(u7 tN) + ZtM,lgl(‘r))
=1

Ocitno je 5(z,u,0) = (z,u) za vsak (z,u) € U x C". Prepricati se moramo, da je

(i) za vsak (z,u) € U x C"\ ¥ vertikalni odvod 2 s(z, u,t)|—o, t = (tn,tar), surjektiven
in

(i) 5 (({y} x C")\ Z,CVM) C ({y} x C") \ ¥ za vsak y € U.

Zay € UNXj je gi(y) = 0 po definiciji, torej §(y, u,ty,ty) = (v, s(x,u,ty)), kar pomeni,
da sta obe zahtevi izpolnjeni. Ker mnozica ¥ ne seka y € U \ Xj, je drugi pogoj trivialen
9

in ker funkcije g; generirajo J(X1)" na U, je ze z—s(x,u,t)|=o surjektiven. Preslikava

ol o350 (p,idonia) je spray nad U. &

Napisimo Se nekaj primerov uporabe.

Trditev 1.11.4. [Gra] Naj bo X Steinov prostor in p1 : By — X inpy : By — X
kompleksna vektorska sveinja nad X. Vektorska sveinja Ey sta natanko tedaj holomorfno

1zomorfna, ko sta izomorfna kot topoloska kompleksna vektorska sveznja.

Dokaz. Naj imata sveznja rang n. Lokalno je izomorfizem med vektorskima sveznjema
predstavljen kot preslikava @ — GLg(n). Ker je GLc(n) kompleksna Liejeva grupa,
velja h-princip, zato lahko vsak zvezen izomorfizem s homotopijo premaknemo do holo-

morfnega. &

Trditev 1.11.5. Naj bo X Steinova mnogoterost, Y C X analiticna podmnoZica, (E,p)
vektorski svezenj nad X in F vektoreki podsvezenj v El|y. Obstaja odprta okolica U C X
za 'Y in tak vektorski podsvezenj Fy v E|y, da je Fi|ly = F.

Dokaz. Naj bo (E,p) podsvezenj trivialnega sveznja X x CV za nek dovolj velik N in
naj ima svezenj F' rang n in E rang m. Po [Hal|, [Ha2] obstaja odprta okolica V' C X za
Y in krepka deformacijska retrakcija r : V' x [0, 1] — V mnozice V na Y (v splosnem samo
zvezna; holomorfna retrakcija obstaja natanko takrat, ko je Y mnogoterost, [Fi]). Naj bo
(zvezen) vektorski svezenj F’ na V pull-back sveznja F' z retrakcijo r(-,1) : V — Y in

7 : X x CN — E projekcija. Linearna preslikava 7p, : F, — El, ima pri vsakem y € Y
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rang n, zato ima rang n $e na odprti okolici U D Y’; po [Siu] smemo privzeti, da je U
Steinova. Definirajmo " = 7g(F|y). Lokalno lahko na projekcijo 7 : E|y — F” gledamo
kot na zvezno preslikavo 7 : U' — P, = {A € C™™ A* = A rangA = n}. Na P,,,
deluje Liejeva grupa U(m) holomorfno in tranzitivno, zato lahko uporabimo h-princip
in zvezno preslikavo m deformiramo v holomorfno preslikavo 7. Svezenj Fy := 7(F|y) je

iskani svezenj. &

Najbrz najpomembnejsi primer uporabe h-principa je vlozitveni izrek za Steinove pro-
store v prostore minimalne dimenzije. V naslednjem poglavju je predstavljen vlozitveni

izrek za Steinove mnogoterosti z interpolacijo na diskretnih mnozicah.
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2. Vlozitve Steinovih mnogoterosti z interpolacijo
na diskretni mnozici

2.1 Uvod

Klasi¢ni rezultati o vlozitvah Steinovih mnogoterosti pravijo, da za vsako n-dimenzio-
nalno Steinovo mnogoterost obstaja prava holomorfna vlozitev v CY za N > 2n + 1
([GuR], str. 226), kar je analogno rezultatu za (gladke) vlozitve realnih mnogoterosti.
Ker je znano, da je vsaka n-dimenzionalna Steinova mnogoterost homotopno ekvivalentna
realnemu n-dimenzionalnemu CW-kompleksu, je naravno pricakovati, da bo vsako n-
dimenzionalno Steinovo mnogoterost mogoce vloziti v C" za N > 2n+1—[%]. Leta 1971
sta Gromov in Eliashberg najavila ([EG1]), da je to mogoce za dimenzije N > [5] +n +2
in kasneje sta z uporabo h-principa ([Gr]) to mejo zmanjsala do N > [25]+n+1 ([EG2]).
Nazadnje je Schiirmann dokazal, da je vsako Steinovo n-mnogoterost mogoce vloziti v CV

za N = [§] +n + 1. Te meje ni mogoce izboljsati ([Schl]). Glavni izrek je naslednji:

Izrek 2.1.1. Naj bo X n-dimenzionalna Steinova mnogoterost, Y C X diskretna mnoZica,
N = max{[®] + 1,3}, N' = max{[2}], 1} in ¢ : Y — C"™ preslikava za nek g > 0.

Potem veljajo naslednje trditve:

(@) Cejen=11inqg>2alin>1inqg> N in je preslikava ¢ prava injekcija, obstaja

prava holomorfna vioZitev ® : X — C"9, ki razsiri .

(b) Ceje q > N' in preslikava @ prava, jo je mogoce raziriti do prave holomorfne imerzije
d: X — Cfe;

(¢) Ce je ¢ > 1 in preslikava ¢ prava, potem obstaja prava holomorfna razsiritev ® : X —

C"t preslikave .

(d) Ce je ¢ > 0, lahko preslikavo ¢ razsirimo do skoraj prave holomorfne preslikave ® :
X — Cnh,

Najpomembnejsi del izreka 2.1.1. je trditev (a), ki je interpolacijski analog vlozitvene-
ga izreka Eliashberg—Gromov—Schiirmann. Dobljeni razultat je za sode n optimalen, za
lihe pa bi ga bilo morda mogoce zmanjsati za 1. V tem trenutku Se ni jasno, ali je razlika
posledica metode. Trditev (b) je interpolacijski analog za holomorfne imerzije. Ce privza-
memo, da je je slika ¢(Y") nase diskretne mnozice Y pohlevna (tame) podmnozica C"*1
v smislu [RR], lahko izrek 2.1.1. izboljsamo:
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Izrek 2.1.2. Najbo X n-dimenzionalna Steinova mnogoterost, Y C X diskretna mnoZica,
q > max{[§]+ 1,2} in ¢ : X — C"*9 taka holomorfna preslikava, da je @ly : Y — C"*9
prava injekcija in ©(Y') pohlevna podmnozica C"*4. Za vsak y € Y naj bo m, € Ny dano
stewvilo.

Obstaja taka prava holomorfna vioZitev ® : X — C"9. da je jm, (P)(y) = jm,(0)(y)
za vsak y €Y.

Dokaz. Vlozitveni izrek v [Schl] da tako vlozitev g : X — C"*9 da je slika vsake
diskretne podmnozice X pohlevna. Po [BFo] obstaja tak avtomorfizem G prostora C"*9,

da je za vsak y € Y izpolnjen pogoj jm,(G 0 g)(y) = jm,¢(y)- s

Vlozitveni izrek z interpolacijo na podmnogoterostih so resili Aquistapace, Broglia in

Tognolli v [ABT] po Narasimhanovih idejah ([Na]). Njihov rezultat je naslednji:

Izrek 2.1.3. Naj bo X Steinova n-mnogoterost in' Y C X njena zaprta podmnogoterost.
Za vsak m > 2n + 1 je vsako pravo holomorfno vioZitev f : Y — C™ mogoce razsiriti do

prave holomorfne vloZitve F : X — C™.

Za m = 2n je obstoj take razsiritve Se odprt problem, za vsak m < 2n—1, m > n+1,

pa obstajajo protiprimeri za izrek 2.1.3., ki jih dobimo z s pomocjo naslednjega izreka:

Izrek 2.1.4. ([Fo|) Za vsak k € {1,...,1 — 1} obstaja taka prava holomorfna vloZitev
f:CF — C! da je vsaka holomorfna preslikava g : C'=% — CU\ f(C*) degenerirana.

Za konstrukcijo protiprimerov si izberimo m < 2n — 1, m > n + 1 in piSimo [ = m,
k= m —n. Naj bo f : C¥ — C™ preslikava iz izreka 2.1.4. in privzemimo, da jo
je mogoce razsiriti do prave holomorfne vlozitve F' : C* — C™. Ker je F injek-
tivna, je F(C"\ C*¥) podmnozica C™ \ f(C*). Definirajmo G : C* — (C"\ CF) z
G(z1y. . 20) = (21, 2k, €xXP(2ks1), - - -, €xp(2n)). Preslikava F o G : C* — C™\ f(CF)
je potem nedegenerirana, kar je v nasprotju z izrekom 2.1.4. V resnici preslikava f nima

niti nobene injektivne holomorfne razsiritve F' : C* — C™. &

2.2 Definicije in oznake

Naj za y € C" oznaka |y| := sup{|y;|,1 < i < n} pomeni supremum normo in ||yl
evklidsko normo. Z M**™ bomo oznacili mnozico vseh k£ x m matrik nad C. Naj bo X
kompleksna mnogoterost, K C X kompaktna mnozica in f : X — C" zvezna preslikava.

Uporabljali bomo oznaki |f|x := max{|f(z)|, x € K} in ||f||x := max{||f(z)], z € K}.
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Z B,,(r) bomo oznadcili kroglo v C" s sredis¢em v izhodis¢u in radijem 7; ¢e je n = 1 bomo
indeks spuscali: B(r) := By (r).

Z O(X) bo oznacen prostor vseh holomorfnih preslikav na kompleksni mnogoterosti
X 7z obi¢ajno topologijo enakomerne konvergence na kompaktih. Ce je Y C X analiti¢na,
bomo z I'(X, J(Y')) oznacili podmnozico vseh holomorfnih funkeij na X, ki so enake 0 na
Y.

Odprta relativno kompaktna mnozica P v n-dimenzionalni kompleksni mnogoterosti
X je specialni analiticni polieder, ce obstajajo take holomorfne funkcije fi,..., f, :
X — C, daje P unija kon¢no mnogo povezanih komponent mnozice {z € X, |fi(x)| < 1,
.y [ fa(x)] < 1}. Funkcije f1,. .., f, imenujemo definicijske funkcije za P.

Naj bo X kompleksna mnogoterost. S T'X oznac¢imo kompleksni tangentni svezenj
nad X in s 7, X kompleksni tangentni prostor na X v x. Naj bo tudi Y kompleksna
mnogoterost in f : X — Y holomorfna preslikava. Z Df : TX — TY ozna¢imo odvod
preslikave f inz Dy f : T,X — Ty)Y odvod f v x. Z ju,(f)(x) bomo oznaéili jet reda
m za f v tocki z.

Holomorfna preslikava f : X — Y je skoraj prava ce so za vsak kompakt K C Y
povezane komponente of f~!(K) kompaktne. Stratifikacija je tako kon¢no padajoce za-
poredje analiticnih mnozic A, D A1 ... D Ao, da je A;\ A;_1 kompleksna mnogoterost
(i=1,...,m).

2.3 Skoraj prave in prave preslikave

V tem razdelku se bomo ukvarjali z razsirjanjem pravih in skoraj pravih preslikav. Trditvi

(¢) in (d) v izreku 2.1.1. sta posebna primera trditev v tem razdelku.

Trditev 2.3.1. Naj bo X n-dimenzionalna Steinova mnogoterost, Y C X diskretna mno-
Zica in F': X — C" holomorfna preslikava. Naj bo {P;};en normalno izérpanje X s
takimi specialnimi analiticnimi poliedri, da je OP;NY =0 za vsak j € N. Naj bo za vsak
y €Y dano Stevilo m, € Ny. Naj bo K C P, kompaktna mnozica in € > 0.

Za vsako zaporedje pozitivnih realnih Stevil {d;};en obstaja holomorfna preslikava H :

X — C" z lastnostmu:
(a) [H — Flk <,
(b) infap, |H| > d; 2a vsak j € N in

(€) iy (F)(9) = Gy (H)(y) 20 vsak y € Y.
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Opomba. Ce gre zaporedje {d;}jen proti neskoncnosti, je preslikava H skoraj prava.

Dokaz. Za vsak m € N naj bodo A", ..., h" definicijske funkcije za polieder P,,. Izbe-
rimo zaporedje (pozitivnih) realnih $tevil {6,, }men, ki zados¢ajo > d,, < min{e, 1}.
Preslikava H bo limita primernega zaporedja holomorfnih preslikav { H™ },,en, ki ga bomo

konstruirali z indukcijo na m.

Oznacimo Py := K in definirajmo {y1,...Yno} == Y N K in {yn, 41, Yn,} =
Y N (P, \ Pn-1) za vsak m € N. Poenostavimo oznake in pisimo my := m,, za vsak
k € N. Nadaljujemo z indukcijo na m.
m = 1. Konstrukcija preslikave H' poteka po komponentah. Pisimo F' = (Fy,..., F,).
Ker je |hllx < 1in |h}(yx)| < 1 za vsak k = 1,...,ny in ¢ = 1,...,n, obstajajo take
konstante a; > 1, da je |a;h}|x < 1, lashl(y)| < 1zak =1,...,n,i=1,...,n in je
|aihilopngnt=13 = @ > 1 (i = 1,...,n). Zato lahko izberemo tako dovolj veliko naravno
stevilo N € N, da je

Hlaz W) < 61/2,

inf [(a;h)N — (ashi ()N |™ ™ > dy+  sup  |F|+1.
{Ini|=1}3naPy o H {|n}|=1}no P

Definirajmo

ni

i} = Fy+ [ [(ahh)™ = (aibl (g™
k=1

Zlahka se prepricamo, da je jo, (H!)(yx) = jm, Fi(yx) za k = 1,...,n,. Obstajajo take
holomorfne funkcije ¢; : X — C,i=1,...,n, da je
(1) Jmi+1(9i)(ye) = 0, k =1,...,m,
(3) lgilpr < 01/2.
Definirajmo
Hi1 ::f[il+gi, 1=1,...,n

Preslikava H' = (H{,...,H!): X — C" ima lastnosti

(CL1> |H1 —F|K < 517
(bl) infapl |H1| > dl +1-— 51 in
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(Cl) jmk<H1)(yk) = jmk<F)(yk')7 k= 17 - N,
m — m + 1. Recimo, da smo Ze konstruirali zaporedje preslikav H*,...,H™ : X — C",

ki zadoscajo

() [ — B < 6,
(bm> infapm |Hm| > dm +1-— ZT 61 in

(em) Jmi (™) (k) = G (F)(Yr)s k=150 g

Preslikava H! zadosca tem lastnostim, ¢e definiramo Py := K in H" := F. Preslikavo

H™*! konstruiramo po komponentah na enak nacin kot H'. Za i-to komponento izberimo

a; > 1 in tako dovolj veliko stevilo N € N, da je

MNm+1

LT 1@ N — (@ () V5™ < G /2,
k=1

Nm-+1

inf [(a:h )N = (a:h" () V[ >
R =)0 P g
> dpy1 + sup |H™| + 1.

(R =130 P11

Definirajmo

Nm+41

A= B T (k)Y = (b)Y ™

k=1

Naj bodo g; : X — C, i =1,...,n take holomorfne funkcije, da je

(1) ]mk+1(gz)(yk) = 07 1= 17 <oy M1,
(2) jmk (gl)<yk) = ]mk(HZn - jv{zn’b—i_l)(yk’)v k = Nm+1 + 17 coy M2, in

Definirajmo
H™M = PNIZ?"H +gi,1=1,...,n.
Preslikava H™ = (H"™, ..., H™1) : X — C" ima lastnosti
(@mg1) [H™ = H™ |5 < Oy,
m—+1

(bm+1> inf6p7n+l ‘Hm+1’ > dm+1 + 1 - 1 6Z ln

(Cm+1) T (H)m+1(yk) = Jmy, (F)(yk), E=1,.. npo.
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Lastnost (a,,) pove, da je |H — f|x < ¢ in da zaporedje H™ konvergira enakomerno
po kompaktnih mnozicah v X k limiti A := lim,,_, .o H™ : X — C". Lastnost (¢,,) zago-
tavlja, da velja jm, H(y) = jm, (F)(y) za vsak y € Y, lastnost (b,,) pa, da je infyp, |H| >
dj+1—>7"0; > d; za vsak j € N. &

Trditev 2.3.2. Naj bo X Steinova n-mnogoterost, Y C X diskretna mnoZica in ¢ : X —

C" holomorfna preslikava. Naj bo za vsaky € Y dano stevilo m, € Ng. Potem je mnozica
A:={F:X — C", F skoraj prava holomorfna, jm,(F)(Yy) = jm,(©)(y) Yy € Y}
residualna v mnoZici
B :={F:X — C", F holomorfna, jum,(F)(y) = jm,(¢)(y) Yy € Y'}.

Opomba. Trditev (d) izreka 2.1.1. je poseben primer trditve 2.3.2.

Dokaz. Ker je znano, da je mnozica vseh skoraj pravih holomorfnih preslikav X — C”
residualna v Frechetovem prostoru O(X) (glej [Bi] in [Schl]) in je B zaprt afin podprostor
v O(X)", zadosca dokazati, da je A gosta v B.

Izberimo F' € B, kompaktno mnozico K C X in ¢ € (0,1). Nas cilj je poiskati
preslikavo H € A, ki zadosca |H — F|x < €. Naj bo {K,};en tako normalno izérpanje
X s kompaktnimi mnozicami, da je K; = K. Izberimo poljubno skoraj pravo preslikavo
h: X — C". Obstaja tako zaporedje pozitivnih Stevil ¢; — o0, da za vsak 7 € N velja

naslednje:

Ce je polieder P; definiran kot unija konc¢nega Stevila tistih povezanih komponent mnozice
h=1(B(c;) % ... x B(c;)), ki sekajo K;, je IP;NY = ().

Privzeti smemo, da je K C P;. Izberimo naraséajoce zaporedje (pozitivnih) realnih
stevil {d;};en, ki gre v neskonc¢nost. Po trditvi 2.3.1. obstaja preslikava H : X — C" z

lastnostmi

(a) |H— F|g <e,

(b) infyp, |H| > d; za vsak j € N in

(€) Jmy, (H)(y) = jm, (»)(y) za vsak y € Y.

Ker gre zaporedje {d;} v neskon¢nost, nam lastnost (b) zagotavlja, da je H skoraj prava,
iz (c) pasledi H € A. L]
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Trditev 2.3.3. Naj bosta X in'Y kot v trditvi 2.53.2., ¢ € N Stevilo in ¢ : X — C"" taka
preslikava, da je ¢ly 1Y — C"™ prava. Naj bo za vsak y € Y dano Stevilo m, € Ny.

Potem je mnoZica
A:={F:X — C" F prava holomorfna, jm,(F)(y) = jm,(¥)(y) Vy € Y}
gosta v mnozici
B:={F:X — C" F holomorfna, jm,(F)(y) = jm,(¢)(y) Vy € Y}.

Opomba. Trditev (c) izreka 2.1.1. je poseben primer zgornje trditve 2.3.3.

Dokaz. Izberimo poljubno preslikavo F' € B, kompaktno mnozico K C X in ¢ > 0.
Istemo holomorfno preslikavo (H,G) : X — C"'? iz A, ki zadosca |F — (H,G)|x < €.
Definirajmo ¢’ := (¢1,...,¢n), ©" = (@Pn+1,---, Pniq), ter naj bo F' = (Fy,..., [F},),
F" = (Fui1, ..., Faig). S pomocjo strogo plurisubharmonicne funkcije izérpanja na X
lahko izberemo tako normalno iz¢rpanje X s holomorfno konveksnimi kompaktnimi mnozi-
cami {C}}jen, da je K C Cf, za vsak j > 2 mnozica (C; \ Cj_1)NY vsebuje natanko eno
tocko, ki jo oznacimo z y; in je mnozica OC; N'Y prazna za vsak j € N. Poenostavimo
oznake in pisimo m; := m,, za vsak j € N. Iz tehni¢nih razlogov privzemimo, da 0 ¢
©"(Y) (ker je Y diskretna, je to vedno mogoce doseci s translacijo koordinatnega sistema).
Za vsak y; obstajajo odprta okolica U; C C}; tocke y; in taka holomorfna preslikava
fi 2 Uy — €1, daje jim, (f5)(y5) = Jm, (") (y;) in | fjlu, > 1f5(y;)]/2. Naj bo Vi odprta
okolica Cj_;. Privzeti smemo, da je U;NV;_; = (). Ker so mnozice C;; U{y,+1} holomorfno
konveksne, lahko uporabimo Bishopove rezultate ([Bi], Theorem 2) in aproksimiramo

mnozice C; U{y,4+1} s takimi specialnimi analiti¢nimi poliedri P;, da za vsak j € N velja:
- (CjU{yjn}) € B (V;UUj) in K C PNV

-OP;NY =0, (P\ Pj_))NY = {y;} Kjer je Pj := P;NV};

- mnozica P;’ = P; NUj4; vsebuje tocko y;41 in ima natanko eno povezano komponento.

Ocitno je { P;} normalno izérpanje X. Naj bo ny := |¢(yx)| (za vsak k£ € N) in izberimo
tako narascajoce zaporedje pozitivnih stevil {d;};en, da je d; # ny za vsak j,k € N in
d; > max{ni,...,nj41} + 1. Ker je ¢ prava na Y, gre zaporedje n; v neskon¢nost in
prav tako zaporedje {d;};en. Iz trditve 2.3.1. sledi, da obstaja skoraj prava preslikava
H : X — C" kizadosca [F' — H|gx < &, Jm,(H)(Y) = Jm,(¥')(y) za vsak y € Y in
infop, |[H| > d;,j € N.

Za vsak j € N definirajmo analitici polieder Q; kot unijo (kon¢nega Stevila) povezanih

komponent mnozice H~(B(d;) x ... x B(d;)), ki lezijo v Pj in naj bo Q/ tista povezana
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komponenta mnozice H~'(B(d;)%...x B(d;)), ki vsebuje tocko y;1. Zaradi izbire Stevil d;
je mnozica Q podmnozica P/ in zato tudi podmnozica Uj, ;. Naj bo Q; := Q;UQ. Zlahka
se prepricamo, da je {Q;},en normalno izérpanje X in da velja K C Q}, 0Q; NY =0 in
(@i \ Qj—1) NY = {y;11} za vsak j > 2.

Konstruirali bomo tako holomorfno preslikavo G : X — C%, da bo jn,, (G)(y) =
Jmy (¢")(y) za vsak y € Y in preslikava (H,G) : X — C"* prava, kar pomeni, da
mora biti funkcija |G| velika na mnozicah, kjer je funkcija |H| premajhna. Te mnozice

definiramo z naslednjim predpisom:

Ll = Ql n L] = {Z € Q] \mv ‘H(ZN < anFl - 1/2}’ ‘7 2 2.

Izbira stevil d; zagotavlja, da je vsaka mnozica L; kompaktna podmnozica (Q; \ Q;_1) in
mnozica L := U°L; je Rungejeva X. Ce tocka yj+1 lezi v mnozici Lj, potem je povezana
komponenta Lj, ki vsebuje y;,1, podmnozica Q7 C Uj1;. Oznacimo to komponento z L.

Ce tocka Yj+1 lezi v L;, to pomeni, da je

njv1 = 9" ()l = [fim(yia)]- (11)

Ce je Y N L; = (), definiramo L :=9.

Definirajmo preslikavo g : L — C? s predpisom g|., = F"|r,, g\L;/ = fiy1 e LY # 0
in g|Lj\L3_/ =Mnjp zaj > 2.

Po enacbi (11) je |g(x)| > njy1/2 za vsak € Lj. Pisimo K, := K in K; := {z €
L;, |H(z)] < njp1 — 1} za j > 2. Ker je L Rungejeva v X, obstaja taka preslikava
G: X — Ci daje jim, (G)Y) = jm,(©")(y) za vsak y € Y in |G — g|k; < € za j € N.

Ker velja
(G, H)|gng,., > min{n;1 —1—e,nj41/2 -} >nj1/2—c—1zavsak j >2

in je lim; , o n; = oo, je preslikava (H,G) : X — C"" prava. Po konstrukciji je
iy (H, G) () = o (#)(9) 7 vsak y € ¥ in |(H, G) — Flic < e. *

Trditev 2.3.4. Naj bo X Steinova n-mnogoterost, Y C X diskretna mnoZica, ¢ : X —

C™ holomorfna preslikava in ¢' = [”TH] Naj bo za vsaky € Y dano neko stevilo m, € Ny.

MnoZica vseh skoraj pravih holomorfnih preslikav F : X — C", ki zado$cajo
(1) Jm, () (y) = Jm, (@) (y) 20 vsak y €Y in
(2) dim{x € X\ Y, rang, F <n—i}<2(¢ —i+1),i=1,...,n

je residualna v mnoZici G vseh holomorfnih preslikav G, ki zadoscajo jm,(G) = jm,(©)(y)

za vsaky € Y. Ce je Y prazna ali pa je my =0 za vsak y € Y, lahko (2) nadomestimo z
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(2"dim{x € X, rang, F <n—1i} <2(¢ —i+1),i=1,...,n

Opomba. Analiticna mnozica A z dim A < 0 je po definiciji prazna.

Dokaz. Po trditvi 2.3.2. je mnozica G; vseh skoraj pravih holomorfnih preslikav, ki
zadoscajo (1), residualna v G. Pokazati moramo Se, da je mnozica Gy vseh preslikav
F € G, ki zadoscajo (2), residualna v G.

NajboT:=TX,S:=X xC"in

V =Homc(T,S) = Upex{L : T, — S;, L je C-linearna}.

Oznacimo s prx : V — X svezenjsko projekcijo. Za vsak p =0,...,n — 1 naj bo V? =

Uzex{L € V,, rangL = p}. Znano je, da je VP mnogoterost kodimenzije codimy, V? =

(n — p)?. Za vsako mnozico A C X naj bo VP|4 := Uyea{L € V,, rangL = p}.
Definirajmo preslikavo ¢(f) : (X \'Y) — V?|x\y) s predpisom

O(f)(x) = Da(f),

naj bo H? mnozica vseh tistih holomorfnih preslikav f, za katere je ¢( f) transverzalen na
VP|x\y in H = ﬂZ;éHp . Trdimo, da je vsaka izmed mnozic H? (in s tem H) residualna
podmnozica G. Privzemimo, da to velja, in dokonc¢ajmo dokaz trditve. Transverzalnost
¥(f) na VP pomeni

dim{x € X\ Y, ¢(f)(z) € VP} =dim[y(f)(X \Y)] — dimV + dimV?.

Ce enacbo preuredimo, dobimo
dim{z € X \Y, ¢¥(f)(z) € V'} =n—(n—p)*,
za vsak p =0,...,n — 1, oziroma, ¢e vstavimo i = n — p,
dim{zx € X \'Y, rang.f <n —i} =n — i’

za i = 1,...,n. Brez teZav se prepricamo, da je n —i* < 2(¢’ —i+ 1) zai = 1,...,n.
Vsaka preslikava f € H torej zadosca pogoju (2) iz trditve 2.3.4., zato je H podmnozica
Gy. Ker je 'H residualna v G, je tudi G, residualna v G.

Da bi dokazali, da je HP residualna v G zadosca videti, da je za vsako kompaktno
mnozico C' C VP|x\y) mnozica H¢, vseh tistih holomorfnih preslikav f € G, za katere je
¥ (f) transverzalna na V? na C, odprta in gosta v G za vsak p =0, ..., n — 1. Fiksirajmo
neko tako kompaktno mnozico C'. Ker je transverzalnost nad kompaktom odprt pogoj, je

mnozica H% odprta podmnozica G.
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Da bo dokazali, da je gosta, izberimo poljubno preslikavo F' € G, kompaktno mnozico
K Cc (X\Y)in e > 0. Privzeti smemo, da K vsebuje prx(C) v svoji notranjosti.
Izberimo take holomorfne funkcije gi,...,gx : X — C, da ima preslikava g = (g1, ..., gx)
maksimalen rang v vsaki tocki iz K in je jm,(¢;) = 0zavsaky € Y, i=1,... k. Ce je
my =0zavsak y € Y (ali Y = ), take funkcije obstajajo za vsako kompaktno mnozico

K C X. Definirajmo preslikavo ¥ : M™% x K — Vg s predpisom
U(A,y) == Dy(F + Ag).

Preslikava ¥ je (odprta) afina surjektivna submerzija nad neko okolico K in zato trans-
verzalna na vsako izmed mnozic VP|k. Thomov izrek o transverzalnosti pove, da je
mnozica

Mg :={A € M™* W(A,-) je transverzalna na V? nad C'}

gosta v M™*_ Ce izberemo A € My dovolj blizu nic¢elni matriki, bo preslikava G :=
F + Ag blizu F na K in ¢(F + Ag) transverzalna na V? nad C, kar pomeni, da F' + Ag
lezi v HY..

Ce je Y = 0 ali m, = 0 za vsak y € Y, je dokaz enak, le da izbiramo kompaktne

mnozice C' kot podmnozice V? (namesto V7| x\y).

&

Posledica 2.3.1. Naj bo X Steinova n-mnogoterost, Y = {y,}jexn C X diskretna mnoZi-
ca, ¢ Y — C" preslikava, {d;};en zaporedje pozitivnih stevil in {P;};en tako normalno
izérpanje X s specialnimi analiticnimi poliedri, da je OP; NY = 0 in (po morebitnem
presteviléenju y;-jev) (Pjy1 \ Pj) NY = {y;} za vsak j € N. Potem obstaja skoraj prava

preslikava H : X — C" z lastnostmi

(1) H(y;) = ¢(y;) za vsak j € N,

(2) [H|op; > dj za vsak j € N in

(3) dim{z € X, rang,H <n —i} <2([*H]—i+1),i=1,...n.

Dokaz. Najbodo Vin VP, p=0,...,n—1 kot v dokazu trditve 2.3.4. Tam smo dokazali,
da je mnozica H vseh tistih holomorfnih preslikav F' : X — C", za katere je preslikava
x — D, F transverzalna na vsako izmed mnozic VP, residualna v mnozici G vseh razsiritev
preslikave . V temle primeru je m, = 0 za vsak y € Y. Izrek o transverzalnosti pove, da
za vsak F' € G, vsako kompaktno mnozico K C X in vsako relativno kompaktno odprto

okolico U za K obstaja tak ¢ > 0, da velja:

(%) ¢e G : X — C" zadosca |G — F|y < € potem je preslikava = — D,G transverzalna

naV? p=0,....n—1vzzavsak xr € K.
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Za vsako stevilo j € N naj bo U; C Pj;1 odprta okolica F]-. Induktivno bomo kon-
struirali zaporedje holomorfnih preslikav H? : X — C™ in tako padajoce zaporedje {¢,},
da boe; €0,1) za vsak j € N in

(Clj) ’Hj‘api >d; +1— Z£:i+1 €k/2k+1 za 1 = 1, ey
(b;) H leziv Hin |H) — H' 7Yy, <ej-1/27 za j > 2,
(c;) g; zadoséa (x) za F := H?, U :=U; in K := P;.

j = 1. Naj preslikava h' : X — C" zadosca (1). Ker je H residualna v G, obstaja taka
preslikava H' € H da je |H'9p, > di + 1. Po izreku o transverzalnosti obstaja tak
g1 €10,1), da velja tudi (c).
j — j + 1. Recimo, da smo H’ 7e konstruirali. Obstaja taka preslikava h/*!: X — C",
daje |H =ty <e;/272 in |WH gp,,, > djiq + 1. Ker je H residualna v G, obstaja
taka preslikava H'*' € ‘H, da je [hW/*h — H/*y | < e;/27"2. Preslikava H/*' zadosca
pogojema (a;i1) in (bj41). Zaradi enakih razlogov kot zgoraj obstaja tudi tako stevilo
gj+1 € [0,1), da velja (¢j41)-

Zaradi (b;) zaporedje { H’} konvergira enakomerno po kompaktih v X in ima zato lim-
ito H: X — C" Iz (a;) sledi, da H zadoséa (1). Ker je |H — H'[y, < > ¢;/2" < ¢
za vsak 7 € N, je preslikava x — D, H transverzalna na vse mnozice V?, p=20,...,n—1,

kar pomeni, da H zadosca (2). s

2.4 Tehnikalije

Da se bomo lahko lotili se dokazov trditev (a) in (b) glavnega izreka, potrebujemo Se
nekaj tehni¢nih pripomockov. Kot prej naj bo X n-dimenzionalna Steinova mnogoterost

in Y C X diskretna mnozica. Spomnimo se, da smo ze definirali stevili

N = max{[®1]+ 1,3} in
N’ = max{[®],1}.

Naj bo ¢ = (¢, ¢") : Y — C"" prava preslikava za nek ¢ € N in naj bo H : X — C"
skoraj prava holomorfna razsiritev ¢’ : X — C" iz posledice 2.3.1. V tem razdelku bodo
Stevilo ¢ in preslikavi H in ¢ fiksirani. Za R > 0 naj bo X poljubna unija konénega
Stevila povezanih komponent mnozice H=*(B,(R)) C X innajbo Z% = H(X®) = B,(R).

Preslikava Hyr : X — ZF je prava.

Lema 2.4.1. Obstajata stratifikaciji X,, = X® > X,_1... D2 Xo D X_1 =0 in Z, =
IR Z, ... DZyDZ_1 =0, 2 Xy in Zy# 0, z lastnostmi
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(1) Xo 2 XENY in Zy D HY N XF),
(2) X; = H ' (Z;) n X*,
(3)

Xj, ZF = Z; \ Zj_1 sta j-dimenzionalni mnogoterosti (ali prazni),

analiticni mnoZici X; in Z; sta najvec¢ j-dimenzionalni in mnoZici X; = Xj \

(4) ¢e X7 ni prazna, je preslikava H : X} — Z7 imerzija j € {0,...,n},

(5) rang H je konstanten na vsaki povezani komponenti mnoZice X3 za vsak j € {0,...,n}.

Dokaz. Lema 6.1 iz [Schl] da stratifikaciji { X}} in {Z}} z vsemi zahtevanimi lastnostmi,

razen (1). Definirajmo:

X, = X, inZ,:=27,
X; = X;UX nH Y HYNXY)], inZ;:=Z;,UHYNX")j=0,...,n—1,
X,l = X/—l = Z,l = Zl_l =
Novi stratifikaciji imata vse zelene lastnosti. &

Sklicali se bomo 8e na dva rezultata iz [Schl] (skoraj prava preslikava H in prava

preslikava ¢ sta fiksirani).

Izrek 2.4.1. Naj bo R > 0 in XT unija koncnega stevila povezanih komponent mnoZice
H=YB,(R)). Zar € (0,R) naj bo X" := XBNHY(B,(r)). Cejeq > N ing:Y — Cta

injektivna, potem obstaja preslikava G : X" — C4, ki zadosca pogojem
a(r) preslikava (H,G) : X" — C"*9 injektivna,

B(r) preslikava (H,G1,...,Gn/) : X7 — C"N' je imerzija,

v(r) (H,G)lynxr = ¢lynxr in

o(r) (H,G)(X"\Y)) N (p(Y \ X)) = 0.

Ce je ¢ > N’ in ¢ ni nujno injektivna, obstaja preslikava G : X" — C? zadosca le

pogojema B(r) in y(r).

Dokaz. Sledimo dokazu izreka 3.3 v [Schl] z majhnimi spremembami. Izberimo 7’ €
(r, R) in pisimo X" := X n H~Y(B,(r")).

Najprej privzemimo, da je ¢ > N in preslikava ¢ injektivna. Na ni¢dimenzionalnem
stratumu Xy definiramo ¢’ : Xg — C? tako, da je ¢'|x,ny = ¢”|x,ny, njene vrednosti v
vsaki tocki Xo\ Y lezijo v CI\ ((¢nt1s- - -, Pniqg)(Y)) in je ¢ injektivna. Izrek 3.3 v [Schl]

nam da preslikavo G’ : X™ — C9, ki se na X ujema z ¢’ in ima lastnosti a(r’), 8(r') in
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v(r"). S perturbacijo, ki je nad X" dovolj majhna, dobimo preslikavo G : X" — C9, ki
zadosca a(r), B(r),~v(r) in §(r).

Ce je ¢ > N in preslikava ¢ ni nujno injektivna, definirajmo ¢’ : Xo — C? 2 ¢|x,ny =
©"|xony I ¢'|x,\y = 0. Spet po izreku 3.3 v [Schl] obstaja preslikava G : X™ — C9, ki
zadosca B(r) in vy(r). L3

Izrek 2.4.2. Najbo R,r > 0, X in X" kot v izreku 2.4.1. Izberimo r' € (r, R) in pisimo
X" = XEn H (B, (r)).

Ce holomorfna preslikava G : X" — C? z ¢ > N’ zadosca pogojema B(r) in ~(r)
12 1zreka 2.4.1., jo je ma mnoZici X" mogoce poljubno dobro aproksimirati s preslikavo
G': X" — CY ki zadoica B(r') in y(r') iz izreka 2.4.1.

Privzemimo, da je ¢ > N in ¢ : Y — C" injektivna. Naj bo G : X" — C¢
preslikava, ki zadoséa pogojem «(r), B(r),y(r) in §(r) iz izreka 2.4.1. Potem jo je na
mnozici X" mogoce poljubno dobro aproksimirati s preslikavo G' : X" — C, ki zadosca
a(r'), B(r"), v(r') d(r") iz izreka 2.4.1.

Dokaz. Sledimo dokazu izreka 3.4 v [Schl]. Ce je ¢ > N’ in preslikava ¢ ne nujno
injektivna, definiramo ¢' : XoUX" — C92 ¢'|x,ny = ¢"|x0nv: ¢'|x7 = G ¢'|xo\(vuxr) = 0.
Po izreku 3.4 v [Schl] obstaja preslikava G’ : X" — C9, ki zadoscéa B(r') in v(r') in
aproksimira G.

Ce je ¢ > N in ¢ injektivna, definiramo ¢ : Xy U X, — C? tako, da je ¢'|x = G,
9'lxory = ¢"|xonv, §'(x) € CU\ ((Pns1s -+ Pnrg) (Y)) za vsak x € Xo \ (Y U X,) in ¢
injektivna. Izberimo 7" € (1', R). Izrek 3.4 v [Sch1] nam da preslikavo G” : X" — C9, ki
ima lastnosti a(r”), B(r") in (") in aproksimira G na mnozici X”. S perturbacijo, ki je
na mnozici X™ dovolj majhna, dobimo preslikavo G, ki zadosca a(r'), B(r'),y(r') in 6(r').

[ )

Lema 2.4.2. Naj bo X C C¥ n-dimenzionalna analiticna mnoZica, Xo C X pa taka ana-
liticna podmnoZica dimenzije najve¢ n—1, da je X \ Xo mnogoterost. Naj bo dano Stevilo
k € N in naj bo ¥ taka zaprta podmnoZica X x C¥, da jeprx : V := (X x CH)\ ¥ — X
svezenj nad X \ Xo z (n — 1)-povezanimi vlakni.
Izberimo d € R in pisimo K :={z € X, ||z|| < d} (K je lahko prazna). Vsak zvezen
prerez ¢ : Xo UK — V]x,uk je mogoce razsiriti do zveznega prereza ¢ : X — V.
Posebej je mogoce vsak zvezen prerez ¢ @ Xo — V|x, razsiriti do zveznega prereza

c: X — V (vzamemo d < 0).

Skica dokaza. Pisimo ay := d, ¢y := ¢ in izberimo narascajoce zaporedje pozitivnih

realnih Stevil {a; }ien, ki gre v neskoncnost z ag < a;. Najbo K; := {zx € X, ||z|| < a;} za
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vsak i > 0 (opazimo, da je K = Kj.). Lemo bomo dokazali z indukcijo na ¢, natanéneje,
dokazali bomo, da je vsak zvezen prerez ¢; : (XoU K;) — V|x,ux, mogoce razsiriti do

zveznega prereza ¢iv1 : (Xo U K1) — Vx,uk,.,- V limiti bomo dobili globalni prerez

i+1°
c:=lim;_ ¢ : X — V, kiraz8iri ¢g = (.

Zacetni korak je trivialen, saj je prerez ¢y : Xo U Ky — V|x,uk, ze definiran. Za
indukeijski korak privzemimo, da smo ze konstruirali prerez ¢; : Xo U K; — V|x,uxk,-
Na$ cilj je razsiriti prerez ¢; do prereza c;yq : XoU K; 13 — V. Kerje V =X x CF\ X
ima prerez ¢; obliko ¢;(x) = (z,7:(x)), kjer je 7; : Xo U K; — CF zvezna preslikava. Po
Tietzejevem izreku obstaja zvezna razsiritev ; : X — CF preslikave 7;. Ker je mnozica
Y zaprta in se ¢; izogne X, obstaja taka odprta okolica U C X mnozice Xy U K;, da se
tudi prerez ¢; := (idx, ;) izogne ¥ nad U. Zdaj moramo razsiriti prerez ¢; z U na okolico
XoU K;y1. Naj bo L kompaktna mnozica, ki vsebuje K;,; v notranjosti. Obstaja taka
gladka funkcija p : X — R, ki ima 0 za regularno vrednost, da je XoUK; C {p <0} C U
in p strogo plurisubharmoni¢na na okolici L \ (X U K;). S perturbacijo funkcije p, ki je
na mnozici L \ {p < 0} dovolj majhna, lahko tako deformiramo p, da ima na L\ {p < 0}
samo nedegenerirane kriti¢cne tocke in je Se vedno strogo plurisubharmoni¢na na okolici
L\{p < 0}. Po [HL] obstaja tako kon¢no zaporedje funkcij po := p, p1 - .., pm, ki so strogo
plurisubharmoniéne na okolici L\{p < 0}, da je XoUK; 11 C {pm < 0},zavsaki=1,...,n
je supp(pi — pi—1) € (L \ Xp) in je vsaka podnivojska mnozica {p; < 0} homotopno
ekvivalentna {p;, < 0} s prilepljeno Il-celico. To pomeni, da lahko v konéno korakih
deformiramo zacetno podnivojsko mnozico {p < 0} v podnivojsko mnozico {p,, < 0} na
tak nac¢in, da je vsaka deformacija ekvivalentna dodajanju [-celice ('pseudoconvex bumps’
v [HL]). Ker so funkcije p; strogo plurisubharmoni¢ne na okolici L \ {p < 0}, je I < n.
Ker smo lepili celice izven mnozice Xy in je V|x\x, svezenj z (n — 1)-povezanimi vlakni,
lahko na vsakem koraku razsirimo nas prerez Se nad prilepljeno celico do zveznega prereza
V. Po zadnjem koraku dobimo zvezen prerez ¢; 11 : {pm < 0} — V, ki razsiri ¢y. Prerez
Cit1 = Cit1|xoUk,,, je iskani prerez. )

Naslednji rezultat se nahaja v [Gr| in je poseben primer izreka 1.1.2.:

Izrek 2.4.3. (H-princip za mnogoterosti)
Naj bo X Steinova mnogoterost, Z kompleksna mnogoterost, h : Z — X pa taka submerz-
ia, da ima vsak x € X tako okolico U C X, da h dopusca spray nad U. Naj bo d metrika

na Z, kompatibilna z dano topologijo na mnogoterosti. Potem velja:

(a) Vsak zvezen prerez fo : X — Z je mogoce s homotopijo deformirati v holomorfen
prerez f1 : X — Z, t.j. obstaja enoparametricna druzina zveznih prerezov f; : X — Z,
t €10,1].
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(b) Ce je K C X kompaktna holomorfno konveksna mnoZica in je zacetni prerez fy holo-
morfen na okolici K, potem za vsak € > 0 obstaja taka homotopija f; : X — Z,t € [0, 1],
da je d(fi(x), fo(x)) < € za vsak x € K in t € [0,1], vsak f; je holomorfen na okolici K
in f1 je holomorfen na X. V tem primeru zadosSc¢a, da ima submerzija h : Z — X spray

nad X \ K.

Lema 2.4.3. Naj bo d pozitivno Stevilo, pren : V = B,(d) x C* — B, (d) trivialen
svezeny in X C V' taka zaprta analiticna podmnoZica, da je zoZitev preslikave pron :
V — B,(d) na X prava preslikava. Naj obstaja tako Stevilo k € N, da ima vsako vlakno
Y, = (XN ({y} x C?)) najvec k tock za vsak y € B, (d). Naj tocka xo = (xf,25) € V\ X
zado$éa ||xo|| < d. Definirajmo ¢ = @ in privzemimo, da je ¢ > 3. Potem obstaja
holomorfen prerez C : B,(d) — V' \ ¥ lastnostmi

(1) C(z() = xo in
(2) [|C(x)]| > ¢ za vsak x € By(c).

Opomba. Ce je U Steinova mnogoterost, ¢ > 3 in ¥ graf take preslikave (g1, ¢g0) : U —
B,(d")xC% daje g, : U — B,(d') prava, potem za vsak d < d’ trivialni svezenj B,,(d) x C?

in X|p,(q) zadoscata predpostavkam leme 2.4.3.

Dokaz. Ukvarjati se moramo z dvema problemoma: prvi je, kako poiskati prerez V' \ X
skozi predpisano tocko in drugi, kako doseci, da bo prerez dovolj velik nad mnozico B,,(c).
Da bi resili prvi problem, bomo uporabili h-princip (izrek 2.4.3., trditev 1.11.2.). O¢itno
mnozica X zadosca predpostavkam trditve 1.11.2.; torej lahko najdemo holomorfen prerez,
ki se izogne 3, ¢e obstaja zvezen prerez, ki se izogne Y. Ker pa h-princip ne da nobenih
ocen za velikost prereza, bomo iskali prerez nekega ’afinega podsveznja’, natanéneje, prerez
B,(c) x (24 L), kjer bo z € C? tocka in L < C? vektorski podprostor kodimenzije 1. Pri
prehodu na vecjo kroglo bomo uporabili aproksimativno verzijo h-principa (izrek 2.4.3.
(b)). Glede na polozaj tocke xp moramo obravnavati dva primera.

Primer 1. Privzemimo, da je ) € B,(c). To pomeni, da je ||zf||> > 3¢*. Pisimo d' :=
(¢c+d)/2 in naj bo L ortogonalni komplement z{ in C?. Najprej konstruiramo prerez C’
nad B, (d'), ki zados¢a (1) in (2). Definirajmo V' := B,(d') x (zj + L), ¥ :=XNV'. Po
1.11.2. ima submerzija prgn : V' \ ¥’ — B, (d’) spray, saj so vlakna X! (¢e niso prazna)
konéne mnozice, torej algebrai¢ne mnozice kodimenzije ¢ — 1 > 2 in je pres|s prava. Iz
transverzalnosti sledi, da je (analititna) mnozica prg.(Y') dimenzije (najvec) n — 1 za

skoraj vse izbire L (izbrani L lahko po potrebi malo premaknemo).
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Naj vektorji vy,...,v,-1 tvorijo bazo za L in naj bodo ¢i,...,¢m : Bu(d) — C
holomorfne funkcije z x; kot edino skupno niclo. Prerez C' is¢emo v naslednji obliki:

m

C'(2") = (o xo—f-ZU, Za”

kjer je a = (a; ;) prerez trivialnega sveznja B, (d') x C™ =Y Oglejmo si preslikavo
Sy : Bu(d') x ¢™*la=b) 7,

definirano z )
q— m
Si(2',a) = (x’,a:ngZv, Za”g]
=1 Jj=
in pisimo ¥ := S;H(X). Preslikava Sy : B, (d') x C™*@=D\ ¥, — V'\ ¥/ je surjektivna

submerzija povsod, razen nad tocko zj. Zato je preslikava
S :=pren oSyt W= B,(d') x C™@V\ 5, — B,(d)

submerzija, ki ima spray nad okolico vsake tocke x # xy; ¢e je namre¢ U C B, (d') taka
okolica z, da obstaja spray s : (V/\¥')|y x C¥ — (V'\¥')|y (zanek N € N), je preslikava
Wy x CV — Wy, definirana z (y, z,t) — s(Si(y, 2),t) spray na Wy ((y,z) € Wy, t €
cM).

Nicelni prerez ag nad B, (d’) x C™*(4=Y) je prerez W nad majhno okolico z{, (ker ¢ ni in
Y)). Zdaj smo v naslednji situaciji: dim(prce(%1)) < n—1, vlakna 3 so (¢e niso prazna)
algebrai¢ne mnozice kodimenzije ¢ — 1, kar pomeni, da so vlakna W vsaj (n —2)-povezana.
Obstaja taka stratifikacija B,(d') = B, D By_1... D By #0,dajezavsak j =1,...,n
mnozica B; \ Bj_; taka j-dimenzionalna mnogoterost (ali prazna), da je stevilo tock v
Y1, konstantno na vsaki povezani komponenti B; \ B;_1, tocka x¢ lezi v By in je ¥y,
prazna za vsak x € B, \ B,_1.

Najprej z indukcijo po stratumih konstruiramo zvezen prerez. Za zacetek razsirimo
nas prerez ag do zveznega prereza a), nad okolico By, kar ni tezko, saj je mnozica ¥ zaprta.
Zdaj pa lahko uporabimo lemo 2.4.2. (a) induktivno po stratumih. Indukcijski korak je
naslednji. Privzemimo, da smo Ze konstruirali zvezen prerez a); v W, definiran nad okolico
mnozice Bj, ki je holomorfen na okolici xj. Po lemi 2.4.2. obstaja zvezen prerez a;;1 v
W|p,.,, ki se ujema z a

J
do zveznega prereza a;,, v W, ki je definiran nad neko okolico Bj; in je holomorfen na

na okolici B;. Ker je X zaprta, je prerez a;;; mogoce razsiriti

okolici xf,.
Rezultat je zvezen prerez a,, v W nad B, (d'), ki je holomorfen na okolici zf. 1z izreka

2.4.3. dobimo zelen holomorfni prerez a (in C”).
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Primer 2. Naj bo zdaj zf, € B,,(d)\ B,(c) in definirajmo d' = (||z}||+¢)/2. Ker XNV |, @)
lezi v B,,(d') x B,(R) za nek dovolj velik R > ¢, lahko definiramo kar C'(z) = (z, R + 1)
za x € B,(d).

V obeh primerih prerez C” zadosca ||C’(2)|| > ¢ in v primeru 1 zadosca se C'(z() = xo.

Zdaj pa is¢emo holomorfen prerez C' : B,(d) — V \ X skozi predpisano tocko, ki
aproksimira C” nad B,(c). Ideja je podobna kot v primeru 1. Naj bodo ¢1,...,gm :

B,(d) — C holomorfne funkcije z z{, kot edino skupno ni¢lo. Prerez C' is¢emo v obliki

C(z') = (0,xp) Zalj ’),...,Zaq,j(x’
1

kjer je a = (a; ;) prerez trivialnega sveznja B, (d) x C™*9. Definirajmo preslikavo
S1: By(d) x C™1 — V,

s predpisom

m

Si(2',a) :== (0, zp) x’,Zalj '),...,Zaw(x’)g (x"))
1 1
in naj bo ¥y := S;1(X). Preslikava S; : B,(d) x C™ @D\ ¥, — V\ X je surjektivna
submerzija povsod, razen nad xj. Kot v primeru 1 je preslikava S := prgn oSy : W =
B,(d) x C™*9\ 31 — B,(d) submerzija s sprayem nad okolico vsake tocke =’ # xj,.

Ker je C' holomorfen prerez nad B, (d'), obstaja tak holomorfen prerez b’ v W|g, (),
da je C'(z') = (0,20) + (z, 37" by (@) gi(’), ..., D270, s(2")g;(2")). Prevez ' je, ce je
U dovolj majhna, prerez W/|g, (). Podobno kot v primeru 1 naj bo B, := B,(d) D
B,_1... D By # ) stratifikacija glede na stevilo tock v ./, le da v tem primeru X,/ ni
prazna za ¥’ € B, \ B,_1. Ker je By diskretna mnozica, je trivialno razsiriti prerez b’
do holomorfnega prereza by nad okolic By U B,((c + d’)/2). Ce lemo 2.4.2. (b) uporabimo
induktivno, dobimo zvezen prerez b, v W, ki sovpada z b’ nad okolico ByU B,,((c + d')/2).

Prerez b, je holomorfen na okolici By U By,(c). Po izreku 2.4.3. (b) obstaja holomorfen
prerez b : B, (d) — W ki aproksimira b’ nad B, (c). Prerez

m

C(2') = (0,2) + Zbu Y by s()g;())

1

ima vse Zelene lastnosti. &
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Opomba. Ce je n = 1, lema velja za q > 2, ker je mnozica pre(Y’) diskretna in za kon-
strukcijo holomorfnega prereza nad prc(X’) ni potrebno uporabiti h-principa na afinih
podsveznjih, za kar smo potrebovali ¢ — 1 > 2. Za dokaz vlozitvenega izreka z interpo-

lacijo za n = 1 zato zadostuje ¢ > 2, kar pa je znan rezultat ([ABT]).

2.5 Dokaz glavnega izreka

Dokaz izreka 2.1.1. Najprej bomo dokazali trditev (a) izreka 2.1.1. Privzemimo, da je
g > N in pisimo Y = {yitien, ¥ = (¥1,...,n). Izberimo tako iztrpanje {P,};en
mnogoterosti X s specialnimi analiti¢nimi poliedri, da je 9P, NY = () za vsak i € N in
(P \P)NY = {yi11} za vsak i > 2 (modulo prestevilcenje y;-jev). Naj bo m; := ||¢o(y;)||

in izberimo tako narasc¢ajoce zaporedje stevil {d;};en, ki zadosca
(1) di > max{1l,my,mo} + 1,
(1) div1 > max{mj o, d;} + 1 za i € N.
Ker je ¢ prava, gre zaporedje {m;}ien v neskonc¢nost (ko gre ¢ v neskonc¢nost) in
prav tako zaporedje {d;}ien. Ce izberemo primeren koordinatni sistem v C"4, lahko

privzamemo, da je m; > 2 za vsak i. Fiksirajmo skoraj pravo razsiritev H : X — C”

preslikave ¢ iz posledice 2.3.1., ki zadosca

(1) |H|op, > d; za vsak i € N, in

(2) dim{z € X, rang,H <n—i} <2([*H]—i+1)zai=1,...,n.

Za vsak j € N izberimo take konstante a;,b;,c; in e;, da je max{d;_;,mj1} <
e; < a; < b; < ¢; < dj. Definirajmo (); kot unijo (konéno mnogo) tistih povezanih
komponent mnozice H (B, (d;)), ki lezijo v P;. Potem je {Q;} en normalno izérpanje
X z (Q; \ Qj-1) NY = {y,}. Preslikava H : Q; — B,(d;) je prava za vsak j € N.

Definirajmo:

K; = {z ey, [H()| <a;},
Up = {z €@y, [H@)| <},
K = {re€Q;\Q; [[H(=)| < a;},

U = {r € Qu\ Q. IH@) <o),
L = {reQum\Q; |H@) < =55,
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Ocitno sta U; in U} disjunktni odprti okolici K in K7 po vrsti, y;11 € K] in L; C K za
vsak 7 € N.

[scemo tako holomorfno preslikavo G : X — C9, da je (H,G) : X — C"%9 prava
holomorfna vlozitev, ki razsiri ¢. Da bo (H,G) prava, zadosca, da je |G|| dovolj velika
na mnozicah L; (kjer je ||[H|| premajhna), recimo ||G||,, > “5= za vsak j € N. Potem

bo [[(H,G)[lg,..\@, = ~5= in ker gre zaporedje m; v neskon¢nost, bo preslikava (H,G)

prava. Preslikava G bo limita zaporedja holomorfnih preslikav G,

7 indukcijo bomo konstruirali tako zaporedje holomorfnih preslikav
GV {xeU;, |H(@) <b}— C jeEN
in tako zaporedje pozitivnih realnih Stevil, {¢;};en da velja:

(1) GY zadosca a(b;),B(b;), ¥(b;) in §(b;) iz izreka 2.4.1.;

(2) ce je G : {x € U;, |H(z)|| < bj} — C? taka holomorfna preslikava, da je ||G(z) —
G (z)|| < ¢g; za vsak z € K, potem G zadoséa a(e;), B(e;) in §(ej);
3)1>¢e;12>2¢e;>0zaj>2;

( J j

(4) za GUD = (GVMD, . GV je |G (2)]| > T4 — 277 za vsak « € Lj;

(5) [|GUHD(z) — G (2)| < 277¢; za vsak = € K;.

§ = 1. Izbrati moramo tako preslikavo G™) in ¢;, da bosta izpolnjena pogoja (1) in (3).
Izrek 2.4.1. za (r,R) = (b1, c1) in X := U; nam da holomorfno preslikavo G : {x €
Uy, [[H(z)|| < b1} — C9, ki zadoséa a(by) — d(b1). Ker sta pogoja ‘biti regularen in

injektiven na kompaktni mnozici’ in ‘izogniti se diskretni mnozici nad kompaktom’ odprta,
obstaja tak e; € (0, 1), da velja (2).
j — j+ 1. Recimo, da smo ¢; in G e izbrali. Do preslikave GU*V pridemo v dveh
korakih. V prvem konstruiramo tako holomorfno preslikavo G : {z € Ui, |H(z)|| < b} —
C¢, da (H,G) vlozi to mnozico v V := B, (b;) x C4 na tak nacin, da slika ne seka mnozice
Y = (H,GD)Y{z € U, |H(z)| < b;}) (slike prejsnje vlozitve). Preslikavi G in G skupaj
sestavljata vlozitev mnozice {z € Q;41, ||H(z)|| < b;}. V drugem koraku uporabimo izrek
2.4.2. za aproksimacijo te preslikave s preslikavo GUTYD : {x € Uy, [|[H(z)|| < bjy1} —
C?, ki ima zelene lastnosti.

Najprej pojasnimo konstrukcijo preslikave G. Po izreku 2.4.1. za (r, R) = (bj,c;) in
X¢ kot unijo tistih konéno mnogo povezanih komponent mnozice U, ki sekajo mnoZico
{z € U}, |H(x)|| < b;}, obstaja holomorfna preslikava G : {z € U}, || H(x)|| < b;} — C¢,
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ki zadoSc¢a a(b;) in 3(b;). Problem z G je, daslika (H,G) : {x € U}, |H(z)| < b;} — C"*
lahko seka ¥ := (H,GU)({x € Uj;, ||H(x)|| < b;}). Da bi ju potegnil narazen, clovek
najprej poskusil dodati dovolj veliko konstanto eni od komponent preslikave G, kar pa
seveda ne gre, saj moramo zadostiti interpolacijskemu pogoju. Namesto tega s pomocjo
leme 2.4.3. pois¢emo holomorfen prerez C' : B,(b;) — V \ ¥. Ko pa enkrat tak prerez
imamo, lahko sliko G stisnemo v neko majhno cevasto okolico C, ki se tudi ogne ¥
vzamemo lahko kar konveksno kombinacijo G(z) := C(H(z)) + 6(G(z) — G(yj41))-
Ocitno svezenj pren @ V. — By(b;), ¥ in zg = (x(,2)) := ¢(y;+1) ustrezajo pred-
postavkam 2.4.3., zato obstaja holomorfen prerez C': B,,(b;) — V \ ¥ z lastnostmi
(i) C(xp) = xp in
(i) |C(z)| > ol = Mt 78 ysak @ € B, (752,

2 2

Ce C malo perturbiramo, lahko dosezemo, da je (C(B,(b;))\{zo})Ne(Y\{v1, ..., yj11}) =
(). Izberimo stevilo r; € (a;,b;). Obstaja tak § > 0, da za

G(x) == C(H(x)) + 0[G(x) = Clyss1)]
velja:
((H,C)({z € U, 1H @)l < ;1] 0 [(H,GD)({z € U, 1H@)] < ;1] =0,
|Gl > ==
(H,G){ € U\ {yzaa, IH @) < 0,1 000\ {n, - p541}) = 0.

Pigimo A = {x € U;41, |[H(z)|| < r;} in naj bo G’ : A — C? preslikava, definirana z

1 .
za vsak x € L; in

, GY(z), € UjNA,
G@*_{G@L reUnA

Jasno je, da je preslikava (H,G’) injektivna in regularna na A (po konstrukciji G) in
da je |G'(z)|| > == za vsak x € L;. Iz definicije G sledi, da je preslikava (H,G")
razdiritev ¢ z ANY na A in (H,G)A\Y))N(p(Y \ A)) = 0, kar pomeni, da G’
uztreza predpostavkam 2.4.2. za (r,r',R) := (rj,bj11,c¢j+1) in mnozico Uj4q kot unijo
koncnega stevila povezanih komponent mnozice H*(B,(¢;11)). Zato lahko preslikavo G’
na mnozici {z € Ujy1, |H(z)|| < r;} poljubno dobro aproksimiramo s preslikav GU+Y
{z € Ujs1, [|[H(x)|| < bjy1} — C9, kizadosca a(bjr1), B(bj+1), 7(bj41) in 6(bj41). Izberimo
GUTY tako blizu G, da za vsak € U1 z ||H(2)|| < aj velja |GUHD (2) -G/ (z)]| < 277¢;,.
Ker G’ in G sovpadata na mnozici ANU;, preslikava GUTY zadoséa (5). Za vsak = € L;
je
G (@) 2 |6/ ()] = GO (@) - @' ()] > =22 —277g; > I — 97,
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(spomnimo se, da je ¢; < 1) kar pomeni, da velja (4). Podobno, kot v primeru j = 1,

obstaja tak €41 < ¢;, da velja tudi (2).

Zaradi (3) in (5) je preslikava G = (Gy,...,G,) : X — CY,

G(x) == lim (GY(x))
j— o0
holomorfna in ker preslikave GV zadoscajo v(b;), je preslikava (H, GY) razgiritev ¢ na
U; N HY(B,(b;)). Iz (3) in (5) sledi, da je

IG(z) = GO(2)|| < g, w € {«' € Uy, |H(2')| < aj}

za vsak j € N. Zaradi (2) preslikava G zadosca pogojema a(e;), 5(e;) za vsak j € N, kar
pomeni, da je (H, G) injektivna imerzija. Iz pogojev (3)—(5) sledi, da je ||G(z)| > =22 —1
za vsak x € L;, torej je (H,G) prava. S tem je trditev (a) iz izreka 2.1.1. dokazana.
Dokaz trditve (b) je podoben, vendar precej enostavnejsi. V tem primeru se nam ni
treba ukvarjati z injektivnostjo, natancneje s pogojema «(r) in 4(r), in za vsak j € N
lahko najdemo holomorfen prerez C' (tiskega, ki je nad L; dovolj velik in gre skozi pred-

pisano tocko kot v lemi 2.4.3.) z aproksimacijo primerne konstante nad L. &
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