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68 Matematika

KATERA PRASTEVILA SO VSOTE DVEH
KVADRATOV NARAVNIH STEVIL?

Odgovor na to vprasanje je ze dolgo znan. Glasi se takole:

Liho prastevilo p delimo s 4. Ce dobimo pri tej delitvi ostanek 1, je
p vsota dveh kvadratov, ¢e dobimo ostanek 3. p ni vsota dveh kvadratov.

Edino sodo stevilo 2 je vsota dveh kvadratov: 2 = 1% 4 12,

Za zgled vzemimo prastevila 13, 23,29 in 73. Ker je
13=4-34+1, 23=4-543, 29=4-7+1 in 73=4-1841,

dajo stevila 13,29 in 73 pri delitvi s 4 ostanek 1, stevilo 23 pa ostanek 3.
Zato 23 ni vsota dveh kvadratov, 13,29 in 73 pa so:

13=22+3% 28=22+45% 73=3%2+8%

Dokaz navedene trditve najde bralec v vsaki knjigi, ki obravnava
teorijo stevil, v nasem jeziku v knjigi Teorija Stevil, ki jo je napisal
prof. Joze Grasselli.

Pred nekaj leti pa je Don Zagier objavil nov zanimiv dokaz, ki ne
zahteva nobenega znanja iz teorije Stevil, zadostuje srednjesolska mate-
matika. Namen tega ¢lanka je prikazati njegov dokaz.

Naj bo liho prastevilo p vsota dveh kvadratov, torej

p:az—l—b‘z‘

Tu sta a in b naravni stevili. Ker je p lih. je eno izmed njiju liho,
drugo sodo. Denimo, da je a liho in b sodo stevilo. Potem lahko piSemo
a=2k+1in b= 2, kjer sta k in [ naravni stevili. Enakost

p=(2k+12+4P =402 + k+12)+1

pove, da dobimo ostanek 1, ¢e delimo p s 4. Zato p ni vsota dveh
kvadratov, kadar je ta ostanek enak 3.
Naravno Stevilo, ki da ostanek 1, ce ga delimo s 4, lahko zapiSemo v
obliki 4n + 1, kjer je n spet naravno stevilo (n je kvocient pri delitvi s 4).
Naj bo zdaj prastevilo p oblike p = 4n + 1. Dokazati moramo, da je
vsota dveh kvadratov. V ta namen si oglejmo enacbo

24 4yz=p. (1)
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Zanimajo nas njene reSitve v naravnih Stevilih x,y,z. Al obstajajo?
Obstajajo. Ena je kar z = 1, y = n, z = 1. V splosnem premore enacbha
(1) ve¢ resitev, toda vselej samo konéno mnogo. Naravna Stevila x,y, z,
ki ji zadoS¢ajo, so namre¢ o€itno vsa manjsa od p.

Zaznamujmo z M mmnoZzico vseh trojk (x,y,z) naravnih stevil, ki
ustrezajo enacbi (1). Mnozica M je, kakor re¢eno, konéna. Pri p = 17 s0
na primer v njej tele trojke

p=170 M=1{(1,1,4),(1,2,2),(1,4,1),(3,1,2),(3,2,1)}.

Pripomba. Hkrati s trojko (z,y, z) je tudi trojka (x, z,y) v mnozici
M, saj je p = 2% + 4yz = 2> + 4zy. Ce y # z, Stejemo trojko (z,y,z) in
(z,z,y) za razlicni resitvi enacbe (1), torej razliéna elementa mnozice M.

Se tole omenimo: Denimo, da cela Stevila x, y, z ustrezajo enachi (1).
Nobeno izmed njih ni enako ni¢. Res. Ce bi bil z = 0, bi bilo p = 4yz;
prastevilo p pa ni deljivo s 4. Ce pa bi bilo y = 0 ali z = 0, bi bil p = z?,
toda prastevilo p ni kvadrat.

Denimo, da smo na neki nacin ugotovili, da je stevilo trojk v mnozici
M liho. Povezimo trojke iz M v pare takole: Trojki (x,y,z) priredimo
trojko (x, z,y), se pravi trojko, v kateri smo zamenjali zadnji stevili. Torej

(59, 2) — (29, 2) .

Ker ima mnozica M liho stevilo trojk, morata biti vsaj v enem od teh
parov trojki med seboj enaki. Toda trojki (z,y,z) in (x,z,y) sta enaki
samo tedaj, kadar je z = y. Zato je v M vsaj ena trojka oblike (z,y,y).
Ker trojke zadoséajo enacbi (1), imamo

2+ (29)* =p.

Vidimo, da je p vsota dveh kvadratov (namreé vsota kvadratov naravnih
stevil z in 2y), ée ima mnozica M liho Stevilo elementov.

Kako bi ngotovili, da je stevilo trojk v mnozici M vselej liho? Don
Zagier je imel tole zamisel: Povezimo trojke iz M v pare na kak drug
naéin, in sicer tako, da bosta trojki v enem in samo enem paru enaki. Ce
smo tako povezavo nasli, je v M liho stevilo trojk.

Zapisimo enacbo (1) v eni izmed naslednjih oblik

p=2?+4yz=(z4+22)°+42(y—2z—2), (2a)

p=2’+4yz=(x -2y +4(z+ 2z -9y, (2b)
p=a’+4yz=2y—a) +4y(z+2—y). (2¢)
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Enatba (2a) pove, da je hkrati s trojko (z,y,z) tudi trojka celih
stevil (z + 22,2,y — x — 2) resitev enacbe (1). V trojkah mnozice M so
samo naravna Stevila, tretje stevilo y — x — 2z nove trojke pa je negativno,
¢e je y < z+ z (kakor vemo, ne more biti enako ni¢). Zato je trojka
(2 + 22,2,y — ¢ — z) v mnozici M le tedaj, kadar je y > z + 2.

Enaébi (2b) in (2c) pa dasta trojki celih §tevil (z — 2y, z + z — y, )
in (2y — z,y,z + z — y), ki sta resitvi enaébe (1). Da bosta ti trojki v M,
mora biti y < 4 z. V prvi trojki mora biti tudi > 2y, v drugi = < 2y.

Razdelimo zdaj M na tri podmnozice takole

My ={(z,y,2) e M, z+z<y},
3”12:{(93-.%2)61"-4, :I:+z>yina:>2y},
Mz ={(z,y,2) EM, z+2z>yinz<2y}.

Ocitno je vsaka trojka mnozice M v eni in le eni izmed navedenih mnozic.
To se pravi, da je M unija treh disjunktnih mnozie M;, Ms, My, torej
M = M, UM, U M.

Ce je trojka (z,y, z) v My, je trojka (2+2z, z,y—z —z) v mnozici M,
ker je y — x — z > 0. Kateri izmed mnozic M;, My, M5 pripada? Pisimo

z+22=2, z=9, y—-xz—-z2=2.
Preprost racun pokaze, da je
-2 =2>0, 242 -y =y>0 in yy=2>0. (%)

Od tod dobimo &’ > 2y in y' < &’ + 2. Zato je trojka (z’,y',2'") v Ms.

S podobnim ra¢unom ugotovimo, da je trojka (z — 2y, x+ 2z —y,y) v
M, ée je trojka (z,y,z) v Ms.

Videli smo, da je trojka 2’ = 2+ 22, ¢y = 2, 2 =y—-ax—2 v
Mo, kadar je (z,y,2) v M;. Zato je trojki (z',7', 2') pripadajoéa trojka
(' —2¢y',2" + 2" —y',y') v M;. Enacbe (%) povedo, da je ta trojka enaka
zacetni trojki (x,y,z). Podobno se prepricamo, da pridemo nazaj na
prvotno trojko, ée poljubni trojki (z, v, z) iz mnozice M5 priredimo najprej
trojko (z — 2y, +z —y,y) v M, nsto pa le-tej poiSéemo ustrezno trojko
v f'.-fg.

Naj bo zdaj trojka (z,y,z) v mnozici M3. Potem je trojka
(2y — z,y,x + z — y) v mnozici M. Preprost ra¢un pokaze, da je ta trojka
spet v M3. Pisimo o’ = 2y—u., ¢ =y, 2’ = 2+ 2z—y. Takoj ugotovimo, da
je trojki (2',y/, 2') pripadajoéa trojka (2y' — 2’9, 2’ + 2’ — /) kar enaka
prvotni trojki (z,y, z).
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Povezimo zdaj trojke iz mmnozice M v pare takole:

trojki (z,y,2) € My priredimo trojko (x +22,z,y —x — 2) v Moy,
trojki (z,y,2) € Mz priredimo trojko (z — 2y, z + 2z — y,y) v My,
trojki (x,y,2) € My priredimo trojko (2y — z,y,z + 2 — y) v Ms.

Iz zgoraj povedanega izhaja tole: Ce smo priredili trojki (z,y,2)
trojko (2',y’, 2'), pripada vselej trojki (2/,y’, 2’) prvotna trojka (z,y, 2).
S tem predpisom so torej trojke mnozice M res povezane v pare.

Ali sta lahko v kakSnem paru trojki enaki? Trojke iz M, so povezane
s trojkami iz Mo, trojke iz My pa s trojkami iz M;. Ker My in M> nimata
skupnih trojk, sta tu v vsakem paru povezani trojki razlicni. Naj bo zdaj
trojka (z,y, z) v M3. Ce se ujema s pripadajoco trojko (2y—z,y,z+2—y),
ki je tudi v M3, mora biti 2y —x =z, y =y in £ + z — y = 2. Te enacbe
so izpolnjene natanko tedaj, kadar je y = x, to je pri trojki (z,z, z). Ker
je trojka (z, z, z) reditev enacbe (1), velja

a(z+42) =p. (3)

Toda p je prastevilo, = in z pa sta naravni Stevili in je zato =z + 42z > x.
Edina moznost, da ustrezemo enacbi (3), je ta, da postavimo z = 1 in
z+4z = p. Od tod imamo z = (p — 1)/4. Ker je p oblike 4n + 1, je
kvocient (p— 1)/4 enak n, se pravi naravno stevilo. Tako smo ugotovili:
Edino trojka (1,1, ‘”—Z—l) € M se ujema s pripadajoco trojko v paru, v vseh
drugih parih sta trojki razlicni. To pa pomeni, da je v mnozici M liho
gtevilo trojk. Ker je bilo p poljubno prastevilo oblike 4n+ 1, smo dokazali:

Vsako prastevilo oblike 4n + 1 je vsota dveh kvadratov.

Na koliko nacinov je praStevilo p = 4n + 1 izrazljivo z vsoto dveh
kvadratov? Ce je p = a® + b%, kjer sta a in b naravni §tevili, je tudi
p = b?+a®. V teh dveh zapisih sta samo sumanda zamenjana. Velja tole:

Ce se ne oziramo na vrstni red sumandov, se da prastevilo p =
= 4n + 1 zapisati kot vsota dveh kvadratov samo na en nacin.

Naravno stevilo je namrec sestavljeno (ni prastevilo), ¢e je na dva
razliéna naéina izrazljivo z vsoto dveh kvadratov. Dokaz tega dejstva
najde bralec v ¢lanku Kako ugotovimo, da je naravno stevilo sestavljeno,
preden ga razstavimo? Clanek je izsel v Preseku, letnik 25 (1997/98),
str. 130-136.

Ivan Vidav





