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lVIatematika I

KATERA PRAŠTEVILA SO VSOTE DVEH
KVADRATOV NARAVNIH ŠTEVIL?

Odgovor na to vp rašanje je že dolgo znan. Glasi se takole:

Liho prašt evilo p delim o s 4. Če dobimo pri tej delitvi ost anek 1, j e
p vsot a dveh kvadratov, če dobim o ostanek 3, p ni vsota dveh kvadratov.

Edino sodo število 2 je vsota dveh k vadratov: 2 = 12 + 12 .

Za zgled vzemimo praštevila 13, 23, 29 in 73. Ker je

13 = 4 . 3 + 1, 23 = 4 . 5 + 3, 29 = 4 . 7 + 1 in 73 = 4 . 18 + 1,

dajo šte vila 13, 29 in 73 pri delit vi s 4 ostanek 1, število 23 pa ostanek 3.
Zato 23 ni vso ta dveh kvad ratov , 13, 29 in 73 pa so :

Dokaz navedene t rd itve najde bralec v vsaki knjigi , ki obravnava
teorijo šte vil, v našem jeziku v knjigi Teorija šte vil, ki jo je napisal
prof. J ože Grasselli.

P red nekaj let i pa je Don Zagier ob javil nov za nimiv do kaz, ki ne
zahte va nobenega znanja iz teorije šte vil, zadostuje srednješolska mate­
mat ika . Name n tega članka je prikazat i njegov dokaz.

Naj bo liho prašt evilo p vsot a dveh kvadratov, torej

IJ = a2 + b2
.

Tu sta a in b naravn i števili. Ker je p lih , je eno izmed nJIJ u liho,
drugo sodo. Deni mo, da je a liho in b sodo šte vilo. Potem lahko pišemo
a = 2k + 1 in b = 2[, kjer st a k in L nar avn i šte vili. Enakost

pove, da dob imo ostanek 1, če delimo p s 4. Zato p ni vsota dveh
kvad ratov, kadar je ta ost anek enak 3.

Na ravno število, ki da ostanek 1, če ga delimo s 4, lahko zapišemo v
obliki 4n + 1, kjer je ti spe t naravno št evilo (n je kvocient pri delitvi s 4) .

Naj bo zdaj prašt evilo p oblike IJ = 4n + 1. Dokaza t i mor amo, da je
vsota dveh kvadratov. V ta namen si oglejmo enačbo

x 2 + 4y z = p . (1)



I Matematika

Zanimajo nas njene rešitve v naravnih številih x , y, z . Ali obstajajo?
Obstajajo . Ena je kar x = 1, y = 17" Z = 1. V splošnem premore enačba

(1) več rešit ev , t oda vselej samo končno mnogo. Naravna števila x, y , z ,
ki ji zadoščaj o, so namreč očitno vsa manjša od p .

Zaznamujmo z M množico vseh trojk (x , y , z) naravnih št evil, ki
ustrezajo enačbi (1). Množica NI je, kakor rečeno, končna . Pri p = 17 so
na primer v njej t ele trojke

p = 17: M = {(1, 1,4) , (1,2,2), (1,4,1) , (3, 1, 2), (3,2 , 1)}.

Pripomba. Hkrat i s trojko (x, y , z ) je t udi trojka (x , z , y) v množici
M, saj je p = x2 + 4yz = ;)';2 + 4zy . Če y -1- z, štej emo trojko (.T, y, z) in
(x , z,y) za različni reš it vi enačbe (1), t orej različna elementa množice ]\11.

Še to le omenimo: Denimo, da cela št evila x , y , z ustrezajo enačbi (1) .
Nobeno izm ed nj ih ni en ako nič . Re s. Če bi bil x = O, bi bilo p = 4yz ;
prašt evilo p pa ni deljivo s 4. Če pa bi bilo y = Oali z = O, bi bil p = x 2

,

t od a prašt evilo p ni kvadrat.
Denimo, da sm o na neki način ugotovili, da je število trojk v množici

NI liho. Povežimo trojke iz M v pare takole: Trojki (x, y, z) priredimo
trojko (x , z , y), se pravi t rojko, v kateri smo zamenjali zadnji št evili. Torej

(X,y, Z) I, 'I(x,y,z).

Ke r im a množic a M liho število t ro jk, morata biti vsaj venem od teh
parov t ro jki med seboj enaki. Toda trojki (x, y , z) in (x, z, y) st a enaki
samo te daj, kadar je z = y. Zato je v lvI vsaj ena trojka oblike (x, y, y).
Ker t rojke zadoščaj o enačbi (1), imamo

Vidimo, da je p vsota dveh kvadratov (namreč vsota kvadratov naravnih
števil x in 2y), če ima množica l III liho št evilo elementov.

Kako bi ugotovili , da je št evilo t rojk v množici M vsel ej lih o? Don
Zagi er je imel t ole zamisel : P ovežimo t rojke iz M v pare na kak drug
način, in sicer t ako, da bosta trojki v enem in samo en em paru enaki. Če

sm o tako povezavo našli, je v M liho šte vilo trojk.
Zapišimo enačbo (1) v eni izmed naslednjih oblik

p = x2 + 4yz = (x + 2Z)2 + 4z(y - x - z) ,

p = x 2 + 4yz = (.T - 2y)2 + 4(.T + Z - y)y ,

p = x2 + 4yz = (2y - x)2 + 4y(x + z - y) .

(2a)

(2b)

(2c)



Matematika I

Enačba (2a) pove, da je hkrati s t ro jko (x , y , z) tudi trojka celih
št evil (x + 2z , z , y - x - z ) rešit ev enačbe (1) . V trojkah množice M so
samo naravn a števila, t ret je šte vilo y - x - z nove t ro jke pa je negat ivn o,
če je y < x + z (kakor vemo, ne mor e biti enako nič). Zato je t ro jka
(x + 2z , z, y - x - z ) v množici M le t ed aj , kadar je y > x + z .

Enačbi (2b) in (2c) pa dast a trojki celih št evil (x - 2y , x + z - y ,y)
in (2y - x , y, x + z - y ), ki sta rešit vi enačbe (1). Da bosta t i t ro jki v M ,
mora biti y < x + z . V prvi t rojki mor a biti t udi x > 2y , v drugi x < 2y .

Razdelimo zdaj M na t ri podmnožice takole

M l = {( x , y , z) E M,

M 2 = { (x , y , z ) E M ,

lvh = {(x , y , z ) E M,

x +z < y },

x + z > y in x > 2y} ,

x + z > y in x < 2y} .

Očitno je vsaka trojka mn ožice lvI v eni in le eni izm ed naved enih množic.
To se pravi , da je M unij a treh disjunktnih množic Ml , M 2 , M 3 , torej
M = M l u lvh U M3 .

Če je trojka (x, y , z ) V Ml , je t ro jka (x+ 2z , z, y - x - z ) v množici M ,
ker je y - x - z> O. Kateri izm ed množic Ml , lvI2 , M 3 pripad a? Pišimo

x + 2z = x ' , z = y' , y - x - z = z' .

Prep rost račun pokaže, da je

x ' - 2y' = X > O, x ' + z' - y' = y > O lil y' = Z > O. (*)

Od to d dobimo x' > 2y' in y' < x ' + Z I . Zato je t ro jka (x' , y' , Z I ) V M 2 .

S podobnim računom ugot ovimo, da je t rojka (x - 2y , x + z - y, y ) v
lvh , če je t rojka (x,y , z) V M 2 .

Videli smo, da je trojka x' = x + 2z , y' = z, Z I = Y - x - z v
lvh, kadar je (x , y , z) v M«. Zato je trojki (x ' , y' , Z I ) pripadajoča t ro jka
(x' - 2y' , x ' + Z I - y' , y' ) v M« . Enačbe (*) povedo, da je t a t ro jka enaka
začetni trojki (x, y , z). Podobno se prepričamo , da pridemo nazaj na
prvotno t rojko, če poljubni trojki (x , y , z) iz množice lvI2 priredimo najprej
t rojko (z - 2y , x + z - y , y ) v Mi ; nsto pa le-t ej poiščemo ustrezno t ro jko
v lvh .

Naj bo zdaj t rojka (x , y , z) v množici M 3 . Potem je trojka
(2y - x, y , x + z - y ) v množ ici M. P rep rost račun po kaže, da je t a t ro jka
spet v lvh . P išimo x ' = 2y -x, y' = y , Z I = x+z - y . Takoj ugotovimo, da
je t rojki (x ' , y' , Z I ) pripadajoča t ro jka (2y' - x ' , y' , x ' + Z I - y' ) kar enaka
prvotni t ro jki (x, y, z).
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P ovežimo zdaj t rojke iz množice M v pare t akole:

trojki (x, y, z) E M l priredimo t ro jko (x + 2z , z, y - x - z) V M 2 ,

trojki (x , y, z) E M 2 priredimo trojko (x - 2y, x + z - y, y) V Ml ,

trojki (x , y, z) E M3 priredimo trojko (2y - x , y, x + z - y) V M3 .

Iz zgor aj povedanega izhaja tole: Če smo priredili trojki (x, y , z)
trojko (x' ,y' , z') , pripada vselej trojki (x',y' , z') prvotna trojka (x ,y, z ).
S tem predpisom so torej trojke množice M res povezane v par e.

Ali st a lahko v kakšnem paru t rojki en aki ? Tr ojke iz Ml so povezane
s t rojkami iz M 2 , t roj ke iz M 2 pa s t rojkami iz Ml. Ke r Ml in M 2 nimata
skupnih trojk, sta tu v vsakem paru povezani t ro jki različni . Naj bo zd aj
t ro jka (x, y , z) V M 3 . Če se ujema s pripadajočo trojko (2y - x, y , x+z - y),
ki je tudi v M 3 , mora biti 2y - x = x, y = y in x + z - y = z. Te enačbe

so izp olnj ene natanko t edaj , kadar je y = x, t o je pri t rojki (x , x, z ). Ke r
je t roj ka (x ,x, z) rešitev enačbe (1) , velj a

x(x + 4z) = p. (3)

Toda p je praštevilo , x in z pa sta naravni šte vili in je zato x + 4z > x .
Edina možnost , da ustrežem o enačbi (3), je ta, da post avimo x = 1 in
x + 4z = p. Od tod im amo z = (p - 1) /4. Ker je poblike 4n + 1, je
kvocient (p - 1)/ 4 enak n , se pravi naravno število. Tako smo ugotovili :
Edino t rojka (1,1 , y) E M se ujema s pripadajočo t rojko v paru , v vseh
drugih parih st a trojki različni . To pa pomeni, da je v množici M liho
število trojk. Ker je bilo p poljubno prašt evilo oblike 4n+ 1, smo dokazali :

Vsako prašt evilo oblike 4n + 1 j e vsota dveh kvadratov.

Na koliko načinov je praštevilo p = 4n + 1 izrazljivo z vsoto dveh
kvadratov? Če je p = a2 + b2 , kjer sta a in b naravni šte vili, je tudi
p = b2 + a2 . V teh dveh zapisih st a samo sum anda zamenj ana. Velja t ole:

Če se ne oziramo na vrstni red sumandov, se da praštevilo p =
= 4n + 1 zapisati kot vsota dveh kvadratov samo na en način.

Naravno število je namreč sestavlj eno (ni praštevilo), če je na dva
različna načina izrazljivo z vsoto dveh kvadratov . Dokaz tega dejstva
najde bralec v članku Kako ugotovimo, da j e naravno število sest avljeno,
preden ga razstavimo? Članek je izšel v Preseku, letnik 25 (1997/ 98) ,
st r. 130- 136.

Ivan Vidav




