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Računalništvo I

NENAVADNA FUNKCIJA Z RAČUNALNIKOM

V prejšnji št evilki Preseka (Nenavadna funkc ija, Presek 26 št . 3, st r. 166
169) smo spoz nali nekatere zanimive lastnost i funk cije F , ki smo jo defi
nirali rekurzivno z naslednjimi pr edpisi:

F(l ) = 1 in F (2n) = F (n), F (2n + 1) = F (n) + F(n + 1) za ti 2': 1 .

Tokr at si bomo ogledali nekaj računalniških pro gramov, s kater imi si lahko
pomagamo pri raziskovanju lastnosti t e funk cije. S programi bomo tudi
prever ili od govor e na nekatera vprašanj a , na katera smo s teoretičnim

razrnislekom odgovori li že v prejšnj i št evilki Preseka.
Začnimo s programom v logu , s katerim za dano nar avno število n

izračunamo vr ednost F (n):

TO F :n
IF :n < 2 [OUTPUT 1] jbaza rekurzije
TEST (REMAI NDER :n 2) = O ;Ali j e argument sod?
1FT [OUTPUT F :n/ 2] ;Da .
IFF [OUTPUT (F ( :n- l) /2) + (F ( :n+l) /2) ] ;Ne .

END

V gornjem pro gramu računamo vrednost funkcij e neposredno iz de
finicije. P ri taki nep osredni uporabi rekurzivnih definicij moramo bit i
vedno pr evidni, saj se hit ro pr imeri , da večkrat pokličemo funk cijo z ist im
argumentom. To pa pomeni odvečno delo in včasih je tega dodatnega
dela to liko , da pro gram post ane praktično neuporaben. Ker je v našem
primeru baza rekurzije le F (l ) = 1, je pr i izračunu vrednosti F(n) funk
cija F poklican a z argumentom n = 1 natanko F (n) -krat. Že pri izračunu

F (9) vrednos t F(l) računamo npr. 4-krat. Ker pa funk cija F pri majh
nih šte vilih ne zavzame velikih vrednost i, je za majhna šte vila napisani
pr ogram še vedno dovolj učinkovit .

Z gornjim programom lahko tudi sestavimo tabelo vrednosti funk cije
F za števila od 1 do 16. Vrednosti zlagamo v seznam s, tega pa na koncu
izpišemo :

MAKE "s [] MAKE "i O
REPEAT 16 [MAKE "i :i+l MAKE "s LPUT F :i :s]
PRINT :s

Gornji ukazi tako izpišejo

11 2 1 323 1 4 3 5 2 5 34 1



IRačunalništvo

S program om lahko tudi ugotovimo, koliko je F(1 999). Ukaz

print F 1999

izpiše 49, toliko, kolikor smo naračunali t udi v že omenjenem pr ispevku
v pr ejšnji šte vilki Preseka .

V nadaljevanju si bomo ogledali , kako lahko vr ednosti funkcije F
računamo še pr ecej hitreje. Eden od možnih pr istopov je, da vrednosti ,
ki jih izračunamo , sproti shranjujemo , npr. v tabelo. Poglejmo, kako na
ta način s programo m v programske m jeziku pascal poiščemo največjo

vrednost , ki jo funkcija F zavzame na številih od 1 do 1999.

program NenavadnaFunkcija;
{ Poišče največjo vredn ost funkcije F na šte vi1i1J od 1 do meja. }

const
meja = 1999;

var
F : array [1..meja] of integer; { tab ela vrednosti funkcije F }
i: integer;
max : integer ;

b e gin
{ Izračunamo vrednosti funk cije F od 1 do meja . }
F [l ] := 1;
for i:=2 t o meja do

if odd(i) t hen
F[i] .- F[i div 2] + F [i div 2 + 1]

e lse
F [i] .- F[i div 2];

{ Med vrednostmi poiščemo največjo . }
max := F [I ];
fo r i:= 2 t o meja d o

if F [i]>max then max := F[i];
{ Izpišem o podatke o največji vrednosti . }
write ln('Najvecja vrednost funkcije od 1 do ',meja, ' je ',max ,' .' );
write('Ta vr ednost je dosezena pri nas lednjih st evilih :') ;
for i:=l t o meja d o

if F [i]=max t hen write(i:5) ;
wri t eln ;

end .

Ko pr ogram poženemo, ta izpiše

Na j vecja vr ednos t funkcije od 1 do 1999 je 144.
Ta vr edno s t je dosezena pri naslednj i h stevi lih: 1365 1707
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Seveda so odgovori enaki tist im, ki smo jih s kar precej dolgim in zaple
tenim razmislekom naš li v prejšnji številki P reseka.

Računanje zaporednih vrednosti funkcije s sprotnim shranjevanjem
vrednosti v tabelo je učinkovit post opek, kad ar želimo izračunat i vredno
st i funkcije pri pr vih nekaj številih . Da dobimo novo vrednost , moram o
le preverit i parn ost argumenta in morebiti sešteti dve že znani vredno
st i. Slaba stran postopka pa je, da po t rebuje precej pomnilnika za tabelo
vred nosti, kar omejuje njegovo uporabnost. Po lovico tabele lah ko prihra
nimo, če v njej hr animo le vrednost i funkcije pr i lihih argument ih . Vre
dn ost pri sodem argument u po tem do bimo tako, da argument delimo z 2,
dokl er je sod , ko pa postan e lih , vrednost funk cije preb eremo iz t ab ele.
Na ta način nekoliko povečamo čas, ki ga pot rebujemo za izračun na
slednje vrednost i, hkrati pa razpolovimo količino potrebnega pomnilnika.
Kodiranj e programa, ki up orab lja opisano spre membo, vam prepuščam za
vajo.

Kako pa bi izračunali vrednost funkcije F pri velikih ar gument ih, re
cimo F (l 789569707) ali pa F (2 863 311531)? S shranjevanjem vrednosti
v tabelo si ne moremo pomagati , saj bi potreb ovali res ogromno tabelo,
pa t udi izračun manjših vrednost i bi nam vzel kar nekaj časa. P a sa j nas
pr ejšnj e vrednost i sploh ne zanimajo. Poskusimo lah ko s pro gram om v
logu , ki smo ga napisali na začetku prispevka , a po nekaj minu tah obu
pamo, sa j ni videt i, da bi se računanje kaj kmalu končalo . No, res je, da
je logo pro gramski jezik , ki se tolmači. P rogrami v jezikih, ki se pr eva
jajo, taka sta npr. pascal in C, so običajno bistveno hit rejši . Tako lahko
rekurzivno definicijo funk cije zapišemo kot pr ogram v pascalu ali C-ju.
Poskusite, got ovo vam bo uspelo. Če vas skrbi predolgotrajno računanje ,

lah ko uporabite še kakšen dodatni "t rik". V tabeli lah ko pr ipravite vre
dn ost i funkcije za "majhne" argumente, recimo do 10000 , in te vnaprej
izračunane vrednosti uporabite kot (raz širjeno) bazo rekur zije. Poskusit e
lahko t udi s shranjevanjem vmesnih rezultatov. Vse vrednost i fun kcije F ,
ki jih izračunate (t udi t iste z vmesnih korakov), sk upaj s pripadajočim

argumentom shranjuje te v t ab elo. Ko vas zanima vr ednost F (n ), najp rej
pogledate po tabeli, ali st e to vrednost morda že izračunali . Tako zago
tov it e, da za vsak argument vrednost fun kcije računate le enkrat (seveda
pa se lahko zgodi, da vam čez čas po veliko opravljenih računih v t ab eli
zmanjka prostora) .

Za konec prispevka pa si bomo ogledali t isto pr avo metodo za računa

nje vrednosti funkcije F pri velikih argument ih . Posto pek bo malce zvit ,
a preprost , zelo hiter in ne bo zahteval nobenega dod atnega pr ostora . Re
cimo, da bi rad i izračunali vrednost F(n). Iskano vred nost bomo zapisali
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kot celoštevilsko linearn o kombinacijo dveh zapo rednih vrednost i funkcije
F :

F (n) = a - F (m) + b - F (m + 1) .

Na začetku vzamemo kar m = n, a = 1 in b = O. Nato število m razpo
lovimo in izračunamo nova koeficient a . P ri t em ločimo dve možnost i. Če
je št evilo m sodo, m = 2m', po tem velja F (m) = F (m' ) in F (m + 1) =
= F (m' ) + F (m' + 1). Tako dob imo

F (n) = a -F(m) + b· F(m + 1) = (a + b) . F (m' ) + b · F(m' + 1) .

Če pa je število m liho, m = 2m' + 1, potem imamo F(m)
= F (m' ) + F (m' + 1) in F(m + 1) = F(m' + 1). Tedaj velja

F (n) = a · F (m ) + b · F (m + 1) = a· F (m' ) + (a + b) . F (m' + 1) .

V obeh primerih lahko torej F (n) zapišemo kot kombinacijo vrednost i
F (m' ) in F (m' + 1) , pr i čemer nova koeficient a na zelo preprost način

izračunamo iz prejšnjih dveh.
Zapi šimo pr ogram v programskem jeziku C, ki za izračun vr ednosti

funkcije F uporablja zgoraj opisani postop ek.

#include <stdio .h>

1*
Hiter izračun vr ednos t i funkcije F .
Deluje hitro tudi za velike vrednosti argumenta .

*1

unsigned l ong F(unsigned long);

int ma i n (v oi d)
{

uns igned long n; 1* argument *1

do {
printf ( "Vpis i vr edno s t argumenta (O za konec) : II) ;

scanf("%lu", &n) ;
if (n != O) printf( "F (%lu) = %lu\n\n" , n , F(n) ) ;

} whi l e (n ! = O);
return O;

}



/* Herehrzivm in brez tabele k a h m a  vreBPost F(m). */ 
unsigned long F[unsignd long m) 
C 
unsigned long a =  1, b 0 ;  

/* IeParianta z U e :  isirane wednost = a*F(rn)+b*P(m+i). */ 
while (m > 1) I 
if (m % 2 PI 0 )  a +- b; else b += a; 
a /= 2; 

3 
return a + b; /* F(1) = ~ ( 2 )  = 1 */ 

$e rm eno m a l a  opci-0. ~~ jezik C p0l;na nepred- 
d m  dalga c t h  &it& (tip '~~iped la&. Ns wbnih r- 
spmmdjivka tipa obiajno 4 32 him, t d w  da je naj-ja 
vmhmt, ki ja 1- ahrdmo vmjcz, enaka p2 - 1 = 4294 98729ti. 
' k b o  p s d  take* tip ne pcma. (-) dolga eePa 
(tip l o q k t )  sicer mawmnejo 3!2 bitw, a najve2Zj;a vmdmst, ki jo hldm 
shraimo v sprtmmdJivb tegs tipa, je 2$l- 1 = 2 247'483 647. Ce bi gar- 
nji program napisali v (turbo) p d u ,  t h  z njim ne bi mogli %&mati 
M.ednoa9ti F(2 863 311 531), saj je argument fimkcije pmdik in bi prislo 
do p ~ ~ t v e .  W d i  bi sprogradmti b 1.aEwlagje s MaSmin do- 
Btevili ali pa plw uporabo r d m m i q  prervila oprfsvti s twin- in 
papirjem. 




