


Univerza Edvarda Kardelja v Ljubljani
Fakulteta za naravoslovje in tehnologijo

VI0 Matematika in mehanika

MatjaZz Omladid
SPEKTRALNI INVARTANTNI PODPROSTORI
OMEJENIH OPERATORJEV

Doktorska disertacija

Ljubljana, 1980






Zahvaljujem se mentorju tega dela, prof. dr. I. Vidavu,
za izbor zanimive teme in za vso pomol. Zahvaljujem se
tudi prof. dr. A. Suhadoleu in prof. dr. J. Globevniku
za njuno vzpodbudo.




Vsebina

Povzetek ° . * @ * . * . . ®
UVOD [ ] L . L] L] L] L] @ L ] L] L]
0.0, Splosna usmeritev ., . . . . . .

~J 0w

O.l. Dogovor o oznadevanju e« o o o e o 18
0.2. Anihilatorji in faktorski prostori . . s 22
O3+ Invariantnost, skréitve in projektorji . ¢« 25

PRVO POGLAVJE: PROSTORSKE FUNKCIJE MNOZIC . . 28
1.0, Usmeritev . . . . . . . . . 29
l.1. Projektorske funkcije . . . . . « 20
1.2, Prostorske funkecije . . . . . « 41
l.3. Odlikovanos?t . . . » . . . o 47
l.4. Odlikovanja . . . . . . . .« 5S4
1.5, Povezava med prostorskimi in projektorskimi
funkeijami . . . . . p « 61

DRUGO POGILAVJE: OMEJENE FUNKCIJE . ° ° « 70
2.0, Usmeritev . . . . . . . . » 71
2.1l. Omejenost . . . . . . . . e 72
2.2+ Regularnost . . . . . . . . 384
2.3+ Notranje in zunanje meje . o . . « 91

2.4+ Obstoj natanénih mej o . . . . 103
TRETJE POGLAVJE: NAVIDEZNO SPEKTRALNI OPERATORJi 115
3.0, Usmeritev . . . . . . . . 116
3+1s Navidezne predstavitve . . . . . i i
342+ Dunfordovi pogoji . . . . . . 151
3.5, Navidezno spektralni operatorji . . 141
3.4, Zadostni pogoji i & w @ m 4 149
CETRTC POGLAVJE: PRIMERI . © & w ® 156
4,0, Usmeritev . . . . . . . . 157
4,1, Operator premika . . . . . . 158

4,2. Per partes . i . . . . i 166




Vsebina

4.,%. Primer unitarnega operatorja

4,4, Matriéni operatorji .

Seznam oznak . . N .
Seznam pogojev . . . .
Stvarno kazalo . . . -
Literatura . . o . .

176
183

203
204
205
211



Povzetek

AMS Subj. Class.. (1980) 47B40,46G10,28C15

V tem delu vpeljemo neko posplositev pojma spektralnega
operatorja na Banachovem prostoru. Medtem ko se za spek-
tralne operatorje zahteva, da imajo enakomerno omejeno
spektralno razélenitev enote, dopusdamo v nasi posploSi-
tvi moZnost, da razclenitev enote ni enakomerno omejena,
ali pa so posamezni projektorji iz te razlenitve celo
neomejeni. Pod dolocCenimi pogcji lahko po takih projek-
torjih integriramo v nekih novih prostorih, ki so glede
na prvotni prostor "motranji" in (ali) "zunanji".
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0.0. Splosna usmeritev

Operator na Banachovem prostoru je linearna preslikava
tega prostora vase. V tem delu obravnavamo predvsem
povsod definirane omejene operatorje. O operatorjih v
splosnem kaj malo vemo. Se najbolj so seveda raziskani
operatorji na prostorih s konéno dimenzijo. Take opera-
torje lahko predstavimo z matrikamij; e bazo prostora pri
tem primerno izberemo, lahko vselej doseZemo, da ima
matrika Jordanovo obliko: v njej leZijo po diagonali
lastne vrednosti, edini nenidelni elementi pa so more-
bitne enice na prvi naddiagonali. Tak operator lahko tore]
enolicno razcepimo na vsoto diagonalnega in nilpotentnega
operatorja, ki med seboj komutirata.

Dokaz teh trditev sloni bistveno na dejstvu, da ima vsak
operator na prostoru s konéno dimenzijo netrivialen

lastni vektor. V prostorih vecjih dimenzij pa temu ni

ved tako. Dolodeno naddiagonalno predstavitev splofnega
operatorja pa bi lahko dobili, ¢e bi imelo pozitiven
odgovor naslednje vprasSanje: Ali ima vsak operator na
prostoru dimenzije ve¢ kot 1, pravi, netrivialen invari-
anten podprostor. To vprasSanje Jje znano pod imenom "problem
invariantnih podprostorov"., Za zaprte, neomejene operatorje
je odgovor v splosnem negativen. Za omejene operatorje na
prostorih kon¢énih dimenzij in na neseparabilnih prostorih
je pozitiven; o tem, kaj se v splosSnem dogaja na separabil-
nih prostorih, vemo le malo, celo najlepSi separabilni
prostor 12 je za zdaJ uganka, Vel izreki o eksistenci
invariantnih podprostorov se za zdaj omejujejo na ozki
podroCji v bliZini kompaktnih in spektralnih operatorjev.
Tako je znano, da ima vsak kompakten operator pravi, netri-
vialen, celo hiperinvarianten podprostor (Lomonosov) in je
zanj mozno najti, v splosnem ne encliéno, naddiagcnalno
predstavitev (Ringrose).
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0.0.1. Spektralni operatorji. Med najbolj zanimivimi rezul-
tati s podrocdja spektralnosti operatorjev je gotovo Dunfor-
dova [10] definicija spektralnih operatorjev. Vsi spektralni
operatorji imajo, podobno kot matrike, enoliden razcep na
vsoto skalarnega dela (posploSitev pojma diagonalne matrike)

in kvazinilpotentnega dela; oba sumanda v tem razcepu sta
omejena operatorja, ki med seboj komutirata, pa tudi ope-
racijski racun na takih operatorjih gre podobno, kot na
matrikah. Vsak spektralen operator, ki ima v spektru ved
kot eno tolko, ima seveda tudi pravi, netrivialen, celo
hiperinvarianten podprostcr. Tem pogojem namrel zédoscajo
kar njegovi spektralni podprostori.

Ob prehajanju na sploSnejse operatorje se torej najprej
odpira vprasanje, kako definirati pojem spektralnega pod-
prostora. Colojoara in Foias[ 7] imenujeta prostor Y
maksimalno spektralen, e je invarianten za operator T in

za poljuben nadaljnji invariantni podprostor Z tega opera-
torja iz ('.'L‘lz) . G(T]Y) sledi ZC€ Y. Vel avtorjev

se ukvarja z analiticno invariatnimi podprostori (glej
npr. [201), to so taki podprostori Y, invariantni za T,
za katerc zadosda (v naSi terminologiji) operator o
pogoju (D1). Drugi avtorji se ukvarjajo z y -prostori,
to so taki prostori Y, ki so invariantni za vsak £(T),
brz ko je f racionalna funkcija, z vsemi poli v QKT).
Herrero [17] imenuje slednje prostore analitiéno invari-
antne in se ukvarja z vprasanji, kako se prenaéa spekter
operatorja pri zunanjih in notranjih skréitvah operatorjev
na take podprostore. V [12] lahko najdemo lep pregled.
teh in sorodnih definicij ter odnosov med njimi.

Bishop 6] predlaga vel definicij spektralnih podprostorov.
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Za kompaktno mnoZico a v kompleksni ravnini definira
MT(a) kot zaprtje vseh tistih xeX (X refleksiven Bana-
chov prostor), za katere obstaja taka analitidna funkeija
R:Ca—~>»X, da je (A-T) 2 () = x, A€ Ca. Ta defini-
cija je zelo blizu naZi definiciji prostorov DT(a).
Nadalje definira avtor prostor NT(a) kot druzino vseh
tistih xeX, za katere obstaja za vsak £ € R" taka
analitidna funkeija x : Ca —>X, da je

MLA-1 %) -x|| £¢ , 26 Ca .
V [ 341 lahko najdemo Se dve sorodni definiciji.

Za naSo definicijo prostorov Dp in T smo posplosili
Dunfordov pojem (L101) 1lokalnega spektra elementa, ki

se je doslej dal definirati le za operatorje, ki zadosCajo
pogoju (D1), to je pogoju enolidnega analitifnega nadalje-
vanja, na splosSne operatorje. Grayeva [16] definicija
lokalnega spektra se glasi: Q)T(x) je druZina vseh tistih
kompleksnih Stevil ., za kitere obstaja neka okolica

a in analiticna funkcija x : a —>»X 2z lastnostjo
(A=-17)2(Xx) =x, 2 €a; lokalni spekter GST(X) je
komplement mnoZice (?T(x). Vrednost te definicije
bistveno zmanjSuje napaka v dokazu "izreka" [16]2.3

(Za vsak xe€X je GT(x) kompakten in je prazen natanko
tedaj, kadar je x = 0). Protiprimer: Za operator obrat-
nega premika na prostoru 12 (glej 4.1.2), uporabimo na
vektorju x = (1,0,0,...) konstrukcijo iz primera 4.1.4,
pa dobimo GT(X) = @#. Drugih poskusov v tej smeri nismo
zasledili, Na operatorjih, ki zadoiCajo pogoju (D1), se
nas pojem lokalnega spektra ujema z Dunfordovim, nasSa
definicija spektralnih podprostorov DT pa se ujema 2z
Dunfordovo definicijo prostorov X, (primerjaj tudi [7]).
Definicija prostorov DT je videti nova.

0
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0.0.2., Dekomponibilnosti. Ved tipov dekomponibilnosti

predlaga Bishop [6] « Med drugim pravi, da operator T

na refleksivnem Banachovem prostoru dopusca dualno teorijo
tipa 4, Ce: (1) velja za poljubni kompaktni mnoZici a in

b s praznim presekom, da je I--E,I,(a)'L ;; NTg(b), NT(aTl;>

P M #(b) 3 (2) za poljubni odprti mno¥ici a in b, kate-
rth unija je ves € pa velja MT(E“T1 £ NT*(E) 3

I\TT(E)'L _é MI,:R('E). V izreku [6]2 dokaZe avtor, da tej
teoriji zadosSCa vsak operator. Nekatere ideje iz dokaza
tega izreka smo uporabili v dokazu naSega izreka %.1.8(b).

Colojoara in Foias [7] pravita, da je operator T dekomno-—
nibilen,Ce za vsako konéno odprtc pokritje A mnoZice
®(T) obstajajo maksimalni spektralni podprostori X
a€A, za katere (1) G(T]Xa)g a, agd, (2) X =V X

Ta definicija je doZivela celo vrsto variacij s spremi-
njanjem zahteve maksimalne spektralnosti podprostorov

in s spreminjanjem pogojev (1) ozircma (2) (glej npr.
[201, [1] in pregled [121). Nekatere od teh variacij

so se izkazale za eKvivalentne s prvotno definicijo (kot
npr. Apostolova [2], glej [15] in Erdelyijeva {117,

glej [291).

0.0.3. Operatorji z realnim spektrom. Posebno zanimanje
velja v spektralni literaturi operatorjem, katerih
spekter leZi na neki Jordanski krivulji (najpogosteje
realna os ali enotna kroZnica) in zadoscéajo Se temu

ali onemu dodatnemu pogoju (bodisi ne prehudo naraddanje
resolvente v bliZini spektra, ali pa ne prehudo narasca-
nje polincmov). Bartle [3] obravnava na refleksivnih
Banachovih prostorih operatorje z realnim spektrom,

za katere obstaja taka konstanta K, da je
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dist(A,R) N(a-1)" N2 K, 1€ €, A€R .

Tej predpostavki zadosca, denimo, vsak operator, ki je
hermitski v smislu Vidava., Bartle dokaZe, da obstaja za
vsak g éRY tak dE€@", da ‘- za vsako delitev D: t,¢
t]£ees &%, intervala f2,b1 D O(T), =za katero je

sup ltj-tj—ll 20 , obstaja tak linearen podprostor
XD, gost v X, da so na vsakem XGXD definirani
spektralni projektorji Pa., prirejeni intervalom
[_ta l,t 2D s =1, 2,...,k in velja

Z:P Ky " Tx - Zta axu/.'.g ZI[P x| .

Ideaa je Ze zelo blizu integriranja po ne nujno omejenih
projektorjih. Znano je (primerjaj npr. £6]1), da vsak
hermitski operator ni nujnoc spektralen. Zanimivo se nam
zdi vprasanje, ali ni morda vsak hermitski operator na
refleskivnem Banachovem prostoru dvostransko navidezno
spektralen v nasem smislu.

Vedina Bartlovih oroZij v [3] je bilo znanih Ze prej.
Tako je, denimo Leaf [21]1, Studiral na soroden nadin
operatorje na refleksivnih prostorih, ki zadoscajo
pogoju || Tl = o([n]). Pod tem pogojem le?i spekter
operatorja v enotni kroznici. Pogoj je, v bistvu
nekoliko SibkejSi od Bartlovega (glej propozicijo
[715.1.6) in taki so tudi rezultati. Pogoje pa lahko
Se bolj omilimo. Ljubi¢ in Macajev [23] Studirata
operatorje z realnim spektrom, za katere je koncen

£
of log log M(t) dt
pri dovolj majhnem §£ E[R"'; pri tem je

M(t) = su NQa-o".
dist(a ,R)P t
11
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Glavni rezultati (v nasSih oznakah): Obstaja Fepfm I

(I druZina intervalov na R), za katero (1) T¢Inv F
(2) 6 (T]F(a))g a, aeI, (3) Prostori F(a) so maksi-
malno spektralni za zaprte a, (4) Za poljubno kondno
druzino A odprtih intervalov, ki pokrije zaprt interval
b, je F(b) € Vv F(a) (Kratek premislek pokaZe od

tod, da je T dekomponibilen v smislu [71), (5) F je na
zaprtih intervalih zunanje odlikovana. Vse te rezultate
dobita avtorja za neki razred zaprtih operatorjev, ki
vsebuje zgoraj definirani razred omejenih operatorjev.
Njun rezultat daje enega od boljdih eksistencnih dosez-
kov v reSevanju problema invariantnih podprostorove.
Metode se bistveno razlikujejo od metod v [21] in [ 3];
avtorja uporabljata teorijo polgrup (18]. Kasneje so
drugi avtorji rezultat posploSili na sploSnejse oblike
Jordanskih krivulj.

0.0.4, Dobro omejeni operatorji v smislu Smarta, so
operatorji z realnim spektrom, ki lezi v nekem intervalu
[2,b], =za katere obstaja taka konstanta pK» da Jje za
vsak polinom p : Ip(TI £ K ( {p()| + ¥(p) ) (primer—
jaj (271). V refleksivnem prostoru obstajajo za take
operatorje spektralni projektorji P(t), t€ [a,b), za
katere obstaja integral

b
‘o= [ % ap(t)
a

v krepkem Riemann-Stieltjesovem smislu. Spektralno pro-
jektorsko funkcijo lahko za take operatorje definiramo
na intervalih, Jje omejena, vendar ne nujno enakomernoj;
to jih v bistvu lodi od skalarnih operatorjev. Sine [30]
najde precej zapletene pogoje za to, da lahko nekemu
operatorju T z realnim spektrom poisce spektralno mero
P(t), te[a,b] v zgornjem smislu, za katero obstaja

12
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s = J t dp(t), je dobro omejen in je zanj N = T-S kvazi-
nilpotenten. Turner [32] e nekoliko posplosi ta rezultat
in pokaZe, da za N in S v splosnem ni nujno, da komutirata.

0.0.5. Kvazipodobnost. Naj bosta X in Y Hilbertova prostora,
Operatorja TE L(X) in S €L(Y) sta kvazipodobna v smislu
{241, ce obstajata taka Ue L(X,Y), Ve L(Y,X), oba s trivi-
alnim jedrom in gosto zalogo vrednosti, za katera UT = SU
in TV = VS. Zanimivo je, da sta mrezi hiperinvariantnih

podprostorov dveh kvazipodobnih operatorjev izomorfni
(propozicija [241II.5.1). Avtorja vpeljeta v istem delu
tudi zanimivo klasifikacijo kontrakeij na Hilbertovem pro-

storu, to so operatorji, katerih norma ne presega l. Vpeljeta

namre¢ razrede Coo’ col’ Glo in Cll ter dokaZeta, da za
vsako kontrakcijo obstaja konéna triangulacija (naddiago-
nalna predstavitev), katere diagonalni elementi leZijo v
po enem od teh razredov (izrek [24]7II.4.1). Vsak operator
iz razreda C11 pa Jje kvazipodoben unitarnemu operatorju
(propozicija [24]1II.3.5(iii); glej tudi propozicijo
(24111.5.3, katere dokaz smo skoraj dobesedno uporabili

v dokazu nasSega izreka 3.3.6; poleg tega glej nadaljnji
8tudij teh operatorjev v razdelku [24]VII.6 ). Ti rezulta-
ti predstavljajo enega od boljgih eksistencnih dosezkov v
resevanju problema invariantnih podprostorove.

Cela vrsta avtorjev se je ukvarjala s kvazipodobnostjo.
Med novejfimi rezultati naj omenimo [235] (potreben in
zadosten pogoj za to, da je povsem neunitarna Sibka kon=-
trakecija kvazipodobna normalnemu operatorju), [361 (karak-
terizacija hiperinvariantnih podprostorov povsem neuni-
tarnih C,, kontrakecij s pomoéjo teorije iz [24]) in
[13] (vsaka Stevna direktna vsota spektralnih operatorjev
je kvazipodobna spektralnemu operatorju).

13




0.0.5 8

Enostransko kvazipodobnost pa lahko Studiramo Se drugade.
Vpeljemo namreé lahko pojem operatorskege ranga, to je
vsak Im U za Ue L(X), kjer je X Hilbertov prostor (pri-
merjaj [261). V zvezi s tem lahko ftudiramo razlidne pro-
bleme, kot npr.: kaj lahko povemo o mrezi operatorskih

rangov, invariantnih za dan operator (algebro operator—
jev); kaj lahko povemo o operatorjih, ki ohranjajo inva-
riatno dano mreZo operatorskih rangov, ipd. Navedimo, da
obstaja dolocena zveza med operatorskimi rangi in naSim
pojmom navideznih predstavitev. Naj bo namre¢ UeL(X,Y),
kjer sta X in Y Banachova prostora, pa tak, da ima trivi-
alno jedro in gosto zalogo vrednosti (primerjaj definici-
jo kvazipodobnosti). Tedaj postane za vsak operator
TEL(Y), ki ohranja invarianten "operatorski rang" Im U,
operator Tl = U"'l T U po izreku o zaprtem grafu omejen
na X. Preostane nam torej samo sSe izbrati algebro opera-
torjev, za katere bomo zahtevali, da ohranjajo invarianten
operatorski rang Im U. NasSi izreki kaZejo na to, da Jje
naravno izbrati algebro vseh tistih operatorjev, ki komu~
tirajo z danim operatorjem. Ta izbor potrjujejo nekateri
primeri, ki sicer ne zadosCajo pogojem nagih glavnih
izrekov iz razdelka 3.4 (glej trditev 4.l.l1 in primer

iz razdelka 4.2, pa tudi izrek 3.1.8).

0.,0.6. PosploSena razcélenitev enote, Poleg rezultatov iz
(247 nas je v nasi definiciji navideznih predstavitev
hrabril tudi Ljanc@jev ¢lanek [22]. Avtor Studira, spet
na Hilbertovem prostoru, operatorje, v splosSnem neome-

jene, a zaprte, ki imajo neko posplosSeno spektralno raz-
¢lenitev enote, definirano s celo vrsto pogojev; glavna
znalilnost te projektorske razllenitve je v tem, da je
sicer omejena, vendar ne enakomerno (je pa, za razliko
od spektralne mere, dobljene pri dobro omejenih opera-
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torjih, definirana na zelo obseZni druZini Borelovih mno-
%ic) . Avtor konstruira s pomodjo te mere neki novi Hilber—
tov prostor (ki v naSem smislu ni niti zunanji, niti notra-
nji, ¢eprav je v konkretnih primerih lahko celo oboje hkrati),
v katerem postane operator normalen, torej skalaren. Novi
Hilbertov prostor je v nekem tehnicnem smislu enoliéno

dolocCen.

0.0.7. Operaci;ski racdun, Na tem mestu opiSimo Se Kantoro-
vitzev rezultat [19], ki bi ga sicer lahko uvrstili tudi
v 0,0.3. Avtor Studira v refleksivnem Banachovem prostoru
operatorje z lastnostmi (1) [l exp(itT)|| = o(lt[k), te R,
(2) spekter operatorja T, ki je zaradi (1) realen, ima
linearno Lebesgovo mero O. Avtor dokaZe, da je vsak tak
operator (z naSimi besedami) notranje navidezno spektralen,
za njegov radikal N pa velja Nk+1 = O, Avtor uspe najti
notranjo spektralno predstavitev, ki ima podobno lastnost
maksimalnosti, kakor nasSe (izrek 3.4.1(b)). Preprosta
posplositev njegovih rezultatov bi nam lahko dala Se to,
da Jje vsak tak operator tudi zunanje navidezno spektralen.
To bi nam, v posebnem, povedalo, da Jje vsak hermitski
operator, katerega spekter ima linearno Lebesgovo mero O,
dvostransko navidezno spektralen. Zanimivo je, da se
Kantorovitzeve metode bistveno razlikujejo od nadih.
Glavno orodje njegovega razmiSljanja je namred dejstvo,

da dopusScajo operatorji, ki zadosSéajo pogoju (1), opera-
cijski radun tipa c™ za vsak m P k+2 (primerjaj izrek
[7]15.4.5). Zato menimo, da bi bilo koristno raziskati,

ali obstajajo kaksne globlje povezave med naso navidezno
spektralnostjo in posploSeno spektralnostjo v smislu [7],
ki sloni na operacijskem racunu, ne omogola pa VvV splosnem

kanoniénega razcepa operatorja na skalarni in kvazinilpo-
tentni del.,

15
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0.0.8. Kratek opis nasSih rezultatov. Ko smo snovali to delo,

smo Zeleli najti posplositev Dunfordovega pojma spektralnega
operatorja, ki bi sSe zmerom omogocala integriranje po pro-
jektorjih in "kanonicéni" razcep. Pri tem smo pod vplivom
(221, [197, [3] in [21] odvrgli zahtevo po omejenosti pro-
jektorjev. Prvi problem, na katerega smo naleteli, je bilo
dejstvo, da imamo na zadetku razmiSljanja vselej definirane
prostore in ne projektorje, prirejene danim podmnoZicam
spektra, pa naj Ze vzamemo za definicijo spektralnega pod-
prostora to ali ono. Zato smo se odloc¢ili za Studij "pro-
storskih funkcij mnozic", to so funkcije, ki prirejajo
mnozicam podprostore. TakSen ebstraktni pristop bi nam
lahko omogoc¢il tudi celovitejso obravnavo razlidénih tipov
dekomponibilnosti, vendar se v to nismo spu3fali. TakSen
pristop tudi ni povsem nov (prinmerjaj (2], [111). Drugi
problem ti¢i v tem, da nam vse naravne definicije spek-
tralnih podprostorow definirajo spektralno funkcijo le

na zaprtih ali pa na odprtih mnoZicah, nekatere Se na
manjSih druZinah (denimo, intervali na realni osi). Zato
smo se odlo¢ili za sploSno definicijo takih funkeij,
katerih definicijsko obmocje je lahko poljubna druZina
podmnoZic dane mnozZice.

Pri iskanju "pravih" razsSiritev takih funkcij na obseZ-
nejse druZine (algebre,©® algebre) smo si pomagali =z
idejami iz razSirjanja pozitivnih mer (glej npr.[ 4] ),
ki smo jih neposredno prenesli v mreZo prostorskih

(ne projektorskih) funkcij. Presaditev je bila videti
uspesna, saj so denimo tudi projektorske funkcije o
mere na Bairovih mnoZicah postale v novem smislu regu-
larne, podobno, kot to velja za pozitivne mere (izrek
2.243). Isti pristop nam je omozoCil nov dokaz znane
resnice, da ima v refleksivnem Banachovem prostoru .
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0.0.8 11

vsaka projektorska mera na algebri enolic¢no razSiritev do
projektorske mere na & algebri.

Ce opustimo pogoJ omejenosti projektorjev, pa se lahko pri-
meri, da postanejo projektorji omejeni v nekih novih Bana-
chovih prostorih, ki so, glede na prvotni prostor notranji
ali zunanji. Pod dolocenimi pogoji obstajata med temi
prostori dva natanéna prostora (razdelek 2.4), v katerih
ostanejo omejeni vsi tisti operatorji, ki so ohranjali
prvotno prostorsko funkecijo invariantno (izrek 2.3.3).

Ce torej natanéna prostora priredimo spektralnima funkeijama
Dy in DT, ki sta avtomaticno hiperinvariantni za T, bodo v
teh prostorih omejeni vsi operatorji, ki komutirajo s T.
Pod dodatnimi pogoji, pa bo T v novih prostorih spektralen
(razdelek 3.4). Ta rezultat in [24] nas pripeljeta do
definicije navideznih predstavitev in navidezno spektralnih
operatorjev. Nas pristop nam omogoli razmeroma hiter

dokaz nekaterih znanih rezultatov (izrek 3.2.5). Navidezno
dvostranske spektralni operator ima v prvotnem prostoru
razcep na skalarni del in radikal,. Ta dv_a operatorja

sta gosto definirana, se dasta zapreti, vendar nista

nujno omejena. Poleg tega komutirata med seboj in z

vsakim omejenim operatorjem, ki komutira s T. Tudi operacij-
ski ralun gre podobno, kot pri spektralnih operatorjih.

0.0.9. Nadaljnja literatura. Nadaljnji podrobnejsi opis
literature s podrocja spektralnih operatorjev lahko
najdemo v [10] (beleZke k XV. in XVI, poglavju) in v
[25] (predvsem razdelek 5).
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0.1l. Dogovor o oznalevanju

O.l.1l. SploSne oznake

N, N,
z,Q
R, R", R}

¢, T

+00 4 =0

PE

O
A b, C sne

A’ B' c 'YX

Ca, ayb, aNbd

A

naravna $tevila, naravna Stevila z nidlo
cela Stevila, racionalna Stevila
realna Stevila, pozitivna realna Stevila,
nenegativna realna 3tevila
kompleksna Stevila, kompleksna Etevila z
dodano neskoncéno tolko
neskondna tolka v T
neskonéni tolki, dodani Z, @ ali R
dana mnoZica (npr. merljiv prostor, topo-
loski prostor)
potendéna mnoZica mnoZice E (druZina vseh
podmno#ic)
elementi mnoZice E
elementi mnoZice PE
elementi mnozice PPE

komplement, unija, presek v mrezi PE
je druzina vseh Ca, ko a pretede A
Primer: Ce je A topologija na E, je A?

druZina vseh zaprtih mnoZic na E.

0.l.2. Banachov prostor

il S ;

Banachovi prostori, zaprti linearni podpro-

‘stori (na kratko: podprostori)Banachovih

prostorov; obravnavamo samo prostore nad C
18




0.1.2

X, y’ u LN ]

fixll
I-f, M LN ]
x*
Lx\uw)y

¥
Sy Wy W (=X)
-2 W 2
86, T, §

=

vG, VG, VG

¢
G ¥ Gas 6yVhas B30y

X -
v Gy s 7 Gy s v Gig njihova zaprtja

REJ ar&d

s(x), s*aEM

I

elementi danega Banachovega prostora
norma. elementa x€X

linearni podprostori Banachovega prostora
dual prostora X

vrednost funkcionala ue X* pri x¢X
oznake za krepko (to je normno), Sibko in
Sibko ® topologijo na danem Banachovem
prostoru (slednjo lahko definiramo seveda
le na dualu)

zaprtje mnoZice G&X v razlidénih topolo-
gijah

linearna ogrinjada mnoZice G&X in njeno
zaprtje v ustreznih topologijah (za Iine-
arno mnozico se krepko in Sibko zaprtje

ujemata)

linearne ogrinjale in

0éd

mre?a vseh zaprtih (% zaprtih) podprostorov
prostora X (X*); v tej mreZi je "presek"
obicajen presek, "unija" pa operacija

v (oziroma 6)

relacija urejenosti v mreZi S(X) (oziroma

s*(x*) ) s pomenom "je podprostor”

19



O.le3

O0.1l.3. Operatoriji

T, S’ R L

Def T

Im T

Ker T

L(X)

operatorji; operator na X je v sploSnem

linearna preslikava iz nekega linearnega
prostora LEX v X; ¢e ni posebej poudar-
jeno, da gre za splosen operator, razumemo
L=X in T omejen

linearni podprostor, na katerem je defi-
niran splosSni operator T; e je Def T

(%) gost v prostoru, je T (#) gosto defi-
niran; Ce za poljubno (posploSeno) zapo-
redje x,€Def T, za katero sta x4, in
Tx, (R) konvergentni, velja (&)lim,x, €
Def T in T (®)lim,x, = (%) lim,/Tx,,’
potem pravimo, da je T (=) zaprt
Pripomba: Vedinoma bomo te pojme uporab-
1jali predvsem na projektorjih

slika operatorja T, to je mnoZica vektor—
jev Tx, ko x pretele Def T

jedro operatorja T, to je mnozica vektor-
jev x iz Def T; za katere je Tx=0
projektorji; projektor je sploSen opera-
tor, za katerega Im PC Def P in na
Def P velja P2 =P

Banachova algebra omejenih operatorjev

na X

20
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A(X)

6(1),0 (1)

komutant operatorja TE&L(X), to je (zaprta)
algebra vseh tistih operatorjev SgL(X) ,
za katere je ST=T8

adjungirani operator k splosnemu operatorju
T na X; Def T* je dru¥ina tistih yeX* ,
za katere preslikava x> {x|y> enoliéno
doloca neki zé€ X", v tem primeru pisemo

z = Ty; e je T gosto definiran, je T* %
zaprt; T+ TR je izometrija L(X) v L(X®)
spekter in resolventna mnoZica omejenega

operatorja T

5P(T), o.(T), GC(T) toSkasti, residualni, zvezni spekter

21




0.2+ Anihilatorji in faktorski prostori

0.2.1. Definicija: Za poljubno mnoZico G C X definiramo

zgorniji anihilator te mnoZice

6= [ yex*; txly> = 0 za veax xe6f;

za mnozico HC x* pa definiramo spodnji anihilator

H_L={xex; {xly> =0 za vsak yéH} o

0.2.2. Trditev:

(a) Vselej je Gl e s*x™) in H, € 8(X) .
el 1
1 €6, X Je G5 £ GyTe

@ .
(¢) za H) EH, X" Je H2léHu_.

(b) Za G

Trditev je splodno znana, dokaz pa preprost (glej npr.[317).

0.2+3+ Trditev (anihilatorska lema) :
(a) Za GCX je (G'L)_L = G natanko tedaj, kadar je
G €s(X) .
(b) Za HC__‘;'.X’l je (Hy )'L = H natanko tedaj, kadar
je Hes®x"®) .
(c) Za [U_JMJQ S(X) je

&
(ﬂ Ua.)'l = V Ua
oed

22
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(d) za {U“g.@e 5 € s*x™ e

( n Ud)lﬂvudl

Dokaz: Todka (a) je Hahn-Banachov izrek, tolka (b) soro-
den "obratni" izrek, tudi Banachov (glej npr.C1l81).
(¢) Hitro se prepridamo, da je
1 s
U w" < (N u)
«LE J ®éJ
in ker stoji na desni = zaprt podprostor, je
X 1 4
ve 7 Ul < ) uo.
oted L€T

L
Naj bo xeVy in e éJ; tedaj je zaradi Ue £V po
todki (c¢) prejsnje trditve x € (U 4 )_L , ta prostor
pa je po tocki (a) te trditve enak U, . Zato Je

Vi £ n U
R€J
po todkah (b) te in prejsnje trditve pa dobimo od tod
‘ A 8 |
oé J

(d) Dokaz je povsem analogen.




Oe2.4 3

0.2.4+ Definicija: Za UE&S(X) definiramo faktorski

prostor X/U kot druZino ekvivalenénih razredov [x]
po relaciji x "ekvivalentno" y, e x-y €U, MnoZico
X/U naredimo na dobro Znan nadin za vektorski prostor,

ki postane Banachov v normi

Il 1=10

I}

inf ||x + ull .
uel
0.2.5. Trditev (faktorska lema)
(a) Za Ue€S(X) je U® izometri¥no izomorfen X%/U%.
(b) Za Ue S'(X*) je (X/UJ_)* izometridno izomorfen
prostoru U .
(¢) Na UeS(X) se ujemata njegova Sibka topologija
in relativna sibka topologija prostora X. ‘
(d) Na Ues®(x™*) se ujemata njegova % topologija
(kot duala prostora X/U, ) in relativna =» topo-

logija prostora = (kot duala prostora X ) .

Dokaz Jje preprost, trditev pa bolj ali manj znana.
Spomnimo se, da nam izometriéni izomorfizem pod (a)
posreduje preslikava uw» [ﬁ] , kjer je U neka
Hahn-Banachova razsiritev funkcionala u na ves X .
Izometridni izomorfizem pod (b) pa nam posreduje

preslikava up»v , definirana z {x|vD = ([x’jlu) .
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O.3. Invariantnost, skriitve in projektorji

Oe3el. Definicija: MnoZica G € X Je invariantna za

operator TeL(X), e za vsak x€&G velja Txé&G in

je hiperinvariantna za T, Ce za vsak x€G in za vsak

S GAT(X) velja Sxe€G. (Linearen) podprostor L je

(hiper)invarianten (linearen) podprostor, e je

(hiper)invariantna mnoZica,

0¢3.2. Trditev:
(a) Ues(X) Jje invarianten za T natanko tedaj, kadar
je ud invarianten za T* ,
(b) Ce je druZina {U‘,,}‘l“F 3 &€ S5(X) invariantna za T,
sta tudi prostora

N\ U, in Y U,
oe€d «<ed

invariantna za T.

Dokaz Jje preprosta posledica definicij. Pri drugem pro-
storu pod (b) uporabimo bistveno, da je T zvezen. Pri-
pomnimo naj e, da velja todka (b) tudi za hiperinvari-

antnost (uporabi to tolko na vseh operatorjih iz AT(X)!).

Oe3+3+ Definicija: Za poljubna TeL(X) in Ue€s(X),

invarianten za T, definiramo notranjo skriitev TIU

operatorja T na podprostor U,kot operator na U, s

predpisom

25
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0e343 2

TIU X = MTx ’ er °

Seveda je T[UEL(U) in [[TIU UL (Tl « Zunanjo skr-

citev T]U operatorja T glede na podprostor U, pa

definiramo kot operator na X/U s predpisom

" £x]= [1x], [x]e x/V .

spet je T|Verx/t) in wr!Pneury .

Navedino se dve trditvi, katerih dokaz je preprost in

sta splosno znani.

O0s3.4e Trditev (dodatek k faktorski- lema):
' L
(a) (‘]ZIU)l je izometriéno podoben T’IU .

(b) (TIU)" je izometridno podoben T*]U;_.

Oe3+5+ Trditev:
(a) Ce sta si operatorja TeéL(X) in S€ L(Y) podobna,
imata isti (tolkasti, residualni, zvezni) spekter.
(b) Ce je UES(X) hiperinvarianten za TEL(X), je
6 €O@ in 6(lHcom .

Dodajmo Se . = preprost razmislek o projektorjih.
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0.%.6

0e%.6.

-(a)

(b)

(e)

(d)

(e)

>
Trditev:
SploSen projektor P na X je gosto definiran natanko

tedaj, kadar je Im P g Ker P = X ,
SploSen projektor P se da zapreti natanko tedaj,
kadar je za U =TIm P in V = Ker P izpolnjen pogoj

unv = {OI. V tem primeru je njegova najmanjsa

~zaprta razsSiritev P definirana z Def P = UyV

in za u+veUvV je P(u+v) =u

SplosSen projektor P je zaprt natanko tedaj, kadar
sta Imn P in Ker P oba elementa S(X).

Ce je sploSen projektor P na X gosto definiran, je

P* zaprt in pri tem velja

Im P* = (Ker P)* in Ker P* = (Im P)*.
Ce je P zaprt, gosto definiran(sploSen) projektor,

je P* x zaprt in x gosto definiran,
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PRVO POGLAVJE

PROSTORSKE FUNKCIJE MNOZIC




1.0, Usmeritev

V prvem poglavju vpeljemo pojma projektorskih (razdelek
1l.1) in prostorskih funkeij (razdelek 1.2) ter definiramo
zvezo med obema vrstama funkeij (razdelek 1.5). V razdelkih
1.3 in 1.4 vpeljemo nekatere "algebraic¢ne" lastnosti pro-
storskih funlkecij, ki jih kasneje potrebujemo. Vsa razmi-
Sljanja so preprosta. V razdelku 1.3 vpeljemo tudi pojem
notranje oz. zunanje regularnega generatorja, ki je poskus
aksiomati¢ne definicije kompaktnih oz. odprtih Bairovih
mnozic (primerjaj L4]).
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l.1. Projektorske funkcije

Dogovorimo se, da bo v prvih dveh poglavjih X poljuben

netrivialen Banachov prostor, E pa poljubna neprazna

mnozica.

l.l.1. Definicija: Naj bo A€PPE in P preslikava, ki

vsakemu elementu a€A priredi splosen projektor

P(a) na X. Vsaki taki preslikavi pravimo projektorska

funkcija (mno%ic). DruZini A pravimo v tem primeru

definicijsko obmolje te funkcije, linearnemu prostoru

Defm P = (} Def P(a)
ag A

pa maksimalni definicijski prostor te funkcije. Vsak

linearen prostor Def P €. Defm P je (mo¥ni) defini-

cijski prostor,

Seveda je maksimalni definicijski prostor maksimalen

glede na relacijo &€ izmed vseh moZnih definicijskih

prostorov.

1l.1.2. Definicija: Projektorska funkcija P je konéno

aditivna na nekem definicijskem prostoru Def P, de

je njeno definicijsko obmoéje A algebra in velja:

%0



1ed2 | 2
(KA1l) za poljubne xeDef P, a,bed, je P(h) xeDef P
in

P(a ) b) x = P(a) P(b) x ;

(KA2) za poljubne xeDef P, a,bel, je

P(aUb) x = P(a) x + P(b) x - P(afnb) x ;

(KA3) za poljuben xé€Def P je

P(E) x = x in P(g) x=0,

V tem primeru pravimo prostoru Def P (mo¥ni) prostor

konCne aditivnosti funkecije P.

Izdelajmo si Se "delovno" definicijo konéne aditivnosti,
nnozice E

Spomnimo se, da je druZina D LA delitew_r[_(glede na A),

¢e je kveljemu Stevna in so njeni elementi paroma dis-

junktne mnozZice, katerih unija je ves E.

l.1.3. Trditev: Projektorska funkcija P, definirana na
algebri A, je koncno aditivna na nekem definicijskem

prostoru Def P natanko tedaj, kadar velja

(KAa) vsi projektorji P(a), a €A, ohranjajo Def P

invarianten in na Def P med seboj komutirajo ;
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1.1.3 g

(KAb) za vsako konéno delitev D €A in za xe€Def P je

x=§:. P(d) x

d€e D

Dokaz: Najprej denimo, da je P kon€no aditivma. Tedaj po
(KA1l) velja tudi (XKAa), pogoj (KAb) pa dokazujemo z induk-
cijo na mod delitev. Ce ima delitev D mod 1, mora biti

D = {E} in po prvem delu pogoja (KA3) velja (KAb). Denimo,
da smo (XAb) dokazali Ze za vse delitve modi n el in
vzemimo poljubno delitev D moéi n+l; izberimo a,beD

in definiramo
D, = idGA ; bodisi d €D,d#a,d#b, bodisi d=aub} .

Tedaj je Dy C A delitev modi n in po indukeijski pred-

postavki velja za x €Def P

x = ). Bd)x.

dé D,

Pogoj (KAb) bo torej veljal, brZi ko dokaZemo
P(avb) x = P(a) x + P(b) x ,
to pa velja po (KA2) in drugem delu (KA3) zaradi aflb=g.

Zdaj pa denimo, da veljata (KAa) in (KAb) ter izberimo

poljuben x eDef P. Uporabimo pogoj (KAb) na delitvah
32



l.1.3 4

£} in {E,4}, pa dobimo

x = P(E) x = P(E) x+P(@) x,
kar nam da (KA3). Nato izberimo poljubna a,b&A in
uporabimo (KAb) na delitvah Eanb,a—-b,b—a,Cah Cb} §
{a,b—a,(}ancbs . {b,a—b,CaﬂCb] in ['aub,Cancb} :
SeStejemo prvo in zadnjo od dobljenih Stirih enadb in
od vsote oditejemo srednji dve, pa dobimo (KA2).

Dokazimo zdaj, da velja

(1) ¢&e je a,beA in afNb =@, je P(a) P(b) x =0 .

Po pogoju (KAb) je P(Cb)P(b) x = O in po (KA2) je
0 =[P(a) P(b) + B(CafCb) P(B)]x .

Ker po (KAa) projektorji med seboj komutirajo, velja

tudi |
0 =[P(a) P(v) + P(Cancb) P(a)]x ,

zato je (P(b)-P(a))x éKer P(CallCb); po drugi strani

pa je tudi (P(b)+P(a))xe Ker P(CaNCb), zato P(b) x &
€ Ker P(Ca\Cb) in (1) wvelja.

Izberimo poljubna a,b€A in upodtevajmo (KA2) in (1),

pa dobimo
P(a) P(b) x = (P(an b)+P(a=b))(P(an b)+P(b-a))x =P{aNb) x

in tudi (KAl) velja. 3%




Todol , 5

Sibko
l.1.4, Definicija: Projektorska funkcija P je
krepko

Stevno aditivna na nekem definicijskem prostoru Def P,

¢e je njeno definicijsko obmoéje A algebra in velja:
(B Al) izpolnjena sta 'pogo,ja (KAl) in (KA2);
(O A2) za poljuben xeDef P je P(@Z) x =0 ;

(@ A%3) za poljuben x€Def P in poljubno naraidajode
zaporedje a, € A, ke, z unijo E, konvergira

gibko

zapored.je P(ak) X { g proti x .

krepko

V tem primeru pravimo prostoru Def P (moZni) prostor
Sibke
krepke

i Stevne aditivnosti funkcije P.

1.1.5, Trditev: Projektorska funkcija P, definirana na
Sibko

Z Stevno aditivna na nekem
krepko

neki algebri A, je {

Def P natanko tedaj, kadar velja

(a) izpolnjen je pogoj (G Al),

(b) za poljuben x€Def P Je P(E) x =x in

(¢) za poljuben xe€Def P in poljubno padajole zapo-
redje b € A, kell, s praznim presekom, konvergira

Sibko
zaporedje P(ak) X proti O .
krepko
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1.1.5 6

Dokaz: Naj velja (B Al) do (G A3) in izberimo po-
ljuben xeDef P. Zaporedje E,E,E,... Je naraiajole
z unijo E, zato velja tolka (b). Pa vzemimo poljubno
padajoe zaporedje b, € A, kelN, s praznim presekom.
Teda]j je a = Cby, 4 kelN, naradlajole zaporedje z

unijo E, poleg tega pa je
X = P(ak) X + P(bk) o S

Ker P(ak) x konvergira proti x, konvergira P(bk) X

proti O in tudi todka (c¢) velja. Dokaz nazaj je analogen.

. Sibko
l.1.6. Posledica: Ce je P na nekem Def P
krepko

Stevno aditivna, je na tem Def P tudi koncéno aditivna.

l.1.7. Trditev: Projektorska funkcija P, definirana na

Sibko

neki algebri A, je { ] Stevno aditivna na nekem

krepko

definicijskem -prostoru Def P natanko tedaj, kadar velja

(G Aa) izpolnjen je pogoj (KAa) 3

: %*
(G Ab) za vsak x¢€Def P { . vl yexjvel,ja za

{skalarno }funkcijo {mx,y(a) =[P(a)x[5">j . agA,

vektorsko mx( a) = P(a) x
i 5 {mx’y(E) = th'))? .
m,x(E) = X
35



l.1.7 . 7

{in za vsak y¢ X*

(@ Ac) za vsak x¢Def P } je funk-

m skalarna
cija 2 - § mera na A,

m, vektorska

Dokaz: Naj bo P Sibko (oz. krepko) Stevno aditivna
na Def P; tedaj seveda veljata pogoja (6 Aa) in
(@ Ab), dokazati pa moramo, da velja tudi (G Ac).

Pa vzemimo poljubno mnoZico a€A in poljubno njeno
delitev DEA ter preStejmo elemente te delitve

D = {d 3 kG[N} « Za kel piSemo ay = (U k dj)U

J=1
UCa, Tedaj je za xe€Def P

k
P(ak) X = ZP(dj) x + P(Ca) x .
3=1

Ker je zaporedje a;€ A, ke N, nara3dajole z unijo E,
konvergira P(ak) x $ibko (oz. krepko) proti x, torej

je vrsta 00

Z P(dj) X

J=1

S8ibko (oz. krepko) konvergentna z vsoto P(a) x . Dokaz

nazaj Jje analogen.

l.1.8. Trditev: Naj bo projektorska funkcija P definirana

na neki algebri Aj{ tedaj velja:
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1.1.8 ' 8

(a) Ce je P na nekem Def P krepko Stevno aditivna, je
na istem Def P tudi Sibko Stevno aditivna.

(b) Ce je A @ algebra in P na nekem Def P Hibko
Stevno aditivna, je na istem Def P tudi krepko
stevno aditivna.

(¢) Ge je A © algebra in P na nekem Def P #ibko

Stevno aditivna, velja za vsak x €&Def P

sup || P(2)x|| € +eo
aeAh

Dokaz: (a) Jasno; (b) Pettisov izrek (glejfdl); (e)

vsaka vektorska mera na © algebri je omejena (glejr81).

Naj bo zdaj P poljubna projektorska funkcija, defini-
rana na neki algebri A. Naj bo L druZina vseh tistih
x €Defm P, za katere velja, da je za poljuben konlen
nabor B‘l’aQ"”’%eA 2 P(al)x € Defm P, P(ae)P(al)x &
€Defm Py eee, P(an)...P(al)x € Defm P. Tedaj je L
linearen podprostor v Defm P, torej definicijski prostor
funkcije P. Poleg tega ohranjajo vsi projektorji P(a),
aeA, prostor L invarianten in ¢e je Def P poljuben
definicijski prostor, ki ga ohranjajo vsi pi‘ojekbor;ji
P(a), a€ A, invariantnega, mora biti Def PC L. Tore]
je L maksimalni izmed prostorov s to lastnostjo.

Naj bo zdaj M dru¥ina tistih =xe€L, za katere velja,

da je za poljubna a,b€A, P(a) P(b) x = P(b) P(a) x .
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Tedaj je M spet definicijski prostor funkcije P in na tem
prostoru zadoZda funkcija P pogoju (KAa); poleg tega pa

M vsebuje vsak Def P s to lastnostjo. Definirajmo

Deff P = {xe M ; za x velja (KAb)} ,

L]

Defw P = {xe Deff P ; za x velja $ibki (6 43)],

Defs P = {xe Deff P ; za x velja krepki (643)% .

Teda] je Deff P maksimalni izmed vseh prostorov konine
aditivnosti, Defw P maksimalni izmed vseh prostorov
Sibke Stevne aditivnosti in Defs P maksimalni izmed
vseh prostorov krepke Stevne aditivnosti funkcije P.
Ta postopek je seveda moZen na poljubni projektorski
funkeiji, vendar v sploSnem ne vemo, a2li so dobljeni

prostori netrivialni. Smiselna je

l.1.9. Definicija: Prostor Deff P (oz. Defw P, 0z

Defs P) imenujemo maksimalni prostor konéne (oz.

gibke Stevne, o0z. krepke Stevne) aditivnosti

funkcije P.

Po trditvi 1l.1.8. je seveda Deff P 3 Defw P D Defs P

Gy ;
in velja v drugi oceni enadaj, ¢e je A algebra.

1.1.10, Definicija: Projektorska funkcija P je

prostorska razSiritev funkcije Q (in Q prostorska
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gkréitev funkcije PY, e sta obe definirani na istem
obmolju A, 8likata v sploSne projektorje na istem pro-
storu X ter velja za vsak a €A, Def P(a)D Def Q(a)
in za xeDefQ(a) : Q(a) x = P(a) x. Projektorska

funkecija P Jje obmona razSiritev funkeije Q (in Q

obmolna skréitev funkecije P), e obe slikata v splosne

projektorje na istem Banachovem prostoru, leZi defini-
cijsko obmodje A funkcije Q pod definicijskim obmodjem

funkcije P ter velja za poljuben a€A, P(a) = Q(a).

l.1.11. Definicija: Projektorska funkcija P z defini-

cijskim obmoCjem A je zaprta v tolki a €4, de je

P(a) zaprt; je zaprta (na A4), de je zaprta v vsaki

todki ae€A; se da zapreti (na A), de ima zaprto

prostorsko raz3iritev; je omejena v tolki ae€A, e

je P(a) omejen (ne nujno gosto definiran); je
omejena (na A), &e je omejena v vsaki todki a €A ;

je enakomerno omejena (na A), e je omejena in

sup ||[P(a)]| £ +o0 ;
aeAh

e je A algebra, P enakomerno omejena in Defs P = X,

potem pravimo, da je P proiektorska mera.

Ce je A 6 algebra, je v zadnji definiciji pogoj

enakomerne omejenosti odved.
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1.1.12. Pripomba: Poleg: krepke in Sibke Stevne aditiv-
nosti bi lahko vpeljali Se druge pojﬁe Stevne aditivnostie.
Naj bo npr.'r‘g; x* neka «x gosta podmnoZica in denimo,
da za funkeijo P veljata pogoja (G Al) in (GA2),

v pogoju (G A3) pa namesto Sibke konvergence zaporedja
P(a,) x zahtevajmo konvergenco zaporedja (P(ak)xl y >
proti /x)y> za vsak xgDef P in ye 1 . V tej defi-
niciji lahko olitno predpostavimo brez sSkode za sploSnost,
da Jje T 1linearen podprostor prostora z* o Zanimivo

bi bilo to definicijo uporabiti v primeru, ko je X dual
nekega Banachovega prostora ¥ in vzamemo za T naravno
sliko prostora Y v prostoru ™.z, ¥ tem primeru
bi dobili definicijo "Sibke x Stevne aditivnosti".-

V refleksivnih prostorih se seveda ta definicija ujema

z definicijo Sibke sStevne aditivnosti.



l.2. Prostorske funkcije

1.2.1. Definicija: Naj bo A€PPE in F : A —>S(X) ,

tedaj pravimo, da je F prostorska funkcija mnoZic.

Druzino A imenujemo v tem primeru definicijsko obmocje

funkcije F. MnoZico vseh funkcij z definicijskim ob-
moéjem A in z vrednostmi v S(X) oznadimo s pfm(A,X);
e je X nedvoumno doloCen, ga v oznaki izpustimo.

Z ni;fm(A,X*) pa oznalimo druZino vseh funkcij

F : A —~>s*x®.

Vsak element !pfm(A,X‘*) lezi seveda tudi v pfm(A,X'),

obratno pa v nerefleksivnih prostorih v sploSnem ne drZi.

1.2.2. Definicija: Za Fe€pfm(A,X) definiramo

e #pfm(A* ,X*) s predpisom
F'L(a) = F(Ca)"' , a€A’ ,
za TFe r-pi‘m(A;X") pa F, € pfn(A?,X) s predpisom
Fy (a) = F(Ca)y , a€A’ ,
Po anihilatorski  lema velja za Fepfm A, (F©) =F,
za Feé #pfm A pa (F.L)'L = F . Torej je preslikava

&: pfm(A,X) —> pfm(A?,X*) , definirana z e : Fropt |

povratno enolidéna.
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1.2.%., Definicija: Za funkciji F,Ge€pfm A piSemo

FL G, 8¢ za vsak aehA velja F(a)ga(a) .

Za funkciji Tgpfm A in Ge¢pfm B pravimo, da je

G razSiritev funkcije F (in F skrditev funkcije G),

e je ACB in za vsak a€&A velja F(a) = G(a).

Funkcija Fe€pfm A je monotona, e za poljubna

a,b€A, a &b velja F(a) £ F(b).

Funkcija F€ pfm A Je invariantna za operator

TEL(X), ce je za vsak a€A, F(a) invarianten
za T. DruZino vseh operatorjev, za katere je I inva-

riantna, oznadimo z Inv F .

DruZina Inv F Jje seveda vselej zaprta podalgebra

algebre L(X), ki vsebuje vsaj identini operator.

Za poljubni funkciji F in G. je F £ G natanko tedaj,

kadar- je ¢t £ F‘L. Funkcija G je razSiritev funkcije F

natanko tedaj, kadar je GT razdiritev funkeije F+.

Funkcija F je monotona natanko tedaj, kadar je funkeija
¥ L monotona.

- DruZina pfm A Je z relacijo £ delno urejena. Za
poljubno njeno poddruzino {F‘ }.Le 7 definirajmo

(1) ( sup F“ )(a) = V¥ F (a) , aéA
LEJ ®EJ



1e243. 3

(2 (inf 7 )@ = () m(a), aea .

e d € d
Za tako definirani operaciji sup in inf je pfm A polna
mreza. Preslikava & : pfm A—> =xpfm A’ je antiizomor-
fizem med obema mreZama, V slednji mreZi je operacija
inf spet dana s formulo (2), v definiciji (1) operacije

sup pa moramo namesto § vzeti e; .

Hitro se lahko prepridamo, da sta sup in inf poljubne
druzine monotonih funkcij spet monotoni funkeciji.
Monotone funkcije tvorijo torej polno podmreZo mreZe
pfm A, preslikava o pa Jje spet antiizomorfizem med

obema podmreZama monotonih funkeij.

Denimo, da Jje neka druzZina funkecij invariantna za dan
operator T; tedaj sta tudi sup in inf te druZine
invariantni funkciji za ta operator. Torej tvori
druzina vseh funkeij, invariantnih za dan operator

(ali dano mnoZico operatorjev) spet polno podmreZo.

1.2.4. Definicija: Naj bo F€pfm A in B, = {bEPE ;

obstaja a€A, ag_b} « Definiramo notranjo razsiritev

funkeije F, FeE;pfm BA S predpisom

F (b)) = V. F(a) , beB, ;
© aghb
aegl
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na ]3A = {.bePE 3 obstaja a€A, b§a3 pa definiramo

zunanjo razSiritev funkcije F, Feepfm BA s predpisom

FO(b) = N F(a) , beB .
bg a
ag A
Notranja razgiritev postane definirana na vsem PE natanko
tedaj, kadar je I €A, zunanja pa natanko tedaj, kadar je
€A, Niti notranja niti zunanja razSiritev v splofnem

nista nujno razsiritvi.

Kako bi lahko smiselno prenesli obe "azfiritvi" v s*(x®) 2
NakaZzimo za notranji primer: Naj bo F¢€ ;pi‘m(.&.,}{*) ’

seveda je (BA)’ = (B’)A in definiramo lahko
' e\l
F,. o= (00T,

to pa se ujema tudi z definicijo
%

Feo(b) = aZb F(a) , bE&B,
agA

Naslednja trditev je preprosta posledica definicij.
l.2.5., Trditev:
(a) Notranja razdiritev je preslikava iz pfm A v

pfm By, ki ohranja urejenost in preslika sup v supe.
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(b) Zunanja razsiritev je preslikava iz pfm A v
pfm BA, ki ohranja urejenost in preslika inf v inf,
(¢) Slike zunanje in notranje razfiritve so vselej
monotone funkcije.
(d) Ce je funkcija F monotona, sta funkeiji F, in Fe
njeni razsiritvi.
(e) Za poljubno funkcijo F je Inv FC Inv F, in
Inv F G Inv FC .

l.2.6., Trditev: Naj bosta A,BEPPE, AC B taki, da
B2 DB
Jje s funkciji F€pfmA in Ggpfm B pa

B B
22 F)G
taki, da je G monotona in na A, Tedaj je-

& FLG
F)G
na B .
Fe\<G
Zgornja trditev nam pove: Zunanja razSiritev je najvedja

- monotona razSiritev monotone funkcije, notranja rasiri-

tev pa najmanjsa.

Dogovorimo se Se, da bomo v prihodnjih dveh razdelkih

- dokazovali pri trditvah s po dvema verzijama: "notranjo"
in "zunanjo", le po eno od teh inadicj; druga bo namreé
vselej sledila po principu dualnosti. Ta dogovor upo-

stevajmo Ze v dokazu trditve l.2.6.
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Dokaz: Vzemimo poljuben b€ B in preverimo

Pe(b) =) {F(a) ; a6, a2b§ 2
,'?ﬂ{G(a) ; agA, azbfg G(b) .




l.%. Odlikovanost

l.3.1. Definicija: Naj bosta A,BEPPE, ACB in

Fepfm B. Ce za poljubne b,a;,a,€4A, za katere je

alu 35 2 b, velja
F(al)v F(aa) =2 F(b) ,

pravimo, da je F notranje odlikovana glede na A ;

e pa za poljubne b,a, €4, kelN, za katere je

U ke a, 2 b, velja

V w) D r) ,
e M W o TR

pravimo, da je F notranje @ odlikovana glede na A,

Ce za poljubne b,al,aEE A, za katere je alnaeg Ba
velja

F(a;) N Flay) & F(b)

pravimo, da je F zunanje odlikovana glede na A ;

¢e pa za poljubne b,a, € A, kell, za katere je
n el %k < b, velja

N w

kelN

a) & F(b) ,

pravimo, da je F zunanje @& odlikovana glede na A.

V vseh teh primerih pravimo, da je druZina A

obmoéje (ustrezne) odlikovanosti funkcije F.
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1.3.2. Trditev: Naj bo Fegpfm B in AE B, tedaj je
(a) Ce je F zunanje ali notranje odlikovana glede na

A, je na A monotona.

- zunanje .
(b) Ce je F ® odlikovana glede na A, je
notranje
zunanje
glede na A tudi z odlikovana,
notranje

v zunanje
(¢c) Ce je F odlikovana glede na A in je
notranje

preseke
mnozica A zaprta za konéne , je F
unije

tudi O odlikovana glede na A natanko tedaj, kadar

padajode

} zaporedje
narasc¢ajoce

ﬁ 8, € b.
a, € A, ke N , za katero je .

b
(Y 7(a) C F(b) Va2
velja .

T F(a) 2 F(b)

za poljubne bé€A in {

(d) Ce je F kakorkoli odlikovana glede na A, je enako
odlikovana tudi glede na poljuben C & A.

Odlikovanost je torej &ibkejSa zahteva od ©® odlikova-

nosti. O tem, da je ta zahteva v sploSnem strogo Sib-

kejSa, nas preprila tale preprost primer: Naj bo E=MN,
- A=B=P[N, F(a)=X, Ce a vsebuje vsa Stevila od nekega
"ne naprej in F(a) ={02 sicer; F je zunanje odli-

kovana, ni pa zunanje ( odlikovana glede na A,
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Dokaz: (a) Vzamemo a,b€ A, ac€b in piSemo a|=a,a,=a .
(b) Vzamemo b,a,,8,€ 4, aif) a, < b in tvorimo zapore-
dje 8158538598590 00 B

(¢c) V eno smer jasno. Nazaj: Izberemo poljubne b,ake A,

ke, za katere n kel 2k € b. Tvorimo novo zaporedje

b, = ;11:1 aj, keN; tedaj b €A, ke in
K
n F(&k) = m n F(aa) ; n F(bk)gF(b) .
e N ke N j=1 ke IV
(d) Jasno.

l.3.3. Trditev: Naj bo Fepfm B in A C B, tedaj je

. zunangje .
(a) Ce je F odlikovana glede na A, velja

notranje
apybé€A
F(a) N F(b) = F(anh b)

(1) "
F(a) Y F(b) = F(avub)

affbéA
za poljubna a,b€ A, za katera y da je

= preseke
(b) Ce je A =zaprta za konéne in za po-
unije

zunanje
ljubna a,beA velja (1), je funkcija F

notranje
odlikovana glede na A,
zunanje ?

G odlikovana glede na A,
notranje J

(¢c) Ce je F {
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velja za poljubne a, € A, ke N, za katere

{{] aksA}, —
Ua, el

(2) i
7 Flay)

]

F(ﬂak)}
FCU 2 )

. preseke
(d) Ce je A zaprta za kvedjemu Stevne in
unije

za poljubne a, €A, ke N, velja (2), je funkcija
zunanje
B

z ® odlikovana gléde na A,
notranje

Dokaz: (a) Po 1l.3.2(a) je F monotona in zato
F(a)A\F(b) ¢ F(alib) € F(a)NF(b) .

(b) Naj velja (1); tedaj iz a,beA, agb, sledi
F(a)NF(b) = F(a) in F je monotona. Zato velja za

b,a €A, alnang, da Jje

1999
F(al)ﬂ F(ag) = F(alnaz) C F(b) .

(¢) Po 1.3.2(b) in (&) je T monotona in zato

N repcr N a)c () 5.
ke IV kel ke N

(d) Tako, kot v todki (b) se prepridamo, da je F



T EsS 5

monotona in nato izberemo poljubne b,a, € A, kelN, za

katere (\ 8y C b, ter ocenimo

kel

F(a,) = F( () ) S F(b) .
kOﬁ‘I B kel

l.3.4, Definicija: MnoZica A€ PPE je notranje regularni

enerator, ce
(R1) g,E€A
(R2) A je zaprta za konéne unije
(R3) A je zaprta za kvedjemu Stevne preseke
(R4) vsak element iz A’ je kveljemu Stevna unija ele-

mentov iz A .

MnoZica A Jje zunanje regularni generator, ¢e je A’

notranje regularni generator. V tem primeru pravimo,

da je par (A?,A) par regularnih generatorjev.

Mnozieci A in A? generirata seveda vselej isto alge-
bro in zato tudi isto @& algebro. Ce je E kompakten,
Hausdorffov topoloski prostor in zadosca drugemu aksiomu
Stevnosti, je njegova topologija zagotovo zunanje regu-—

- larni generator in generira ravno @ algebro vseh Bore-

lovih mnoZic na E.

51



1l.3.5 6

zunanje

le3.5. Trditev: Naj bo A [ } regularni gene-

notranje

rator in B algebra, generirana z A, Tedaj je vsak
A
element iz B kveljemu Stevni presek elementov iz
?

A?
in hkrati kveljemu &tevma unija elementov iz { }.
A

V zgoraj opisanem primeru nam trditev 1l.3.5 pove, da je

vsak element iz B hkrati FG in C-; -

Dokaz: Naj bo C druzina tistih ae€PE, ki so hkrati
kvedjemu Ztevne unije elementov iz A’ in kvedjemu
stevni preseki elementov iz A. Hitro se preprigamo,
da je C algebra mnozic in da je A &C.

zunanje

1.%.6, Trditev: Ce je A { } regularni gene-

notranje
rator, B algebra, generirana z A in F ¢pfm A
{ zunanje 7€ zunanje g

@ odlikovana glede na A, je {
notranje Fe notranje

@ odlikovana glede na B,

Dokaz: Naj bo F zunanje & odlikovana glede na A in

cyb, €B, ke, taki, da je N el P C c¢. Nadalje

=

5
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naj bo d€A, d2c¢ poljuben in zaporedja ak‘jeA,
_ : i .
j.ke bV, taka, da je [ jel %k by (obstajajo po
prejénji trditvi). Tedaj je

N F°(b,)

Nl = N ad)C N F°(a, )

(5 kel ke N je k,5e
- ) red < o ;
k,jelv

pri prvi oceni smo uporabili monotonost zunanje razsiritve;
naslednji enadaj so nam dale trditve 1.3.2(a) in (b) ter
1.2.5(d); zadnjo oceno pa nam je dala definicija @ odli-

kovanosti.

Izraz na skrajni levi ocene (3) je neodvisen od izbire
mno¥ice d 2c¢, zato lahko na skrajni desni strani ocene
vzamemo presek po vseh d2c¢, d€A in dobimo po defi-

niciji zunanje razsSiritve
N (v & 7o) ,
ke

kar je bilo treba dokazati.
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1.4, Odlikovanja

l.4.1. Definicija: Naj bo AEPPE, F&pfm A, B,, =

{ be PE; obstajata aj,a,64, aVa,2b] in By, =
{ b€ PE; obstajajo aks' A, ke IV, Uke!N ak2b2.

Definirsmo notranje odlikovanje funkcije F, ¥, €

pfm B2A s predpisom

F,(b) =() {F(al)VF(a2);al,ageA, a,Ua,2b7 ,
bé BQA 3

*.in notranje ©® odlikovanje funkcije F, Fg, € pfm Bga

s predpisom
Fgp (D) =ﬂ{ Vkeﬂ F(ak); a, € A,ke N’Ukel\T ak2b} A
bk Dy,

Nadalje piSemo B2A = {b{,‘ PE; obstajata al,a2£ A,
i GA
a1 aggb'i in B”" = {be PE; obstajajo a € Akel,

N Ke [N a.kg bg ter definiramo zunanie odlikovanie
funkcije F, FAepfm BEA s predpisom

F-"L(b) =y {F(al)ﬁ F(aa); aj,8, €4, 2N aggb} .

bGBQA;

in zunanje O odlikovanje funkcije F, FSAE pfm B4

s predpisom
GA
F 7 (b) =V{'nk€m F(ak); a, € A,kém,nkem akaZ i
pesSh |

DruZini A pravimo obmoéje (ustreznega) odlikovanja.




l.b4.1. 2

Ce je Fepfm B, B2 A, pravimo odlikovanjem skrditve
funkcije F na A, odlikovanja funkcije F glede na A

in jih spet oznadujemo z Fps Fgpo FA in F&’L ”

Seveda v splosnem odlikovanja neke funkcije glede na A
e niso (ustrezno) odlikovana glede na A, Trivialen
protiprimer lahko zasnujemo Ze na mnoZici E z vsaj dvema

elementoma in prostoru X, ki je vsaj dvodimenzionalen.

l.4.2. Trditev: Naj bo F e¢pfm B in A € B, tedaj je
(a) Vsako odlikovanje funkcije F glede na A je monotona
funkcija.
F£F) r* ¢ ¥ na 324

(b) Vselej je N
FYF,

na A in .
5 Fy ; Fg, na BzA

zunangje
7 (6) odlikovana glede

zunanje '>

notranje S

(¢) Funkcija F je
notranje ‘(

na A natanko tedaj, kadar je njeno [

(§) odlikovanje razSiritev skriitve funkcije F
na A,

(d) Ce je CDA, Ge€pfm C in F£G na A, je

na BEA(%A) .

(e) Ce je C CA, je

A, .

) in Fgya € C@)a
1?(es)cé p(6IA . 520,00,
Feye 2 Fedyn 2@ Bag(Bge)
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zunanje
(G) odlikovana
notranje

na A, je
N SR PV

(£) Ce je CDA, G€pfm C {

glede na A in 5

na A,

(g) Vselej je Inv F & Inv F(G)A in Inv F £ Inv F(O)A.

Dokaz je preprost in ga le skicirajmo: (a) ¥ po vedji
druzini je vedji. (b) Pri b&A vzamemo al-ae-b pri
bEB?A in al,aeé'A, aln a5 €b, vzamemo zaporedje
8138538558550 o (C) Ce je FA=F, je za aj,ay,béA,

an a2gb, F(al)ﬂF(ae)g FA(b)=F(b). Ce pa je F zunanje
odlikovana, je FAé T na A in enadaj dobimo po todki (b).
Dokaz za © odlikovanost je analogen. (d),(e) Jasno.

(f) Uporabimo (d) in (c¢). (g) Uporabimo trditev 0.3.2(b).

le4.3. Trditev: Naj bo Fe pfm A, tedaj obstaja funkeija
EZE pfm A, za katero velja

7° zunanje
(a){ z,je (G ) odlikovana glede na A.
F notranje

° F°S 7
(b) Na A velja { 22 ? .
P £ 7§

v F 4 G
(¢c) Ce G€pfm A zadosla (a) in (b), je ' GJ

7O
(d) 8 pogoji (a),(b) in (ec) ;je{F }enolicno dolodena.,

- (e) Inth_:_:Inv{Fo}, 9

Fo
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Dokaz: Naj bo G’ druzina vseh funkcij G é€pfm A, za
katere velja (a) in (b); druZina (-r-'ni prazna, saj

veebuje funkeijo G(a) = X, a€A. Definiramo F0=iné'_,G .
G€é

Preverime v primeru "brez © ", da je funkcija .
zunanje odlikovana! Izberimo take al,aa,b €A, da je

alﬂ aegb, tedaj je

F (a)AF (ay) = [ Ggq_Gl(al)] N [GZ{;}@ G,(ay) ] =

. 0 (}_.[Gl(al)n(}a(ag)] &

Gl’GEE

N ’ .ylc N
Gecr[G( 0 e 2)1__.G6q,

g.- G’(b) = Fo(b) L
V primeru "s & " preverimo na soroden nadin, da je F,
zunanje © odlikovana in (a) velja. Ker je za vsak
GeF, ¢2F, jetudi F PF in (b) velja. Ce za
neki Gegpfm A velja (a) in (b), je G€ GJ, zato

G % F,, torej velja tudi (c). Ce pa za neki G €pfm A
velja hkrati (a), (b) in (c¢), je po prejsSnjem najprej
G2 F_; ker pa za F, velja (a) in (b), je tudi
Gé'Fo’ zato G = Fo in (d) velja.

" Doka¥imo todko (e)! V ta namen izberimo poljuben
T€InvF in oznalimo z G—Jdruéino vseh tistih

G€pfm A, za katere je TEInvG in F £G £ F_.
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DruZina @ gotovo ni prazna, saj vsebuje funkecijo F,.

Pisimo G_ = sup G, tedaj je seveda Té& Inv G_, pa tudi
°  GeF 0

FLG LT, zato je GEF . Naj bo H skrditev funk-
c® ng 4, tedaj je po trditvi 1.4.2(b), (d) in

cije

(6)A
(£f)y, F LT " Z HoéFo na A, po 1l.4.2(g) Pa T &
Inv H_, torej je Hoe(-F in zato H_£G_ . Po drugi strani

pa dobimo po l.4.2(b) GO__A_ H , od tod Go = Ho in po

0
l.4.2(c) je Go zunanje (@) odlikovana, Zaradi FéGO

je po prejSnjem T Z Gy

Je GO =-FO in TE Inv Fo'

ker pa je hkrati Go & Fo’

l.4.4, Definicija: Funkecijo FOEme A, ki zadosca pogo-

jem (a),(b) in (e) trditve l.4.3, imenujemo natanéno

zunan je
(G) odlikovanje funkcije F €pfm A in

notranje Fﬂl(@‘) A
jo oznacdimo z { . o V nadaljnjem bomo privzeli,
n(Q)A

- mA _m@&A
da so funkecije FmA’ chA, F, F >

definirane
(po vrsti) na Boys Bspo 824 oziroma BGA. Za. natanéna
odlikovanja bomo jemali ustrezna odlikovanja teh
funkeij, ki so po trditvi 1l.4.2(e) prav njihove

razsiritve.

zunanje
l.4.,5., Trditev: Naj bo A regularni gene-

notranje

58




l.4.5 6

rator, B algebra, generirana z A in F £pfm A monotonas

tedaj je

(a) na B.
(Fe)(b' B = Faga
(Fe)mQ‘SB - Fmﬁ‘A

(b) na B.
(Fe)mﬁB = FmGA

Dokaz: (a) Ker je AC BC BGA, je po l.4.2(e) Fsﬁ‘

é (Fe)G B. Pa izberimo zdaj take b, a,€& B, ke IV,
da je N ke N %% € b in (trditev 1l.3.5) taka zapo-
redja ckj, k,jelN, da je a = n jeN ckj, ke N
Teda] Jje

N Fe(ak) € n Fe(ckj)= n F(ckj)gF A(b)
ke IV k,jelN kyjelN

in zato (Fe)GBg_: P,

0XAaZ1mMO Nnajpre], a se in na
(b) Dok v . . d Fm eA . (Fe)msB B

ujemata z zunanjima razsiritvama svojih skrcéitev na A,

méA

Oznalimo z G skriitev funkcije F na A in izberimo

bEB, a.&Ah, kel, nkém a, &b (trditev 1.3.5). Tedaj

G A
co(b) = Z?E a(a) € ka 6(a) € TP TA(n)

me& A nG A

in Geé F na B. Ker pa je F monotona in se

29
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m GA

na A ujema z G, je po trditvi 1.2.6 G° >F na B.

Isti razmislek velja tudi za funkeijo (F®)PSB in

todka (b) bo veljala na vsem B, brZ ko jo dokaZemo na A.

Seveda je F'®% 3 F na 4, zato po 1.4.2(a) FUOA Y
FGA na B in po tolki (a) i (Fe)6 B ja B. Ker je
po trditvi l.3.6 funkecija Fm@"ﬂL zunanje @ odlikovana
glede na B, Jje

FmGA>/((Fe)GB)mGB . (®)nOB
celo na B. Po drugi strani pa je (]:"{:‘\)mSB >/Fe= F na A

n @B

in (F®) je zunanje @ odlikovana glede na A, zato

je @HMOE S P04 L4 4 in trditev velja.

l.4.6. Pripomba: V zadnjih dveh razdelkih smo povsem
zanemarili "# primer". Preslikava & iz pfm(A,X) v
xpfm (A’,X’) je antiizomorfizem med obema mreZama.
Na mrezi wpfm (A’,X’) lahko analogno s pojmi odlikova-
nosti in odlikovanj vpeljemo pojme s odlikovanosti in
# odlikovanj. Pri tem preslika e notranje odlikovane
funkcije v zunanje # odlikovane, notranje odlikovanje

" neke funkcije v zunanje # odlikovanje e« slike te funk-
cije, itd. V reflekbivnem prostoru se seveda vsi pojmi

z zvezdico ujemajo z ustreznimi pojmi brez zvezdice.




1.5. Povezava med prostorskimi in

projektorskimi funkcijami

l.5.1. Definicija: Naj bo A€PPE, Fegpfm A in pisSimo

D(A,F) = {aeA; Ca€A in F(a)/\F(Ca) ={O} }.l

Ce D(A,F) # @, definiramo za a€ D(A,F) sploSen
projektor PF(a) s predpisom: Def PF(a) = F(a)y F(Ca)
in za x = u+v €Def PF(a), uéfF(a), vegF(Ca) je

PF(a) X = U .

. Za dobljeno projektorsko funkeijo PF, definirano
na obmodju D(A,F), pfavimo, da je prirejena pro-

storski funkciji F.

Ce pa je P projektorska funkcija z obmodjem defini-

ranosti A, piSemo za a €A
FP(a) = Im a) e

Za dobljeno funkecijo FPe pfm A pravimo, da je

prirejena projektorski funkeiji P.

1l.5.2. Trditev: Za vsako funkcijo Fepfm A Je
(a) Pp vselej zaprta projektorska funkeija na D(A,F);
(b) za poljubna aé&D(A,F), xé&Def PF(a) velja
Ca €D(A,F), xeéDef Py(Ca) in

PF(a) X + PF(Ca) X =X 3
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(c) FPF je skréitev funkcije F na D(A,F) .

Dokaz: (a) Glej trditev 0.3.6(c); (b) in (e) je prepro-

sto preverjanje.

l.5.3. Trditev: Za vsako projektorsko funkcijo P je:
(a) Ce je P zaprta in za poljubna aeAf)A’, x€
Def P(a) velja xeDef P(Ca) in

P(a) x + P(Ca) x = x,

je ._D(A,FP) = ANA’ in Pp Je obmolna skritev
P
funkcije P na A[JA® .
(b) Ce v todki (a) namesto zaprtosti predpostavimc?,

da se P da zapreti, je P najmanjSa zaprta pro-
P

storska razsiritev obmolne skréitve funkcije P

na AnA’ °

Dokaz: (a) Po predpostavki dobimo, da je za ae€A(]A’?
Im P(Ca) = Ker P(a) in ker je P zaprta, FP(a)n
Fp(Ca) = {0} in od tod Py (a) = P(a) . (b) Preprost
P Fp

razmislek,

le5.4. Trditev:
(a) Naj bo F ¢&pfm A skriitev funkcije G e€pfm B in
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A CB. Tedaj je D(A,F) € D(B,G) in Py je obmodna
skréitev projektorske funkeije Pge

(b) Naj bo F,Gé€pfm A in F £ G. Tedaj je D(AF) >
D(A,G) in P, Je prostorska razfiritev obmone
skréitve funkecije P, na D(A,G) .

(¢) Ce je Fepfm A monotona, velja za poljubne
a,peD(A,F), a&€ b, in xeDef PF(a), da je
PF(a) x € Def PF(b) in PF(b) PF(a) X = PF(a) X

() Ce je FPEpfm A in T €Inv F, potem P, komu-
tira s T3 toéneje, za poljubna aé& D(A,F), x &

Def PF(a), je Tx¢gDef PF(a) in PF(a) T x =
=0 PF(a) X

Dokaz: (a) Naj bo aeD(A,F), tedaj je a,Caed in
F(a) N\ F(Ca) = {O}, zato a,CaeB in G(a) = F(a),
G(Ca) = F(Ca), ter konino ae D(B,G), PF(a) = PG(a).

(b) Naj bo a€&D(A,G), tedaj je a,CaeA in G(a)f)
G(Ca) = f0] , zaradi F £G pa tudi PF(a)\F(Ca) =
= {0}, zato a€D(A,F); 2za xgDef PF(a) pa velja
x €Def Py(a) in Fy(a) x = Pp(a) x . '

(c) Za x eDef PF(a) je PF(a) xeF(a) € F(b) &
~ Def PF(b) in PF(b) PF(a) X = PF(a) o S
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(d) Naj bo a€D(A,F) in xeDef Pyp(a); tedaj je

x = u+tv, uéF(a), veF(Ca). Za Te&InvF je TueF(a),
TveF(Ca), Tx = Tu + TvéE€Def PF(a) in PF(a) T x =
=Tu =T PF(a) X o

1.5.5. Trditev:
(a) Ce je projektorska funkcija P obmodna skrditev
projektorske funkcije Q, je Fp skréitev funkeije FQ.
(b) Ce je projektorska funkcija P prostorska skriitev
projektorske funkcije Q, je Fp Z FQ o
(¢) Ce je projektorska funkcija P, definirana na obmo-
¢ju A, taka, da za poljubne a,b€A, a€b, x &
Def P(a), velja xeDef P(b) in P(b) P(a) x =
= P(a) x, Jje Fp monotona, |
(d) Ce TeL(X) komutira s projektorsko funkcijo P,

Je Telnv Fy o
Dokaz: (a) in (b): Preprosto preverjanje. (c) Za x &
Im P(a) velja xe€Im P(b) in zato F(a) £ F(b) .
(d) Za a iz definicijskega obmolja funkcije P in
x€Im P(a), je T x=TP(a) x =P(a) T xelInm P(a)
in zaradi zveznosti ohranja T prostor FP(a) invari-

anten.
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1l.5.6. Trditev: Naj bo Fepfm A} tedaj velja:
(a) Ce je aéD(A,F)(\D(A',F"‘), je PF(a) gosto

definiran in zaprt, P 3 (a) = gosto definiran
I

in % zaprt ter velja
P (a)* =P . (a)
F pd .

(v) Ce je PEA in P monotona, obstaja Py na
vsem A natanko tedaj, kadar je A€ A in
A
F(g) = {o}.

“(e) Ce je E€A in F monotona, obstaja PP" na
vsem A natanko tedaj, kadar je A* €A in
FA(E) = X . .

(d) Ce . projektorski funkeiji Pp in

P _, obe obstajata na vsem A, je Pp po tockah
F

gosto definirana in zaprta, P y Po tolkah =
F

gosto definirana in # zaprta in velja

Dokaz: (a) Glej trditev 0.3.6(d) in definicijo funkeije
FL, (b) Za a€A je CacA, afiCa = @, zato F(a)
F(Ca) € FA(;J) = {01 in a€D(A,F). Nazaj: Ce je
a€A’, je CaeD(A,F) in zato ag A, torej A'CA.
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Za poljubna al,agéA, alﬂ a, ¢ g pa velja Ca12 ay

in zaradi monotonosti funkcije F
{o} = F(apNF(Cay) 2F(aNEF(a,)

torej je (D) = {O} .

(¢) Naj bo A*C A in FA(E)m X; tedaj za a€A velja

F(a)g F(Ca) 2 FA(E) in po anihilatorskem lema F "'(a) n

F¥(Ca) = [o‘z, torej je a&D(APL). Denimo zdaj,
obratno, da je D(A',F"L) = A, Tedaj je spet A €A
in za a;,a,€4, a,Ua,2E velja Caln Cay & & o
Ker je F monotona, je F“' monotona in zato velja
F'L(Cal)n pd (Gae) - {0}, torej po anihilatorskem
lema F(al)v F(aa) = X in zato FA(E) & Ky

(d) Po predpostavki je D(A,F)() D(A*,FY) = A in

lahko uporabimo todko (a) na vsem A.

l.5.7. Trditev: Naj bo A algebra; tedaj velja:

(a) Ce je P projektorska funkecija z definicijskim
obmodjem A in je Deff P = Def P(a) 2za vsak
a€lA, je FP notranje odlikovana glede na A
in Fp(E) = Deff P .

(b) Ce je F€ pfm A zunanje odlikovana glede na A
in je F(®) = {0}, obstaja Py na vsem A in je
Defm PF = Deff P,
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Dokaz: (a) Notranjo odlikovanost preverjamo po trditvi

l.3.3(b)e Izberimo a,be A, xe€Defm P ; tedaj

P(aub) x = P(a) x + P(b) x - P(a) P(b) x ,
zato |
Im P(avub) = Im P(a) v Im P(Db)

in koncno
F(aub) = F(a) V F(b) .

(b)Naj bo =xé€&Defm Pp, a,b€éA in d,= anb, dy = ancChb,

d5 = CaNnb, dq_ = CafCb . Nadalje pisimo
X =u) o+ Upzy o ule F(dl), Upzy € F(Cdl) .

X

n

Uppz + Uy u125éF(C<h), u45F(d4) .
Zaradi zunanje odlikovanosti funkecije F Jje

| Uy = Upp=Uy = Upgy = Ugy € F(a)N F(Cdl) & F(d2)
doi

Uz = Uz, =Wy = Uppz - Upn € F(ca)N F(Cd,) € F(d.j) ’

torej je x =u; + u, + Uz Uy, ukeF(dk), k=1,2,3,4.
Seveda je PF(b) X = U + Uy € Def PF(a); a €A je bil
poljuben, torej PF(b) x € Defm P,. Pa spet fiksirajmo

a€h, tedaj je PF(a) PF(b) X =uy = PF(an b) x in
(KAl) velja. Nato je PF(aU b) x = Uy +Uy + Uy =
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e (u1+u5) + (ul+u2) -uy = () x + PF(b) X -

- PF(aﬂ b) x in (KA2) velja; v posebnem primeru
a=b=E pa dobimo Se (KA3).

l.5.8. Trditev: Naj bo A G algebra, tedaj velja:
(a) e je P projektorska funkcija z definicijskim
obmoéjem A in je Defw P = Def P(a) za vsak
a€A, je Fp notranje & odlikovana glede na A
in F,(E) = Defw P,
" (b) Ce je X refleksiven, F €pfm A zunanje & odli-
vana glede na A in F(¢) ={O}, obstaja Py na

vsem A in je

Defw P

P = Defs Py = { x € Defm PF;

P < s
asz%” F(a) X “ + oo]

Dokaz: (a) Notranjo & odlikovanost preverjamo po
trditvi l.%.3(d). Izberimo a €A,kelN in x €
Defw P ; tedaj je za narasCajoCe zaporedje b, =

k
U j=1 ajs ke,

P( U ak)x= w—1im P(bk) X

ke N k<% %o
zato
Vv C v VI
- Im P(ak) Z Im P( b ak)g e m P(ak)
in konéno
F U = V F .
5 keI ) xe I b2
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(b) Naj bo M = {xeDefm P.3; sup UPF(a) x| £ +ooz ;
ag A

tedaj je M linearen prostor pod Defm PF’ ki ga vsi pro-
jektorji PF(a), a€A, ohranjajo invariantnega, torej Jje
M po txditvi 1.5.7(b) moZni prostor konéne aditivnosti
funkecije Pp. Po trditvi 1l.1.8(b) in (c) je Defs Pp =
Defw PF C M. Za obratno inkluzijo nam je treba na M
preveriti le Se tolko (¢) trditve l.1l.5. V ta namen
izberimo poljubno padajoCe zaporedje bktEA, kell, s

praznim presekom ter poljubna xéM in yé€ ™, Tedaj Je
VI VeI CEY | ¢ sup l2a) x]| aist(y,FCad) .

Ker je F zunanje 6 odlikovana in F(@) =-[O}, je

. s . A
N ke N F(ak) = .[0}, po anihilatorskem lema T kel
F(ak)‘L = ¥* in ker je X refleksiven, lahko zvezdico
nad znakom Y izpustimo. Zato konvergira dist(y,F(ak)'L)
proti O in po oceni (1) tudi <P(ak)x | v> konvergira

proti O,
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DRUGO POGLAVJE

OMEJENE FUNKCIJE




2,0, Usmeritev

V razdelku 2.1 najdemo potrebne in zadostne pogoje za to,
da je projektorska funkcija, prirejena dani prostorski
funkeiji, mera v obicajnem pomenu. Poleg tega na novo
dokazemo, da ima v refleksivnem prostoru vsaka projek—
torska mera na algebri enolidéno razdiritev do merena

G algebri. V razdelku 2.2 vpeljemo pojem regularnosti
in dokazemo, da je vsaka Bairova projektorska mera regu-
larna. Moznost integracije po neomejenih projektorjih
vpeljemo v razdelku 2.3 s pojmom notranjih in zunanjih
meje S tem v zvezi dobimo: Na natandéni meji (e obstaja),
je vsak operator, ki ohranja invariantno prvotno funkcijo,
omejen; zadostne pogoje za obstoj natanéne notranje in
natanéne zunanje meje; preprost zadosten pogoj za obsto]
(hkrati) natanénih in popolnih, notranje in zunanje meje.

Naravno se Jje vprasati, ali bi lahko po projektorjih
integrirali Se kako drugade: (1) moZnost drugih "vrst®
integrala (npr. Riemann-Stieltjesov namesto Lebesgovega)
(2) moZnost drugadnih topologij (npr. Fréchetska namesto
Banachove) (3) vedji izbor prostorskih funkeij (npr.
linearni prostori, ki jih lahko v normi, krepkejsi od
prvotne, "napravimo" Banachove, namesto zaprtih podpro-
storov) .

Zanimiv bi bil morda tudi Studij algebre zaprtih opera-
torjev, definiranih z

fz) e )

kjer je F prostorska funkcija z natancnima in popolnima
notranjo in zunanjo mejo, f pa tede po primernih mer—
1jivih funkcijah f : E~>C,

g !




2.1l. Omejenost

2.1l.1. Definicija: Naj bo AEPPE, Fepfm A in ael j;

tedaj pisSemo
M(a,F) = sup { Ixll; xeT(a);b€ A,bECasyeF(b): ||x+y (|4 13

M(A,F) = sup M(a,F) .
ag A

Ce je M(a,F){+s0, Jje F omejena v tolki a; e je F

omejena v vsaki toCki agA, je po todkah omejena na Aj;

e pa je M(A,F){+®, je F omejena na A,

Zgornja definicija omejenosti je tipiéno notranja, kot
bomo sprevideli iz naslednjih lastnosti. Analogne defini=-
cije zunanje omejenosti ne bomo nujno potrebovali in jo

zato opustimo.

2.1.2, Trditev:
(a) Ce je F,Gepfm A, GF in F (po tolkah) omejena
na A, je G (po toCkah) omejena na A ter velja
M(a,G) £ M(a,F),a€ A, M(A,G) £ M(A,F) .

(b) Ce je BC A, Fepfm A, GEpfm B skrditev funkcije
F in F (po tolkah) omejena na A, je G (po tolkah)

omejena na B ter velja

M(a,G){ M(a,F),a€B,  M(B,G) £ M(A,F) .
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(¢) Ce je A zaprta za kondne unije, F ¢ pfm A monotona

in omejena, je Fé omejena in velja

M(BA’Fe) = M(A,F) .

Dokaz: Preprosto je preveriti toéki (a) in (b), dokaZimo
todko (c¢): Izberimo poljubne take a,b €B,, agChb,
xeFe(a), yeFe(b), da je \x+yp £ 1 in naj bo £ ert.
Tedaj obstajata po definiciji notranje razsiritve taka

u ev{F(c); cE€EA, ct:a} in ve¢ V{F(d); déA, dcbf,

da je flu-x\<Z¢ in [v-yl4€ . Ker je A zaprta za
kon¢ne unije in F monotona, obstajata taka c¢,d€A, cLa,
decb, da je ué€F(c) in veF(d). Zaradi aglb, je
tudi c€Cd, poleg tega -

Nu+vil £ lx+y0 + lx-ull + [(y-v“ £ 1+2¢,
zato

pull £ (1+2€¢) M(A,F)

fxl £ € + (1+2€) M(A,F) .

0d tod dobimo M(BA';Fe) Z M(A,F), neenadaj v obratno

smer pa po todki (b).

2ele3. Trditev: Naj bo A algebra in F g¢pfm A monotonaj
tedaj velja:
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(a) T je po tolkah omejena in FA(E) = X natanko tedaj,
kadar je D(A,F) = A in Defm PF = X. V tem primeru

je Py Ppo tockah omejena in velja

e = M(a,F), a€A .

(b) F je po todkah omejena in FM(E) X natanko tedaj,

kadar je D(A,F) = A in Deff Pp o= X . V tem pri-

meru je F zunanje in notranje odlikovana.

Dokaz: (a) Naj bo F po tofkah omejena, Fy(E) = X in izbe-
rimo poljuben agA. Denimo, da obstaja xeF(a)()F(Ca),
IxW = 1; tedaj je za k€N, x =kx, 5 =-kx:

Nx +7 =041 in k = | x|y zato je  M(a,F) = +00
v nasprotju s predpostavko. Torej je F(a)() F(Ca) ={0}
in a€D(A,F). Zaradi FA(E) = X je PF(a) gosto defini-
ran. Toda za x€Def Pp(a), [xN41l, je Pp(a) x€F(a),
X - PF(a) x €F(Ca) in zato “PF(a) b'e "éM(A,F), torej je

(1) W Ppall £ ma,m)

in PF(a) je omejen. Ker je zaprt, je povsod definiran.,

Ce pa je D(A,F) = A in Defnm Py

PF(a) omejen po izreku o zaprtem grafu. Za bé€A, bgCa,

=X, Je za vsak a¢A

xeP(a), y¢F(b), =za katere §x+yll£1l, je zaradi mono-
tonosti funkecije F : Pp(a) (x+y) = x in |x| £[Pp(a)] ,
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kar nam da

(2) M(a,B) £ |2p(a)l

Zato je F po tolkah omejena. Ker je Defm PF = X, je
Def PF(a) = X, a€A, zato TF(a)yF(Ca) = X in kondéno
FA(E) = X, Oceni (1) in (2) pa nam dasta skupaj uPF(a)l =

= M(a,F).

(b) Naj bo F po tolkah omejena in FAA(E) = X. Po todki
(a) je D(A,F) = D(A,F,) = A in Defm P, = Defm Pp = X .

A
Ker je F, LF, je P, prostorska skréitev funkcije
' A

Pp zato sta enaki, od tod F = Fy in F je notranje
odlikovana., DokaZimo, da je tudi zunanje odlikovana.

Pa naj bodo a,b€A, x€F(a)(YF(b) in ge R poljubni.
Zaradi notranje odlikovanosti funkcije F obstajata taka
ueF(a-b), veF(aNb), da je |x-(u+v)|4L¢ in zaradi
x-veF(b), ugF(Cb) : |x-vl|£L M(b,F)g . 0d tod
dobimo x e F(a(b) in funkcija F je zunanje odlikovana.

Po trditvi 1.5.7(b) Je torej Deff Py = Defm Py = X.
Se nazaj: Ce je Deff P, = X, je po trditvi 1.5.7(a)

funkcija F notranje odlikovana in zato X = F(E) = FA(E) =
Fpp (E) ; po tolki (a) pa je F po toékah omejena.
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V naslednjem izreku naj bo A neka algebra mnoZic. Funkeijo
Fepfm A bomo imenovali mera, kadar bo D(A,F) = A in

Pp
vpeljimo Se dva pogoja na funkcijo Fegpfm A:

projektorska mera na A, Zaradi laZjega zapisa izreka

(01) F je monotona in omejena, FGA(E) = X FA(Q) = {0} .

(02) T je monotona in omejena, FE’AGJ) - {O‘S § FA(E) =X &’

V pogoju (01) je po trditvi 2.l.3(a) delni pogoj FA(Q) =
- {O'} posledica ostalih.

2.1.4, Izrek:
(a) Pogoj (01) velja natanko tedaj, kedar je F mera.
(b) Ce velja (01), je F notranje & odlikovana.

(¢) Ce velja (01), je F zunanje © odlikovana.
(d) Ce velja (01), velja (02).
(e) Ce je X refleksiven in velja (02), velja tudi (01).

Pripomnimo naj, da todka (e) v sploSnih Banachovih prostorih
ne dr¥i. Oglejmo si namred prostor X = 1% (IN) vseh ome-
jenih enostranskih zaporedij, E =N, A = PN,

F(a) = { (xk)e- 12 (N); kfa> X =O} , a6 A. Dobljena
furtecija je zunanje G odlikovana in notranje odlikovana,
zato je TF,(E) = F(E) =X in I°N(@) = F(g) = O , toda
Fyp(E) = ¢ (M) # 17(WN) »
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Dokaz: Denimo, da velja (0l). Najprej se prepridajmo, da
je F notranje @ odlikovana. V ta namen izberimo take
b,a, € A, kel, da je UkelN a, 2 b. Tedaj je zaradi

F(Cb)WV [kgﬁ F(akn b)] =X .

Zaradi monotonosti funkcije F lezi izraz v oglatem okle-
paju v F(b), po trditvi 2.1.3(a) je projektor PF(b)
omejen in izraz v oglatem oklepaju je enak F(b). Ker pa
je F monotona, je Vkeﬂ F(a,) 2 F(b). Funkcija F je
forej notranje (@ odlikovana in todka (b) velja. Ker je
F notranje @ odlikovana, je tudi notranje odlikovana
in po 2.1.3(b) je Deff Pp = X. Todko (a) bomo torej
dokazali v eno smer, ko sprevidimo, da je Defs ]:"F = Xs
za to pa bo dovolj preveriti, da velja pogoj (& A3)
definicije 1l.l.4 na vsem X. Izberimo torej poljubne
x € X, narasajole zaporedje a, € A,ke N, z unijo E in

¢ €R*, Tedaj obstaja tak ue View F(3), da je
lIx - ull & & /(M(A,F) +1) .
Za dovolj velike kelV je ueF(a,), zato
[[PF(ak) x-ull g MA,F)/(M(AF) +1)

in iz obeh ocen: [|x - Pp(a,) x | £E . Torej je

funkecija F mera na A,
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Pod pogojem (01) je torej F mera na A in je zunanje odlikovana
po trditvi 2.1.3(b), zunanjo & odlikovanost pa nam je po
trditvi l.3.2(c) treba preveriti le Se na padajodih zapo-
redjih. Pa naj bo zaporedje 8 € A,ke W, padajole s presekom
pod beA in xel) e IN F(ak). Tedaj je za vsak kelV :
PF(Cb) X = PF(Cbn ak) Xy toda zaporedje CbNay ,
ke, Jje padajoCe s praznim presekom, zato

PF(Cb) x=kj-.aiiPF(b UCELK) PF(Cb) x=0
in xe F(b). Zato velja tolka (¢) in zaradi FGA(;H) = F(@) =
= .[O] ge todka (d).

Dokazimo zdaj tolko (a) v obratno smer! Ker je F mera, je
po trditvi 1l.5.8(a) notranje ® odlikovana, zato je mono-

tona, pa tudi omejena in FOA(E) =F(E) =X

Se todka (e): Ker za TFg pfm(A,X) velja (02), velja za
F"'e pfm (A,X*) pogoj (01); po todki (d) velja za rd
tudi (02) in za (F-L)l épfm(A,X") velja (01).

V smislu naravnega izomorfizma pa lahko funkecijo (F"" )'L

enac¢imo s funkcijo F.

2ele5s Trditev: Naj bo A algebra, B @ algebra, generirana
z A, Fepfm B notranje © odlikovana glede na B, F(E) =
= X, skréitev F na A pa naj bo omejena. Tedaj je F ome=-

jena na vsem B (z isto mejo) in je mera na B.
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Dokaz: Oznalimo z. G skréitev funkcije F na A in naj bo C
dru?ina vseh tistih b&B, za katere je M(b,F) £ M(A,G).

V tockah iz C so torej projektorji Pp omejeni in zaradi
F(E) = X ter notranje © odlikovanosti funkcije F definira-
ni povsod na X. Dokazati moramo, da je C = Bj; ker je

A € C, bo za to dovolj, ¢e dokaZemo, da je C monoton raz-
red (glej141). Vzemimo torej poljubno naraScajole zapo-
redje b EC, ke N, tedaj je b = V) xem Pk € B « Nadalje
izberimo x€F(b), y€F(Cb) in £€RT ter poifdimo taka
kE N, uGF(bk), da je [lu-x|| £ € /(M(A,G) +1). Tedaj je
hx - Bb) x|l £& in

Nl £ € + [Pp(by) x W £ € + M(4,6) |[Pr(o)x + 3| £
L £ (1+M(4,6)) + M(A,G) (|x+vll «

0d tod dobimo |Ix| £M(A,G) ||x+y]| in beC. Zdaj pa
naj bo zaporedje bké C, keI, padajoCe in pisSimo

b= ke Pk € Be Spet izberimo x€TF(b), yEF(Cb) in
£€ R*, ter poifdimo taka kel, uéF(Cb.), da je
lu-yh£ € /(M(A,G) +2). Ker je b EC, je UPF(Cbk)l[é
'éM(A,G) + 1, zato

lu - pe(oby) 7 Il € € (u(a,6) +1)/(1(A,6)+2) .

in od tod: ||y - Po(Cby) vl £ € . Ocenimo:
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I =l £ M(a,6) || =+ Pu(Cb) v £

/ M(A,G)E + M(A,6) Nx+yll .

-

To nam pove, da je res bg€C, torej je C monoton razred
in C = B, Funkcija F Je torej omejena z isto mejo kot G

in je mera po izreku 2.1.4(a) .

241464 Izrek: Naj bo X refleksiven, A algebra, B & algebra,
generirana z A ter Fg pfm A monotona, omejena in
FOA(E) = X. Tedaj obstaja natanko ena razdiritev funk-

cije F do mere na B.

2ele7e Posledica: V refleksivnem Banachovem prostoru ima
vsaka projektorska mera na algebri enolicno razSiritev
do projektorske mere na 6 algebri, ki jo ta algebra

generira.

Posledica 2.1l.7 ni novaj; pripomnimo pa naj, da v dokazu

ne uporabljamo Hahnovega izreka o razsiritvi skalarne

mere.
Dokaz: Naj bo G skriitev funkcije 4 na B, tedaj je

po izreku 2.1l.4 in trditvi 1l.4.2(c) G razdiritev funk-
cije F. DokaZimo, da je G zunanje @ odlikovana glede

na B. V ta namen izberimo poljubne b,b, €B, ke[,
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za katere () X bkg__:b in x Gn

izberimo take & , €€ R*, da je

16 O G(bk)" Nadalje

-]

Z 2, £ € .

k=1 = WP (TE,F))

Tedaj obstaja za vsak kell tako zaporedje akj € A,
jell, da je njem ak‘-J Qbk in za neki X € | "
anem G(aka) velja [l X =% Il LE, + Ker je A alge-

bra in G = F na A zunanje odlikovana, lahko brez gkode
za splosnost predpostavimo, da so zaporedja ak"j (po 3)

monotono padajoa. Za poljubna k,jeEN Jje tedaj
“ x = PF(akJ) x || £ (u(a,F)+1) £,

Ce oznadimo aoj = E, dobimo od tod

. -1 .
[ = - 2 151 o) x| £ 5?1' | P :Qo 8, x -

- P ( ﬁ akj) x" Zr-i(A,F)(M(A,F) +1) E’,g. £E.
F k=0 - i=1 1

Pri fiksnem nell Jje zaporedje PF( ﬂ k1=11 akj) X, JEWN,

omejeno in ima Sibko konvergentno podzaporedje z limito

n
y€ 0N N Fad
N7 g1 jeN "xr? s

za katero je || x - y |l¢f. Zaporedje y, Je tedaj tudi

onejeno in ima Sibko konvergetno podzaporedje z limito
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y € n F(ak'j) ;
k,JEN

za katero [|x-yl\|Lg . Ker je N X, 356 M akjg b, Jje po

definiciji zunanjega © odlikovanja y&G(b) in ker je
bilo &tevilo £ poljubno, tudi x€G(b). Ker je funkeija
G zunanje, je funkcija G'L notranje & odlikovana glede
na B; njena skriitev na A je enaka funkciji F L in je
zato omejena., Po trditvi 2.1.5 je tore] Gr"lL mera in tudi

funkcija G je mera.

Se enolidnost: Naj bo H poljubna nadaljnja razsiritev
funkcije F do mere na B, Tedaj je H zunanje @& odlikovana
glede na B in po definiciji funkcije G je G £ H na vsem
B 3 Lker pa je projektorska funkcija PG prostorsko pov-

sod definirana, mora biti G = H na vsem B,

2.,1.8, Primer: V sploSnih Banachovih prostorih pa izrek
2.1.6 ne drzi. Naj bo namred X = 1%(W), E =[T, A€ PPE
pa naj bo druzina tistih ae&PN, 2za katere je bodisi

a konéna in W € Ca, bodisi je Ca konéna in &€ a. Teda]

je A algebra mnoZic in za funkcijo
F(a) ={ (%) € 1% () ; ke caﬂxk=0}

velja, da je mera na A, Algebra A pa generira @ algebro

B = PPE., Naj bo G poljubna monotona razsiritev funkcije

82



2.1.8

F na ves B. Tedaj je
e {w]) £ F°C [u}) = {0}

in za ak = {1,2,.-a,k} ’ kem! je
(B £ 4wV (V oy Gla) ) =
= Ve Fla) = c (M) £X.

Zato funkecija F nima razsSiritve do mere na B,

12
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2.2. Regularnost

2.2e1, Definicija: Naj bodo Al,Ag,B({- PPE, A, ,Agg_;_ Be.
A
2

BA 5 B in Fgpfm B. Tedaj pravimo, da je F
1

notranje regularna glede na A,, d&e se na B ujema z

notranjo razsSiritvijo svoje skréitve na Al; F je

zunanje regularna glede na Aa, ¢e se na B ujema z zu-

nanjo razsiritvijo svoje skriitve na A2; F je regularna
glede na par (Al,A2), ¢e je notranje regularna glede

na Al in zunanje regularna glede na A2.

Poskusajmo najprej utemeljiti to definicijo. Naj bo E
lokalno kompakten topoloski prostor, B @ kolobar vseh
Borelovih (oz. Baireovih) mnoZic na E, Ay druZina vseh
kompaktnih Borelovih (o0z. Baireovih) mnoZic in A, dru~
%ina vseh odprtih Borelovih (o0z. Bairovih) mnoZic. Tedaj

za mero V : B"?'B; pravimo, da je notranje regularna, &e
(1) v(b) = sup {v(a) ; aehy, ag bz, bEB ,

in zunanje regularna, Ce

(2) v{b) = inf{v(a) ; a€hy, a2 b§ , bEB .

Za definicijo obeh pojmov seveda prav ni¢ ne potrebujemo
- tako zelo konkretnega ozadja mnoZic E,B, Ay in A,. Poleg
tega lahko obe definiciji smiselno uporabimo na vsaki
funkeiji iz B v neko polno mrezo. Z definicijama l.2.4

in 2.2.1 smo tako prenesli oba pojma regularnosti na
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funkecije, katerih vrednosti leZijo v mreZi S(X). Oglejmo
si konkreten primer, pri katerem se pojavi globlja zveza

med obema definicijama regularnosti.

Vzemimo namrec¢, da je B vsaj algebra mnoZic, Al zaprta
vsaj za koncne uni;jre'.,.-A2 vsaj za koncne p:;i'eseke ter

Fgpfm B omejena, monotona in FBB(E) = X, Tedaj poraja
po trditvi 2.1.3 funkcija F na vsem B in vsem X konéno
aditivno projektorsko funkecijo, ki jo oznalimo s P, Tej
funkeiji priredimo tako, kot v trditvi 1.1.7, skalarno
funkeijo mx,y za x€X in yeX*. Funkeija mx,y
je koncéno aditivna in omejena na algebri B, zato je

njen totalni razmah (varianca) v, pozitivna, kondno
: |

J
aditivna in omejena funkcija. DokaZimo:

2+2.2+ Trditev:
(a) Funkeija F je notranje regularna glede na Ay
natanko tedaj, kadar je za vsak x€X .in y¢€ x*
notranje regularna glede na Al.

mxfy
(b) Ce je za vsak x€X in yeX* my o zunanje
?
regularna glede na Ae, Jje F zunanje regularna
glede na AE. V refleksivnem prostoru velja tudi

sklep nazaje.

85



24242 _ 3

Dokaz: (a) Naj bo F notranje regularna in izberimo xé€X,
y€X*, beB in g€R". Tedaj obstaja tak a€A,, acb, da

je za vsak c€B, ¢ C b-a : “ P(e) x|| £E in zato
ve () L 4+ v, _(a) LU+ sup{vx’y(a);agb,ae A]j ,

kar dokazuje, da Je Vo ¥ notranje regularna.
]

Obratno: Za poljuben b€B je druZina Dy= {ae Al;ac bg
usmerjena mnoZica in za x€F(b) konvergira po predpostavki

posploSeno zaporedje
%, = P(b-a) x = x - P(a) x , a€Dy ,

Sibko proti O. Zato je

i W
X G v F(a) = V F(a)
aé Db a€ Db

in funkeija F je notranje regularna,

(b) Zaradi kondne aditivnosti in omejenosti funkeije
vx;y sledi iz njene zunanje regularnosti glede na A2
njena notranja regularnost glede na Ae’, zato je po
predpostavki in tolki (a) F notranje regularna glede

na A,’ . Pri poljubnih béB in
x € ﬂf”ﬂ‘(a); a€ A, a2b?;
je tedaj za vsak a€ As, a2b : P(Ca) x = 0, zato

P(Cb) x = 0 in x€P(b).
86



2s2e2 4

Obratno: Naj bo X refleksiven. Ce je F zunanje regularna
glede na A2, Jje rd notranje regularna glede na Aa’ s

zato je po todki (a) pri poljubnih x€ X, ye X* L
notranje regularna glede na A2’ , torej mora biti zuna-

nje regularna glede na A2'

Naslednji izrek je posploSitev (na prostorske funkeije)

znanega izreka o pozitivnih Baireovih merah (glej [41).

2.2.3. Izrek: Naj bo (A,A’) par regularnih generatorjev,
ki generirata © algebro B in F¢pfm B mera., Tedaj

je F regularna glede na par (A,A?).

Dokaz: Naj bo C € B druZina vseh tistih tolk, na kate-
rih se funkecija F ujema z notranjo razsiritvijo svoje
skréitve na A, Dokazimo najprej, da Jje C monoton razred.
V ta namen izberimo naraséajoCe zaporedje a, € C, ke IV,
in pi%imo b = U rem 2x€Be Tedaj je zaradi notranje

O odlikovanosti funkcije F (izrek 2.1.4)

F(b) = ¥ F(a,) =¥ F(a); a€A, aca, § &

C v{r(a); aea, agv] & (D)

in beéC. Nato pa izberimo e padajoCe zaporedje

8, €C, k€N in pi¥imo b = (), .y 2, €B. Vzemimo
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poljuben x€ F(b) in take G,Eke IR+, ke, da je
ZKC(N Ek £ €/M(B,F). Ker so a€& C, xéF(ak) in
je A zaprta za koncne unije (pogoj (R2) ), obstajajo
taki b €4, b Cay, daje |[x - Pr(b) x|l L&

Oznacimo bo = E in dobimo od tod:

k ; & i-1
(11§x- P ( 3'91 by ) x4 EL || 25 j-.-..-Q; by ) x =
i K
- 2pC A by ) x| £ mE,) E.Lsiéa

J=o
Po pogoju (R3) je ¢ = () jem bj eA, zaradi b € ay
Jje c¢cb, ker pa je PF mera, Jje
k
PF(c)xr-- lim. P( () b. ) x
k= +0o j=1 ¢
in po oceni (1) || x - P(c) x \4£ € . 0d tod dobimo

x € F (b) in beC.

Oznacimo z Bo algebro, generirano z A. Ker je C
monoton razred, bo F notranje regularna, brZ ko doka-
Zemo, da je Bo & C. Naj bo G notranja razsiritev
skriitve funkcije F na A. Po trditvi 1.2.6 je GEF
in zato omejena, po trditvi l.3.6 pa je G notranje
@ odlikovana glede na Bge Zato je za b e’Bo,

G(b) ¥ G(Cb) > G(E) = F(E) = X in projektor P, (D)
je gosto definiran. Ker je omejen, je povsod defi-

niran, PF(b) je njegova razSiritev, torej je F(b)=G(b).
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Funkcija F je torej notranje regularna glede na A, Dokaz
njene zunanje regularnosti glede na A' pa je zdaj eno-

staven! Naj bo b€ B in
x € () {F(a) s a& A , a2 b} 5

tedaj je za a€ A, a&Cb, P(a) x =0, zato P(Cb) x =
= 0 in x €F(b).

Zgornji izrek nam pove prvic¢: da je vsaka mera na "regu-
larno" generirani @& algebri enolicno dolodena s svojimi
vrednostmi na notranje ali zunanje regularnem generatorju;
in drugic: pove nam pot, po kateri pridemo do vrednosti

te mere na vse! @ algebri iz vrednosti na ustreznem
generatorju. Navedimo Se razmeroma preprost potreben in
zadosten pogoj za obstoj razsiritve do mere v refleksivnem
prostoru. Izrek je soroden nekemu Dunfordovemu izreku

2e2e4e Izrek: Naj bo X refleksiven, A notranje regularni
generator in F &€ pfm A, Tedaj ima F razsiritev do mere
na @ algebri B, generirani z A, natanko tedaj, kadar

je F monotona, omejena in F@A(E) B X e

Dokaz: V eno smer jasno: Ce ima F razsSiritev do mere na

vsem B, je seveda monotona, omejena in notranje © odli-
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kovana glede na A. Tudi nazaj ni ved teiko: Ker je
Fsa(E) = X, je po trditvi l.4.5 (Fe)SBO(E) = X in
po izreku 2.1.4 Je F, mera na By Po izreku 2.l1.6
pa ima skrcitev funkcije By na Bo razSiritev do

mere na vsem B in izrek velja.
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2.5« Notranje in zunanje meje

Naj bodo A,BEPPE, AC B, B vsaj algebra mnoZic in

F€pfm A, V MA:B

za katere velja

(F) vzemimo vse trojke my, = (X_,4V.,F.e),

(M1) X, Jje Banachov prostor (lahko tudi trivialen).

(M2) V : X=X Jje omejen, linearen operator s trivialnim
Jjedromn,

(M3) Fe € pfm (B,X,) Jje mera na B.

. -1
(M4) Na A velja F, £V,

F .

Med temi trojkami vpeljemo binarno relacijo m, { Mg »
e obstaja tak operator V_% : X’e-éXp , da je

Vp V‘P =V, in (X‘,V‘p I ) E MB:B(FF)‘ Ta relacija je
refleksivna in tranzitivna. Vpeljimo Se ekvivalenéno
relacijo m,e~my , Ce m,{mg in hkrati mp-{m‘ . Vse
ekvivalenéne razrede trojk po relaciji ~ vzamemo v
EA:B(F) in jih oznadujemo z 'ﬁ:, o« Na druZini FDZA:B(F)
nam relacija { naravno inducira relacijo, ki to druZino
delno ureja in jo spet oznacujemo z f{ « Elemente E‘
te druZine lahko v nekem smislu gledamo kot ne nujno
zaprte linearne podprostore prostora X (to so Im V,),

ki jih lahko v neki novi normi, krepkejsi od prvotne
"napravimo" Banachove in na katerih obstaja prostorska
mera (v novi normi), ki minorira prvotno prostorsko
funkecijo. Ekvivalencéra relacija nam pove, da ne razli-

kujemo med ekvivalentnimi normami in podobnimi merami.
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Vpeljimo Se analogne zunanje pojme. V MA:B(F) vzemimo
vse trojke m* = (X*,VX,F%), za katere veljata pogoja

(M1) in (M3) ter popravljena pogoja

(M2?) V¥ : X = X% je omejen, linearen operator z gosto
zalogo vrednosti.
(M4?) Na A velja F & V¢ L1 p%,
Spet bomo pisali m*%{ n® , &e obstaja tak operator
v4P . x* 5% , da je V*PV%-vP in da je
(xP vt 7P ¢ I-iB‘B(F“‘); ter n%wnP , de je hkrati
m* .{me' in mP{m® . Ekvivalendne razrede teh trojk
oznadujemo z Mm% in jih vzamemo v dru¥ino W:B(F) g
to druZzino delno ureja relacija, naravno porojena iz
relacije -{ s ki jo oznalujemo enako. KakSen je pomen
teh trojk na prvotnem prostoru? Poljubna trojka m %

nam na prostoru X da neko zvezno seminormo
Py (%) =“V“x“ , XEX .

Prostor X% lahko iz seminorme Px do izometrije na-
tan¢no rekonstruiramo takole: Linearnemu podprostoru
U = { x€X; p.(x) = 02 , priredimo faktorski prostor
X/Uy s g2 opremimo z normo | [x] “‘ =py (x) in v
tej normi napolnimo do Banachovega prostora. Trojke

m* lahko torej v nekem smislu gledamo kot tiste pro-
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store, skonstruirane iz zveznih seminorm, na katerih ob-
stajajo prostorske mere (v novi normi), ki majorirajo
prvotno prostorsko funkcijo. Ekvivalenéna relacija nam
pove, da ne razlikujemo med ekvivalentnimi seminormami

in podobnimi merami.

2.3.1. Definicija: Elemente dru¥ine M, ,(F) imenujemo

notranje meje; notranja meja E‘_ je natancna, Ce za

vsak TﬁﬁeMA_B(F) velja 'rﬁpa('n\{‘ in je popolna, &e
ima YV, gosto zalogo vrednosti. Elemente druZine

L O
MA"B(F) imenujemo zunanie meje; zunanja meja m™ je

natanina, de za vsak TPe M-B(F) velja ﬁ:"‘{'fﬁP in

je popolna, &e ima V% +trivialno jedro.

V ilustracijo zgornjih definicij si oglejmo najprepro-
stejsi primer, ko je A = B neka algebra mnoZic s konéno
mnogo elementi. V tem primeru je seveda A celo & algebra.
Da se izognemo trivialnostim, predpostavimo, da ima A
vsa] S$tiri elemente. Vsaka konc¢na algebra je generirana

z neko delitvijo D mnozZice E; pri tem v delitev D ne

VZamemo prazne mnozice.

Naj bo Fe pfm A monotona in denimo najprej, da je

FA(Q) = {0} « Na prostoru

x.g = G’) F(d)
déeD
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vpeljemo normo

| @, =l = 20 =l s

deD

z Ve 7pa oznadimo naravno vloZitev prostora X_, v pro-
stor X. Nadalje definiramo

(1) F, (2) =S ® x4 3 dNa =@ x; = O}, a€h .

de D

Preprosto je preveriti, da trojka m, doloda neko notra-
njo mejo v MA:A(F)' Pa naj bo mg poljuben reprezentant
neke nadaljnje notranje meje. Tedaj za xeXp velja

(2)  Vpx = 2 Vo Pp, (d) x € Y F(d) = ImV,
dén ¢ deD
=]

in Im V{s € ImV, , zato je operator Vp& =, .V’
definiran povsod na Xp; ker je zaprt, je po izreku o
zaprtem grafu omejen. Ker velja V, Vﬁx = V‘; in je za
a€Ah, x€Fy (a) po (1) in (2) VF‘ x € Vo Eg(a) 4, e
meja m, natandna. Ce pa velja Se F@A(E) = X, je

Vde D F(d) =X in m, Jje popolna notranja meja.

Privzemimo zdaj, da je F monotona in FA(E) =X ter

vpeljimo na prostoru

X = @ (x/r(cd))
deD

normo

|0, txadel = 2 M ikddalla s
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v kateri postane X*™ Banachov prostor. Nadalje definiramo

® . .
V®: X—> X" s predpisom V™ : x5 @ 4,7 [x]d in
F*® (a) = { ng [xd]d; dNa = Eﬁ-?xdeF(Cd)}, agA .

Le z malo ved truda preverimo tudi tokrat, da je m%
reprezentant neke zunanje meje v MA':A(F) . Naj bo mP
poljuben nadaljnji reprezentant neke meje. Tedaj'za

x eKer V% velja, da leZi v N deD F(Cd) in zato
vPx € N

splosni operator vep - vP vy =1 je dobro definiran na

7B (cd)

SE T fod, torej vPx = 0 in

In V* . Vzemimo zdaj poljuben
o
y= @ [x),€mv™e,
deD AT
Tedaj je V"‘Py -vPx in

- _ P« is x
| v=e 5 _” ED Pop(d) V " V4 d);___l.') M(A,FP) di t@(vP ,FP(ca))

é M(A ,7P) 2% ddet (vPx,vPr(ca)) £

deD ¢
$ mca 70 | ve| E dist(x,F(cd)) = mCA,#=) || vR Iy ],
d€D
kar dokazuje, da je i < omejen operator in ima enoliéno
razsiritev do omejenega operatorja, definiranega na vsen
Xd”; to razdiritev oznalimo spet z v*P , Seveda velja

pri tem veP ye o v s DPpreprosta verifikacija pa nam da
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ge F" L yep—1 FP na vsem A. Zato je meja m® natandna.
Ce pa velja Ze FGA(Q) = .[O; , je m*™ tudi povrolna meja.

Strnimo te izsledke v

2¢3.2., Trditev: Naj bo A konCna algebra in Fe pfm A mono-
tonaj tedaj velja:
(a) Ce je FA(Q!) = {OE , obstaja v M,,,(F) SRR
meja; ¢e velja Se FGA(E) = X, je ta meja popolna.’
(p) Ce je FA(E) = X, obstaja v I-IAzA(I-’) natanéna mejaj
e velja se FDA(QI) = .[O? , Je ta meja popolna.

Problem obstoja natanénih mej prepustimo naslednjemu raz-

delku, tu pa dokazZimo tri izreke, ki jih bomo potrebovali

v tretjem poglavju. Med mejami nas bodo zanimale predvsem

tiste, ki ohranjajo invariantne operatorje prvotne funkcije.
%% e B

Definirajmo natandneje: Naj bo ~ P

m, € MA-B(F)

T€E€ Inv F poljuben. Pogoj

f Ker V%
(I1) 1

Je invarianten za T}

Im V,

je seveda neodvisen od izbire reprezentanta v ekvivalen—
énem razredu. Ce je izpolnjen, lahko v notranjem primeru

1

na X, definiramo operator T, =7V, ~ T V,, V zunanjem

pa na Im V*® operator T% = V# T V% ! Operator T, Je
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vselej zaprt in po izreku o zaprtem grafu omejen, v zuna-

njem primeru pa moramo predpostaviti

o Jje omejen (.
(12)

Pod to predpostavko lahko T%* enolidno razfirimo do omeje-
nega linearnega operatorja na vsem y 4 , ki ga spet ozna- .

gimo s T% ., Predpostavimo Ze

T ¢ Inv F™
(13) %
T, ¢ Inv F,

¢ s Inv P —> Inv F%, T 1%

Preslikava { je pod
Y. : InvF—> InvF T s Ty,

LLl

ot 1

zgornjimi predpostavkami vselej algebraidéni homomorfizem
med obema Banachovima algebrama. Poleg tega je zaprta in
zato omejena. Ce je meja Se popolna, je ta preslikava

zvezna vloZitev.

2.3.3. Izrek: Vsaka natancna meja, ée le obstaja, zado3éa

pogojem (Ik), k=1,2,3 .

Dokaz: (Notranji primer) Naj bo m, reprezentant natanine
.~ notranje meje v T\'I’A:B(F) in 'J?éInv T . Brez £kode za
sploSnost lahko predpostavimo, da je T brez jedra; sicer
bi namreé namesto operatorja T vzeli operator R - T ,
e 'g(T). Za trojko my = (X, V. ,Ex) S0 izpolnjeni
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pogoji (M1), (M2) in (M3), poleg tega pa velja na A

Py = B4 wWlr-(ry)te w 4v‘;1 P

in trojka m p je reprezentant neke notranje meje. Ker -
. . ~ w - .

je meja m, natanéna, je me { m, in zato

T In Ve = ImVp C ImV, , kar dokazuje (Il).

Na B pa velja

-1

P, =Fp & (IR =10 B,

in tudi (I3) velja.

(Zunanji primer) Spet vzamemo reprezentant natandne meje
m*, TeInvF , predpostavimo brez Skode za splosnest,
da ima T gosto zalogo vrednosti in pifemo n® = (X%,

v ,F*), Tedaj so za mP izpolnjeni pogoji (M1), (M2?)
in (M3), poleg tega pa velja na A:

FLr i drtvetpe oyt pe o yb-t pb

in tudi pogoj (M4') je izpolnjen. Ker je meja m* natan-
¢na, je m*™ < nP , zato Ker V*{ Ker vB -l ger y%
in (I1) velja. Na Im V*® je V=t =yP vl _n% jp

(I2) velja. Ker pa velja na B
F¥ g VPl pb o ol g

je izpolnjen tudi pogoj (I3) in izrek velja.
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Zaradi enostavnejse formulacije naslednjega izreka vpe-
1jimo nekaj oznak. Naj bo A€PPE zaprta za konéne pre-
seke, Feg pfm A monotona in izberimo a€A. Definiramo

F[ae pfn (A,F(a)) s predpisom
F[a(b) = F(afb), beA .

Ce je T€Inv F, je seveda TlF(a) € Inv F|, , obratno
pa v sploSnem ne drzi. Koristno je, da natancne meje
pod doloCenimi pogoji ohranjajo tudi invariantne -opera-
torje funkeije Fla’ pa Ceprav slednji nimajo ustrezne
omejene razSiritve na ves X. Denimo, da obstaja natanéna

me ja 'ﬁ‘ [ ﬁA:B(F) in vpeljimo
VP : XP'—*F(a), x>V, x ,

Fo = F,[a .

Po kratkem premisleku je my & MA:B(Fla) . DokaZimo

2.3.4, Izrek: Ce je Cae€A, F(a)( F(Ca) ={O} , potem

- - N b
je meja mP natancna.

Dokaz: Pa vzemimo poljubno nadaljnjo trojko mtc-: MA-B(Fla)
in definirajmo

X; = Xr@) F,(Ca), |u®v{ =I[ull+ivl ,
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Vy : Xy — X, u@vl—-—)V?u +V, v
Fg (D) ={u@vsX;; uGFx(b) in veFx(ana)}, beB .

Tedaj je Xz Banachov prostor, z Vg zvezno vloZen v X;
iz VrueF(a), Ve VEF(Ca) in Vgu+ Ve v=0 namred
zaradi F(a)\F(Ca) ={0} sledi u=v =0 . Poleg tega
je Fy mera na B in za poljubne bEA, u@ve Fy(b) velja
Vg (u@®v) = Veu + Vv e F(b); torej je mye€ MA:B(F) .
Toda meja M, Jje natandna | Za u€Xy Je tedaj

Vg u =Ty (u@®0) €Im V, in najdemo lahko taka x€F.(a),
Y€ TFg(Ca), da je Vgu =71, (x+y); zaradi F(a) NF(Ca) =
={0} pa je tedaj V,y =0 1in V.‘. u € Im Vp + Operator
Vr‘s - Vp_l Vo Xy —-—)Xp je po izreku o zaprtem grafu
omejen. Poleg tega za b€EB in u€Fy (b) velja
u@O0€TFy(b) in zato Vz, (u@®O) € F,(b) ; po prejinjem
pa je Vy, (u@0) € F,(a) in zato

pr u = Va"l (u®0) € F,(afib) = Fp(b.) A

torej izrek velja.

DokaZimo $e analogen zunanji izrek! Tokrat naj bo A
zaprta za konéne unije, F€ pfm A monotona ter definirajmo

za a€A funkecijo Flaepfm (A,X/F(a)) s predpisom

Fl8(b) = F(aUDb)/F(a) , bEA .
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Zaradi monotonosti funkcije T zapiranje v prostoru X/F(a)
v zgornji definiciji ni potrebno. Tudi tu velja za

TE€InvF, da je T|T e v p[® ..

AA -
Denimo, da obstaja natancna meja ?1’1“& P'IA‘B(F) in vpeljimo

xP = x%5%a) ,
vP

Fé = P42,

X/F(a)-—?X{?' ’ [X]H[V‘xl ’

Spet je preprosto verificirati, da je nPe MA:B(Fla) o

Dokazimo

2.%.5. Izrek: Ce je Ca€A in F(a)¥YF(Ca) = X, potem
je meja %P natandna.

. ; Yo 12:Bepl2 ; : §o i
Dokaz: Naj bo md ¢ (F] ) poljuben in definirajmo
7. x¥ @™ | - n,

X =xV@F%2) , Wwovl =ull + vl ,
v’ x> x;, x»—-av\’[x]@PF.c(a) v¢x ,
F?(b) ={u@v6X3‘; ue F'r(b)in VEF“(bn a)} ,' b€B .

Dokazimo, da ima v gosto zalogo vrednostil! Za poljuben
u@ve X; lahkc u poljubno natancéno aproksimiramo z ele-
menti oblike Vf[x], x€X; zaradi F(a)yF(Ca) =X pa

lahko brez £kode za splosnost predpostavimo: x €F(Ca) .
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Element v pa lahko poljubno natancéno aproksimiramo z
elementi oblike V%y, ye€X; ker je F(a)YF(Ca) =X in
je projektor PF_.c(a) omejen, lahko brez Skode za splos-
nost predpostavimo: y€ F(a). Element u@®v torej lahko
aproksimiramo z elementi oblike V;(x+y), x€ F(Ca),

y€ F(a). Ostale pogoje za to, da je m'}e MA‘:B(F) pa

* je natandna v

l‘-TA:B(F) 1 Ce je xeX tak, da je [x]€ Ker i , Je

je enostavno preveriti. Toda meja T

V* xeF%(a), zato VJxEFJ(a) in konéno Vr[x] =0,
Zato lahko na Im VP definiramo splogen operator

vel - v¥ vb-1 , vrednostmi v x§ . DokaZimo, da je
VY omejen! V ta namen vzemimo poljuben [u] € Im v ’

ue Im V* in ocenimo

(ved | v wl) £ (ve#] (lull -

Ce na desni strani te ocene vzamemo infimum po vseh
reprezentantih razreda [u], dobimo od tod “ VN“
L “Vh’“u in operator VP je omejen. Za bEB in
lule P(v), uex®, pa je

AL 2 [u] @ Prala) u € F;(an)

in vPY@] e ?¥ (ayb) = #¥(b) ; zato je mP natan-

¢na zunanja meja in izrek velja.

102




2.4, Obstoj natanénih mej

2elhels Lzrek: Naj bo A algebra, B & algebra, generirana
z A, 7€ pfm A in FA(Q) ={O]. Tedaj obstaja v

~ G
My :B(F) natanéna meja.

Dokaz: Na prvem koraku dokaza bomo definirali pravo normo.
Zaradi FA(;?J) = {o}, je D(A,F) = A in funkeciji F lahko
na vsem obmolju A priredimo projektorsko funkeijo P. Tej
funkeciji poisdemo prostor Deff P v smislu definicije 1.1.9
in vpeljemo vektorski prostor
X, = {xEDei‘f P; sup N PCa) x| ¢ +”Z’
ae A
ki ga naravno vloZimo v prostor X, vloZitev pa oznadimo
z V,e. Prostor X, opremimo 2z normo
(1) I xlt= sup || BCa) Ve [l , x€ Xy
ag A

Dokazimo, da je v tej normi Banachov. Pa naj bo x, € Xa
ke N, poljubno Cauchyjevo zaporedje v normi (1). Tedaj
je za vsak a€A, P(a) V, kaF(a) Cauchyjevo zaporedje
v prvotnem prostoru, ki ima limito xaé F(a). Za vsako
konéno delitev D C A mnoZice E je

P(E) V, X =Vg x = dielD P(d) Vv, X

in zato
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za poljubna a,b€A pa je
P(afb) V, x = P(a) BP(b) V, x, = P(b) P(a) V, x,
in zaradi zaprtosti projektorske funkeije P

x = P(a) Xy = P(b) X, s

anb

Po trditvi l.1.3 je tedaj Xp € Deff P in ker za af€A

velja
| 2(a) %[l = "xa“_é' lim “xk[|(+ao,
kK Hse

je xp € ImV, . Ker za poljuben €€ RrR* obstaja tak
Ne W, da je za poljubna k,j B N, k,j€ I :
l‘xk-xj]\ée, je za vsak a €A :

“ P(a) V(% - xj)uée R
zato

“P(a) Ve X, = X, uéf
in konéno

l\ 2 V"'l x’E“ = sup [ P(a) Uy % = xauéf :
aé€ A
torej konvergira zaporedje x,_ Vv normi (1) proti V‘-'le
in prostor X, Je Banachov. VloZitev V, pa je zvezna:
l\ Ve x“ = ﬂP(E) v, x“é su%ﬂP(a) Vﬁx" = ﬂxﬂ XEXH o
ag¢

Ce piZemo Se
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Fx(a) = .[ x€X 3 P(a) V, x =V, x}, a6,

1

velja F, £V, - F na A, DPoleg tega je za x€X in

a€A : P(a) Vp, x €EDeff P in

sup | P(v) P(a) V, x| = sup |[P(bpa) V, x|l £
beA bgA
(2)

¢ sup l[20) v, x[| =0x[

b€é A

in zato P(a) V, x € Imn V, ; torej je u = Vu—lP(a) Ve X
element F,(a), po istem razmisleku v = V,k_lP(Ca) Ve X
element Fy (Ca) in velja x = u + v . Ta zapis v konéno

vsoto je seveda enolifen in po (2) velja

| 2p (& x |[ =Nl £ZUxI,

kar dokazuje todko (a) v naslednjem prvem koraku dokaza:

Korak I:
(a) Xy Je Banachov prostor, V, : X,—>X zvezna vloZi-

)

tev, F, omejenana A in F,4Z V.,  F na A,

(b) Za poljuben myé€ MA:B(F) obstaja vn:x;-*xd,
da Jje Ekvh‘= VJ in (X:,V:*,F})thAzB(F“) M

 Se todka (b): Za poljuben x€Xy mora biti seveda Vy x
v Deff P in

sup || P(a) Vy x|| = sup Vs 2., (a) xn £

aeA[l J ” ol d T
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Z vzl wB,Fy) || x4 +oo.

Zato je Vy x € Im V., operator Vp,= Vx"l Vy pa je
linearen, omejen in ima trivialno jedro. Ker za poljubne
agh, xeFy(a) velja vy x €F(a)1Im V, in je zato
Vs, X € F.(a), torej velja korak T,

Na drugem koraku razSirimo funkcijo F, € pfm (A,X. )
do funkeije, definirane na vsem B. Oznadimo z Tg skrditev
funkecije (F-c.)sA na B, piSemo Xp = F(E) in Vg =

= V. . Ker je FF‘ £ F, na A, velja po trditvi 2.1.2(a)

PR
todka (a) v

Korak II:
(a) X‘z_, je Banachov, VP : XP-)X zvezna vloZitev, skr-
citev FP na A omejena in Fpé Vp"l F na A,
(b) Za poljuben ms € MA:B(F) obstaja V;p: xa-axp,
da je vﬁvm = Vy in (Xa’vrp ,F;)etv]B:B(FP).

Po tolki (b) koraka I je Fy L Va’("l

Fe « Izberimo

beB in x€TFy (b), zaporedje a, € A ke I, pa naj bo
tako, da je U, o & 2P Tedaj je x €V,  Fs(ay),
zato Vy,x GvkeINF“(ak) in od tod Vy x€ (Fﬁ"-)O'A(b)‘
To dokazuje, da je ImVy, € FP(E) = Xp, zato V;.p= o

; -1
in Fa_ é Va_P

F na vsem B,
p
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Na tretjem koraku reSimo problem do kraja! Naj bo F!"
skréitev funkecije (F{B)mG‘B na B, Xy = FS(E) in Vg =

= Valx,* Funkecija Fy Jje seveda notranje & odlikovana
'

glede na B, njena skréitev na A pa je omejena. Zato je

Fy po trditvi 2.1.5 mera na B in velja todka (a) v

Korak III:

(a) my € MA:B(F) in

(b) meja E{ je natanéna,
DokaZimo Ze todko (b): Pa naj bo my € MA-B(F) in defi-
nirajmo G €pfm (B’XP) s predpisom G(b) = U’PF?Z 5y P,
Tedaj je G notranje @ odlikovana glede na B in po todki

(b) koraka II je G ¢ Fa na B. Ker je (FP)mGB natan-
éno notranje @ odlikovanje funkcije F& y Je G £ Fr
na B, zato po vrsti: Im Vaag Xy s V;.l,. = V‘}P in

-1 3 5
Fa, é VB‘Y Fg. na vsem B. Tako smo izrek dokazali.
Kot preprosto posledico tega izreka navedimo zadosten pogoj
za obstoj natanCne meje pri razdirjanju iz notranje regu-—
larnega generatorja. Naj bo torej A notranje regularni
generator, ki generira G algebro B. Nadalje naj bo BO

neka algebra, A € B s € B in F &pfm A monotona. Denimo,

da je m € M’B:B(Fe) ; tedaj je seveda m_é€ MBo:B(@ in
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zaradi monotonosti funkeije F tudi m-fGMA:B(F)‘ Ce pa
je, obratno, m,¢€ MA:B(F)’ je funkecija F, notranje re-
gularna « 2Zato je tudi funkecija Ge€ pfm (B,X), defini-
rana z G(b) = [ 5. (b), b&B, notranje regularna. Ker

pa je GLF nad, jeG4L&F_, naB in m,é MB:B(Fe)'

e
Zato velja

2.4.2, Posledica: Ce pri neki algebri Bo’ AC Bo < B,
velja FeBO (8 = [03 s potem obstaja natancna meja

2e4e3. Izrek: Naj bo A algebra, B @ algebra, generirana
z A in F¢ pfm A taka, da ima popolno notranjo mejo v

ﬁA.B(F)- Tedaj obstaja natandna zunanja meja v M- >(F).

Dokaz: Naj bo & dru¥ina vseh seminorm p na X, za katere

(4) p(x) £ 1l , xe€X,
(B) p(x) £ p(x+y), ae A, xeF(a), yeF(Ca) .

DruZina G‘ gotovo ni prazna, saj vsebuje vsaj trivialno

seminormo., Za x€ X definiramo

p,(x) = sup p(x) ,
re@

tedaj je tudi p, ¥ . Naj bo U, ={xé X; pulx) = O? .

Vektorski prostor X/U, opremimo z normo ﬂ[x][[ = DP(x)
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in ga v tej normi napolnimo do Banachovega prostora 2,
Kompozitum faktorske preslikave X-> X/U4 in naravne
vloZitve v X*™ oznadimo z V®; ta preslikava je linearna,

ima gosto zalogo vrednosti in velja (v* N £ 1.

Izberimo reprezentant my € M,.5(F) neke popolne meje in

definirajmo

F*(b) = V¥ \rp Fp(b)'d, béB .

Ker je fﬁnkcija V"V?' zvezna in Jje F@, notranje o odli-
kovana, je tudi F* notranje & odlikovana glede na B.
DokaZ?imo, da velja na A: F £ ve~l p% | Pa izberimo

aeA, xeF(a) in ge R'{ tedaj obstaja (meja 'ﬁ'a'p' je
popolnal) tak y€Xp , da je \x - vpy\\_/:g . Toda y =
u+ v, ueF‘;(a), ve Fp(Ca), zato Vo¥ = Vpu + V‘,_v, Vvue
F(a), V@veF(Ca) in po pogojih (B) in (A) velja

(% = Bu) £ pu(x = Yui) Lk - Yyl £E

zato je || Vux - ™ull£€ in od tod V*xeF(a). Po
definiciji prostora F%(a) pa velja Ze ved: F¥(a) =

v-f-FiaS: kar bomo kasneje Se potrebovali.

- Ce dokaZemo, da je F% omejena na A, bo F%* mera na B
po trditvi 2.1.5. Ker je F% monotona, bo dovolj, &e

za poljubne aéA, x€ F*(a) , v ¢F%(Ca) pokaZemo
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(3) Mzl £ lIx+yl.

Toda (3) velja po (B) za vse x = Vyu, y = V,v, ugf(a),
vé&TF(Ca) ; zato je po prejénjem (3) vselej veljavmo in

n* ¢ M4 Bemy,

Da bi dokazali natandnost meje Mm%, izberimo poljubno
trojko n¥ ¢ MA:B(F). Ce je m¥ trivialna, mora biti
m¥ ¥ m®. V nasprotnem pa je || V¥ £ 0 in M =M(B,FY) £0.

Za x€X pisemo

sup l‘PFt(a) vl

tedaj je py seminorma na X, ps(x) Z lIxll in za poljubne

pg(X) =

aeA, xeF(a), ye F(Ca) je p‘,(x)é pr(x+y). Torej je
px&*@J in po definiciji seminorme p, velja p,‘.(x) £
pd(x) za vsak x€X. Za xéKer V¥ je torej po vrsti
R (x)i = O px.(x) = 0, x¢ Ker Vr; zato lahko na Im V%
definiramo sploSen operator vy - V"V‘-l. Ker je za

xeIm V%, x =V, y&Xx

“ vl ¢ " é as:pB“ PFt(a) vf yu =M “Vv“ P!(y) —4

Z ullvil g, (3 = mlivEl (=1,

je operator V*Y omejen in ima enolidno razZiritev do

omejenega operatorja, definiranega na vsem s ki ga

spet oznadimo z v*¥, Ppo prejénjem je za a€A F%a) =

= m')"‘; ker je V¥F(a) & Fg(a) in je V*¥ zvezen, velja
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() o orxg ydlpy

na A, DokaZimo, da velja (4) na vsem B! -Pa naj bo C dru-
Zina vseh be€B, pri katerih velja (4). Ce je b, €C,
ke N, monotono narascajoce zaporedje z unijo be€B in

x€TF% D) =V ke IV F"(bk) s Je zaradi zveznosti v, ye¥x g

vkclN Fr(bk) = F¥(b) in beC. e pa je zaporedje b, €C,
k€ N, monotono padajode s presekom béB in xeF¥(b) =

N g T4, e nugno V¥ xeN, p F¥(b,) =

= F¥(b) in tudi beC. Zato je C =B, todka (4) velja
na vsem B in (X¥,vAY,F¥) ¢ NP B(#®); torej je meja B

natanéna in izrek velja.

Vzemimo zdaj neki zunanje regularni generator A, ki gene-
rira G algebro B, Bo pa naj bo neka algebra, A C Bo C B.
Nadalje naj bo F e€pfm A monotona in m*é€ Mo B(F®). Tedaj
je gotovo m¥€ Moo B(F®), zaradi monotonosti funkeije F
pa tudi m™ € 1 B(r%y, Ce pa je m"GMA:B(F), je funkeija
ol po izreku 2.2.3 zunanje regularna. Ker je zato funkci-
ja GE€pfn (B,X), definirana z G = VA~% F* tudi zunanje
regularna glede na A in ker je F £ G na A, je FeéG

na B in m*e€ 1B*B(F). Izrek 2.4.3 nam tedaj pove:

2.4,4, Posledica: Ce pri neki algebri Bys A€ B, € B, obsta-
ja popelna meja v My ,B(Fe), obstaja natandéna meja v
o

:B
it Bemy, 111
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Oglejmo si Se preprost zadosten pogoj za obstoj natanénih
in popolnih notranjih in zunanjih mej hkrati. Ta pogo]
bomo lahko koristno uporabili pri raziskavi nekaterih

primerov v Cetrtem poglavju.

2.4.5. Posledica: Naj bo A algebra, B G algebra, gene-
rirana z A, Fepfm A in {P"}.ceJ C Inv F druZina
projektorjev z lastnostmi
(1) VMJ Im P, =X,

(i1) N 7 Ker Be = {ol,
(iii) 2za vsak we¢J ima E,Fepfm (A,Im B,) razsiri-

tev do mere na B.

~
Tedaj ima F natandni in popolni meji v MA-B(F) in v

2 Bepy,

Dokaz: Naj bo a€A in x€F(a)()F(Ca). Tedaj je po
(iii) za vsak et € J: E,x = O in po (ii) x = O. Zato je
FA(Q) = {O} in po izreku 2.4.1 ima F natanéno notranjo
me jo 'H'o € ﬁA:B(F)' Za vsak ® € J oznalimo X, = Im F,,

V., Je naravna vloZitev X, v X in Fy Jje razSiritev

«
funkeije ©PyF do mere na B. Tedaj je m‘GMA,B(F), zato
V.te g Im Y, C In vV, inpo (i) je meja E’o popolna. Po
izreku 2.4.3 obstaja zato natancna zunanja meja e
%’B(F). Za vsak o & J oznadimo zdaj X% = Im B, vY =

= B, in F* je raziiritev funkcije E,F do mere na B.
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Tedaj je m*eM B(F), zato () Ker V, 2 Ker VO |

otEJ
po (ii) je tudi meja ®° popolna in trditev velja.

Oglejmo si zdaj primer, ko ima funkcija Fepfm A, A
algebra, hkrati natandéni in popolni meji ﬁoe ﬁAzB(F)
in ':Eoe?TAzB(F), kjer je B O algebra, generirana z A.
V smislu izreka 2.3.3 lahko teda] poljubnemu operatorju
TeInv F priredimo operatorja T & L(Xo) in 7% 1(x9),

nmed njima pa velja zveza
o _ mO O
(5) VoV, Ty =T V7V, o

Tudi med projektorskima funkcijama, prirejenima funkci-
jama F = in F® wvelja zveza (5), prav tako med rezulta-
toma poljubnega integriranja po obeh funkcijah, Ce le
oba obstajata. Kaj lahko povemo o teh operatorjih na

prvotnem prostoru ?

A .
Naj bo T € L(Xo) poljuben in definirajmo T kot splo-

Sen operator na X, s predpisom

-1

A A
Def T =ImV 6, T =V T V.

0
Poljubnemu operatorju T°EL(X®°) pa priredimo splofen

A
operator 7° na X s predpisom

A A -
Def T° ={x6 X; 1° v° x€ In v°} y B% = gf=lgoye ,
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A
2.4.6. Trditev: Operator 'I‘0 Je vselej gosto definiran,

A G

operator 70 vselej zaprt. Ce med To in T° velja zveza
A A :

(5), je T° razgiritev operatorja TO « V tem primeru

: : » an I . g ﬁo
so ekvivalentni pogoji: (i) T, Je omejen, (ii) je
omejen, (iii) Def 0° = X, (iv) Im V° je invarianten

za To.

Projektorski funkeiji Py lahko v smislu zgornje defi-

0]
A

nicije priredimo projektorsko funkeijo P_  na prvotnem

0
prostoru, za katero je Defs %0 = Defm ﬁo = Im Vo. Ta
funkcija je torej krepko stevno aditivna na vsem gostem
prostoru Im Vo in na vsej & algebri B. Se pa ta funkcija
da zapreti, saj ima zaprto prostorsko razSiritev $° ’
prirejeno funkeciji Ppo . Obmocna skriitev funkecije

?6 na A prostorsko minorira prvotno funkeijo Prn, obmo¢na
skréitev funkeije 50 na A pa jo majorira. Zato lahko
funkeiji %0 in $° v nekem smislu gledamo kot razdiri-
tvi projektorske funkeije PF na ® algebro B. V naSem,

nekoliko tehnicénem smislu sta ti dve razsSiritvi tudi

enolicno dolodeni.
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TRETJE POGLAVJE

NAVIDEZNO SPEKTRALNI OPERATORJI




%.0. Usmeritev

V prvem razdelku tega poglavja vpeljemo dva pojma, ki sta
videti nova. Najprej definiramo pojem navideznih predstavi-
tev operatorja in Studiramo, kako se obnasSa spekter opera-
torja pri prehodu na navidezne predstavitve. Nato posploSimo
%e pojem lokalnega spekbra elementa in definiramo spektralni
funkeciji DT 1 DT. V izreku 3.,1l.8 najdemo neko povezavo
med lokalnimi spektri in notranjimi navideznimi predstavi-
tvami. V drugem razdelku nastejemo nekoliko posplosSene
Dunfordove zadostne pogoje za spektralnost operatorja in
doka¥emo na novo Dunfordov izrek (3.2.5). V tretjem razdelku
izpeljemo nekaj osnovnih lastnosti navidezno spektralnih
operatorjev in najdemo dva zadostna pogoja za dvostransko
navidezno spektralnost v Hilbertovem prostoru (izrek 3.3.5
na osnovi ideje iz 22 in izrek 3.%3.6 na osnovi rezultata
iz 24 ). V Cetrtem razdelku najdemo s pomoljo teorije

iz prvih dveh delov zadostne pogoje Dinfordovega tipa za
notranjo, zunanjo in dvostransko navidezno spektralnost.
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3.1l. Navidezne predstavitve

V vsem tretjem poglavju naj bo X netrivialen Banachov pro-
stor in TEL(X). Nadalje naj bo E razSirjena kompleksna
ravnina, ki je v obicajni topologiji kompakten metriden
prostor, zadosSca pa tudi drugemu aksiomu Stevnosti. DruZina
K vseh kompaktnih (to je zaprtih) mnoZic na E je notranje
regularni generator, druZina K® (to je ravno topologija)
pa zunanje regularni generator. NajmanjSo algebro, generi—'
rano s K oznacdimo z A, ustrezno & algebro pa z B. Seveda
je B ravno @ algebra vseh Borelovih, oziroma v tem primeru

vseh Baireovih, mnoZic.

Za par my = (Xg,V,) bomo predpostavili
(NP1) X, Jje Banachov prostor

(NvP2) V. : X, ,—>X je omejen linearen operator s trivi-

alnim jedrom in gosto zalogo vrednosti.

(NP3) Za vsak SEAT(X) je Im YV, invarianten za S,

Pod pogoji (NF1l) do (NP3) lahko za vsak SEAT(X) defi-
niramo splogen operator S, na X, s predpisom

Sk =v_¢"_:'fsv

[,y K1 je definiran povsod na X.. Hitro se

prepricamo, da je zaprt, torej omejen. Preslikava
Y 2 AT(X)—aL(Xi), Y, : 5¥>8,, Je definirana povsod

na Banachovi algebri AT(X) in je algebraiéni homomorfizem.
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Lahko je preveriti, da je preslikava Y zaprta in zato
omejena. Ker je brez jedra in vse njene slike komutirajo
s Y(T) =T, Je % zvezna vloZitev algebre AT(X) v

algebeo ATd(Xd) .

Za par m*% = (X”‘,V&) pa bomo predpostavili, da zanj velja

pogoj (NP1l) in popravljena pogoja:

(NP2?) V¥ : X == X% je omejen linearen operator s

trivialnim jedrom in gosto zalogo vrednosti.

(NP3?) Za vsak Se.&T(X) je splofen operator S* na X%,

definiran z Def 8% = Im V¥, 8% = V¥SVX™L, omejen.

Pod zgornjimi pogoji ima 8% enolidno razSiritev do ome-
jenega operatorja na vsem X, ki ga spet oznadimo z g%,
Preslikava y" : T(X) —_ L(Xd), yft: S+> 5" je po sorodnen
premisleku, kot zgoraj, zvezna vloZitev Banachove algebre

AT(X) v Banachovo algebro AT"(XK)'

2¢lel. Definicija: Pakte m, imenujemo notranije, pare m*

pa zunanje navidezne predstavitve operatorja T.
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%sla2s Trditev:
(a) Ce je Ae®p(T), je za vsak m* )ng(T’").
(b) Ce je 2 eQ‘fr(T), je za vsak m, /\GG}(Tg)'
(¢) Za vsak m,, je O (T,)C G(T) .
(d) Za vsak m* je G(T*)C G (1) .

Dokaz: (a) Naj bo x€X, x #0 in (A -T)x = 0; tedaj

V¥x £0 in (A -T) V™x = V¥(A-T) x = 0. (b) Naj bo
yeX®*, y£0 in Z(A~T) x|y> =0 za vsak xgX; tedaj
je ve;*y;éo in za vsak ue X, Je

-1 u]l ¥y> =dW(A- 1) u] D=
=L(A-T) Vu u|yd>= 0.
() Za 26 @(D) Jeo By(A) = (A- D™ € A(X) in zabo
‘&(RT(A )) € L(X,). (d) Analogno.

Oznaéimo s ET druzino vseh tistih ae€ K, za katere
velja, da za vsak bgK?’, b 2D a obstaja tak m, , da
je O (T,)C b. Analogno oznadimo s Z,T druZino vseh
tistih a €K, za katere velja, da za vsak b€K?, b2 a,
obstaja tak m*™, da je @ (T%) C b,

Zelede Trditev:
(a) Ce je af€ ZT (oziroma ZT), je an @G (M) tudi
v ZT (oziroma Z',T).
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(b) Ge je ag @ (D), a€K, poten ag X, in ag T,

(¢) Ce je ae Zy (oziroma 51TY, poten a £ ¢ .

(@) v 3y in v 27T obstajajo minimalni elementi glede
na inkluzijo.

(e) Vsak minimalni element v 2'.13 (oziroma v ZT) je
neprazna kompaktna podmnoZica G(T), ki vsebuje
G (T) (oziroma G'p('l‘) )w

Dokaz: (a) Naj bo bekK?, b2 aNO(T) poljuben. Tedaj
je c=bU¢ (T)€K* in c¢Da, zato obstaja po predpo-
stavki tak m, , da je G (T,)c c in po trditvi 3.1.2(c)
je G(T.) C S(T) ; od tod pa G(T,) € b. Dokaz zunanje

inacdice gre po istem kopitu.

(b) Ce je a C ¢ (T), obstaja tak m,, da je G(T.)C ¢ (TX,
zato po 3.1.2(c) O (1) = g, zato je X, in kondno X
trivialen. Zunanji premislek je analogen. (c) Prazna

mnoZica je kompaktna podmnoZica g’(']!).

(d) Ce je i/ poljubna veriga v Z’T' je ‘ao =n&eraél(
in za poljuben DbEK?'’, b 2 a, obstaja zaradi kompaktno-
sti tak aeV , da je acb, torej je aOE' ZT‘ Kondéno
ugotovitev dobimo po Zornovem lema. Zunanji dokaz poteka
dobesedno enako. Tolka (e) pa je strnitev dosedanjih ugo-

tovitev.
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Za poljuben x€X vzamemo V Z\IT(X) vse tiste ae€Kk,

za katere velja, da za poljuben bEK?, bDa, obstajata

(LS1) ceX’, ac Ccl b,

(182) analitidna funkeija % : ¢ =X, za katero

(A-17) R(A) =x, A€ c.

%ele4, Trditev:

(a) @ GZ’T(x) natanko tedaj, kadar je x = O,

(b) Ce je ale ZIT(xl), a,€ Z,'T(x2) in o(l, 0(26—' ¢,
je a,u aae'Z'T(oﬁl Xy + &y X5)

(c) Ce je a€ldi(x), je aNG(T)e Ly(x).

(d) V vsakem 2T(x) obstajajo minimalni elementi
glede na inkluzijo.

(e) Vsak minimalni element v ET(x) je kompaktna pod=-
mno%ica G (T) in je prazna natanko tedaj, kadar
je x = 0. Ce sta ay ozilroma s minimalna
elementa v ZT(xl) oziroma Zm(xg), obstaja za

poljubna o‘l, 0‘-26 € tak minimalni element a v

Z'T(otl X, + % X,), da je ag a;Uas.

3.1e5., Definicija: Minimalne elemente v ZT(x) imenu-

jemo lokalne spektre vektorja xé€X.
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Dokaz: (a) Pogoja (ILSi), i=1,2, uporabimo na a =@ ,
b = € (T) in upoStevamo Liouvillov izrek. (b) Naj bo
b2 alU a5, bE K?; tedaj obstajata cq in Chy 81 & Ccl
€ b in a,g Cc, b ter analitini funkeiji

A A .
X ot cl-—'>X, X, ¢ 02.—‘>X, za kateri

A :
(A=-1T) X5 (A) = Xy 9 A€ Cis + =1,2 o
Na B c;Nc, definiramo analitiéno funkeijo
A A A . P
Xz = by X+ Ly X5 3 tedaj je aju a2§ Ccagb in

(2-T)§5(2)=.(lx1+ Lo %o Ae Cz o

(¢) Naj bo bD anNO(T), bekK’, in by = bUQ(T)._

Tedaj je b;D a in obstajata c,€K’, ag Cchb,
in % ¢, —>X, analiti¥na, z lastnostjo (A-T) %)=
= x, A € ¢+ Funkeijo % (enolidno) razfirimo s pomo-

¢jo funkcije (A - T)"l x naves ¢=cqU@ (P).

(d) je preprosta uporaba Zornovega lema, (e) pa str-

nitev prejsnjih rezultatov.

Prepridajmo se, da je nasa definicija lokalnih spek-
trov posplosSitev tega pojma, ki je bil doslej v lite-
raturi definiran le za operatorje z lastnostjo enolid-

nega analitinega nadaljevanja (single valued exten-—
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sion property). To lastnost bomo definirali kot lastnost

mnoZic (primerjaj [7]).

Za odprto, povezano mnoZico a bomo rekli, da zado$da
pogoju

(NAN) &e obstaja %:a —>X, netrivialna, analitidna, za .
katero

(X- %) =0,2€a.

Tudi za prazno mnoZico priznamo, da zado3la temu pogoju.

Za kompaktno mnoZico a pa bomo rekli, da zadosca pogoju

(EAN) e za vsako neprazno povezano komponento ¢ mno-
Yice Ca obstaja tak beK, bCec, ki ne le¥i v

nobeni mnoZici (NAN).
Za operator T bomo rekli, da zadosca pogoju
(D1) ¢e je ¢ edini (NAN);

ali ekvivalentno: vsak a €K je (EAN).

3.1.6. Trditev:
(a) Ce a€e} zadodla pogoju (EAN), je a<€ ZT(X)
natanko tedaj, kadar obstaja analitiéna funkeija
Q : Ca —>X, za katero (A - T) & ()= x, A€ Cas
~

V tem primeru je s temi pogoji x enolic¢no dolo-

dena.
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(v) Ce operator T zadoZda pogoju (D1) ima vsak xe€X

en sam lokalni spekter,

Dokaz: (a) Ce taka analitidna funkeija obstaja, je seve-
da ae Z!I,(x). Pa denimo, obratno, da je aGZ’T(x),
izberimo povezano komponento ¢ mnozice Ca in nara-
ScajoCe zaporedje bkr-:K z unijo c¢. Po pogoju (EAN)
lahko brez skode za sploSnost privzamemo, da noben bk
ne leZi v nobenem (NAN). Ker pa je a€ ZT(x), obstajajo

cy 2 bk' aj;g: Cck in ?Ck : ck—)X, za katere
A-T7) % (A)=x ,2€ ¢y

Za lgc obstaja tak keN, da je dec, in lahko ‘defi=-
niramo % (X) = ?ck (X). Ce smo mnoZice ¢, izbirali
povezane (in to lahko vselej storimo), je dobljena defi-
nicija neodvisna od izbire k, torej je funkecija 2 : C
—>X analitidéna na vsem ¢. Ker tudi ¢ ni tipa (NAN),

je s temi lastnostmi na vsem ¢ enolidno dolocena,
(b) Ce T =zado3la pogoju (D1), je seveda vsaka kompaktna

mnozica tipa (EAN). Presek vseh elementov druZine gT(x)

je tedaj iskani lokalni spekter elementa x€ X.
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Priredimo zdaj poljubni kompaktni mnozici a€ K druZino
dT(a) = é xeX; a G'Z'T(x)} s

ali ekvivalentno: dT(a) je druZina vseh tistih xe¢X,

ki imajo vsaj en lokalni spekter pod a. Nadalje vpeljimo
qu.i
d‘I‘* (a)_L.

Dp(a)

n

DT(Ca)

DruZina dT(a) je linearna po trditvi 3.1.4(b), zato je
DT(a) € 8(X), pa tudi DT(Ca) € S(X). Poleg tega za
a,peX, agb, velja dp(a) € dp(b) in zato Dp(a)
& Dp(b), pa tudi D'(Cb) P DT(Ca). Torej sta funkeiji
Dp€ pfm (K,X) in D'¢ pfm (K?,X) qe3, Bonotoni. Funkedjo
D‘l‘ razsirimo notranje, funkcijo Dt pa zunanje na ves

PE, obe razsiritvi pa brez strahu za zamenjavo spet

oznacimo z I}T in DT.

3.1.7. Trditev:
(a) Dp £ D' na vsem PE.
(b) Ap(X) € Inv Dy dn Ap(X) € Inv DT .

Dokaz: (a) Vzemimo najprej agK, Db€K', acb,
X € dT(a) in yé€ dT,,(Cb). Po definiciji lokalnega spek-
tra lahko tedaj najdemo take c¢kK’, a&€ Cc €b in
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2 c—>X, analiticno, da je
(1) (A=-1) % (A) = x, € ¢;

nato pa e take d€K’, CbCCdCc in 7 : d—>X%,

analiticéno, da je
(2) (A-1 %)=y, e d.

Na c¢ definiramo skalarno analitidno funkeijo p(A) =
<E())v>, na d pa () =Zx|F(A)>. Po
(1) in (2) je za A€ cnNd :

YA) =LA -1 F()> =
=L (A-MmEO]FL> =%,

zato je funkcija

Y(A)s A &
£<A>={ ©
YQA),ne 4

analitiéna na vsej ravnini in zaradi vq (W) = 0 identi-
éno enaka nié. Pri razvoju v Laurentovo vrsto funkcije
D okoli todke pa je prvi koeficient enak Zx1y> ,
zato je /x|y>= 0, torej je dT(a) C DT(b) in od
tod Dp(a) 4 D'(b). Za poljuben c6PE pa je

DT(c) = v { D,I,(a); acec, aéK} 4

{ 0 .[DT(b); b2 C, bGK’} = ]JT(G) .
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(b) Naj bo xedT(a), a€kK, in bD a, b€K’ poljubna.
Tedaj obstajata taka c €K', acCc&b in X : ¢ —>X,
analitidéna, da je (A - T) 2 (x) =x, 2€c. Zato je za
poljuben SEAL(X) funkeija S% eanaliti¥na in velja
(A-T) 8% (Ax) =8x, Jec; torej je Sxe€dy(a) in
Ap(X) € Inv Dy. Naj bo zdaj xe€D'(a), aek’ in ye
dpe(Ca) . Tedaj je za SE€AR(X) po prejdnjem s¥* y
dpe(Ca) in O =<x|8*y> =45 x1y> . Torej je

S xe DT(a) in AT(X) C Inv DT.

Oglejmo si zdaj neko zvezo med spektri notranjih predsta-
vitev in "notranjo" funkcijo DT, definirano z lokalnimi
spektri. Zaradi pomanjkanja prostora opustimo analogna

zunanja razmisljanja.

3.1.8. Izrek: Za a€K wvelja:
(a) Ce je pri nekem m, : G (T.)C a, je Dp(a) = X.
(b) Ce je a tipa (EAN) in DT(a) =X, je aé€ ZT :

Dokaz: (a) Ce je 6 (L.)C a, je za vsak xé&Im V¢ funk-
cija % (A) = Y, Rp (A) '\T"l x analitiéna za A€ Ca

in (J-T):’E(A)nx; zato je Im V, C dT(a)-

(b) Brez 8kode za sploSnost lahko predpostavimo, da je

aC G (T). V nasprotnem bi namreé namesto a vzeli mnoZico
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a) = anG(T). DokaZ%imo, da tudi a, zados¢a pogoju
(EAN) ! Pa naj bo ¢ neka neprazna povezana komponenta
mnoZice Cay. Ce je cN@(T) = g, je c £ Ca, torej je
¢ povezana komponenta mno¥ice Ca. Ce pa je c NO(T) #
g , veebuje <:(\Q(T) (torej tudi c¢) neko kompaktno

mno#ico, ki ne leZi v nobenem (NAN).

Naj bo zdaj b€K', b2 a poljubna; zaradi enostavno-
sti predpostavimo, da je b omejena, sicer bi jo ustrezno
zmanjSali. MnoZica d = Cb Jje kompaktna in leZi le v
konéno mnogo povezanih komponentah C1s Cpy eee 5 C
mnozice Ca, Oznacimo dk = ck{]d; tedaj so dk paroma
disjunktne kompaktne mnoZice z unijo d, ki leZijo wsaka
v svoJji komponenti Cye Brez skode za sploSnost predpe-
stavimo, da so dk povezane in ne leZijo v nobenem
(NAN); v nasprotnem bi namred mnoZice dy. Se poveclali
in s tem mnoZico b Se zmanjsali. Vsako od mnozZic dy
pokrijemo s konéno mnogo odprtih diskov, katerih za-
prtja lezijo Se zmerom Vv Cy 3 unijo teh diskov oznadimo

z Tedaj je

eka
dk g ekg ;kc' Gk 3 k=1,2,ul.’n’

mnozice e, Pa so odprte, povezane in niso tipa (NAN).

Naj bo e = L) kgl o in X, vektorski prostor vseh

>

funkcij X : e —» X, ki so analitidne na e, zvezne
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na e in za katere je
(3) Ve x=(A-1) % (A)e X

neodvisen od izbire 1 ¢ € . Prostor X, opremimo z

normo

Nxl= suwp % CON,

Aee

v kateri postane Banachov, preslikava V, : X, —>X,
definirana s (3) pa omejen, linearen operator. Ker
mnozice e niso tipa (NAN), je operator Vg injek-
tiven. Za xedT(a) obstaja po trditvi 3.1l.6(a)
funkeija %:ca —> X, analitic¢na, =za katero
A-1) %5 Q) = x, A€ Ca, Zato je skrlitev 5‘:!-5_

element prostora X, in

V,,(?Cl-é)=x;

od tod dobimo dT(a) € Im V., in po predpostavki izreka

ima V., gosto zalogo vrednosti. Za SE€AR(X) in

xeX , Je seveda

S(A-MRA)=(QA-T)s%k(1) ,21€5,

zato je S ImV, C ImV, in m, = (X,V,) Je notranja

navidezna predstavitev operatorja T.
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Vzemimo zdaj poljubne '9:6 Xgs M € € 1in A€ e ter defi-

nirajmo (za zdaj splofni) operator R u 1a X, s predpisom

A A
oo x() = x(M) , 2??‘
(R.B) () = A - ;
- x’(g‘) 9 A =«u

A
Tedaj je Rd" x € X, in po preprostem racunu

(A -T) Ra = 6{.((‘ - Ty) = Ix‘_’

zato je M €Q(T,) in G(T,) £ CeC b, kar je bilo

treba dokazati.,
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3.2« Dunfordovi pogoji

Nastejmo zdaj vse stiri Dunfordove pogoje! Za operator

T bomo rekli, da zadosSca pogojem:

(D1) ée je prazna mnoZica edini (NAN);
(D2) Ce je Dp omejena na K;

(D3) &e je dp = 1),.]3 na K;

Pripomnimo naj, da je N. Dunford (primerjaj 10 ) definiral
ostale tri pogoje le za tiste operatorje, ki Ze zadosdajo
pogoju (D1). V nadi definiciji je vsak pogoj zase neod-
visno definiran. Oglejmo si nekaj preprostih posledic posa-

meznih pogojeve

3.2¢1s Trditev:
(a) Ce velja (D2), velja (D1).
(b) Ce velja (D2), je Dp omejena na vsem B.
(c) Ce velja (D2), (D3) in je (Dp)z(E) = X, potem je
1) Dp zunanje odlikovana glede na B,
(ii) Dy Je mera in tudi (D4) velja,

(iii) Dy = D' na vsem B

Dokaz: (a) Naj bo a€&K® neprazna, povezana, tipa (NAN)

in % : a—>X netrivialna analiti®na funkcija z lastno-
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stjo (A-1T) X (A1) =0, ¢ a. Izberimo X €8,
9:()('-)) #Z 0 in zaporedje Ake a, %(Ak) £ 0, Rk;éilo ,
Ak-)).o; kel . Za kg-'_lNo je grk(;\_) 5 (;\_;{k)—l
%(ak),Aec{ﬂkE analitiéna in (A - T) '3\rk (A) =

%(Rk), zato je ﬁ(Ak)EDT({Jkl ) in po (D2)
Nl € uk,ny) %) - £, xen;

ker pa je & zvezna, je ?{(lk) —> gc(.«lo) in zato po

zgornji oceni ?c(}{o) = 0, v nasprotju s predpostavko.
(b) Glej trditev 2.1.2(c).

(¢,i) Naj bo a,b€K in xeDy(a) N Dp(b). Tedaj e
po trditvi 3.l.6 lokalni spekter vektorja x enolilno
dolocen; ker leZi v a in v b, leZi v aNb in zato
xeDT(anb). To dokazuje, da je DT(a)(‘l DT(b) -
= Dp(anb). Naj bo zdaj a,beB in xE€ nTca)n D (D).
Tedaj Jje

XEV {DT(G) s cGa, cEKz

in zaradi (DT)B(E) = X ter pogoja (D2) obstaja za
vsak £ eRT tak ce K, cga, da je “x—PDT(c) x|\ £
L £ . Ker je PDT(C)EAT(X), je y=PDT(c)x v

D‘l‘(b) in obstaja po istem razmisleku tak 4 C b,
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d€K, da je | y—PDT(d)yH{._ £ in zato
- P, (d) P L2E.
| = DT( ) DT(G) x || £

Toda PDT(d) PDT(G) x € Dp(e) N Dy(d) = Dylend) £

L T(afb) in x € Dylanb).

(cyii) Po todki (c,i) in trditvi 1l.5.7(b) smo v pogojih
trditve 2.2.2. Za vsak x€X, Y€ 1 je tedaj vx,y
(kar v obidajnem pomenu) regularna, kondno aditivna
Borelova funkcija na kompakitnem topoloskem prostoru,
zato je po izreku Alexandroffa (primerjaj [8]) skalarna
mera. Trditev 1l.1.8(b) nam tedaj pove, da je Dy mera
in tudi (D4) mora seveda veljati. ’

(c,iii) Po izreku 2.2.% je D, tudi zunanje regularnaj

T
dovolj bo torej, ¢e dokaZemo DT_{_ Dp na K’, oziroma
(DT)'LQ dps  na K. Toda po trditvah 3.2.%3(a) in

0.2.5 je za a€K: aD G(TIDT(a)) = G(T[DIIG}&)) ”
»®
= 602" | (p,(cayy+ ) -
Formulirajmo zdaj nekaj pogojev, sorodnih pogoju (D4),

ki so pod doloCenimi dodatnimi pogoji z njim ekviva-

lentni. Pisimo:
(Da) Dn, je mera na Bj
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(Db) Dy je notranje @ odlikovana na Bj

(De)  (Dp)y(E) = X3

(Dd) (DT)GK(E) = X .

Fe2ee Trditev:
(a) (Da) = (Db) =(D4) =(De) in (D4)=> (Dd).
(b) Pod pogojem (D2) je (D4) =>(Da).

(c) Pod pogojem (D2) in (D3) je (Dec)=XDa).
(d) Ce je X refleksiven in velja (D2), je (Dd) =»(Da).,

Dokaz: (a) Jasno; (b) izrek 2.1.4, (c¢) trditev 3.2.1(c,ii),
(d) izrek 2.2.4.

V cetrtem razdelku tega poglavja bomo potrebovali Se neka-
tere zunanje pogoje k Dunfordovim, ki so tipilno notranji.
Zasnujemo jih kot "notranje &" pogoje na dualu. Rekli bomo,

da operator T zadosla pogojem
v . .. . s il
(D1?) &e je prazna mnoZica edini (NAN) operatorja T ;

(03°) &e je (D)t = doa na K.

{ (P1?) in (Da*)}
342e3s Trditev: Naj za T velja , tedaj
(D1) in (D3)
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G(TlDT(Ca))
pod a .
G(TIDT(&) )

(b) T ima natanko en minimalni element v [

(a) Za vsak a€ K je {

ZIT
AT,
in ta je enak O (T).

(¢) Za poljuben U€S(X), invarianten za T, veljata

U pogoja (D1*) in (D3?)
za operator .

Ty pogoj;-(lll) in (D3)
(2278 apca
(d) Za vsak agK je 5 .
D =
(TIDT(a) ) T' B

[Ga

-
Za definicijo funkeij F in Fla glej razdelek

2.3 strani 9 do 11.

Dokaz: (a) (Notranji) Naj bo a€&K in xeDT(a); po
(D3) je xedT(a) in po (D1) ter trditvi 3.1l.6 obstaja
analitidna funkcija % : Ca—>X 2z lastnostjo
(1-T) %) =x,1€Ca, Za (M€ Ca piSemo
X(A) = % ()
%u(l)= " -4 ' lﬁd&l,AeCa.
- X (M) ’y A=H

Tedaj je %‘ : Ca—> X analitiéna in (A1 - T) 52&()1) =
- ‘;\c(g.() , zato je ?c(dll)e DT(a) in operator R‘u':

135




3¢243 6

DT(a)—-—’?D,l,(a), definiran z Rd‘: p r-—)?c(«'l) je linearen
in
(gt = T)IDT(a) Tp = B Lge T)[?Dce(a) - IDT(a) ?

torej e‘G(T[DT(a)) in U(T[DT(a)) C a.

; DT(Ga)
(Zunanji) Po trditvi 0.2.5 je za aek & (1] Y
= & (2| ;P(cayd Vs PO pogoju (D3?) pa je pT(ca)t =

= dT,(a). Naprej pa razmisljamo enako, kot v notranjem

primeru.

(b) (Notranji) Naj bo m, poljubna notranja predstavitev
in a = G(T,; po trditvi 3.1.3 je a& G(T). Poleg tega
pa je po izreku 3.1.8(a) DT(a) =X in po (a) G (T) € a.

(Zunanji) Naj bo m®™ poljubna zunanja predstavitev in
a=G&(T); po trditvi 3.1.3 je a C&(T). Poleg tega
je In V™ Cda(a) inpo (D3*) D'(Ca) ={0f. od
tod dobimo po (a) : O'(T) Ca.

(¢) (Notranji) Operator TIU seveda zadosS¢a pogoju
(D1). Naj bo a€XK in definirajmo na DT(a) za
M ECa operator Rp tako, kot v todki (a). MnoZica
dTlU(a) je linearen podprostor prostora Dm(a) 5

pogled na definicijo operatorja Rd,l pa nam pove,
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da ohranja ta prostor invarianten; ker je Rd"‘ omejen,

ohranja invarianten tudi prostor dTl (&) ; od tod pa
U

dobimo, da je dTl (a) zaprt.
U

(Zunanji) Ker je po trditvi 0.2.5 (TIU)' podoben

operatorju T*lU,L, zadoSca TIU pogoju (D1%). V

zgornjem notranjem razmisleku zamenjajmo zdaj DT(a);
(a) in Ra 2z D, e(a) % (a) in ustrezninm

dTlU d* pE=ls 1M

Rd..’ ter upostevajmo, da je RJ‘“ A zvezen, pa dobimo

Se pogoj (D3?).

(d) (Notranji) Za a,bEK je

By o™ () 0 ) = Byl )

in zato za a€XK, DEPE:

Dyl, (B) = Dy(and) =9 {Dy(e); ccanb] =

v {DT(aﬂc) i e b} =

MO ccb} - (® .

= D
T
IDT(a)
(Zunanji) Za a,b€K je

= ' (aNb
DT"ZDT:(&) (b) Dy (aNb)

137



D2e3 8

in zato

pT(c
Tl (Ca) (Cb) = DT(CaU Cb)/DT(Ga) 3

od tod dobimo pri aeK, bEPE :
prlC (p) = DY(CayUb) /D (Ca) =
=\ {DT(c) ; ¢Dcalb, ch’} /D(Ca) =
= {DT(C) /DY(Ca) ; ¢Dcaybd, cé& K’? .
=N { DY(Cayec) /DE(CA) 3 ¢ 2 b, ceK'} "
fDT[DT(ca) (c) ; cDb, ch’z =

D7 (Ca)
o) a ) .

3e2e4s Definicija: Operator T je spektralen, ¢e obstaja

taka mera TF é€pfm B, da je
(sPl) F(a) invarianten za T, a&Kj;
(SPQ) G (T,F(a)) < a, ae Ke

34245, Izrek (Dunford): Operator T je spektralen natanko
tedaj, kadar zadofla pogojem (D2), (D3) in (D4).

Dokaz: Denimo, da je T spektralen, tedaj je po izreku

2e2¢3 F regularna in zato T &€Inv F; zato je PF(a) €
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AT(X), a€B., Na K je FC dpe Pa naj bo aoeK in
akeK, ke I, narasc¢ajoCe zaporedje z unijo Cao. Za
X € dT(ao) in x = PF(ak) x,, kell, obstajajo
analitidne funkeije % : Ca, —> F(a,) z lastnostjo

. & .
(A-T) xk(i) = X, A€ Cay, kell . Za vsak kel jJe
funkecija

i 3 (1), A€ Oy

T (A) = A e
PF(ak) XO( ) 2 Cao

analiti¢na na vsej ravnini in ima niélo v todki 4.
Zato je x, =0, kéN, in zaradi x, —> Pp(Ca ) x
je x_€ F(ao). Zato je F = dj na K in veljajo pogoji
(D2), (D3) in (D4). Za nazaj pa uporabimo (na primer)
izrek 2.l.4, trditev 3.1.7 in 3.2.3(a) na funkeiji
F = DT.
34246, Posledica: Naj bo T spektralen in F poljubna
mera, za katero velja (SP1l) in (SP2). Tedaj je:
(a) F = Dy = Dt na vsem B.
(b) Za poljubna a€B, SE€ AT(X) je PF(a) € AS(X).
(¢) Za vsak a€B je 6(']3' F(a))c_:_: e
(d) T zadoida (D1°) in (D3?), T* pa (D2).
(e) Ce je X refleksiven, je T spektralen natanko tedaj,

kot T’ .
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Dokaz: (a) Glej dokaz izreka in trditev 3.2.1(c). (D)

Uporabi trditev 3.1.7(b). (c) Po trditvi 3.2.3 je

DTl (_)(a) = F(a) in je podprostor prostora F(a), hiper-
F(a _

invarianten za TIF(E) o« (d) Uporabi trditev 3.2.1 in

342430 (e) Uporabi todko (d).

Navedimo zdaj nekaj definicij in znanih izsledkov teorije
spektralnih operatorjev. Mero F, definirano v 3.2.4, ki
je po 3.2.6(a) s temi pogoji enolidno dolodena, imenu-
jemo spektralna razclenitev enote operatorja T. Omeje-

nemu operatorju

S = f;t dPL(a )
E

(integral je krepko konvergenten), ki komutira z vsakim
elementom iz AT(X), pravimo skalarni del, operatorju
N=T-=295, ki je vselej kvazinilpotenten, pa radikal
operatorja T. Za skalarno analitiéno funkecijo f, defi-

nirano na neki okolici spektra G (T) velja

k
- 2, & ff‘k)c«n aw(1)
k=0 B

pri tem konvergirajo integrali krepko, vrsta pa v

enakomerni normi.
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3.3+ Navidezno spektralni operatorji

3+.%.1ls Definicija: Cperator T je notranje (zunanje ;

dvostransko) navidezno spektralen, &e ima notranjo

(zunanjo; notranjo in zunanjo) navidezno predstavitev,

v kateri Je spektralen.

365¢2¢ Trditev:

. zunanje
(a) Ce je T 5 navidezno spektralen,
notranje
ﬁB.B<DT)
obstaja popolna meja v < .
MB:B(DT)

(b) Ce ima T neko spektralno navidezno predstavitev

m II]‘5

o
m mg
{ J in je poljubna njegova navidezna
®

O (%) € 6(Tp)

predstavitev, je .
’ { o (T 8P

(¢c) Vsak dvostransko navidezno spektralni operator
ima enolic¢no dololena minimalna elementa v EZT
in v ZZT, ki sta med seboj enaka. Vsaka
njegova spektralna predstavitev ima za spekter
natanko to mnoZico, vsaka druga pa neko kvedjemu

vecjo mnozico.

Dokaz: (a) (Notranji) Naj bo m, notranja spektralna
predstavitev operatorja T in F, spektralna razclenitev

enote operatorja T . Tedaj zadofla trojka (X, ,Ve,E,)
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pogojem (ML), (M2) in (M3) iz razdelka 2.3, pogoj (lM&4)
pa lahko zaradi notranje regularnosti preverimo le na K,

Toda za a€K in =xeF.(a) Je
9{(2) = Vog (A-T“IF’L(&))_IX’ /?_ECa,

analitidna in (2= T) %(}) = V¢ x € dy(a).

(Zunanji) Naj bo m% zunanja spektralna predstavitev
operatorja T in s spektralna razélenitev enote ope-
ratorja T®, Tedaj zadoZ¥a trojka (X*,V*,F%) pogojem
(M1), (M2?) in (M3), pogoj (M4?) pa lahko zaradi zunanje
regularnosti preverimo le na K?, Toda za a€ K in

y€E <L () je

YO = v (A= P per )7y, A€,
analitidna in (A - T $(2) = %* y € dpe(a).
(b) (Notranji) Naj bo a = 6 (Tx), b = & (TP) in denimo,

da Dy (alCb) # {0} . Tedaj obstaja ceK, c& allCb

in x€X,, x # 0, 2z lokalnim spektrom c. Funkecija
A ¢ -1 2
x() = VP A-T|p (o)) % Lece,

je analitidna in (A - Tp) ?c(l) = VF' V X # 0, toda
c C Q(TP). Protislovje dokazuje, da je DT‘(aﬂCb) =
{ 0}, zato Dp (2Nb) = X,in ag anb.
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(Zunanji) Za a =G (T%), b = G(T@,) in xeXp velja,
da Jje

k) = v¥ Va (A= TF,)":L X, A€ Cb,
analitidna in (- %) % (1) = V¥ Vp x. Zato je
D(b) = X¥ in aghb.

(¢c) Naj bosta m,, in nf spektralni predstavitvi. ope-
ratorja T. Tedaj je po todki (b) a =0 (T,) = @(TP')
in a lezi v spektru poljubne nadaljnje, notranje ali

zunanje navidezne predstavitve operatorja T.

0dslej naj bo T dvostransko navidezno spektralen operator.
Enolidno dolodeni minimalni element druZin Z:T 1n
Z,T oznadimo s GV(T). Lahko bi se primerilo, da

GV(T) # 6 (1), vendar:
3.3.3. Drditev: G(T) - O (T) £ 6(T).

Dokaz: Uporabi trditev 3.l1l.2.

o)

Naj bosta zdaj m_. in m~ neki spektralni predstavitvi

o
operatorja T. Oznalimo z Fo in F° spektralni razdle-
nitvi enote operatorjev T & in To, pa bi lahko dokazali,

podobno, kot trditev 2.4.6, v tamkajsnjih oznalkah:
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3e3elte Trditev:

(a) Sploéni operator
A
8, - Ja ab (1)
E

je gosto definiran (na Im VO), se da zapreti in
komutira z vsakim operatorjem iz AT(X). Integral

je na Im VO krepko konvergenten.

A A
(b) PiSimo N,=T-5S, na ImV_ . Tedaj je za vsako
skalarno funkcijo f, analitiéno na neki okolici

GV(T), splosni operator

A = Nk
fny, - Q. = ff‘k)u) ab (),
k=0 E

gosto definiran (na Im VO), se da zapreti in ko-
mutira z vsakim operatorjem iz AT(X). Integrali
in vrsta so na Im Vo krepko konvergentni.

(c) Ce je v tolki (b) funkecija f analitiéna celo na
neki okolici ©(T), je splosni operator ffﬁ)o

omejen in se na Im V_ ujema z obiajnim £(T).

Dokaz gre povsem naravnost in ga opustimo.
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Do konca razdelka se bomo posvetili dvem konkretnim
razredom dvostransko navidezno spektralnih operatorjev
skalarnega tipa v Hilbertovem prostoru. Oba primera sta
nas opogumljala v nasih razmi$ljanjih. Najprej si oglejmo:

nekoliko prilagojeno Ljancéjevo idejo (glej [22]) s

Z43e5. Izrek: Naj bo X Hilbertov prostor, T €L(X) in
(i) P, € L(X), ke, neko zaporedje projektorjev,ki
vsi leZijo v AS(X) za vsak S EAT(X).
(ii) Za k,jelNy, k#j, Je PkP;j = 0, poleg tega pa

ViewImP =X, N, pKer? = {0},

(iii) Za vsak k&N so Ty = T[Im P, spektralni.,

skalarnega tipa, meje njihovih razélenitev enote
pa s k ne narascéajo preko vseh meja.
Tedaj je T dvostransko navidezno spektralen skalarnega

tipa.

Dokaz: (¥se zvezdice pri operatorjih pomenijo adjungira-
nje v smislu Hilbertovega prostora). Iz zaporedja Py
po potrebi izpustimo vse nicelne projektorje. Na Hilber—
tovem prostoru X, = Im P, lahko po (iii) in Mackey=-
Wermerjevem izreku (glej [10) poislemo skalarni produkt

Conny ‘)k’ za katerega velja

(1) obstaja MeR' : 'I% =0 & =) € M |Ix]| » x€X;3
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(2) T, Je v skalarnem produktu (., . )k normalen.,

Pri tem Jje konstanta M odvisna le od meje spektralne

razlenitve enote operatorja T,, zato jo po (iii) lahko

izberemo tako, da Jje neodvisna od ke€N. Za SEAT (Xk)
k

tedaj velja

2
(3 sl £ »= Ysl.
Skalarni produkt ( ¢4 )k po potrebi pomnoZimo Se s
primerno pozitivno konstanto, tako da velja

&
(4) “xuk L —m ux“ y XEX o

Pri tem ostane Se zmerom v veljavi (2) in (3). Oznadimo

z X° prostor zaporedij x = (xk)kcm, X € Xk’ za katera

Z: “xk“ke L E®

ke IV

in ga opremimo s skalarnim produktom

x3)° = D (xy)dy » TyeXO,
ke IN

v katerem postane Hilbertov prostor. Preslikavo Ve
O 5 : o .

X —> X" definiramo s predpisom V' : X"""(ka)kcm .

Po (4) je ta preslikava zvezna, po (ii) pa ima trivi-

alno jedro in gosto zalogo vrednosti. Za SGAT(X)

dobimo po (i) in (3), da je S° omejen na Im V° in

m® je zunanja navidezna predstavitev operatorja T.

146




5.505 7

Todka (2) pa nam pove, da je 1P 21 (x9) normalen, torej

spektralen operator, skalarnega tipa.

Pod pogoji (i), (ii) in (iii) za operator T pa veljajo
isti pogoji tudi za operator T*; zato ima T* zunangjo _
navidezno normalno predstavitev (YO,UO) in to "Hilbertove ‘
sorte®, Par m_ = (Y“,U“) je tedaj notranja navidezna

0
normalna predstavitev operatorja T.

Zdaj pa Se ideja Sz.-Nagya in Foiasa (glej[24]):

3.346. Izrek: Naj bo X Hilbertov prostor, T€ L(X) in
(i) Obstaja tak Me RY, da je [[T™ 141, ne N, -
(ii) Ce [T™x|l=>0, x€X, je x = 0.
(iii) Ce |T*"x|~>0, x€X, je x = 0.
Potem Jje T dvostransko navidezno spektralen skalarnega

tipa.

Dokaz: (Vse zvezdice pri operatorjih pomenijo adjungira-
nje v smislu Hilbertovega prostora.) Oznadimo z LIM
neko Banachovo limito; to je omejen linearen funkcional
na prostoru I”GNO), ki da na vsakem konstantnem zapo-
redju za vrednost to konstanto, na nenegativnem zapo-
redju nenegativno vrednost in ne opazi premika zapore-

dja za eno mesto (za obstoj Banachovih limit glej npr. {81),
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Po (i) lahko definiramo
(5) (x,7)° =1IM ( ™k , %% ) , =x,7€X.

Denimo, da je pri nekem xe€X : (x,x)° = 0. Tedaj je
im inf ., llTn:_c Il = 0 in neko podzaporedje zaporedja
T"x konvergira proti O. Zato po (i) konvergira zapo-
redje ™% proti O in po (ii) x = 0. 8 (5) je torej na
X definiran novi skalarni produkt, v katerem ta prostor
napolnimo do Hilbertovega prostora X°. Naravna vlo¥itev
ve : x—>x° je zvezna in ima gosto zalogo vrednosti.

Za SEAT(X) pa je

s x|° o1 s vt 2 (
1?1 Qe vet 1|2 -
s 1xI° 2, xeImvO ,

o

torej je m~ 2zunanja navideZna predstavitev operatorja T.

Toda
(Tox,Toy)o - TIM (Tn+1 vO -1, . ,_Um-l vO -1

1T (p? v lx , 0P vO-lyy -

y) =

I}

n

(x,y)o y X,y€ Im Vo,

zato Je 70 unitaren, torej spektralen. Pogoji na T in
T* pa so spet simetricni in na notranjo navidezno spek-
tralnost lahko sklepamo podobno, kot v dokazu prejsnjega

izreka.
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3.4, Zadostni pogoji

Oznalimo z A algebro,ki jo generira K. Pogoj
. A
(§s1) (D))" (@) = {0} ;

nam po posledici 2.4.2 zagotavlja, da obstaja natanéna

; i . ~ ‘?’ s ¢ -
notranja meja W, v ITK:B(DT). Privzemimo Se

meja um Je popolnas
(NS2) ja j 1n

0

in izberimo poljuben reprezentant te meje m, = (XO,VO,FO).

3.4.1, Izrek: Ce velja (NS1), (NS2) in (D3), je:

(a) Par (XO,VO) notranja navidezna predstavitev opera-
torja T, v kateri Je To spektralen z razélenitvijo
enote FO.

(b) Ce je par (X4,Ve) poljubna nadaljnja spektralna
navidezna predstavitev operatorja T, obstaja tak
omejen, injektiven operator Vdo : Xd—-'arXo, da Jje
V V = V‘-

0 o0
(¢) Za vsak beB obstaja v ET enolidno dolo-
| D)

¢en minimalni element, je enak G(T]D (b)) in
T

le?i v D.

Dokaz: Preverimo najprej, da operator T zadoSca pogoju
(D1). Pa denimo, nasprotno, da obstaja neprazna, povezana

A
a€K? in netrivialna analiticna funkcija x : a—>X,
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za katero (1 -T7) %(Q) = 0, Qe a. Izberimo 2 of 2

%(2,) #0 in zaporedje Ay =52, A €2, Ay # 2.,
(1) £0, keWN. Tedaj je x(X,)eDp(c{A.}), kem,
in zaradi zveznosti funkcije X : ?c(lo) € Dy(C {Ao'ﬁ) N

D ( [,101) y V nasprotju s predpostavko (NS1).

Po izreku 2.3.3 je par (XO,VO) notranja navidezna
predstavitev operatorja T in ToeInv Fo. Operator To
bo spektralen po definiciji, brz ko dokaZemo, da Jje za
veak ag€X: 6(T0[F0(a)) € a . V ta namen bomo uporabili

A

izrek 2.3.4. Meji m in to¢ki aeK priredimo tako,
A il -

kot v tem izreku mejo Ty € PllA:B(DT|a?' Pogoj (NSl)‘ nam

zagotavlja, da so pogoJji izreka izpolnjeni in meja 'ﬁ'lp

je natanéna. Za vsak zAGCa je po trditvi 3.2.3(a)

't
B - (@ )
omejen operator na DT(a) in komutira s T’D (a) ° zato
3

ohranja invariantno funkeijo DTI& in po izreku 2.3.3
. = . ~ o
je operator V,j R&‘ V, omejen na Xf’ = Fo(a) in je

ravno obrat operatorja (ch - TolFo(a))' Zato velja (a).

Naj bo zdaj (X,,%) poljubna nadaljnja notranja navi-
dezna predstavitev operatorja T, za katero je T, spek-

tralen in naj bo F, spektralna razclenitev enote ope-
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ratorja Tees Trojka m, zadoSca pogojem (M1l), (M2) in
(M3), pogoj (M4) pa preverimo natanko tako, kot v dokazu

trditve 3.3.2(a). Ker je meja m_ natandna, obstaja tak

(o]

T‘Zeo $ X*-B'Xo, omejen in injektiven operator, da je

Vo va.o =V, . Zato velja (b) e

Se (c): Naj bo bEB; po trditvi 3.2.3(d) je Dp(b) =

DTIDT(E)('D) in zato G(T(DT(.D))_C_Z'E. Po 3.2.3(c)

zado&Ca ‘I‘l pogojema (D1) in (D3) in po 3.2.3(b)
Dp(b)

ima ZIT enolic¢no doloCen minimalni element,
[D()

enakx & (TIDT(b) )e

Navedimo Se analogen zunanji izrek. Pogoj
P . . i T
(z81) Obstaja popolna notranja meja v M, (D7) ;

nam po posledici 2.4.4 zagotavlja obstoj natenéne zu-

3
nanje meje M° v MK 'B(DT). Privzemimo Se

(zS2) meja T° je popolnaj

in izberimo poljuben reprezentant te meje m® =

{xP.y® Py,
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3442, Izrek: Ce velja (2S1), (282) in (D3?), je:

(a) Par (%X°,v°) zunanja navidezna predstavitev ope-
ratorja T, v kateri je T° spektralen z razdleni-
tvijo enote FO.

(b) Ce je par (X%, poljubna nadaljnja spektralna
navidezna predstavitev operatorja T, obstaja tak
omejen operator VO% : X°®-3%X%, z gosto zalogo
vrednosti, da je Ve vV° =V<

(c) Za vsak bDE B obstaja v ZTID e enoliéno

T
dololen minimalni element, je enak (S(T]D ("b))

in lezi v b.

Dokaz: Preverimo najprej, da operator T zadoSCa pogoju
(D1?). V nasprotnem bi namrel lahko naSli neprazno,
povezano mnoZzico a€K? in netrivialno analiticno
funkeijo %:a>> X*, za katero (2 - T%) ‘:«c(,\) = 0;
le a. Nato bi izbrali A € a, :*c(ao) £ 0 in zapo-
redje A, —> Ao AK€ 2y Ay A Ao’ g:(’lk) £ 0, kelv,

in od tod 5‘:(;[0) € Dp(C {2, 3) (\ Dyx( {A}), tore;

DT( {,101) < DT(C {Ao}) # X v nasprotju s predpostavko
(z51).

Po izreku 2.3.3 je par (XO,VO) zunanja navidezna pred-

stavitev operatorja T in T°¢ Inv F°. Operator T° bo
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spektralen po definiciji, brz ko dokaZemo, da Jje za vsak

aeK: O (TolFo(a))Q__ a. Ker pa je projektor PFo(a)
definiran povsod na X° in omejen, Jje ta pogoj ekviva-

)
lenten s pogojem & (T°|F (Ga)) C a. Za dokaz tega
dejstva bomo uporabili izrek 2.3.5. Trojki m® bomo
priredili, tako kot v tem izreku, trojko nP . Pogoj
(Z81) nam zagotavlja, da smo v pogojih izreka in meja
® je natandna. Za vsak ME Ca je po trditvi 3.2.3(a)

DT(Ca) -1
Ru = (K- uy| )
T DT(Ga)
omejen operator na X /D (Ca) in komutira s T[ .
zato ohranja invariantno funkeijo DT ,Ca. Po izreku

2+.3+43 Je operator ¥ RJAVO -1

omejen na Im VP, ki
je gost v il g x° / F°(Ca) s njegova razSiritev na

ves X@' pa je ravno obrat operatorja

To‘F"(oa)) .

(C"

Torej velja tolka (a).

Naj bo zdaj (X*,V%) poljubna nadaljnja zunanja navi-
dezna predstavitev operatorja T, za katero je 'EF.“'t
spektralen in naj bo F% spektralna razdlenitev

enote operatorja T%. Tedaj zadosda trojka m® pogo-
jem (M1), (M2?*) in (M3), pogoj (M4*) pa preverimo tako,

kot v dokazu trditve 3.3.2(a). Ker je meja HU°® natandna,
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lahko najdemo tak omejen operator V% : X9 — X“, z gosto

zalogo vrednosti, da je VP*V® = V¥, Zato velja (b).

Pa Se (¢): Naj bo beB; po trditvi 3.2.3(d) je
T,
n|D7(Cb)
DT(Cb) / D(CH) = al (Cb)
T ' T
in zato G(T]D (cb))_C_ b . Po 3.2.3(c) zadosla p|P (Cv)

TIDT(Cb)
pogojema (D1?) in (D3?) in po 3.2.3(b) ima D!

. e DT (Cb)
enolidno doloden minimalni element, enak 6(’1“ Yo

Strnimo zdaj oba rezultata! Definirajmo

)
(DS1) Dp ima popolno notranjo mejo v MK:B(DT).

.
(DS2) DT ima popolno zunanjo mejo v Tt ’B(DT).

2.4,3, Izrek: Ce za operator T velja (D3) in (D3?), je
navidezno dvostransko spektralen natanko tedaj, kadar
veljata pogoja (DS1) in (DS2). V tem primeru veljajo

zanj vse ugotovitve izrekov 3.4.1 in 3.4.2.

Dokaz: La%jo smer nam da trditev 3.3.2(a). Se obratno:
Naj bo n® reprezentant neke popolne zunanje meje,
aeA in xé€Dy(a) (Y Dy(Ca) ; tedaj xeD'(a) M D'(Ca),
zato V¥ x € Fa)\ F*(Ca) = {OZ, torej velja pogoj
(NS1). Pogoj (NS2) pa sedaj sledi iz pogoja (DS1).
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zdaj pa vzemimo reprezentant m, neke popolne notranje
~
meje v MK_B(DT), tedaj je zaradi regularnosti my €

MB:B(DT)" zaradi Dpp _éDT je m,€ MB;B(DT) = MA:B(DT)'

zato velja pogoj (ZS1l), po (DS2) pa velja tudi (ZS2).
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PRIMERT




4,0, Usmeritev

V razdelku 4.1 navajamo nekaj primerov za ilustracijo
pojmov iz razdelka %.l. V razdelku 4.2.Studiramo neki
notranje navidezno spektralni operator, ki ni zunanje
navidezno spektralen. V razdelku 4.3 Studiramo primer
unitarnega operatorja, ki ni spektralen, pa je dvostran-
sko navidezno spektralen. V razdelku 4.4 najdemo bogat
razred dvostransko navidezno spektralnih operatorjev, ki
nam omogoli najti (1) dvostransko navidezno spektralen
operator, katerega skalarni del in radikal nista omejeha;
(2) dvostransko navidezno spektralni operator, katerega
skalarni del in radikal sta oba omejena in netrivialna,
pa niti operator, niti njegov skalarni del nista spektralna,
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4,1, Operator premika

4,1,1, Trditev: Naj bo TeL(X) in ),JJG C;
(a) Ce je ¥V xem Xer QA - ‘I.‘)]tc = X, obstaja notranja

navidezna predstavitev my, 2za katero 6(’1‘,,) = {1} .

g k i %
(b) e e () ke iy 10 (J"_ ™ = (O}, obstaja zunanja
navidezna predstavitev m*, za katero &(T%) = f(“} .

(¢) Ce velja hkrati (a) in (b), je T dvostransko navi-

dezno spektralen in GV(T) = {lz = {‘u} .

Dokaz: (a) Naj bo X, druZina tistih x€X, za katere je
00
ST 1A-1"xl| £ +eo
k=0

in V, naravna vlozitev druzine X, v prostor X. Tedaj

je X4 linearna mnozica, ki jo opremimo z normo
oo

=l = Z k! | (,\-T)kv.{ x| , XK€ X3

k=0
v tej normi je X, Banachov prostor in preslikava V,
je zvezna vlozitev tega prostora v prvotni prostor. Ker
; ; %3 k
vsebuje Im V, linearno mnoZico VY Ye O Ker (A- T)*,
ima YV, gosto zalogo vrednosti. Poleg tega je za po-

1juben SEAT(X) in x€Im V,
Do

20wl (Am s 22 el sl <o

k=0
in par (X.,V,) Je notranja navidezna predstavitev ope-.

ratorja T. Ocenimo za x€Xy, [x]g1:
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Do
L= zod == 2 1 -2y, x| g
ad k=0
L 2L e JQA- Dy xlgE .
k=0

Od tod dobimo najpre]j
j 1
-0l £ 57

in nato

linm supu(}{ - T,,()j”l/J =0,

J=>de

torej je O (Ty) = {,1}.

(b) Oznadimo U, = Im (611- T)k in vpeljimo
00

p,(x) = Z oF dist(x,U) , xeX;
k=0

tedaj je p, seminorma na X, zaradi n e O k 0}
norma in zaradi p,(x) £ e |[x]| zvezna. Oznadimo z

x* napolnitev prostora X do Banachovega prostora v normi
Pa in z V% naravno vloZitev X v X%, Tedaj je V* zve-
Zna, linearna, injektivna in ima gosto zalogo vrednosti.
Poleg tega velja za poljuben Sé€ AT(X), da so prostori

Uk invariantni za S in zato

p, (8x) £ I8N p(x) , x€X;

torej je V¥ S ye-l omejen operator na Im V¥ in par

(Xx%,v*) je zunanja navidezna predstavitev operatorja T.
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Za xeIm V", {Ixl £ 1 pa velja

| (- 9 x| = 2, o dist((p-1)9 v x,u)
-7
€ ™ kZ.'j:l G(uk--:i)l s Ll Y-y €
=3+
N (- 13
g

in od tod

lim sup “(J-\— T‘*)‘j“ Vi Lo .

j=> o0

torej je G (T%) = {Z‘] .

(¢c) Vsak operator, ki ima samo eno tofko v spektru, je

spektralen. Uporabimo trditev 3.3.2(c).

4,1.2. Primer: Obstaja omejen operator T, ki ima po ved

razlicnih minimalnih elementov v ZT‘

Vzenimo namred operator obratnega premika (backward

shift), definiran na prostoru X = 12( ) s predpisom
U (}:l,xe, s 02 ) — (ngxa, o0 ) *

Za ta operator vemo naslednje: Za vsak A6 A (odprti

enotni disk v kompleksni ravnini) je

Vkem Ker()-—T)k=X .
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Zato je po trditvi 4.1.1(a) vsaka mioZica {A§, AeA
minimalni element v Z"T‘ Za primer operatorja, ki ima
po ve¢ razliénih minimalnih elementov v ZT, pa vzamemo

operator premika (naprej) T%.

Vprasanje: Ali obstaja operatcor T, ki ima hkrati po ved

razlidnih minimalnih elementov v Z'IT in v Z',T ?

Zanimivo je morda tole: Ce je a minimalni element v Z"'I'

in b minimalni element v ZT, je alb £ @.

4.,1.5. Primer: Obstaja notranje navidezno spektralen ope=-
rator T, ki ni zunanJje navidezno spektralen. Operatorje
iz notranje predstavitve lahko na prvotnem prostoru
sicer gosto definiramo, vendag’ev splosnem ne dajo niti

zapretis.

Naj bo T operator obratnega premika in €4, My Pa naj
bo notranja navidezna predstavitev operatorja T, za katero
O(T,) = { 23 « Ker T nima enolidno dolodenega minimalnega
elementa v ZT’ seveda ne more witi dvostransko navi-
dezno spektralen. Poleg tega je GP(T) = A in minimal-
ni element v ZT je enolidno doloden in enak G (7). Za
poljuben Me €, du;é,'l lahko na X, definiramo operator
(Zl - T.c)"l in ga prenesemo v X takole: Def Ru = Im Vg,
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Ru = Y (M- )70 v, 7t

in ima lastnost (é\— T) RQJ,( = Ra‘* (cll— T) =1 naImV,.

« Tedaj je Ra“ gosto definiran

Vendar se Ry, ne da zapreti. Naj bo namre¢ x€ X, x#0,
(J-l - T) x=0 in x, € Im V,, zaporedje, ki konvergira
proti x. Nadalje naj bo ¥ = (dl- T) x, 6 Im Vg . Tedaj
Je ¥y € Def Rd" =20 in RG" Ty =xk-—-'.bx,£0.

4.1.4, Primer: Obstaja operator T in kompaktna mnoZica

a, ki nima lastnosti (EAN), za katero DT(a) =X,

Naj bo T operator obratnega premika in a =0dA . Za
- A

X = (X19Xyy eee JEX in AECA definiramo x(A) =

=(x-T"tx, za 1€4 pa

?c(,'\) ==-(0, X 9 XpHAXq x5+_1x2+),2x1, %

A -~ .
Tedaj X : Ca —> X analitidna in (1-T) R () = x,
A€ Ca. Zato je dT(a) = X . Poka%imo, da a nima
lastnosti (EAN) ! Za A& A definiramo

;(A) (11A’A29 /1§s ooe )}

Punkcija 3 : A~>X je analitidna in (1 -1T) §(A) =
=0, A€6A . Torej je A btipa (NAN) in a ni tipa (EAN).

VpraSanje: Ali je lahko kompaktna mnoZica, ki nima last-
nosti (EAN), element ZT ? Konkretneje: Ali je lahko
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pri operatorju obratnega premika T enotna kroZnica a

element E'I.‘ ?

V razmisljanjih ob zadnjem vprasanju nam konstrukeija
iz izreka %.l1.8 da notranjo predstavitev dvostranskega

premika (operatorja nad 12(2) Yoo

4,1.5. Primer: Pri nekem operatorju T obstaja vektor x,

ki nima enolic¢no dolocenega lokalnega spektra.

Primer le skicirajmo. Operator obratnega premika T si

tokrat predstavimo v prostoru X = H2; na analiticéni
2

funkeiji fe€ H™ deluje tako
(£(2) - £(0))/a , A#O
(rf) (A) = {
‘ £ (0) y 1 =0

Analiti€na funkcija f ima neko analiticno razsSiritev
na maksimalno povezano odprto mnozZico Cp o Ce je

Ccf brez notranjosti, lahko dokaZemo, da je

af={lew;l/2£(}cfz

2. Izbrati nam je treba

lokalni spekter vektorja f €H
torej le tako funkcijo f, ki dopusca vsaj dve maksi-
malni razdiritvi, prvo na mnoZico cfl, drugo na mno-

Zico cfg, tako da cfl # r.‘,f2 in mnoZici Ccfl in
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2
£

dobimo tako: +toclki 2 in 3 v kompleksni ravnini poveZemo

Ce sta obe brez notranjosti. Tako funkcijo pa lahko
s primerno potjo, na preostanku ravnine pa izberemo neko

vejo funkecije

£C2 Y = (2= DA~ BNYE

4,1.6. Primer: Obstaja dvostransko navidezno spektralni

operator T, za katerega GV(T) £ G(T) s

Tokrat operator premika primerno uteZimo, Definirajmo
0O, n==%° XeN
W, -
1, sicer

in operator T na X = 12( i) s predpisom
T 3 (x1,x2, eo s ) > (Wexz,waxa, s ) .

Jasno je, da je za jel : TN & 1. Naj bo x9€X

2+2j enico, povsod drugod

vektor, ki ima na mestu J
pa nicle; tedaj ima 73 %9 na mestu j2+,j enico,
povsod drugod pa nidle in zato | lel =1, To dokazuje,
da je spektralni radij =(T) = 1 in ker je spekter ute-
zenih operatorjev premika rotacijsko simetriéeh,-.vel;ja
O(T) = A+ Za poljuben vektor x€X, ki ima le kondno
mnogo od O razliénih kcmponent, obstaja tak jeli, da je
9 x = 0, torej Jje
? jemKerTj .
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Po drugi strani pa za poljuben ye X, ki ima le kon&no
mnogo od O razliénih komponent, obstaja tak jeWll, da je
p*J y = 0, zato Je
ﬂ ——
jemw mT = {o]

in po trditvi 4.1.1 je [o]=06,(™ £ 6(M) = § .
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4,2, Per partes

Oznalimo z I interval [0,1]; na tem intervalu vzamemo
obicajno Lebesgovo mero in na obicdajen nacin tvorimo pro-

stor X = I%(I). Za x€X definiramo

&
(Tx)(t) =t x(%) —6( x(s) ds , te€I .

Lahko se je prepricati, da je T : X-—5X omejen operator.

4,2,1. Trditev:
(a) Za 2e -1 je

(- 1 10E) = —— x(b) ¢ s 45 . CEET
- t) = —— x(t) - ————— ds , t €T,
A . A"t 0 ("."S)d

omejen in povsod definiran.

(b) Za vsak rel, r#1l, velja za funkecijo :
o0, t{r

e (t) = v HEI,
L, P

T e, =re, in to so (do multiplikacijske konstante)

r
natanko vsi lastni vektorji operatorja T.

(c) Operator T zadosda pogoju (D1).

(d) Operator T zadosda pogoju (D3).

(e) Za vsak SEAT(X) obstaja natanko ena zvezna funk-
cija Ygq : (0,1) — €, za katero S en =‘fs(r) e

rée [0,1) in reSFg,l) \\fs(r)\ Z |8l . Poleg tega
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4,2,1 | 7

velja: Ce je Y. = s Jo By =8, «
s, 7s, i =8
(£) Ce je SEAT(X) in ima x : I-» € omejen totalni

razmah, je xefxg in

t
(D GO0 = P8 x(6) = [ x(s) aPgls) , teT,
0
pri tem obstaja integral na desni v Riemann-Stiel=-

tjesovem smislu,

Dokaz: (a) Formula v tocki (a) nam da za vsak ¢ C-1I
neli omejen operator Ry. Ce je funkcija x : I— € ,
denimo, zvezna, nas kratek racun kaj hitro preprica,
da je x=()-T) RAx=RA(,‘l-T)x, kerpaso'
zvezne funkcije goste v L2, velja ta identiteta za vse

xeLe.

(b) Ce je re€€ neka lastna vrednost operatorja T, mora

biti po (a) ré€I. Naj bo e_ poljuben lastni vektor

r
pri lastni vrednosti r. Tedaj Jje
t
0 = (t-1) e (%) - f e(s) ds , teI,
0

zato je e, =0 (skoraj povsod) na [0,r). Pri r=1 torej
ni lastnega vektorja. Pri r # 1 pa dobimo spet iz zgornje
enacbe, da je e, konstanta (skoraj povsod) na (r,1]).

167




4,2.1 3

Torej je vektor e, enak vektorju iz tocke (b), pomnoZe—
nem z neko konstanto. Lahko pa Jje preveriti, da je vsak

tak vektor res lastni vektor.

(¢c) Operator sploh nima nobene neprazne odprte mnoZice v
spektru. (d) Iz zapisa resolventne funkcije v tolki (a)
preberemo, da obstaja taka konstanta K, da na neki okolici

spektra I velja

Q@ -m

T
dist(A ,I)° A B

in uporabimo znani izrek ([10], lema XVI.5.4) .

(e) Za SGAT(X) in refl0,1), je Se, lastni vektor
operatorja T pri lastni vrednosti r. Zato obstaja po
to¢ki (b) neko kompleksno Stevilo \f’S(r), tako da je
8 e, = l,os(r) e, » To Stevilo je s to enalbo enolicno

doloceno. Pri tem je

S
[',vscr)l . 1ol £ [sll, refo,D)
le..
in funkeija \fs je omejena. Za poljubna =r,se[0,1) je
Ne, - egll = [r-s‘l/e

zato
“‘fs(r) e, - SOS(S) es“ Z s lr—sll/2

in od tod
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4,2.1 Tin

[P - Pl £ o= 72 [[Pg(m) o= Pglo) o 114
Z o ls-ll—l/g “Su [S—I‘ll/z

-—

in funkeija Yo Jje zvezna. Se povratna enolidnost: Ce je
pri nekem S € AR(X) PS identiéno enaka O, uniéi S vse
vektorje oblike €L zato vse stopnifaste funkcije in

-~ 2
koncno ves L .

(f) Trivialno je preveriti, da velja formula (1) za vse
funkeije e, r€[0,1) in zato za vse stopnidaste funkecije.
Naj ima x : I — ¢ omejen totalni razmah. Tedaj je ome-
jena in zato v 'Lg. Brez skode za splosnost predpostavimo,
da je x 2z leve zvezna in jo zapisSemo kot

x=u =u +i(v-v),

*, u", v\ in v monotono naraiiajole, z leve

kjer so u
zvezne funkcije. Dovolj bo torej, de formulo (1) dokaZemo
za monotono narasc¢ajofo, z leve zvezno funkcijo x. Pri
poljubnem nelN in a = x(0), b= x(1) naj bo

t = s { £5 x(t) £ a+ (n)(b-a)]
za k = 1,2,seeyn in t = 0. Tedaj je 0 =t £t €000l
¢t =1 in x (%) = a+ (k/n)(b-8). Za funkeijo

xn(‘t:) = a + (k/n)(b-a), tk_ldt étk ,

za k = 1,2,4eeyn in x(0) = a , velja, da je stopni-
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4.2.1 5

casta in

sup | x(t) = xn(t)l ._4_ 1/5 s
tel

Zato konvergira zaporedje funkcij X, V L2 normi proti
funkeiji x in zaporedje funkeij (S xn)(t) - y’s(t) xn(t)
v L° normi proti funkeiji (5 x)(%) - ¥Y4(t) x(t) . 0d tod

pa dobimo, da skoraj za vsak teI, t€ (tk_l,tk]_ y 28pOo-"

redje
t k-1
Of x,(8) a¥g(s) - :A_ﬁl x(6) (Pg(bs) =Plty 1)) +

konvergira in mora po definiciji Riemann-~Stieltjesovega

integrala konvergirati proti

t

[ ) aygls) ,
0

kar dokazuje formulo (1).

Naj bo X4 Banachov prostor vseh funkeij x : I - U,
ki imajo omejen totalni razmah, so na vsem I z leve
zvezne in zanje velja x(0) = x(0+) = O, opremljen s
totalnim razmahom funkcije kot normo. Z V, pa oznalimo

naravno vloZitev prostora X, v prostor X.
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4,2.2 _ 6

4,2.,2, Izrek: Par (X,,%;) Je notranja navidezna predsta-

vitev operatorja T, v kateri je T, spektralen.

Dokaz: Zaradi pogoja x(0) = 0, je za xeX,
sup | x(£)| £ x\
PAECIPAES

od tod pa

1
e <1 = f (=@l ®as & ®
0

torej je preslikava V, omejena. Poljuben x¢ Ker v, Je
na I skoraj povsod enak O in zaradi zveznosti z leve iden-
ti¢no enak O. Seveda so funkcije z omejenim totalnim raz-
mahom goste v La. Za poljuben SGAT(X) in xeImV, ,

velja po 4.2.1(f)
t

(5 08 = Pt x(¥) = [ x(s) apgle) , t€T;
0

tako dobljena funkcija Sx Jje spet z leve zvezna, velja
zanjo (Sx)(0) = (Sx)(0+) = 0 in ima omejen totalni
razmah. Zato je par (X,V,) moZna notranja navidezna

predstavitev operatorja T.

DokaZimo, da je T, spektralen! Ker za zvezno funkeijo
‘fT(t) = t in funkeijo x z omejenim totalnim razmahom,

velja formula "per partes", je najprej
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4.2.2 r?

.b

(2) (Ty x) () = f s dx(s) ,
0]

pri Cemer integral obstaja v Riemann-Stieltjesovem
smislue. Vsaki funkeiji xe¢ X4 lahko priredimo enolidno

kompleksno Borelovo mero My 28 katero
x(t) = n([0,t)), te(0,1].

Ce prostor kompleksnih Borelovih mer opremimo s totalnim

razmahom mere kot normo, je ta preslikava surjektivna

izometrija med obema prostoroma. Za poljubno Borelovo
mnozico aeg PE, definiramo na prostoru mer projektor

P(a) s predpisom
(P(a) mx) (b) = mx(an b) , G I,

Tedaj so projektorji P(a) enakomerno omejeni (z normo 1)
in funkecija a +»P(a) je omejena, konéno aditivna
projektorska funkcija. Prepricajmo se, da je mera., Za

padajole zaporedje akeB, S praznim presekom, Jje

[ (e m ll = Nnll (20D

to pa konvergira s k proti O. “IzraE':una,jmo"' zdaj

spektralni operator skalarnega tipa

S = f/'l dapP(A)

B
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pri fiksnem x€ X,. V prostoru mer dobimo

(8 m) (b) = f s dm_(s) ;
b
Ker pa se Riemann-Stieltjesov in Lebesgov nadin integri-
ranja na zveznih funkcijah ujemata, dobimo od tod v

primerjavi z (2) : 8 = T,
Trditev 4.2.1(f) in zgornji razmislek nam povesta Se

A
4.2.5+ Posledica: Naj bo P projektorska funkcija, ki

jo dobimo s prenosom funkcije P v prvotni prostor in

SEAT(X). Tedaj je na Im Vg

A
E
ta integral konvergira na Im V, Xkrepko.

4,244, Primer: Obstaja funkcija Fe pfm B, B G algebra,
ki ima popolno notranjo mejo, pa nima natancne notranje

mejee

Trivialen primer te vrste je F =ZX. Operator "per partes"
pa nam postreZe z bolj nenavadnim primerom. Naj bo F =
Dp 3 Po pogoju (D3) je za mnoZici a,beK, za kateri

aNb = g, an[0,1) #¢, bnl0,1) #8 : F(a)NF(b) =
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={03 in po 4.2,1(b) F(a) # {O] s F(b) # {O}. Funkeija
F je torej prav razgibana, popolno notranjo mejo ima po
izreku 4.,2.2 in trditvi 3.3.2(a); natandéne notranje meje

pa nima. Definirajmo namred funkecijo G epimB s predpisom
G(b) = { €1l i x(t) = O, teI-b} .

Lahko se je preprilati, da je G mera na vsem B, torej
je tudi notranje regularna. Za aeK in x¢G(a) ima

""1 . .
x analiticno

po trditvi 4.2.1(a) funkecija (A - T)
nadaljevanje na C(aNI) in zato x€eF(a). Zato jJe
G4ZF na vsem B in trojka (X,I,G) leZi v MB:B(F) .
Ce bi natandna meja obstajala, bi jo Ze imeli; torej

bi bilo (X,,V, 'DTA) € M;,5(G). Toda za re€(0,l) -je

-l ;
V," e, €Dy ({r]) in e &c({r}) .
4,2.,5. Primer: Obstaja operator T, ki ima po en sam
minimalni element v ZT in v Z',T, sta oba enaka
©(T), je notranje navidezno spektralen, pa ni zu-

nanje navidezno spektralen.

Operator per partes T zadoSda po 4.2.1 pogojema (D1)
in (D3). Zato je po trditvi 3.2.3(b) G (T) edini
minimalni element v ZT' Ker je GP(T) =[0,1), je 150
3.1.2(a) G (T) tudi edini minimalni element v 53T .

Po izreku 4.,2.2 je T notranje navidezno spektralen,
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po prejsnjem primeru pa Drp nima natanéne notranje meje;
zato obstaja po izreku 2.4.1 tak aeB, da DT(a) N
DT(Ca) #~ {0} (slednje bi lahko preverili tudi neposredno).
Ce bi bil T zunanje navidezno spektralen, bi imela po
3.3.2(a) funkeija D' neko popolno zunanjo mejo m*.
Toda za xeDT(a) N DT(Ca), x # 0, velja xeDT(a) in
x€ D'(Ca), zato V¥xeT(a) in V'xeF%(Ca), torej

Wx=0 v nasprotju s popolnostjo meje i
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4.3, Primer unitarnega operatorja

Za operator Te€L(X) pravimo, da je unitaren, e je

surjektivna izometrija.

4,%2.,1. Trditev: Za vsak unitaren operator T velja
(a) @ (T) je vsebovan v enotni kro¥nici 2A .

(b) Za 2e €, A €04, je
N - ™ £aist(A, 981
(¢c) T zadoZla pogojem (D1) in (D3).

(d) T zado3ca pogojem (D1?) in (D3?).

Dokaz: (a) in (b). Za (Al > 1 jJe

Ca 2 i o 1 '
la-o™ -] Y e ™14 20—z - M-
k=o A\ k=0 BY
za |A){1 pa
20 %0
(A= = 8 A% DUL QW - a-an,
- k=0 k=0

(¢) Spekter operatorja T ne vsebuje nobene odprte mnoZice,
zato T zadosla pogoju (D1). Po (b) in lema XVI.S.4 v 1101
velja tudi (D3).

(d) Pogoj (D1?) je jasen. Tudi m*  zadosda pogoju (b),
zato sledi (D%’) po posploSitvi zgoraj omenjene leme
(konvergenco zaporedij zamenjamo z # konvergenco posplo-

genih zaporedij). 176
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Do konca razdelka bomo Studirali primer unitarnega opera-
torja hkrati na vel Banachovih prostorih na enotni kro¥nici,
Argumente funkcij bomo jemali realne. Tako bo za funkcijo

x pomenilo x(t), te R, vrednost funkeije x v todki

exp(it) « 2 IP, 1{pL e, bomo oznadevali prostore
(ekvivalendnih razredov) funkecij na enotni kroZnici, ki

so Borelove in imajo koncno L normo glede na normalizi-‘
rano Lebesgovo mero na kroznici. S C pa bomo oznadevali
Banachov prostor zveznih funkcij, opremljen s supremum
normo. Na teh prostorih si oglejmo operator rotacije za

kot ¢ R, definiran z

(Tx)(t) = x(t +p) ,teER &

4.,3.2. Izrek:
(a) V vseh prostorih P in ¢ je T wunitaren.

(b) V prostoru L2

je T vsele] spektralen.

(¢) V prostorinh IP, p#2, in C je T spektralen
natankc tedaj, kadar §/(2M)e Q.

(d) V vseh prostorih IP in C je T vselej dvostran—

sko navidezno spektralen.

Dokaz: (a) Jasno; (b) L2 je Hilbertov. DokaZimo (c)
in (d)! Najprej naj bo Y /(2Me€ Q; to Stevilo zapiSemo
v obliki mn/n, ne N, mé¢Z. Tedaj je T" = I . Naj bodo
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Ais Any see A, n-ti koreni enote; Ze A # 'lk y k=1,

2,s00,0ly, Velja ,‘ln;él s zato je operatorska funkcija

1
Bk AL) & wmseme AP AR 4 ., 852
2

analiticna povsod, razen v tockah ’lk’ k=1,2,+004n ¢ Ker
je (A=-1T) RT(JL) = I, je RT(A) ravno resolventna
funkcija operatorja T. Operator ima v spektru le konéno

mnogo tock, torej je spektralen.

Denimo zdaj, da Y /(27) £ Q. Za keZ definiramo
funkeije ek(t) = exp(ikt) (te leZijo v vseh prostorih,

ki jih Studiramo). OZitno je
JL ek = exp(ik\{) ek

in funkecije e, SO lastni vektorji operatorja T pri

lastnih vrednostih X , = exp(iky). Ker y/(2m)€Q,

je mnoZica {R k} ke y, B8o0sta v enotni kroZnici in
spekter operatorja T je vsa enotna kroZnica. Na poljubni
funkeiji xe X (katerikoli od danih prostorov), definira-—

mo za keZ :

(ka)(t) = ek(t) f x(s) ek(-—s) ds .
2a
Tedaj Jje Pk projektor, omejen z normo 1 in zanj velja

(1) P T=TF,
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4.3.2 4

(2) P P =0, k#j.

Dokazimo

(3) Vigey InPp=X.

Druzino View Im Pk sestavljajo ravno vsi polinomi
na enotni kroZnici, Ti pa so gosti v vsakem prostoru X.

DokaZimo Se
(4) n ke% Ker Pk = lO} .

Vsaka funkeija xe 1P se da razviti v Fourrierovo vrsto
S0
L. e+ (o(.k e, +&_y e_k)

" k=1
(5)

dk = j x(s) ek(—s) ds ,
OA -

xi (v tem redu se¥tevana) konvergira v LP normi proti

funkeiji x. Vrsto (5) lahko zapiSemo tudi v obliki

o
(6) B, X+ Z (P, x +P_, X)
k=1

Ce bi bil torej kakS8en x v jedru vseh projektorjev

P bi bil enak O, kar dokazuje (4) za X =LP. Za

k ]
X = C pa upoStevamo, da je CC 1P . DokaZimo zdaj

(7) Ce a€EB, Ak¢a, je Pk DT(a) w 0
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Naj bo najprej a€eK?® in X = P, Adjungirani prostor
x* 1lahko po znanem izreku enadimo s prostorom L4 ’

1/p + 1/a = 1. Operator T* lahko v smislu tega izomor—
fizma enacdimo z rotacijo za kot -y na 1.9 « Ce lkﬁa ’
je zaradi T*e_k =Ap e ¢ e €dpx(Ca) in za
xeDT(a) po definiciji

0 =dx| e_k>= j x(s) e_k(s) ds = f x(8) ek(-s) ds ,
oA oA

torej Jje Pk x = 0. Adjungirani prostor k prostoru C
pa sestavljajo ravno kompleksne regularne Borelove mere
na enotni kro¥nici. Tudi na njih deluje operator T*

kot rotacija mere za kot -p . Za mero

mk(a) = J e_k(s) ds

je torej

(T"mk)(a) = _r e_k(s) ds = /(‘ e_'k(s-y) ds =

in enako kot zgoraj mora biti Py x =0 . Trditev (7)
torej velja v vseh prostorih X, ¢e je a€kK?, Vzemimo
zdaj a€B poljubno in x&D (a). Ge A€ a, je

cf lk'i odprta mno¥ica nad a, zato po definiciji funkeije
Dt velja xEDT(CIng) » Do prejSnjem pa P, x = O,
Dokazimo zdaj Se
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(8) Ce je aeB, ,'lke a, Jje Py DT(a) =InP_.

Tokrat bomo imeli laZzje delo. Ker je namreé A k€ @
in je lokalni spekter vekltorja ey enak {;«lkz y Je

e Todki (7) in (8) skupaj,

ekéDT(a) in Py & = €.

nam zaradi IIZ),11 £ DT dokazujeta

Inm P A, €a
4 k k
P, D,(a) =P D(a).—-{ aé€&B
P k ! 1
[o} A ga
Z ; p : g
torej sta Pk DE[‘ in Pk D meri na Im Pk o 2Zaradi
- T - b
(1) je {Pki e C (Inv Drp) N (Inv D7) in &e upo-
P

gtevamo Se (%) in (4), so za funkeiji DT in D
izpolnjeni vsi pogoji posledice 2.4.5. Obe imata torej
natanni in popolni zunanji in notranji meji. Operator
T zadoSla pogojema (DS1l) in (DS2) iz razdelka 3.4,

po trditvi 4.3.1 zadoSda tudi pogojema (D3) in (D3?),

zato Jje po izreku 3.4.3 dvostransko navidezno spektralen,

Prepricajmo se Se, da ni spektralen. Primer X =C

je obdelal Fixman (glej[141, izrek 5.1). V primeru

X =1P pa se bomo sklicali na neki rezultat Uljanova
(glej [33)) « Denimo, da je T spektralen in izberimo
neko permutacijo kl,k2,k5, eee indeksov 1, 24 3y eee o

Tedaj so

a, ={,’lo, lkl, ﬂ._i:ls ses ’lkn"q'—k }

n
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Borelove mnoZice in po (7) in (8)

n
P.(a) =P + (P, +P. ) .
DT n 0 gg% kj -kj

Zaradi spektralnosti operatorja T so projektorji PDT(an)

enakomerno omejeni. Ker za vsak x€ILP vrsta (6)
konvergira v LP normi proti x, konvergira tudi
zapored je PDT(an) x proti x. Toda po tolki 1 izreka 6
v omenjenem ¢lanku Uljanova, obstaja taka preureditev
indeksov kl, k2, k3, ese 1in taka funkcija x, ki

le?i v vseh IP, 1&p <2 (in seveda ne le%i v L2), da
PDT(an) x ni konvergentno v normi e ( torej tudi v
nobeni normi IP, 14p<2). Po todki 2 istega izreka
pa obstaja pri isti preureditvi indeksov taka, celo
zvezna funkeija x, za katero P (an) X ne konvergira

)
v nobeni normi IP sy P> 2.
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4.4, Matriéni operatorji
Zac¢nimo s tole preprosto in dobro znano resnico:

4.4,1, Trditev: Za vsako niflo A , polinoma

W(A_) = Jn +JTlAn—l + eee + ?Tn
velja

lﬂ'ol Z 2 max [fﬁ'k‘l/k .

Dokaz: Pa denimo nasprotno in pridemo v protislovje:

- n-k [’1 lk n-—k on 1 n
L e PO B PN R
k'—'l k:l

e

‘}oln -

Naj bo Ej metriden topoloZki prostor in ’”"(Eo) druZina

funkeij
MCA,6) = Q7+ ?Tl(t)/'ln_l + oo + Wn(t),}l& C, teE,,

kjer so .'J'Tk zvezne funkcije na E . Nadalje naj bo A

najmanjsa algebra, ki jo generira topologija prostora Ej.

4.,4,2, Trditev: Za vsak € ﬂ(Eo) obstaja neka konéna
delitev D QAO mnozice Eo, za katero velja: Za vsak
deD obstaja tak 7% JJ(d), da je za vsak ted,
vsaka nic¢la polinoma 7 ( «,t) +tudi ni¢la polinoma

de( o y), vendar samo z mnogokratnostjo 1l.
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Dokaz: Pri fiksnem teEO, je postopek jasen: Najprej

poiséemo po Evklidovem algoritmu najvecji skupni deli-
; ; 1 . 2 19

telj polinomov ¥~ =JF in @€ = ﬁ-ax-ﬂ' . Nato

delimo prvotni polinom s tem deliteljem. DokaZimo, da

je skupni delitelj iskane oblike, pa bo trditev veljala.

Denimo, da smo na nekem koraku Evklidovega algoritma
prisli do naslednje situacije: Obstaja koncna delitev
D C Ao mnozice EO; na vsakem de€D imata zadnja
dva polinoma v algoritmu obliko J'Tl’d, rede Tr(d).

Fiksirajmo deéD in delimo polinom :ﬂ'l’d s ”2"1 :

mhUA L) = 5L T2%A0 + e, .
Tedaj je q(l,‘t) oblike

O(A48) = QA+ ¢ () A%+ wus v Q)

pri tem je k manjsi od stopnje polinoma m.2,d 5

funkeije ?J" J=0,1,eee9k pa so zvezne na d. Naj bo

e, ={t€:d

0, (t) #0 §

§,(£) =0,1=0,.00,-15 § ,(¢) ;éoz, 521,y e0e,k,

-

ej ={t6d

€11 =[te d; g)i(t) =O,i=0,...,k}.

~e

Mnozic e;j ni veé kot n; ker je prva odprta v d,
druga odprta v ostanku, itd, so vse elementi Ao. Poleg
tega so paroma disjunktne in njihova unija je enaka d.
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Ce e, _— # @, je na tej mnoZici Evklidov algor:.tem kondan

in r;-2 d je iskani skupni delitel] predpisane oblike,

Na mnoZici ey j=0,eee,k (Ce je neprazna) pa prenesemo
nadaljnjim korakom algoritma polinoma

T3 (2,0 = 5% 8, tee,

, ? (+) (t)
QJ ?J
Ko Evklidov algoritem konamo povsocd, mo¢ delitve D

-~ . n
gotovo ne presega Stevila n—,

4,4,3, Trditev: Naj ima Jre W(EO) stopnje n v vsaki
tocki teE, le enkratne ni¢le in naj bo a € Ej
kompaktna. Tedaj velja:

(a) Stevilo

£(a) = inf { [A,-2)] 5 2 A, nigui
polinoma T ( « ,t) pri nekem té‘a}

je razlicno od nic.
(b) Obstaja konéna delitev D C A, mnoZice a, za
katero velja: 2a vsak dE€D, obstajajo A :

d—> €, k=1,...,n, zvezne in take, da Je

TCA,t) = (A=2,(8)) ooe (A-2,(1)), ted.
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Dokaz: (a) Privzemimo nasprotno. Tedaj obstaja zaporedje

t, €a in zaporedji ’lk’{hke ¢ =z lastnostmi
rﬂ-( :lk"tlc) = g’r(dukstk) =0,
A A | Ak =1 =20

Ker je a kompaktna, lahko s prehodom na podzaporedje
dosezemo ty .._a.toe a. Koeficienti polinoma qr so zvezne
funkcije, zato na a omejene in po 4.4.1 sta zaporedji
J‘k’é‘k omejeni. S prehodoma na podzaporedji lahko dose-
Zemo A, —>Q € E in Fr >R 6 Co Tedaj je zaradi

lk - My — 0 )‘o =0 in /'10 je ni&la polinoma
ml . ,to) . Toda zaporedje

ALt - T(h,,t)

B = "
Ax = M
Akn"éukn ‘;{kn-l-(uk -1
& ACH +oese + F_1(5)
A s A=

. . 0 . . .
konvergira s k proti 377'(20,170) in ;{o je dvojna

nidla polinoma J( . yt,)» v nasprotju s predpostavko.

(b) Pri poljubnem t,ea naj bodp J.l(to), R Jn(to)
nidle polinoma I ( . 2t,)e Pri nadaljnjem t€a naj bo
Zl(to,t) tista izmed nidel polinoma J( . ,t), ki je
najbliZ?ja Stevilu }ll(to) : Ag(to,t) tista izmed preo-
stalih nidel, ki je najbliZje Stevilu A (% o) 3 itd.
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Denimo, da so pri nekem zaporedju tjea, 'ba. -—')1:0 ’
zaporedja ).k(to,ta.) vsa konvergentna z limitami
yke T, k=1l,eeeynn « Opustimo prvih nekaj &lenov zapore-

dja, tako da

| 2 (b0t ) = iy | £ 3 ECa)

Stevila M, so ni&le polinoma W(.,t ), paroma raz-
lidna in zato vse niéle tega polinoma. Ker je ll(to,tj)
tista izmed nicdel polinoma 7 ( « ’tj)’ ki je najblizje
Stevilu A l(to) in obstaja med temi nidlami tudi neka

nidla lk(to,tj) , za katero \,lk(to,tj) —Jl(to)lé%ﬁ(a) ,

je \Rl(to,tj) - ll(to){é%E(a) in zato
PHCRTD I NCREI) PA-F VR

od tod pa ll(to,tj) =,1k(to,tj) in konéno (“1 ='11(to)'

2 indUKCijO dobimo GMk. = lk(to) . k=1,ooo,n .

Izberimo zdaj poljubno zaporedje tjea, tj—a- to. S pre-
hajanjem na podzaporedja lahko doseZemo, da zaporedja
;\k(to,tj) konvergirajo k poljubnim svojim stekaliZdem.
Zato so po prejsnjem edina stekalisSca teh zaporedi]j

Ak(to) in funkcije )k(to,t) so zvezne v todki t=1t .

Naj bo u - neka odprta okolica tocke t € a, na kateri
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lik(to,t) —)k(to)lé %E(a) » teu ;

nadalje naj bo tleuo in tudi tej tocki priredimo po
istem postopku funkecije A k(tl,t), za lastnostjo
p | k(tl’tl) =,1k(to,tl)., ki so po prejsénjem zvezne v todki

t in okolico U,y na kateri velja :

Y
| 2, C6y,8) = A (8,80 | L EECa), teu, .

Tedaj je za te€u 0y

| 2 Cgat) = Ao, L [ 20001 =280 +

HFAED) = A (e st |+ | A (y81) = A (61,8) |£2ECa)

in A, (t,,t) = 2, (t;,t). Zato so funkeije Ak(t:o,ﬁ)

zvezne v vsaki todki teuo.

Po zgornjem postopku priredimo vsaki tocki t€a neko
odprto okolico u in zvezne funkcije ,lk('b) , defini-
rane na tej okolici. Ker je mnoZica a kompaktna, jo
prekrije Ze konéno mnogo okolic Ujs see U o V delitev

D vzamemo neprazne izmed mnoZic

111, 112-111, e o ’ um"‘ U ui-

Odslej naj bo Eo kompakten metricen prostor, fiksirajmo
ne N ter zvezne funkcije

188




T v

Ti.j H Eo——'-) ) ’ i,j-_-'l,...,n’

ki jih zapiSemo v matriko

T (%) (O
™(t) = .
(%) T (%)

Nadalje oznadimo
(A ,t) = det (A = T(%) )

in ée Jje pri nekem tE€ E, Stevilo 20(:' ¢ nicla polinoma
r( « yt) 4, oznalimo s PR (t) spektralni projektor ma-
(o}

trike T(t), prirejen tolki spektra ,10 o

4.4.4, Trditev:
(a) Obstajajo Borelove funkeije Ak : E,— ¢, vse

enakomerno omejene 2z neko konstanto M, za katere

97-() Qt) = (2‘ - ;l(t)) LA ] (A -lln(t)) ,'b& EO.

(b) Obstaja kondna Borelova delitev D mnoZice Eyy 28

katero velja: Za vsak d €D ima pri vseh téd
matrika T(t) natanko ny todk v spektru ,
‘,uk(t), k=l,c.0,n4, in te tocke lahko zasnujemo
kot Borelove funkcije tE€d4d.
(¢) Komponente matrik Pé" (t)(t) so Borelove funkcije
k

na vsakem déD.
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(d) Obstaja neka kvedjemu Stevna druZina kompaktnih

B in

ZAC v =
mnoZic K, E,s za katero UaocK:' .

na vsakem a_ € Ko so komponente projektorjev

Pd“k(t)(t) enakomerno omejene.

Dokaz: Polinomu T poisdemo po trditvi 4.4.2 delitev
D mnoZice E; in polinome ?rdGJT(d) « Ker je vsak deD
v Ao , obstaja neko naragfajoCe zaporedje kompaktnih

mnozic akd, kelN, 2z unijo d. V druZino K, vzamemo

vse akd po kel in de D. Dodatno piSemo Se aod=ﬁ.

Danemu akde e poiséemo po trditvi 4.4.3 Borelovo

delitev Dkd mnozice akd in pri fiksnem eeDkd Se

zvezne funkcije Mq, eee "/'"nd (nd je stopnja polinoma

‘Jl'd). To definicijmn funkeij Mp obdrZimo na vseh ne-

praznih e-a,_ &, eed. 3, kely, pa dobimo tofko (b).
k=1 * K

d
k

vseh tistih ng-terk ot = (ml,...,mn ), 2za katere obstaja

tak te€ e-ak_ld , da je dur(t) v polinomu Jr( « ,t)

Pri fiksnih a €K  in eeD® naj bo N, aruzina

niéla stopnje m,; 2 fxy ® € Me pa oznadimo dru¥ino
vseh takih t. Tedaj je {f,‘} neka konc¢na Borelova
delitev mnoZice e--ak__lCI in na vsakem f, 2zapiSemo
med funkeije X;, ees , A, Vsako od funkeij (01, e¥e s

A, 2 njeno kratnostjo. Tako dobimo todko (a).
d
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4.4 .4 9
Fiksirajmo spet -akde Kys ee?l)kd in £, otéol/;. Ozna-
gimo z S() ,t) prirejenko k matriki A - T(t) , to je
matriko, ki jo dobimo tako, da definiramo © i;j( A ,t)
kot poddeterminanto k¥ (j,i)-tem elementu matrike A -T(t).

Komponente Gij( A,t) so polinomi v ), katerih koefici-

,)’

enti so zvezne funkcije t na vsem Ege Za {% = (mi,...,mnd
pri katerem obstaja tak t€f,, da se da S(Q ,t) kraj-
Sati z (A "'dur(t)) natanko (mr—mx’.)-krat, naj bo gp
mnozica vseh takih t . DruZina {gpg je konéna, Borelova
delitev mnozice f, in na g‘5 ima minimalni polinom
g(,’l ,t) matrike T(t) obliko
k] ]
t = - (t ml e 0 2"’ (t ml'l tG .
@ (2 ,) = (A - H (1)) (A=, (N™y 5 t6 8,
Spektralni projektor PJA (t)(t) dobimo na gP po Hermi-
T

tovi formuli, za T=lyeee,ny ¢

Pd“r(t)(t) = f’r(T(t)st) B
m’-1

I

(A8 =qT(AE) )] Fo(8) (A= (e)°
S=0

¢ (2,1t
(A = (8"

?I‘(Z st) =

i a° 1
(t) = —
yrs sl 925 [ qr] (J'l r(t) ,t)
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Komponente spektralnih projektorjev so torej zvezne na
vsakem gP in zato Borelove na vsakem d &D, torej ve-

1lja todka (c).

Ker so komponente matrike T(t) na vsem Eo omejene

in so M r(t) omejene na vsem Eo (za mejo teh funkecij

M brez Skode za sploSnost predpostavimo M >1), bo veljala
todka (d), brZ ko dokaZemo, da so y‘rs(t) omejene, neod-
visno od s,r, tegﬁ, gpg_‘f;, ; xcq,-"e, eeDkd %

ke {1,..,1:02. Naj bo go = E(akod) (trditev 4.4.3(a));

brez Skode za splofnost privzamemo £ £1. Ce pri oce-

njevanju nismo preveé nezni, lahko dobimo

o | 2 522 o on
S T = £ ) Eo ¢
o™ 187 J(p (£),%) 0

Jasno Jje namred .

3
%}3 Qr(dur(tﬁ,t)l { (am)®

| et > €7,

zato velja (1) pri s=0., Pri s>O0 je

N S [1]
0 = = . A T ASUE ) ([
jZJO (5) NE 0 XICE

in ¢e (1) Ze velja pri s-1, Je
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in (1) velja pri s. Ta ocena pa nam pove

[Tl ¢ (33) i

in trditev velja.

Na kompaktnem, metriénem prostoru Eo izberimo koncno,
pozitivno, Borelovo mero m , stevilo p, 1<p<&+oo
in 3tevilo neli. Naj bo P prostor (ekvivalenénih
razredov) Borelovih funkecij na EO, ki imajo konc¢no
I normo glede na mero m, X pa naj bo direktna
vsota n primerkov prostora Lp, opremljena z normo:
XEX, X = (Xg5 eoe 9%, xjeLp

n

<0 = [ 2 e ]

j=1

Na X definiramo operator T s predpisom

n
(Tx),(6) = )| Ty 4(6) x,(t), i=1,000,m, tEE;
J=1
ta je gotovo omejen.
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4,4,5, Trditev: Operator T zadosSca pogojem (D1l), (D3),
(D1%) in (D3?).

Dokaz: Ker je X refleksiven in se T* na X* izra¥a s tran-
sponirano matriko k matriki T(t), je dovolj pokazati le

veljavnost pogojev (D1) in (D3).

Pa naj bo a€K poljubna kompaktna mnoZica na razdirjeni
ravnini in xedT(a). Tedaj obstaja narasScajoCe zaporedje
odprtih mnoZic c € K?, k¢, 2z unijo Ca in analitiéne
funkeije ?{k : ¢, —> X z lastnostjo (A-1T) ?ck().) -
A€ Cyp e Pisimo
% = ki 4 (1)

(n=-1)!
pa spoznamo ()X - T)° §k(1) =Xy, L6 ¢y, « Izberimo polju~-
ben ) € Ca in k dovolj velik, da je ,106 ¢+ Nadalje:
izberimo poljubne reprezentante grk( )‘o"t) 5 ?ck( ,10,1::)
in x(t) razredov frk( Ao)s J‘%k(,’lo) in x. Tedaj je

skoraj povsod na Eo

(2) (Ag = 2N T (A 58) = x()

X(t) .

(3) (A, = T(6) % (A st

Naj pri t€E; velja (2) in (3). Ce - 2 o ni nidla

polinoma JI( .,t) , je
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1
() E(A,t) = ——— 5(2,5) x(t)

T(A,t)
(matriéno funkeijo 8(A ,t) smo definirali v dokazu prej-
$nje trditve) pri Q = A, edina reSitev enacbe (3) o
Ce pa je pri tem t, o nitla polinoma Jr( . ,t), Je

zaradi (2) in Py c:‘(t) (A, - T(£))® = 0 P/'lo(t) x(tY = 0

in (4) ima v toki 1, odpravljivo singularnost. Ce s

;( Zo,t) oznadimo limito funkeije wg(A,t), ko ge

A proti ’10’ je g(,}o,t) edina resitev enadbe (3).
A

Zato je % ( }‘o‘ ) = xk( )‘o’ e« ), neodvisno od k. Med

drugim smo s tem dokazali pogoj (D1).

Naj bo zdaj U, druzina tistih xe&X, za katere

(5) 2. By () x(t) = x(%)
Aea

skoraj povsod na E_ . Brez Skode za sploSnost predpo-
stavimo, da je a omejena, sicer bi jo omejili z vedjim
od obeh Stevil |T\ in M, kjer je M meja nidel v
polinomih & . Nadalje vzamemo, da je MRl in da

(5) velja povsod na E, e

Za poljuben x€U, lahko s (4) po prejsnjem premisleku
definiramo g( A,t) za vsak 2€Ca in te-Eo. Pri

tem je
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1
%(2 ot) = m z( A ,t) ,

2( X »%) = z,(t) AT s 208 o ek,

kjer so zi&‘X in obstaja taka konstanta M,, odvisna

le od mattike T(t), da je
Nz, 04w Nxll.

Naj bodo }ll(t), sou 'y ;{n(t) Borelove funkcije iz
trditve 4.4,4(a) in ey druzina tistih teEo, za
katere z( 24 1(1:) ,t) = 0. Definiramo

TUA,8) =T@Q,0), 22,0 = 2(2,8), tée,

T R L . L . L
' ’ T N Z ) B e ————d €q0
A -2,(%) A=, (¢) .

Tedaj Jje zl spet polinom in za njegove koeficiente velja

Nz, £ n® oy U0

Postopek nadaljujemo s funkeijo 22(1:), itd. Po kvedjemu

n krajsanjih dobimo

1.
B (2 ,t) = m z7( A 4t)

in za koeficiente polinoma z" velja
|z "ULn " "Zin-lu L (D om (xl.
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Ker vse ni&le polinoma ™ 1le¥ijo v a, velja za Aé¢€Ca,

dist() ,Ca) £1, da je
(:"n(;lat)‘ 2 (dist(;{ ,Ca))n .

Naj bo M, vec¢ji od absolutne vrednosti vseh elementov
mno¥ice a in vedji od I\TI\ , ter M5 =n M2n (n Mn)n Mye .

Tedaj velja za A€ Ca, 1AILM, :
(8) [| 58X, )N £ 1y (aist(2,6a) ™ Ixll, dist(A,ca)£ 1,
(7) Il g(l ) o) “ < M} “xn ’ dist(d ,Ca)> 1.

Za poljuben ) e Ca Jje torej preslikava Ry Ua -—)Ua .

Ry

zato ima enolilno razSiritev na U,, ki slika spet v

: x> 3(x,.) omejen, linearen operator na U,

prostor Ua' Prostor U, Je invarianten za T in na njem

velja

aA-T) R = R (7(—'1") =1 .
( an A 5 (Ua U,

Zato je G(Tl-ﬁ ) € a inod tod T, Cdy(a).
a

Izberimo zdaj xedT(a), b€K, bgcCa in a €K , kjer
je K  druiina iz trditve 4.,4,4(d). Definirajmo
2. Py (1) x(v) ,  teéay
y(t) = A€Db ;

0 , teE -a
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ker so komponente projektorjev 31 (t) enakomerno ome-
jene, nam preslikava X >y doloda na vsem X definiran
omejen projektor, ki komutira s T. Zato je pri izbranem
x : yedp(a) 5 po prejinjem pa je yedn(b) in po pogoju
(D1) y = 0. Ker je mnoZica K, kvedjemu Stevna in pokri-

je ves Eo, Jje

Z: P, (¢ x(t) =0
aeb

skoraj povsod na Eo' Ker pa lahko s Stevno mnogo takih

b pokrijemo ves Ca, Je :ceUéf Tako dokazane inkluzije
(8) dp(a)€ U, € T, «dp(a) ,

nam povedo, da T zadoSda pogoju (D3).

Definicijo (5) prostorov U, in inkluzije (8) bomo Se po-

trebovali, -
4o4,6. Tzrek: T je dvostransko navidezno spektralen.

Dokaz: Za a € Ko definiramo projektor an = 2;0 I,

na prostoru X, kjer je 221 karakteristi¢na funkecija
o)

mnozice a, in I identicéna matrika. Ti projektorji so

omejeni (z normo 1), komutirajo s T in zato Q, €Inv Dy
o

in Q, € Inv 1yl Poleg tega velja
0
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{0}

Im Q = X .
\% aoe Ko a.q

Ker Q
ﬂ a,€ Ko 8y

Zato bo izrek veljal po posledici 2.4.5 in izreku 3.4.3,
G w . o b y
brz ko dokazemo, da sta Qa DT in Qa D meri na Im Qa

0 0
c e : L]

Fiksirajmo tore]j a,€ KO in definirajmo na Im Qa
o

projektorsko funkcijo P(a; .), a&B, s predpisom

P(azt) = 2 PJ\ Ly, t€a,, a€B .,
A€ 2
Po 4.4.4(c) so komponente te matrike Borelove funk.cije
in po 4.4.4(d) enakomerno omejene po t in a. Zato je
P(a; ) omejena projektorska funkcija z mejo, danimo M.
OCitno je kon¢no aditivna na vsem Im an in B; doka-

zimo Se njeno sStevno aditivnost! V ta namen izberimo

x€Im Qa in naraSCajoCe zaporedje akeB z unijo E.
o)

Nadalje naj bo
by = {te a3 P(aj;t) = P(a,;t) = I, j)k} ;

bk je narascajocCe zaporedje Borelovih mnoZic Vv E0 A
unijo a . Izberimo £ eR" in tak dovolj pozen ke,

da je
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[lQbkx -x || £¢ ;

tedaj Je
U P(ay; ) Qbkx - B(ay; o) x| £ M€,

ter zaradi P(aj; i) Qbk = Qbk, igk 1
“P(aj; «) X - xué(M+1)£, izk .

Funkcija a +—>P(aj; .) Je torej projektorska mera na
prostoru Im Q_ «

a

o
7a a€K in xe&Im P(a;.), velja po (5) in (8), da

je x€Q, DT(a) ; po istem razmisleku velja za x &
o

Q, DT(a) tudi x€Im P(a; .), zato je po regularr;osti
0

(9) %, Dy(a) = InP(a;.), a€B .
Po istem premisleku Jje na x* .

Q DTm(a) = Im P(a; .)Tr , a€k ;

%o

(pri tem smo s Tr oznadili transponirano matriko k

dani matriki). Prostor Imxu Qg  Je dual prostora

)
Imy Q, in projektor, prirejen matriki P(aj » )Tr, je
)
na prostoru Im . Q, adjungiran k projektorju P(a; o)
X o}
. 44
na Imy an. Zato Je anD (a) = ImP(a; .), a€K?

in po regularnosti
200



4446 19

(10) Q, D'(a) =InP(a;.), ae€B .
(o]

Ker je P(a; «) projektorska mera na Im Q, » smO z (9)

0
in (10) dokazali izrek.

S pomocjo tega izreka smo nasli bogato mnoZico dvostran-
sko navidezno spektralnih operatorjev, iz katere si

oglejmo le en konkreten primer.

4,4,7. Primer: Obstaja dvostransko navidezno spektralen
operator T z lastnostjo GV(T) = 6(T), ki ima neome-

jena skalarni del in radikal,

Naj bo EO = [-1,11, m Lebesgova mera, p poljuben in

t 0 1
T(t) = c t 1 o
1-1-%

Tedaj je Tr(x,t) = (X~ t)2 (A+1t) ;3 todkot =0 ,
v kateri ima T( . ,£) trojno nidlo, lahko zanemarimo,

saj ima mero O. Pri t #0 pa dobimo spektralna projektorja
(26)™° ~(26)™% -(2t)7t

B(8) = T-P_o(8), B_y(t) = [| (272 ~(26)% -(2p)™
e

zato je skalarni del S operatorja T doloden z matriko

201



4447 20

t-(26)"1  (ep)”t 1
S(t) = P (8) = tP_ () = [ -(26)71 se(20)™h 1
1 ¥ —t

in je zaprt, vendar ni omejen. Tudi radikal N, dololen

z matriko
~(26)"* (25)"1 o
Nt = || -(26)"t (ee)"t o
0 0 0
je zaprt, ni omejen in zanj velja N° = 0.

4.,4,8. Primer: Obstaja dvostransko navidezno spektralen
operator, katerega skalarni del in radikal sta oba ome=-

jena in netrivialna.

V prostoru iz prejsnjega primera vzamemo

t ©O %
T(t) = 2 "t 1 ]
0O 0 &
izradunamo (A ,t) = (A-t)2(A +t) inpri t £0
0 0O O
-1
P(t) =TI -P_ (t), P_(t) = |-t 1 o} ,
- 0 0O O
t 0 O 0O 0 %
s(t) = 2 =t O in N(t) = o 0 1 %
0O 0 t O 0 ©
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Seznam oznak

G w3

Shy T 119
(), 3 (=) 121
A? 18

(x) 21

2;, Dy, D' 125
Def T 20
Defm P 30
Deff P, Defs P, Defw P
E 18,117
LR 41
Fpo T, By FO 54
Fla 99
i 100
Im T 20
Inv F 42
K, K? 117
Ker T 20
L(X) 20
My .p(F) i
vt :B(m) 92
Mp» g 9
pfm (4,X) 41
B 2O 114
s(X) 19
T, B
] BV 25,26
Xn .

28
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Seznam pogojev

(D1) 12%,131
(p2),(D3),(D4) 131
(D11),(D3?) 134

(Da) 1(Db) !(Dc) ,(Dd) 133,154
(Ds1) ,(Ds2) 154

(EAN) 125
(11),(22)4(13) 96,97
(Ls1) ,(1LS2) 121
(M1),(M2),(M3) ,(M4) 91
(M27) ,(1M4?) 92

(NAN) 123

(NP1) ,(NP2),(NP3) 117
(np2?),(NP3?) 118
(NS1),(Ns2) 149
(01),(02) 76
(R1),(R2),(R3) ,(R4) 51
(sP1),(SP2) 138

(zs1) ,(Zs2) 163
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Stvarno kazalo

aditivna
konéno - projektorska funkcija, 30
maksimalni prostor - -,58
mozZni prostor - -, 31
Stevno - projektorska funkecija, 34
maksimalni prostor - =,38
moZni prostor - =, 34
analitic¢no invariantni podprostori, 8
analiti¢no nadaljevanje (lastnost enolidnega), 122
anihilator (spednji, zgornji), 22
anihilatorska lema, 22
definicijski prostor projektorske funkcije (moZni, maksi-
malni), 30
definicijsko obmocje
- - projektorske funkcije, 30
- = prostorske funkcije, 41
dekompenibilen operator, .10
delitev, 31
dualna teorija, 10
dvostransko navidezno spektralen operator, 141
faktorska lema, 24, 26
faktorski prostor, 24
funkeija
projektorska -, 30
omejena, zaprta - -, 39
- - prirejena prostorski, 61
prostorska -, 41
invariantna - -,42
monotona = =,42
odlikovana - - (G ), 47
omejena - -, 72
- - prirejena projektorski, 61
generator (regularni; notranje, zunanje),5l
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Stvarno kazalo 2

hermitski operator, 11, 15
hiperinvarianten podprostor, 25
invarianten podprostor, 25
analitic¢no - -,8
invariantna prostorska funkcija, 42
koncéno aditivna projektorska funkcija, 30
maksimalni prostor - -,38
moZni prostor = =,31
kvazipodobnost, 13
lastnost enolidnega analitidnega nadaljevanja, 122
linearni podprostor, 18
lokalni spekter, 9, 121
maksimalno spektralen podprostor,8
meja (notranja, zunanja; natancéna, popolna), 93
mera
projektorska -, 39
prostorska -, 76
monoton razred, 79
monotona prostorska funkecija, 42
natanéna meja (notranja, zunanja),93
natan¢no odlikovanje (notranje, zunanje), 58
navidezna predstavitev operatorja (notranja, zunanja), 118
navidezno spektralen operator (notranje, zunanje, dvostran-
sko), 141
notranja
- meja (natanéna, popolna), 93
-~ navidezna predstavitev, 118
- razSiritev prostorske funkcije, 41
- skréitev operatorja, 25
notranje
- navidezno spektralen operator, 141
- odlikovana prostorska funkcija (& ; obmodje), 47
- odlikovanje (& ; obmodje), 54

natanéno - -, 58
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Stvarno kazalo

- regularna prostorska funkcija, 84
- regularni generator, 51
obmoc¢ je
definicijsko -
- = projektorske funkcije, 30
- = prostorske funkcije, 41
- odlikovanja, 54
- odlikovanosti, 47
obmolna razdiritev, skréitev projektorske funkcije, 39
odlikovana prostorska funkcija (notranje, zunanje; G ;
obmo& je) 447
odlikovanje prostorske funkcije (notranje, zunanje; @ ;
obmoé je) , 54
natantno - = -, 58
ome jena
- projektorska funkecija (enakomerno), 39
- prostorska funkcija (v todki, po tolkah), 72
operacijski racun, 15
- - spektralnega operatorja, 140
- = navidezno spektralnega operatorja, 144
operator, 20
dekomponibilen -, 10
dobro omejen -, 12
hermitski -, 11, 15
spektralen -, 138
navidezno - - (notranje, zunanje, dvostransko), 141
splosen -, 20 '
- z realnim spektrom, 10
operatorski rang, 14
podprostor, 18
hiperinvarianten -, 25
invarianten -, 25
analiticéno - -, 8
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Stvarno kazalo 4

linearen -, 18
maksimalno spektralen -, 8
popolna meja (notranja, zunanja), 93
predstavitev (navidezna), 118
projektor, 20
projektorska
- funkecija, 30
omejena, zaprta - -, 39
- = prirejena prostorski, 61
- mera, 39

prostor
definicijski - projektorske funkcije (maksimalni, moZni),
30
faktorski -, 24
Y-, 8
prostorska

- funkecija, 41
invariantna - -,42
monotona = -, 42
odlikovana - =, 47
omejena = =, 72
- - prirejena projektorski, 61
- mera, /6
- razSiritev, skriitev (projektorske funkcije), 38
radikal spektralnega operatorja, 140
rang (operatorski), 14
razclenitev enote
posploSena - -, 14
spektralna - -, 140
razred (monoton), 79
razsiritev
- projektorske funkecije
obmoCna = = -, 39

prostorska - ~ -=,38
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Stvarno kazalo

- prostorske funkcije, 42
notranja = = =,43
zunanja - = =44
regularna prostorska funkecija (notranje, zunanje), 84
regularni generator (notranje, zunanje), 51
skalarni del spektralnega operatorja, 140
skréitev
- operatorja
notranja - -,25
zunanja = =,26
- projektorske funkcije
obmo¢na - - =, 39
prostorska = - =, %8
- prostorske funkcije, 42
spekter (lokalni) 9, 121
spektralen
maksimalno - podprostor, 8
- operator, 138
navidezno - - (notranje, zunanje, dvostransko), 141
gtevno aditivna projektorska funkeija(sSibko, krepko), 34
maksimalni prostor - -, 38
mozni prostor - -, 34
topologija (krepka, Sibka, Sibka +), 19
zaprta projektorska funkecija (v todki), 39
zunanja
- meja (natandna, popolna), 93
- navidezna predstavitev, 118
razsiritev prostorske funkcije, 44
- skrlitev operatorja, 26

zunanje
- navidezno spektralen operator, 141
- odlikovana prostorska funkcija (& ; obmodje), 47
- odlikovanje (B ; obmodje), 54¥
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Stvarno kazalo 6

natancéno -, 58
- regularna prostorska funkcija, 84
- regularni generator, 51 |
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