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MRTEMATIRA

KAJ SO SREDINE IN KAKO JIH UPORABLJAMO?

Na predlanskem ob&nem zboru Dru¥tva matematikov, fizikov in astronomov
Slovenije sem imel predavanje o neenakostih med sredinami, po katerem pa
nisem utegnil odgovoriti na vsa zastavljena vprafanja. Takrat sem obljubil,
da o tej temi napi¥em E&lanek, v katerem bi ilustriral uporabo sredin in ne-
enakosti med njimi. Primerov res ne primanjkuje, saj se na skoraj vsakem
matematiénem tekmovanju pojavi kak3na naloga, ki se jo da resiti s pomogjo
sredin.

Oglejmo si za ogrevanje naslednjo risbo:

E je sredis€e kroZnice, A in C sta krajis€i premera, D, F togki kroZnice,
DB in FE sta pravokotni na AC, BG pa na DE. Zadostuje, da v pra-
vokotnih trikotnikih BGD, DBE in BEF uporabimo, da je kateta manjsa
od hipotenuze, pa dobimo DG < BD < ED = EF < BF. Ozna&imo
AB = a, BC = b. Takoj sledi

a+b
2

in po vidinskem izreku za pravokotni trikotnik ACD:

BD = Vab.
Nadalje sta podobna trikotnika BGD in EBD. Dobimo DG/BD =

= BD/ED, oziroma
e 22b _ (%+=};)'1

ED =

2
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Ker je BE = 25—"!, nam da Pitagorov izrek
a+b\2 [a-b\2_ [a24B2
BF = =\ —
(CORICOREE
2ab <v’£<a+b< 22+b2
a+b 2 V 2

In Ze smo pri sredinah! lzraze, ki se pojavljajo v tej formuli, imenujemo
po vrsti harmoniéna, geometrijska, aritmeti€na in kvadratna sredina Stevil a
in b. Dokazali smo, da je harmoniZna sredina najmanj%a, sledi ji geometrijska,
potem aritmetiZna in kon&no je kvadratna sredina najve&ja. Te neenakosti so
poznali Ze starogriki matematiki. Podobni odnosi se namre& pogosto poja-
vljajo v geometriji, ki je bila v njihovem Zasu najpomembnej%i del matematike.
Poznali so tudi na% dokaz!

Ne spreglejmo, da sta v dokazu a in b dolZini daljic, torej pozitivni
Stevili, in da za poljubni pozitivni Stevili a in b obstaja ustrezna skica. Stroge
neenakosti veljajo le, Ee je a < b (ali b < a — zakaj?). Kaj pa dobimo, &e
jea=b?

Kasneje so se matematiki lotili svoje priljubljene igre — posploZevanja.
Tako so posplogili definicije sredin na vet 3tevil: harmoni&na, geometrijska,
aritmetiéna in kvadratna sredina pozitivnih Stevil a1, a2,...,an so po vrsti
1Zrazi

g i Yyt 2 2
a, " +---+a, = a1+---+ap aj+---+ap
( n -v3132 an, n ] n -

Posplogili pa so tudi izrek o neenakostih in dokazali, da med sredinami za
poljuben n velja enak odnos kot za dve Stevili. Neenakosti so stroge natanko
takrat, kadar Stevila a;,...,a, niso vsa enaka. Drugae povedano: Ee je
a] = ap = --- = ap, so vse sredine med seboj enake in samo v tem primeru
se med razli¢nima sredinama lahko pojavi enakost. Tega ne bomo dokazovali,
ampak bomo pohiteli k primerom.!

Torej velja

! Kogar zanimajo dokazi, druge posploitve in drugi primeri, jih lahko najde v &lanku
U. Milutinovié: “Nejednakosti medu sredinama: primjeri s takmiZenja", objavljenem v
reviji “Matematika. Strufno-metoditki Zasopis", Zagreb, 1991, 3t. 2, str. 43-52, ali v
knjigi D. 5. Mitrinovié, P. M. Vasié: “"Uvodenje mladih u nauni rad V - Sredine”. Nasploh
velja, da je literatura s tega podro&ja zelo bogata.



334

1.

Naj bodo va, v, v visine trikotnika s stranicami a, b, c; p naj bo polmer
temu trikotniku vE&rtane kroZnice. DokaZi, da je trikotnik enakostranigen
natanko takrat, kadar je

va + vp + ve = 9p.

(Zahodnonemsko zvezno tekmovanje, 1988)

ReSitev: v, + vp + ve = 9p je (zaradi v, = ?;E vp = EE Vo = %

p= ﬁ—c, kjer je P plogEina trikotnika) ekvivalentno

L1 19
a b ¢ a+b+c
oziroma
a+b+c 3
T2 S

torej temu, da je aritmeti€na sredina 3tevil a, b, c enaka harmoni&ni. To
pa drZi natanko takrat, kadar je a= b = c.

Podan je trikotnik ABC. Na premici AB dologimo totki A1, By tako,
da je AJA = BC, BBy = AC in da je AJABB5; vrstni red teh to&k.
Podobno dolo&imo na premici BC toéki By in Cy tako, da bo njihov
vrstni red By BCC5 in da bo veljalo BB = CA, CC; = AB, na premici
CA pa togki Cy in Ay v vrstnem redu C;CAAj tako, da bo veljalo
Ci1C = AB, AAy = BC (glej sliko). DokaZi, da plostina Zestkotnika
A1A3B1 B>C1Cy ni manjga od trinajstih plog&in trikotnika ABC.

Resitev: Naj bo P = Pagc. P' = Pa, A,B,B,C,C,- Poleg tega naj bo
vc vidina trikotnika ABC iz oglis€a C ter v vigina trikotnika AB>C; iz
ogli¢a C;. Zaradi podobnosti trikotnikov (katerih?) dobimo

ve b+4c
Ve o b g
oziroma
b+c
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Zato je
b+ c)vl b+ ¢)?v b+ ¢)?
PA82C1=( 2)C=( Qb) C=( bc)P
ter
a2

PAA;_A; = E P.

Ponovimo ta postopek z A, Ay, oziroma B, By — dobimo

P 1
5 = pl PaB.cy + Paaia, +Pacya, + Pesy g+

+Pca,8, + Pcc,c, — 2PaBc) =

bZ b2 2
p g B

bc bc ca ca ab ab e

_ (b+c)2+_a_2_+(c+a)2

a?+ b2 + c2)(a+ b +c)

B
o abe

Zeljeno oceno dobimo kot posledico neenakosti med aritmetino in geome-
trijsko, oziroma kvadratno in aritmeti¢no sredino:

3
Vabe < a+§+° = ("'+:;:c) > 27

a4+ b+c [a2 4+ b2+c2  a24b2+c2 _ 1
< =5 2=
3 = 3 (a+b+c)? =3

MnoZenje teh neenakosti nam da

(a2+b2+c2)(a+ b+ c) -
abc s

Opazimo, da smo hkrati dokazali, da je P’ = 13P natanko takrat, ko je
trikotnik ABC enakostranigen.
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3.

b \ a o’ N\

= \ :
VB,

Re¥i enatbo x20 — 20x1% 4 ... 41 =0, ¥ ve, da so vse njene reitve
pozitivna realna Ztevila! (Ce so vam vZeZ zgodbice, lahko to nalogo
spremenite v zgodbo o &rnilu, ki se je uZencu razlilo po zvezku. Enaébo,
ki jo je imel za doma&o nalogo, pa je uZenec kljub temu regil.)

Regitev: Naj bodo xi,..., x20 koreni te enafbe. Vieteove formule nam
dajo x; +---+x20 = 20 in x1x2 - - - x990 = 1, zato je aritmeti&na sredina
vseh korenov enaka geometrijski. To pa je moZno samo, &e so vsi koreni
enaki. Torej je x3 = xp = - +- = x99 = 1 reSitev, ki smo jo iskali.

. Doloti vse polinome p(x) = anx” 4+ a,_1x"" 1 4 --- + a;x + ag, za

katere je {ap, an—1...-, aj,ag} C {1.—1} in za katere so vse resitve
enatbe p(x) = 0 realne.

ReSitev: Lahko predpostavimo, da je a, = 1. (Ostale dobimo tako,
da le-te pomnoZimo z —1.) Naj bodo x1,x3,..., xn koreni takZnega
polinoma p. Viéteove formule nam dajo x; + xp + -+ -+ xp = —ap—1,
X1X2 + - -+ + Xp—1Xp = ap—2, x1x2---xp = (—1)"ag in je xf + x-g -+
4ot x2 = (a+x0+ - +xn)2=2(x1x2+ - -+ Xp—1%n) = 1£2. Ker
so koreni realni, je moZno samo 1+ 2 = 3. Neenakost med aritmetiéno
in geometrijsko sredino pozitivnih Stevil x12,x2, ..., x2 (ker je njihov

produkt 1, o&itno nobeno izmed teh 3tevil ni enako 0) nam da:

3_ x4+ +x2
7= AR =1,
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torej je n < 3. Pri tem je n = 3 (ker tedaj velja enakost) le v primeru
X12 = x% = x32, oziroma le, €e so absolutne vrednosti vseh treh korenov
enake. Ker je prosti &len enak 1, je ta skupna absolutna vrednost lahko
enaka le 1. Polinoma (x — 1)* in (x + 1) ne prideta v postev (ker
imata tudi koeficiente 3 ali —3), ostaneta samo moZnosti (x — 1)(x +
+1)=x-x2—x+1in(x-1)x+1P=x3+x2-x—-1. Za
n = 1 oziroma n = 2 lahko z neposrednim preverjanjem ugotovimo, da
sox+1,x—1,x24x—1,x2—x—1 edini iskani polinomi.

. Dolo&i maksimum funkeije f(x) = sin” x cosx, n € IN.

Reitev: Otitno zadostuje, £e obravnavamo f samo na intervalu (0, ),
na katerem sta funkciji sin x in cos x pozitivni. Neenakost med geometrij-

sko in kvadratno sredino (n + 1)-terice $tevil (sinx,...,sinx, /n cos x)
nam da
sl sin?x + -+ sin? x + ncos? x n
\/sin” x - y/ncosx < = :
- n+1 n+1

iz Eesar sledi f(x) < ,!W. Pri tem doseZe f ta ekstrem tedaj,
ko je sin x = \/ncos x, oziroma tg x = /n.

. Naj bodo x1, x2, ..., Xp pozitivna realna Stevila. DokaZi, da je

Y ety S < VIS Lyy )
k=1 k=1 k k=1

2
n
k=1

(Avstrija, 1987)

Regitev: Oznatimos H, A, K harmoni€no, aritmeti€no, oziroma kvadrat-
no sredino 3tevil x3, x2, ..., xn. Takoj ugotovimo, da pravzaprav dokazu-
jemo veljavnost neenakosti:

n+n n 2
n? H sl

oziroma nAH + /nKH < (n+ /n)K?. Ker je A,H < K, dobimo
AH < K2 oziroma nAH < nK?. Podobno iz K,H < K dobimo
KH < K2, oziroma vVnKH < \/FKQ. Ce ti neenacbi seitejemo,
dobimo trditev naloge. Poleg tega vidimo, da velja enakost natanko
takrat, kadar je A= H = K, oziroma x; = xp = -+ = Xp.

nA+ /nK <
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7. Naj bodo a, b, c pozitivna realna Stevila. DokaZi, da je

+b+c az+b2+‘:2
b “1‘.7'Z al’

(1. nordijska matematiéna olimpiada, 1987)

Resitev: Neenakosti med kvadratno in aritmeti€no oziroma aritmeti¢no

in geometrijsko sredino Ztevil £, % < nam dajo:

b* i ct3)y _
b2+c2+az_ 3
a b c
i a b ¢ a b c fa b ¢
b c a 3
o LNl 7 L e Tkt =
3 (b+c+a)_ b ¢ a(b+c+a)
_a+b+c
b ¢ &’
Enakost velja natanko takrat, ko je § = -2- = £, kar pa je ekvivalentno

(zakaj?) pogoju a=b = c.

Za konec se sami preizkusite z naslednjimi nalogami:

1. Naj bodo x3,x2,..., Xp pozitivna realna 3tevilain § = x;+xp+- - -+ xp.
Dokazi, da je

8 5 g
(L+x)(1+x)(L+x) S1+S+ 50+ +-+ .

(1. azijsko-pacifiska olimpiada, 1989)

2. Naj bodo aj,...,a, pozitivna realna Stevila in naj bo S vsota vseh
produktov po k Stevil, izbranih med 3tevili aq, ..., ap. DokaZi, da je

2
n
SiSp—ik 2 (k) ajap---ap

(2. azijsko-pacifitka olimpiada, 1990)
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3. Diagonali stirikotnika ABCD se sekata v notranjosti stirikotnika v toki
O. Ozna&imo plog€ini trikotnikov AOB in COD s P, oziroma P,
plo&&ino Etirikotnika ABCD pa s P. DokaZi, da je

VPL+ VP < VP

in da velja enakost natanko tedaj, ko sta stranici AB in CD vzporedni.

(Svedska, 1986; MadZarska, 1988)

4. Naj bodo ay, ..., ap taka pozitivna realna Stevila, da velja
1
ajaz:-+an = W
Dokazi, da je

(14 22231)(1 4 2%2a5) - - (1 + 2% 7ap,) > 2.
(2. magrebska olimpiada, 1985)

5. Naj bo n > 2 ter naj bodo a1, ..., ap, pozitivna realna %tevila, za katera
velja a1 + ap + -+ -+ e = 1. Dokaii, da je
aq e s
l+aytaz+--++an l+ajtaz+---+an

5 otn - n
l4a1+az+--+ap1 ~ 2n—1
(1. balkanska olimpiada, 1984)

Fosm

6. Vsi koeficienti kvadratnega polinoma f(x) = ax? + bx + ¢ so pozitivni
in velja a+ b+ c = 1. Doka%i: Ce za pozitivna realna $tevila xq, . . ., *n
velja x1xp + -+ xp = 1, tedaj velja tudi f(x)f(x2)---f(xn) > 1.

(Sovjetska zveza, 1990)

7. DokaZi, da za vsako naravno %tevilo n velja
Y1+ Va>275.

(Hrvatska, 1990)
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8.

10.

11.

12.

13.

14,

DokaZi: Ce za realna &tevila a, b, c velja a+ b+ ¢ = 6, tedaj je a° +
+ b2+ e* > 12.
(Srbija, 1990)

. Naj bodo x, y, z pozitivna realna Stevila, za katera velja x+ y +z = 1.

Dokazi, da je tedaj

1 1 1
2 = 2)> 64.
(1+ x)(l-l—y)(l-f- Z) > 6

(Jugoslavija, 1989)

Naj bodo aj,...,an pozitivna realna Stevila, za katera velja
ajap - -ap = 1. DokaiZi, da je

(4+a1)(4+22) - (4+an) 25"
(Jugoslavija, 1987)

Naj bodo x, y, z pozitivna realna %tevila, tak3na da velja %—}-};—i—% = §;
Dokazi, da je (x — 1)(y —1)(z — 1) > 8.
(Jugoslavija, 1983)

Pri kateri vrednosti x ima funkcija

f(x):\/1+\/2+\/3+v/4+_x+\/1+\/2+\/3+\/&—_x

maksimum?

(Leningrajski GU, sprejemni izpit, 1982)

Naj bodo a, xq, ..., Xp pozitivna realna Etevila in n > 2. DokaZi, da je

X] —X2 Xy —X3 ax" —X1 2

a a n
+ + - > :
x1+x2  x2+x3 Xxn+x1 = 2(x1 +x24 -+ xp)

(Hrvatska, 1988)

DokaZi, da za poljubni nenegativni realni $tevili a in b velja

2v/a+3Vb>5Vab.
(Hrvatska, 1987)
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16.

17.

18.

19.
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DokaZi, da za vsa naravna $tevila n velja

[Va+ VaF1+Vat2+Vn+3| = [Vien+20).
([x] pomeni najve&je celo 3tevilo, ki ni ve&je od x; npr. [5'17] = 5,
[3] = ['K] =3, [—2'1] s —3)
( “Mala olimpiada”, 1990)

DokaZi neenakost

1 1 1 1 1
(1+ 557)(1+ 552)(1 + 553) (14 5150) <1+ 555

(Sovjetske republiske olimpiade, 1982)

lﬁ+§/§+{/§+...+ ""“"‘P._-'-_l'
2 v V n \

kjer je [ ] funkcija iz 15. naloge.

Doloti

(Iz revije “Matematika v $kole”)

DokaZi, da za poljubna pozitivna realna Stevila a1, a2,...,apinzan > 2
velja
" & —a;
Z 1 142 S 0,
i3 2i+1 T 3i42

Ee definiramo ap41 = a1, any2 = a2.
( “Matematika v $kole")

Naj bodo x3, x2, ..., X, pozitivna realna $tevila. DokaZi, da velja

x1 4 X9
xX2+x3+:-+xp x1+x3+--+xp

+oot

Xn i B
xXx1+x+-+xp-1  n—=1




20. Vsota pozitivnih 3tevil xq, ..., x, je enaka 1. Naj bo S najve&je izmed

Stevil
X1 X2 Xn"
I+x'"14x1+x" "14+x3+x2+-+xn
Dolo&i najmanjo vrednost za S. Pri katerih x1, ..., X, jo doseZe?

Zelim vam veliko uspeha pri delu!

Uros Milutinovié





