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Povzetek
Članek obravnava problem časovno minimalnega plani-
ranja gladkih trajektorij za avtonomne mobilne sisteme.
Izračunana gladka pot je definirana po delih in jo sestavl-
jajo Bézierove krivulje. Hitrostni profili na posameznih
segmentih so časovno minimalni in imajo na spojih upo-
rabljenih krivuljnih primitivov zvezno hitrost in pospešek.
Rešitev iščemo z izračunavanjem časa potovanja vzdolž
segmentov Bézierovih krivulj z nekaterimi prostimi para-
metri. Pri tem uporabimo algoritem, ki vzdolž dane poti
generira časovno minimalen hitrostni profil z upoštevanjem
omejitev hitrosti, pospeška in trzaja.

1 Uvod
Algoritmi planiranja poti imajo v mobilni robotiki izjemno
široko uporabo in generirajo geometrijsko pot od začetne
do končne točke prek vnaprej definiranih točk. Glavni cilj
teh algoritmov je najti optimalno pot, ki (1) minimizira
razdaljo med začetno in končno točko, (2) se izogne ovi-
ram in (3) je (dovolj) gladka. [1]. Algoritmi planiranja
trajektorij pa točkam geometrijske poti pripišejo še časovne
trenutke, ko bi naj jih mobilni sistem dosegel. Problem
časovno minimalnega planiranja trajektorij ostaja aktualen
zaradi naraščajočih zahtev po optimalnem delovanju mo-
bilnih sistemov, robotov in avtomatiziranih strojev.

Definiranje časovnih trenutkov vzdolž poti vpliva na
kinematične in dinamične lastnosti gibanja mobilnega sis-
tema: sile in navori zavisijo od pospeška vzdolž trajek-
torije, medtem ko vibracije njegove mehanske strukture
večinoma določajo vrednosti trzaja. Da bi zadostili kine-
matičnim omejitvam vozila, mora biti dobljena pot gladka;
biti mora izvedljiva pri visokih hitrostih in hkrati neškodlji-
va za mehanski sistem v smislu izogibanja vibracijam in
prevelikim pospeškom aktuatorjev [2]. Mnogo raziskav
se zato posveča omejitvam ali minimizaciji trzaja na dani
poti [3]. Planiranje trajektorije oziroma v splošnem plani-
ranje gibanja mobilnih sistemov pa se pogosto razstavi
na dva ločena problema: problem planiranja poti in prob-
lem planiranja hitrosti na tej dani poti [4]. Osnovni grad-
niki gladkih poti so krivuljni primitivi, kot so na primer
polinomi, klotoide in Béziereve krivulje. Široka uporaba
Bézierevih krivulj, ki jih definirajo t.i. kontrolne točke, je
posledica njihovih ugodnih lastnosti [5]–[8]. Izbor kon-
trolnih točk pomembno vpliva na lastnosti generirane kri-
vulje, zato so raziskave pogosto usmerjene v optimizacijo

lege kontrolnih točk, tudi z uporabo metahevrističnih op-
timizacijskih algoritmov (npr., genetski algoritmi, opti-
mizacija z roji delcev, ang. tabu-search, ang. firefly algo-
rithm) [9][10]. Problem planiranja hitrosti na dani poti
pa se ukvarja z generiranjem hitrostnega profila, ki je
na dani poti izvedljiv. Kot omenjajo avtorji v [11], se v
raziskavah pogosto predpostavi določeno obliko hitrost-
nega profila (polinom, trapez ipd.).

Članek obravnava problem generiranja časovno min-
imalnih trajektorij za kolesni mobilni sistem, ki se giba v
omejenem prostoru brez ovir. Dirkalno stezo smo razdelili
na več posameznih odsekov in na vsakem določili Bézier-
ovo krivuljo, na kateri je bil čas vožnje najkrajši. Časovno
minimalen hitrostni profil na posameznem krivuljnem prim-
itivu smo določili z algoritmom, ki upošteva omejitve
hitrosti, radialnega in tangentnega pospeška in radialnega
in tangentnega trzaja.

2 Definicija problema
Naj bo gibanje delca vzdolž trikrat zvezno odvedljive pla-
narne krivulje C opisano kot funkcija časa t ∈ [0, tf ] s
pozicijskim vektorjem r(t) z začetkom v danem fiksnem
izhodišču. Vektorje hitrosti v(t), pospeška a(t) in trzaja
j(t) lahko izrazimo v tangentno-normalni obliki kot:

v(t) = v(t) · T̂ (1a)

a(t) = aT(t) · T̂+ aR(t) · N̂ (1b)

j(t) = jT(t) · T̂+ jR(t) · N̂, (1c)

pri čemer sta T̂ in N̂ enotski tangentni in enotski nor-
malni vektor. Kolesni mobilni sistem ima nalogo, da v
čim krajšem času prevozi dirkalno stezo v ravninskem
prostoru brez ovir. Pri tem je njegovo gibanje dodatno
omejeno z dinamičnimi omejitvami hitrosti, pospeška in
trzaja:

0 ≤ ‖v(t)‖ ≤ vMAX; ∀t ∈ [0, tf ] , (2a)

a2T (t)

a2TMAX

+
a2R(t)

a2RMAX

≤ 1; ∀t ∈ [0, tf ] , (2b)

j2T (t)

j2TMAX

+
j2R(t)

j2RMAX

≤ 1; ∀t ∈ [0, tf ] . (2c)

Naš cilj je razviti in implementirati algoritem za gener-
iranje trajektorije, ki zadosti vsem naštetim omejitvam.
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Algoritem, ki vzdolž dane poti generira časovno mini-
malen hitrostni profil z omejitvami hitrosti, pospeška in
trzaja, je sestavljen iz dveh korakov. V prvem koraku
algoritma (podrobneje opisan v [12]) se upoštevajo ome-
jitve hitrosti in pospeška. V drugem koraku algoritem
modificira prvotni hitrostni profil tako, da so upoštevane
tudi omejitve trzaja, pri čemer se postopek razlikuje glede
na tip kršitve (točkaste ali intervalne kršitve trzaja). Na
danem izvedljivem segmentu poti, ki je v našem primeru
Bernstein-Bézierova krivulja, je optimizacijski problem
najti hitrostni profil v(t), ki doseže konec krivulje v min-
imalnem času tako, da pri tem ni presežena nobena od
omejitev. Eden od dosedanjih poskusov rešitve tega prob-
lema je opisan tudi v [13].

3 Krivuljni primitivi
N -dimenzionalen Bernsteinov polinom n-tega reda, rn(λ) :
[0, 1]→ RN , je definiran kot:

rn(λ) =

n∑
i=0

Pi,nBi,n(λ), λ ∈ [0, 1] (3)

pri čemer je λ normaliziran čas (0 ≤ λ ≤ 1), Pi,n ∈ RN
je i-ta kontrolna točka in Bi,n(λ) je baza Bernsteinovih
polinomov, definirana kot:

Bi,n(λ) =

(
n

i

)
λi(1− λ)n−i, (4)

za vse i ∈ {0, . . . , n}, pri čemer je
(
n
i

)
binomski koefi-

cient. Naj bo Pn = [P0,n, . . . ,Pn,n] ∈ RN×(n+1) vek-
tor kontrolnih točk polinoma rn(λ). Bernsteinov poli-
nom v enačbi (3) lahko tedaj zapišemo v matrični obliki:

rn(λ) = Pn


B0,n(λ)
B1,n(λ)
. . .

Bn,n(λ)

 (5)

Kadar se Bernsteinovi polinomi uporabljajo za opis pla-
narnih in prostorskih krivulj, se jih pogosto imenuje tudi
Bézierove krivulje. Zaradi ugodnih geometrijskih last-
nosti in numerične stabilnosti se Bézierove krivulje pogosto
uporabljajo pri načrtovanju poti mobilnih sistemov [5].
Prva in zadnja točka Bernsteinovega polinoma iz enačbe
(3) sta tudi njuni končni točki:

rn(0) = P0,n and rn(1) = Pn,n. (6)

Poleg tegaN -dimenzionalen Bernsteinov polinom n-tega
reda leži notraj konveksne ogrinjače, ki jo definira Pn.
Začetek in konec Bézierove krivulje je tudi tangenten na
prvi in zadnji odsek konveksnega poligona:

drn
dλ

∣∣∣∣
λ=0

= n(P1,n −P0,n) (7)

drn
dλ

∣∣∣∣
λ=1

= n(Pn,n −Pn−1,n) (8)

Preostale lastnosti Bernsteinovih polinomov (odvodi, računanje
določenih integralov, de Casteljaujev algoritem, višanje
stopnje polinomov ipd.) ne spadajo v vsebinskega okvir
tega članka; za zainteresiranega bralca je več detajlov na
voljo v [5].

3.1 Konstrukcija posamezne krivulje
Bézierove krivulje, ki jih določa zelo veliko število kon-
trolnih točk, so numerično nestabilne, zato je pri plani-
ranju poti zaželjeno konstruirati gladko pot, ki jo ses-
tavlja več Bézierovih krivulj nizkega reda. Na spojih
posameznih krivulj mora biti izpolnjen pogoj zvezne ukriv-
ljenosti. Najmanjši red Bézierovih krivulj, ki zadosti tej
zahtevi je n = 5. Bézierova krivulja petega reda r5(λ) =
[x(λ), y(λ)]

T je definirana s šestimi kontrolnimi točkami
Pi,5 = [xi, yi], i ∈ {0, 1, . . . 5}:

r5(λ) = (1− λ)5P0,5 + 5λ(1− λ)4P1,5

+ 10λ2(1− λ)3P2,5 + 10λ3(1− λ)2P3,5

+ 5λ4(1− λ)P4,5 + λ5P5,5 (9)

Članek obravnava zgolj Bézierove krivulje petega reda,
zato bomo v nadaljevanju članka zaradi preglednosti pri
sklicevanju na kontrolne točke izpuščali drugi indeks, ki
označuje red krivulj. Za učinkovito iskanje optimalne tra-
jektorije je zelo pomemben način konstrukcije Bézierovih
krivulj in izbor ustreznih optimizacijskih parametrov. Od-
vod ukrivljenosti določa vrednost radialnega trzaja (prvi
člen v spodnjem izrazu):

j(t) =

(
v̈ − v3

κ2

)
· T̂+

1

v

(
d

dt

v3

κ

)
· N̂ (10)

ki jo v P0 postavimo na 0 kot smiselno dodatno omejitev
trzaja na spojih zlepkov. Koordinate posameznih kontrol-
nih točk Pi označimo z (xi, yi) za i ∈ {0, . . . , 5}. Za i ∈
{0, . . . , 4} pa označimo razdalje med zaporednimi kon-
trolnimi točkami d(Pi,Pi+1) z di+1 in kote ^(di, y = 0)
s ϕi (slika 1). Velja:

xi+1 − xi = di+1 cosϕi+1 (11a)
yi+1 − yi = di+1 sinϕi+1 (11b)

Izraza 11a-11b ovrednotimo za i ∈ {0, 1}, uporabimo
adicijske izreke in dobimo naslednji izraz za ukrivljenost
κ0 v P0:

lim
λ→0

κ(λ) = κ0 =
4

5

d2
d21

sin(ϕ2 − ϕ1) (12)

in za odvod ukrivljenosti κ′0 v P0:

lim
λ→0

dκ

dλ
=

12

5

1

d21
d3 sin(ϕ3 − ϕ1)+

+ κ0

(
−12d2

d1
cos(ϕ2 − ϕ1) + 6

) (13)

Če drugi člen v izrazu (13) postavimo na 0, potem:

d2
d1

=
1

2 cos(ϕ2 − ϕ1)
(14)

Ukrivljenost in njen odvod v P0 sta tedaj:

κ0 =
4

10

tan(ϕ2 − ϕ1)

d1
(15a)

κ′0 =
12

5

d3 sin(ϕ3 − ϕ1)

d21
(15b)

Konstrukcija posamezne Bézierove krivulje tako poteka
v naslednjih korakih (slika 1):
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1. Začrtamo prvo kontrolno točko in jo označimo z
P0. V smeri ϕ1 odmerimo dolžino d1 in označimo
drugo točko z P1.

2. V smeri ϕ1 nato odmerimo dolžino d||2 , ki sledi iz
izraza (14):

d
||
2 = d2 cos(ϕ2 − ϕ1) =

1
2d1 (16)

3. V pravokotni smeri nato odmerimo razdaljo d⊥2 ,
(izraz 12):

d⊥2 = 5
4d

2
1κ0 (17)

in tretjo kontrolno točko označimo s P2.

4. Vse točke, ki so od P2 v isti smeri (pravokotno na
daljico P0P1) oddaljene za d⊥3 (izraz 13), označimo
s črtkano črto:

d⊥3 = 5
12d

2
1κ
′
0 (18)

5. Začrtamo zadnjo kontrolno točko in jo označimo s
P5. V smeri kota ϕ5 odmerimo dolžino d5 in peto
kontrolno točko označimo s P4.

6. Vse točke, ki so od P4 oddaljene za d⊥4 (izrazi
11a-11b, 12 za i = 4) pravokotno glede na daljico
P4P5, označimo s črtkano črto:

d⊥4 = 5
4d

2
5κ5 (19)

7. Četrta kontrolna točka P3 leži na presečišču obeh
črtkanih črt. Bézierova krivulja je sedaj popolnoma
definirana.

Slika 1: Konstrukcija Bézierove krivulje.

3.2 Generiranje celotne trajektorije
Kolesni mobilni sistem se po ravni podlagi lahko giba
po dirkalni stezi – omejenem prostoru brez ovir. Da bi
povečali učinkovitost optimizacije, dirkalno stezo razde-
limo na posamezne odseke, na katerih iščemo optimalne
trajektorije. Problem je zastavljen tako, da je na posa-
meznem odseku steze vnaprej znan položaj (x1, y1) prve
kontrolne točke Béziereve krivulje, kot ϕ1, ter vrednosti
ukrivljenosti κ0 in odvoda ukrivljenosti κ′0 v P0.

Shema na sliki (2) opisuje splošno delovanje pred-
stavljenega algoritma za generiranje trajektorij. Dirkalna
steza je sestavljena iz m segmentov in j je trenutno za-
poredno število segmenta, na katerem se izvaja računanje:
j ∈ {1, 2, . . .m}. Uporabljena nelinearna optimizaci-
jska metoda je funkcija fmincon programskega okolja
MATLAB, gradientna metoda, ki v vsaki iteraciji spre-
meni proste parametre krivulje tako, da se vrednost kri-
terijske funkcije (čas potovanja vzdolž krivulje) postopno
zmanjšuje in naposled doseže minimum. Čas potovanja
tT vzdolž krivulje se izračuna z uporabo algoritma, ki
generira časovno minimalen hitrostni profil. Pri tem je
potrebno paziti, da so hitrosti in pospeški na spojih zlep-
kov zvezni. Postopek se ponavlja na vsakem segmentu,
dokler ni določena celotna trajektorija vzdolž dirkalne
steze.

  

            

𝑗 =  1 

𝑗 = 𝑗 + 1 

NES 

NE 

vhodni podatki: omejitve poti, 

dinamične omejitve 

Bézierova krivulja s fiksnimi 
parametri: (𝑥1, 𝑦1), 𝜑1, 𝜅1, 𝜅1

′   

Rešitev na 𝑗-tem segmentu:  

▪ 𝑃𝑖  za Bézierovo krivuljo 
▪ čas. min. hitrostni profil  

časovno minimalen hitrostni 
profil (zveznost: 𝑣(𝑡), 𝑎(𝑡)) 

 ⇒ 𝑡𝑇 

spremeni: 𝑑1 , 𝑑5  / 𝑑1 , 𝑑5 , 
(𝑥5, 𝑦5), 𝜑5, 𝜅5 

  

konec 

začetek  

Type equation here. 

DAS 

 𝑡𝑇 = 𝑡𝑀𝐼𝑁?  

DAS 

𝑗 = 𝑚? 

fmincon 

Slika 2: Konstrukcija Bézierove krivulje.

Algoritem za generiranje časovno minimalne trajek-
torije T je bil izveden v dveh različicah. V prvi različici z
rešitvijo T2 sta prosta parametra le dva, razdalji d1 in d5,
začetni približek optimizacije pa je čas potovanja vzdolž
hevristično določene Bézierove krivulje. V drugi različici
z rešitvijo T5,II), pa je prostih parametrov pet: razdalji d1,
d5, (x5, y5), kot ϕ5 in κ5. Začetni približek optimizacije
(T5,I) pa je rešitev optimizacijskega problema na istem
odseku z dvema prostima parametroma.

4 Rezultati simulacij in komentarji
Simulacije smo izvedli v programskem okolju MATLAB.
Na dani dirkalni stezi, razdeljeni na 6 odsekov, smo z
gradientno metodo izračunali časovno minimalno trajek-
torijo za kolesni mobilni sistem z naslednjimi dinamičnimi
omejitvami: vMAX = 1.5m/s, aTMAX

= 2m/s2, aRMAX

= 4m/s2, jTMAX= 6m/s3 and jRMAX= 8m/s3.
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Slika (3) prikazuje dano 6-segmentno dirkalno stezo
in časovno minimalne trajektorije (debele črte). Vmesni
rezultati iteracij so prikazani s tankimi črtami.

Slika 3: Iskanje časovno minimalnih trajektorij T2 (zgoraj) in
T5,II (spodaj).

Tabela (1) prikazuje čase potovanja ti [s] na posameznih
odsekih dirkalne steze. Trenutni delni rezultati naše štu-
dije so pokazali, da naj bi bil čas potovanja najkrajši v
primeru optimizacije le dveh prostih parametrov, ki določata
Bézierove krivulje. Poleg tega, da nastavitev možnosti
optimizacije v funkciji fmincon zahteva veliko izkušenj,
pa nekonsistentnost rezultatov lahko kaže na nezveznost
kriterijske funkcije, kar je veliko bolj kompleksen, a ne
nerešljiv problem.

t1 t2 t3 t4 t5 t6
∑6
i=1 ti

T2 1,97 0,62 2,73 2,34 0,93 0,47 9,06

T5,I 1,97 0,59 2,81 2,34 0,98 0,54 9,23
T5,II 1,91 0,57 2,78 2,29 0,98 0,54 9,07

Tabela 1: ti in celoten čas potovanja
∑6

i=1 ti za T .

5 Zaključek
Članek predstavi delovanje algoritma za planiranje čas-
ovno minimalnih trajektorij v okolju brez ovir. Temelji na
uporabi Bézierovih krivulj in upošteva prostorske (gibanje
po dirkalni stezi v ravnini) in dinamične omejitve (hitrosti,
pospeška in trzaja). Kljub nekaterim omejitvam pred-
stavljene metode verjamemo, da bodo rezultati te študije
lahko osnova za naše raziskovanje v prihodnosti.

V prihodnje se bomo najprej usmerili v razvoj in val-
idacijo algoritma za generiranje časovno minimalnih tra-
jektorij s hkratnim upoštevanjem poteka dirkalne steze na
naslednjih odsekih (analogija s strategijo pomičnega hor-
izonta, v ang. receding horizon strategy) in natančnejšo
analizo učinkovitosti algoritma (računskih časov). Morda
bi se kot ugoden način reševanja izkazala tudi uporaba
Bézerovih krivulj višjega reda.
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