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V priapevku opisemo nekatere algoritme za invertiranje matrik, ki B8O uporabni prl reBevanju
linearnih programov. Njihova zna¥ilnost je specifi¥en na¥in predstavitve inverzne matrike in
razdelitev postopka v dve fazi. Posehen poudarek dejemo problemem, ki se nanafajo na raZu-

nalnifko realizacijo algoritmov,

BASIS MATRIX REINVERSION ALGORITHMS INILINEAR PROGRAMMING. In this paper we describe some
of the algorithms for matrix reinversion which can be applied in the procedures for solving
thé linear programming problem. They use a speclfic presentation of the inverse matrix and
two-phase computation process, Special attention is paid to those problems associated with

the computer processing of these algorithms,

UveD

ReBevanie sistema linearnih enaZb in s tem
povezan problem invertiranja matrike spada-
ta med klasi®ne probleme numerine linearne
algebre, Obilfajne metode za reSevanje line-
arnih ena&b uporabljajo Gaussov eliminacij-
ski postopek, pri katerem se zaradi zagotav-
ljanja numeri&ne stabllnosti izvaia t.i. pi-
votiranje (delno all popolno). Pri delu na
programski opremi za linearnoc programiranie
smo pri%li do spoznanja, da omeniene metode
niso vedno udinkovite, Zaradi lastnostil ma-
trik, ki se pojavliajo pri praktiZnih pro-
blemih linearnega programiranja, je treha

za niihovo invertiranie uporabitl posebne
postopke. Uporaba teh postopkov lahko pre-
cej povefa hitrost in natan®nost pri refe-~
vanju linearnih programov wvelikih dimenzij.
Zato je podprogram za invertiranje matrike
ena od najboll pomembnih sestavin komercial-
nih programskih paketov za linearnc progra-
miranje. V nadaljevanju podajamo opls neka-~
terih najbol] znanih algoritmov za inverti-
ranje matrike pri linearnem programiranju.
Opisujeme tudl nekatere izkuinje, ki smo

Jih pridebili pri programiranju in testira-
nju teh algoritmov.

Problem linearnega programiranja lahko v
matri&ni obliki oplfemoc takole:

minimiziraj c H

pri pogojih '

Ax =b inx >0

kjer je A realna matrika dimenziije m‘n, b,
¢ in x pa realnl vektorji ustreznih dimen-

zij. Optimalna re¥itev linearnega programa
je tak vektor x, ki re¥i gornji problem,

Upoltevatl moramo, da pri vedini prakti&no
pomembnih preblemov linearnega programira-
nija velia:

1} Matrika A je zelo velilkih dimenzij‘(tudi
do nekaj tiso¥ vratic in stolpcev)

2) Matrika A je razpriepa, To pomeni, da je
dele? njenih nenifelnih elementov zelo maj-
hen (pogosto tudi manj od 13&).

Zaradi tega se v praksi za relevanje linear-
nih programov skoraj vedno uporablia t.1.
revidirana metoda simpleksov, ki jo Je
mo¥no prilagoditi delu z matrikami velikih
dimenzij. To je iterativna metoda, ki ie
podrobno opisana v literaturi (npr. [1])
Omenimo le, da se na vsakem koraku te meto-
de re3uje zaporedje sistemov linearnih ena&b

"B = ¢y, BV = u in Bxg = ]

kier je B nesingularna kvadratna podmatrika
matrike A (imenujemo jo bazna matrika), g
in xp sta ustrezna podvektorija vektorjev

c in b, u pa je stolpec matrike A, ki je
doloden z refitvijo prvega sistema enalb.
ReSevanje gornjih sistemov ena%b olajBuje
dejstvo, da se bazni matriki pri dveh zapo-
rednih korakih algoritma razlikujeta le v
enem stolpcu.

PREDSTAVITEV INVERZNE BAZNE MATRIKE

Revidirana metoda simpleksov ima veZ inaZic, ki
izhajajo iz razliZnih na¥inov predstavitve ma-
trike B (ali B-1l). Predstavitev matrike p~! v
eksplicitni obliki lahko uporabimo le pri pro-
blemih majhnih dimenzij. V obstojefih program-
skih paketih je naibold obilajna predstavitev
inverzne bazne matrike v obliki produkta t.1i.
elementarnih matrik:

-1

B =B - By
Elementarne matrike Ei(i 1, ... k) se razli-

kujejo od enotne matrike le v enem gtolpcu, ta-
ko da zadostuje shraniti nenifelne elemente
tega stolpca in podatke ¢ tem, kie se le-ti
nahajaio. Ena od prednosti produktne predsta-
vitve inverzne bazne matrike je tudi enostaven
na¥in njenega a%uriranja. Po wvsakem koraku re-
vidirane metode simpleksov se v produkt dodaja
nova elementarna matrika, stare elementarne



matrike pa ostanejo nespremenjene, Tako pred-
stavitev matrike imenujemo tudi ETA-datoteka,
tisti stolpec, v katerem se elementarna matri-
ka razlikuje od enotne pa imenujemo ETA-vektor.

Znano je, da pri reSevanju linearnih enafb po
- Gausseovem eliminacijskem postopku radunanje
inverzne matrike ni potrebne. Belj¥a pot za
refevanie sistema ena&b {Bx = b) je izvriiti
razcep permutirane matrike na spodnjo in zgor=-
njo trikeotno matrike (PB = LU) in potem refe-
vati dva trikotna sistema enatb (Ly = b in

Ux = y). Ta ugotovitev v dololeni meri vella
tudi za bazZno matrike linearnega preograma. Za
njo lahko uporabimo razcep B = LU, kjer vsa~
kega od obeh faktorjev predstavimo z zapored-
jem ustreznih trikotnih elementarnih matrik:

L= LILZ"'LR inU = Uk"'Ul

Tako predstavitev imenujemo eliminacljska ob-~
-lika inverzne matrike. V zapisu smo zaradi
poenostavitve izpustili permutacijske matri-
‘ke, ki so podane z zaporedijem, v katerem ob-
ravnavamoe vrstice in stolpce matrike B. Iz-
kaZe se, da v splo¥nem upcraba eliminacijske
oblike matrike omogo¥a ekonomifnejso izrabo
ponmnilnika in Zasovno hitrej¥i lzra¥un relilt-
:ve linearnega programa’ v primerjavi s postop-
kom, - ki uporablja produktno obliko inverzne
matrike. Vseeno so trikotni razcep zadell
vgrajevati v komercialne programske pakete’
Sele potem, ko so bilil razviti ulinkoviti po-
stopkl za aluriranie trikotnih faktorjev (npr.
metoda Forresta in Tomlina, glej [1|). Ugotav~
1jame pa, da uporaba trikotnega razcepa zahte-
va prece] bol} zapletene algoritme in podat-
kovne strukture kot postopek, ki uporablia
produktno oblike inverzne matrike.

REINVERZIJA BAZNE MATRIKE

Ker se med izvajanjem simpleksnega algoritma_l
jtevilo elementarnih matrik v predstavitvi B
ali v trikotnih faktorjih L in U poveduje, se
izka%e za nujno ob3asno izralunati novo pred-
stavitev B-l ali novi trikotni razcep matrike
B. Ta postopek, ilmenujemo ga reinverzija baz-
ne matrike, sprofia pomnilnik in omogoda hi-
trejde in natan®nejde izvajanje algoritma na
precstalih korakih revidirane metode simplek-
sov, Naziv reinverzija je primeren tudi za po-
stopek dolodanja novih elementarnih matrik
trikotnega ‘razcepa matrike, ker.je ta nalega
v tesnl povezavl z invertiranjem matrike., Ta-
ko lahko iz znane eliminacijske oblike matrike
.takeoj dobimo produktno oblike inverzne matrike:
-1 -1 =1 -1 -1l.=1 -1
B =0 "L = Ul ...Uk Lk ...L1 .
.2a produktno in eliminaciisko obliko matrike
uporabljamo tudl skupen naziv ETA-faktoriza-
cija matrike, Omenimo Ee, da je inverzum ele-~
mentarne matrike zopat elementarna matrika.
Vzemimo, da se prvotna elementarna matrika raz-
likuje od enotne matrike v stolpcu, ki ga ozna-
&imo 2 y. Pri inverzumu se ta stolpec spremeni
po naslednjih pravilih: diagonalni element Y

postane i/yk, vsi ostali elementi ¥, pa se
.spremenijo v 'Yi’yk’

Pri reinverziji fzhajamo iz prvotne matrike B,
ki Je praviloma razprSena. Lahko se zgodi, da
ima matrika B~l mnogo ve® néni¥elnih elementov
kot B. To velja tudl za skupno itevile nenilel-
" nih elementov v ETA-faktorizaciji inverzne ma-
-trike. Ta pojav, imenujemo ga napolnitev, Jje
posebno izrazit takrat, ko pri izvajanju Gaus-
sovega eliminacijskega postopka uporabimc del-
no all popelno pivotiranje. To sta postopka,
pri katerih se tefi k izbiri klju¥nega elemen-
ta (plvota) s. &im ve¥jo absolutno vrednostio
{"pivoting for size"). Zato je prl reinverziii
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bazne matrike treba uporabiti take kriterije

za izbor pivotov, ki vodije k ETA-faktorizaci-
41 s %im manif¥im ¥tevilom neniZelnih elementov
("pivoting for sparsity"). Poskusi optimalne
reditve tega problema, ki je znan tudi pod ime-
nom "problem minimalne napolnitve", so pripe-
ljali do ugotovitve, da je ta problem NP-poln.

~To pomeni, da je malo upanja, da bo za njegovo

reSevanje kdaj oblikovan ekonomiZen algoritem
{gled |10]). Zato so bili razviti Btevilni al-
goritmi, osnovanl na razli&nih heuristi&nih
pravilih za izbor pivota, ki so bolj ali manj
uspesno refevali zagtavljenoc nalogo. Pomemben
dogodek v raziskovanju tega problema je bil,
ko je leta 1957 H. Markowitz objavil &lanek o
tej problematiki (glei [8[}. V njem je posta-
vil nekaj trditev, ki sc spodbudile 3teviln
poznejSe raziskave:

1) Postopek invertiranja je smiselno razdeliti
v dve fazi. V prvi fazl, imenujemo jo ana-
liti%¥na faza, se vnaprej dcloZi zaporedje,
po katerem se bo vrSilo pivotiranije. Pri tem -
se uporabliajo le informacije o tem, kateri
elementi so nenifelni, ne oziraie se na
njihovo vrednost, V drugi fazi, imenujemo
jo numeri¥na faza, se na podlagil vnaprej do-
lo&enega zaporedia pivotov izvr3i dejanski
iz2ra&un nove ETA-faktorizacije.

Dobre rezultate pri minimizadiji neniZelnih
elementov v ETA-faktorizaciii. lahko doseZe-
mo tako, da na posameznem koraku izbiramo

tisti pivot, pri katerem ima "Markowltzevo
Etevilo"

(Vi”l)(’j'l)
minimalno vrednost, Z vy ("vrsti¥ni Btevec")
in 5, ("stolpi¥ni Btevec") sta oznafenl Bte—

vill nenifelnih elementov v i=ti vrstici in

j=tem stolpcu, pri Zemer upoStevamo le tiste

vrstice in stolpece, v katerih #e ni bile iz-
- wrleno pivotiranje.

2)

Markowltz je bil tudi prvi, ki je ugotovil pri-
mernost eliminacijske oblike za predstavitev
bazne matrike pri linearnem progranmiranju.

ANALITIENA FAZA REINVERZIJE

Ideja o lofienem lzvajanju analiti¥ne faze se ni
uveljavila le pri reinverziji bazne matrike,
temve¥® tudi pri vseh drugih problemih numeriZne
matematike, ki zahtevajo reSevanje razpr3enih
gistemov linearnih enadb, Praksa je potrdila
tudi to, da uporaba Markowitzevega pravila pri’

. izbiri pivota vedi k zele razprieni ETA-fakto=~

rizaciji inverzne matrike., Vseeno je direktna
uporaba tega pravila otelkolena, kexr zahteva
hkraten dostop do vrstic in stolpcev matrike.
Kolikor nam je znano, uporablja Markowitzevo
pravilo v &isti obliki le podprogram za rein-
verzijo pri IBM-ovem programskem paketu
MPSX/270 (glej |2]). Izkazalo se je, da je moX-
ne uporabiti razliZne kriterije, ki na posreden
natin merijo Markowitzevo ¥tevilo, hkrati pa
zahtevajo veliko manj rafunania.

Sodobnl programski paketi v analitidni fazi re-
inverzije vefinoma uporabliajo algoritem Hel-
lermana in Raricka (glej [6]| in [7|}. Ta algo-
ritem je prirejen strukturl matrik, ki so zna-
%ilne za prakti¥ne probleme linearnega progra-
miranja, 8 &imer lahko pojasnimo njegovo uéin-
kovitost. Cilj tega algoritma je, da se z zame-
njavo vratic in stolpcev matrika B prevede v
t.i, HR matriko, ki ima strukturo kot na sliki

r
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kjer so B” in B spodnie trikotne matrike z ne-
niZfelnimi elementi na diagonali. Lahko privza-

memo, da ima Bz. %e nl prazna, v vesaki vrstici
in stolpeu vsajl dva nenielna elementa, ker bi

v nasprotnem primeru lahko raz3irili B! ali 83.

Matriko B2 imenujemo jedro ali izboklina

{"bump™). Algoritem Hellermana in Raricka se
nadaliuje 2 ustreznimi operacijami na jedru,
dokler jedro ne postane strukturirano kot na

sliki 2, kjer so Gk ali prazne ali spodnje tri-
kotne matrike z neniZelnimi elementl na diago-
nall:
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Slika 2

Matrike FP imenujemo zunanije izbokline ("exter-

nal bumps"), Imajo vsaj po en stolpec z nenidel-

nimi elementi nad diagonalo., Take stolpce ime-
nujemo konice ("spikes")., Zunanje i1zbokline se
meraje odlikovati z naslednjimi lastnostmi:

1} zadnjli stolpec v izboklini je konica z ne-
nifelnim elementom v najvisdii vrstici,

ii) stolpeci, ki nise konice, morajo imeti neni-
gelne diagonalne elemente,

Algoritma ne bomo podreobneie opiéovali. Omenimo
le, da se konlce izbirajce na temelju stolpiéne
Stavine funkcije tk(j), kijer

tk(j) = Etevilo nenifelnih elementov j-tega
stolpca v vrsticah z vrsti¥fnim Etev-
cem maniiim all enakim k

Algoritem Hellermana in Raricka poka¥e tudi za-
nimivo povezavo med teorijo grafov in linearnim
programiranjem. Binarne matriko, s katero dela-
mo v analitiZni fazl reinverzije, lahko inter-
pretiramo kot matriko sosednosti usmerjenega
grafa. V jeziku teorije grafov pomeni iskanie
bloZne trikotne oblike matrike (to je oblika
matrike na sliki 2) doloanje moZno povezanih
komponent usmerjenega grafa. To je prchblem, ki
je spodbudil precej3njo pozornost raziskoval-
cev s podrofja teorije grafov. Mi smo za rede-
van)e te nalcge sprogramirali eno varianto t.
i, Tarjanovega algoritma, ki smo jo povzell peo
|3|. 2animivo je, da je uporaba metod iz teo-
rije grafov pripelijala do izboljSane variante
algoritma Hellermana in Raricka, ki je v lite-
raturl dobila ime P4 ("Pirtitioned Preassigned
Pilvot Procedure”). 8§ to varianto se praviloma
dobil vefje Ztevilo zunanjih izboklin in manjde
dtevilo konic kot 8 starejfo varianto algorit-
ma, ki je znana pod nazivom P3 ("Preassigned
pivot Procedure®}.

tta koncu naj omenimo, da so bili na temelju
algoritma Hellermana in Raricka razviti Ze ne-
kateri zanimivi algeritmi, kot je mpr. algori-
tem cpisan v |9].
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NUMERIZNA FAZA REINVERZIJE

V numerifni fazi reinverzlije se, na temelju
zaporedja pivotov dolofenega v analiti®ni fa-
zi, ra%una nova ETA-faktorizacija inverzne
bazne matrike, V tej fazi moramc razli¥no obk-
ravanavati produktno in eliminacijsko obliko
inverzne matrike, kar ni bilo potrebno v ana-
1iti%ni fazi, V |4| in |5| je podan zelo iz-
&rpen pregled razlifnih algoritmov za izvaja-
nje numeriZne faze reinverziije. Vv nadaljevaniu
podajamo opis algoritma za produktno oblike
inver?nelbazne matrike, ki emo ga spogramira-
1 v |11].

Predhodne doloeno zaporedie pivotov e poda-
no z vektorjem C, ki vsebuje indekse stolpcev,
in 2z vektorjem R, ki vsebule indekse vrstic.
Razen tega potrebujemo Ze indekse konic in
podatke o tem, kije se zaZnejo posamezne zZuna-
nje izbokline. Zaradi prihranka pomnilniZkega
prostora je te informacije koristno vkljuditi
v vektorja R in C. To lahko storimo tako, da
%z negativnim predznakom shranimo v ¢ indekse
stolpcev, ki so konice, in v R lndekse vrstic,
kier se zaZnejo posamezne zunanje izbokline.
N1l: |Inicializacijal
a} Vpeljemo nasledn)e parametre:

(1) 4i=1 za indeksiranje pivotov,

(i1) l==C:L za stolpi®nl indeks pivota,

(1ii)r=|Ri| za vrsti¥ni indeks pivota,

{iv) p=1 za indeksiranje zafetka zuna-
nje izbokline.

b)Y Rezerviramo prostor za
(£} y - realni vektor dimenzide m,

(1i) ETA-datoteko {predstavitev matrik
E, za lgizm),

¢) Definlramo y = By (1-ti stolpec matri-~
ke B).

|polo¥anje novega ETA-vektorjal
1/yr za ker

N2:

2 =
k ¥, *za k#ér

Vektor z je r-tl stolpec elementarne
matrike By

|Test1ranje konca algoritmal

a) e je i=m nadalijuviemo na N7 (konec algo~-
ritma)

b) &e je
(1)
(11)

N3:

i<m definiramo
i=1+1

1= lcil

(111) r= lail

c) &e je R,<0 definiramo p=i (zaZetek nove
izboklife)

|opredelitev konicel
&e je C;> 0 definiramo y = By; in nadalju-
jemo na N2

Nd:

N5: |Transformacija konice|

Izra&unamo

y = E,_, E B,

{E_ ustreza prvemu stolpcu v izboklini, ki
pripada B,,)

|zZamenjava konice, &e je pivot enak ni|

a) &e je yr#O postopek nadaljujemc na ko-
raku N2 —

LY

Né6:

b} PreiZ¥emo vse konice s stolpifnimi in-
deksi 1 = |Cj1 za 3»1, ki se nahajajo



v isti zunanji izboklini, dokler ne naj-
demo tak3ne za katero Je r-ta komponenta
E _j++ BBy, nenifelna

c) Izradunamo y = Ei-l"'EpB*j

d) Zamenjamo < in Cj

e} Postopek nadaljujemo na koraku N2
| Konee|

DoloZanje ETA-~datoteke je kon&ano.

n7:

Kot vidimo, je korak W5 potreben le za tiste
stolpce, -ki 8¢ konice, Edino v teh stolpcih se
lahke pri reinverziji poveZa #tevilco nenielnih

elementov. To je razlog, da je algoritem Heller-

manaz in Raricka tako pomemben. Preverjanje ali
je pivot enak nid, ki je potrebno na koraku N6,
se v praksl zamenjujle z testl, kil zagotavljajo
numeriéno stabilnost postopka.

ZAKLJUZER

' Uporaba
navanje
dardnih

matematike v praksi ¥esto zahteva poz-
metod, ki jih ni mo¥no nauditi iz stan-
uébenikov. Ta ugotovitev velja tudi za
metode, ki smo .{ih morali vklju&iti v podpro-
gram za invertiranie baZne matrike linearnega
programa. NaZa raziskovalna skupina nadaljuje

s spremljanjem tega raziskovalnega podro&ja in
razvojem ustreznih reXitev v sklopu programske
opreme za linearnc programiranje,
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