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TRZAJ - SPREMEMBA POSPEŠKA V ČASU

Študenti pri nas učitelja ne zasipajo z vprašnji, zato jih učitelj - na splošno
- spodbuja, naj sprašujejo . Pred časom me je po takšnem spodbujanju pre
senetilo vprašanje: "Zakaj v Newtonovem zakonu ni tretjega odvoda koor
dinate po času?" Pogovor je razkril, da je študent primerjal zakon gibanja
z zakonom o temperaturnem raztezanju ali kakim drugim zakonom, ki vse
buje snovno lastnost . Relativno spremembo prostornine telesa postavimo so
razmerno spremembi temperature, sorazmernostni koeficient je prostorninski
raztezek. Zveza velja, če je sprememba temperature dovolj majhna. Pri večji

temperaturni spremembi dodamo člen, sorazmeren s kvadratom temperaturne
spremembe, pri še večji člen s kubom temperaturne spremembe . . .

Zakf)n ,o temperaturnem ' r a ztez ~nju .

Prostornina tele ,sa je ,odvisna od temperature: V == VeT) . Funkcijo razvijemo okoli
temperature To.v TayJorjevo vrsro:

VeT) == V(TO) + (dV/dT)6t.T+ ~(d2V/dT2)O(t.T)2+ ~(d3V/dT3)O(t.T)3+ .. ..

Pri.temje T -To = t.~, y- Vo = t. V indeks O pa naka že; da vzamemo kol ičino pri
temperaturi To, na primer Vo' == V (To) . .lz tega izhaja fakon o ternperaturnern razt ezanju

t. V/Vo = {3t.T +{3'(8T)2 +{3"(t. T)3 + ... ,

kjer je {3 ==(dV!.VdT)os :{3'== (d 2V/2VqT2)O . {3" ==(ci3Y/6VdT3)O ... Pr i dovolj
majhnitemperaturni razliki,se zadovoljimo s prvim členom , s konstantnirn prostorninskim
raztezkorn {3. " '

Zaradi lažjega pripovedovanja mislimo na točkasto telo, ki se giblje veni
razsežnosti, denimo , po osi x. Po študentovi zamisli naj bi silo drugega telesa
na to telo izrazili kot vsoto členov: koeficient krat koordinata, koeficient krat
odvod koordinate po času, to je hitrost, koeficient krat drugi odvod koordi
nate po času, to je 'pospešek, .. . Sila se ne sme spremeniti, če prestavi mo
izhodišče po osi x; zato mora biti koeficient prvega člena enak nič. Sila se
ne sme spremeniti, če opazujemo telo iz vozečega vlaka; zato mora biti ko
eficient drugega člena enak nič. (Aristotel je z današnjega vidika predvidel
zakon gibanja, po katerem bi bila sila sorazmerna s hitrostjo. Ni vedel za
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ugotovitev, do katere se je pozneje dokopal Galileo Galilei.) Tretji koeficient
je masa in zakon gibanja je Newtonov zakon: sila je masa krat pospešek.
5tudenta je zanimal razlog, zarad i katerega so koeficienti četrtega člena in
vseh nadaljnjih členov enaki nič . Opozoril sem ga na to , da je pri razmišljanju
zavil na napa čno pot. Newtonov zakon ni nekakšna Taylorjeva vrsta , ampak
tak, kot je, zakon narave, ki ga podpirajo opazovanja in merjenja, če je hitrost
teles dovolj majhna in so telesa dovolj velika.

Newtonov zakon po študentovo?

Koordinata gibajočega se tel esa je odvisna od časa : x = x( t). Funkc ijo razv ijemo okoli
vrednosti to v Tay lorjevo vrsto:

x( t) = x( to + l:> t) =
=x(to) + (dx/dt)ol:>t + t(d2x/dt2)o(l:>t? + t(d3x/dt3)o(l:>t)3 + .. ..

Indeks O nakaže, da vzamemo količino pri času t = to. Prestav imo ga od odv odov k
časovn im razlikam , pa dobimo za silo F:

FI::. Kx+K'v+ma+K"b+ ...,

če so K , K' , Kil, ... konstantni koeficienti. Navedli smo razloga, zaradi katerih je K = O
in K' =O. Zakaj pa naj bi bil nič tud i koeficient Kil ?

Indeksa seveda ne smemo tako prestaviti in tu je napaka! Ni osnove za misel, da bi
upoštevali v zakonu gibanja tretj i odvod koordinate po času ali kateri koli višji odvod.

Odslej sem se vedno, ko sem zasledil kako misel o spreminjanju pospeška
s ča som , spomnil tega študenta . Ali niso najbolj nerodna vprašanja najboljša ?
O spremi njanju pospeška več razpravljajo , kakor bi p ričakovali. A razprava
teče v okviru veljavnosti Newtonovega zakona, ni hče ne pride na misel, da bi
mu dodal člen te vrste.

Hitrost točkastega telesa meri spreminjanje koordinate s časom in pospe

šek sprem injanje hitrosti s časom. V nadaljnjem koraku vpeljejo koli čino,

ki meri spreminj anje pospeška s časom . Imenuj ejo jo trzaj (angl eško j erk,
nemško Ruck). Po Slovarju slovenskega knjižnega jezika je t rzaj sun kovit
prem ik zarad i nehote nega k rčenja mišic in s tem kar dober prevod angleškega
in nemškega izraza . Upoštevati moramo , da je beseda "sunek" zasedena na
primer s produktom sile in časa , če je sila konstantna .
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Menda je količino prvi vpeljal francoski geometer A.Transon leta 1845.

Pozneje so o njej precej razpravljali drugi ," ne da bi omenil i, zakaj je korist

na. Leta 1928 je nemški inženir P.Melchior menil, da jo je smiselno vpeljati

zaradi tega, ker med gibanjem čutimo spreminjanje pospeška . Po izkušnjah

pri telovadbi in vožnji z železnico je določil, kolikšen najmanjši trzaj zaznamo

in kolikšen zbudi neugodnost ali nam celo škoduje . Llovek naj bi brez škode

prenesel še trzaj 2 · 104 m/s3 . Sledila je razprava o tem , ali zares občutimo

trzaj ali ne . Nekateri so predlagali, naj imenujemo trzaj le nenadno spre

membo pospeška . Ostalo pa je pri starem. Ni malo učbenikov mehanike,

ki obravnavajo trzaj . V posameznih knjigah o merilnikih najdemo tudi opise
merilnikov trzaja . V redno poučevanje fizike trzaj zagotovo ne sodi. Morda

pa bo kratek zapis o njem pritegnil katerega od Presekovih bralcev.

Začnimo s tem , da nadaljujemo po običajni poti, po kateri lahko vpeljemo

hitrost in pospešek točkastega telesa pri prem em gibanju. Vzemimo, da se

telo giblje po osi x . Koordinata točkastega telesa, ki miruje, se ne spreminja

s časom . Pri najpreprostejši spremembi koordinata s časom enakomerno

narašča. To je enakomerno premo gibanje, pri katerem lahko vzamemo , da je

koordinata sorazmerna s časom in sorazmernostni koeficient hitrost v (slika

la ):

x = vt, v=xlt .

Enota hitrosti je mis. Pospešek je pri takem gibanju enak nič .

Pri enakomerno pospešenem prem em gibanju hitrost s časom enakomerno na
rašča. Vzamemo lahko, da je hitrost sorazmerna s časom in je sorazmernostni

koeficient pospešek a (slika lb) :

v = at, a=vlt .

Enota pospeška je m/s2 . Trzaj je pri takem gibanju enak nič.

Pri gibanju s konstantnim trzajem pospešek enakomerno narašča s časom .

Vzamemo lahko , da je pospešek sorazmeren s časom in je sorazmernostni

koeficient trzaj b (slika Ic) :

a = bi , b = alt .

Enota trzaja je m/s3 . Gibanje je še bolj zapleteno , če se trzaj spreminja s
časom.
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Slika 1. Koord inata, hitrost , pos pešek in t rzaj pri preme m gibanju v odvisn osti od časa :

za ena ko merno g ibanje (a ), enakom erno po spešeno gib an je ( b) in gibanje s kon sta ntnim
tr zaj em (c) . Da je d iagr ame la že risati , smo izbra li v = 1 mis, a = 1 m / s2 in b = 1 m / s3 .

Pri drugih pod atk ih so risbe up orabne, če na navpičn i os i upo rabimo ra zl ične en ote.
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Ostanimo pri prem em gibanju .
Zanimivo premo gibanje je sinusno
nihanje . Tako bi se gibala drob
na utež, obešena na vijačno vzmet ,
ko bi jo premaknili iz ravnovesne
lege in spustili, če ne bi bilo treba
upoštevati zračnega upora . Odmik
od ravnovesne lege se spreminja ta
kole (slika 2):

x = XQ COS WQ t ,

če je XQ amplituda odmika , WQ =
= 271" I tQ krožna frekvenca in tQ ni
hajni cas . Hitrost je

v = -WQXQ sin wQt.

Amplituda hitrosti je WQXQ . Za po
spešek dobimo

2a = -wQxQcoswQt .

Amplituda pospeška je w6 XQ . Za
trzaj dobimo

x

m
O

- 1

v

a

1
m!s2

O

- 1

t

t

t

Slika 2. Odmik od ravnovesne lege, hitrost,
pospešek in trzaj pri premem sinusnem ni
hanju . Izbrali smo WQ = 1 s-l, da so vse
amplitude enake.

b 3 .= WQXQSInWQt.

Amplituda trzaja je w6 XQ . Upošte
vali smo, da je hitrost odvod koordi
nate po easu v = dxl dt , pospešek
odvod hitrosti po času a = dvi dt
in trzaj odvod pospeška po času b =
= d ef dt . Pospešek je torej dru
gi, trzaj pa tretji odvod koordinate
po času . (V pomoč pri odvajanju
povejmo, da je odvod cos WQ t in
sinwQt po času -wQsinwQt in
WQ cos wQt.)

b

1
m!s3

O

- 1

t
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En a čbe postanejo zanimivej še , a tud i bolj zapleten e , ko od premega

gibanja pre id emo k ravnins kem u. Dob ra pot za ta prehod j e kroženje .

Kro ženj e si lahko misl imo sestavljeno iz dv eh nihanj v pravokotn ih s mereh , ki

sta d rug o glede na d rugo za kasnjeni za četrt i no nihajnega časa . V rav nini vp e

lj imo koord inatn i sis t em z osem a x in y . Začnimo z enakom ernim kro ženjem,
pri katerem narašča zasuk sorazmerno s časom : wot . Za kom pon ente na os i

x lahko kar pre vza m em o zapisane izraze, le xo zam enja mo z radijem kroga

ro , kom po nente na os i y pa dobimo s prem iko m za četrt nihaja:

x = rocos wo t

Vx = - woro si n wot

ax = -w6rocoswot

b 3'x =wOrOSin wot

y = ro sin wot ,

Vy = woro cos wot .

by = - w6ro cos wot.

Nar išimo do bljen e ve ktorje : krajevn i vektor r = (x ,y ), vektor hitrosti v =
= ( v» . Vy) , vekto r pospeška a = (ax , ay) in ve ktor trzaja b = (bx , by)
(s lika 3) .

Slika 3 . Kra jevni ve ktor, ve ktor hit rost i, vektor pospeška in vek t or t rzaja pr i ena komernem
kroženju. Vek torji se vrt ijo , ne da bi se sprem injale njih ove velikost i. Izbra li smo W Q =
= 1 s - l , da so vsi vek t orji enako veliki. Pri d rugih po da t kih so risbe uporabne . če na oseh
v raz ličn i h risba h uporabimo ra z l ične enote.

P ri enakomerno pospešenem kroženju naraš ča zasuk sorazmerno s kva

dratom ča sa ~ao t 2 , č e je ao konstan tni kotni pospešek . P rodukt funk cij

odvajamo tako , da drugo funkcijo pomnožimo z odvodom prve in prištejemo

s prvo fun kcijo pomnoženi odvod druge : d(fg)/dx = gdf/dx+ f d g / dx .
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Odvo d t2 je 2t in odv od t je 1. Nap osle d dobimo :

x = rocos ~aot2 , y = rosin ~aot2 ;

Vx = -aotro sin ~aot2 Vy = aotro cos ~aot2;

ax = - (ao t)2 ro cos iao t2 - ao rosin ~aot2,

ay = - (a o t f ro sin ~aot2 + aoro cos ~aot2;

b 3 2 1 2 ( )3 . 1 2x = - aotrocos'2aot + aot rosln'2aot,

by = -3a6 t ro s i n ~ ao t2 - (ao t )3 ro cos ~ ao t2 .

Narišemo dobljene vektorje in jih še razstavimo na radia/no komponento
v smeri zvezn ice točkastega telesa z izhodiščem in tangentno kompon ento
pravokotno na to (slika 4) . Hitrost ima smer tangente , pospešek ima rad ialno
komponento (ao t f ro proti i zhodišču in tangentno kompo nento ao ro v smeri
hitrosti, trzaj pa rad ialno komponento 3a6 tro proti izhodišču in tangentno
kom po nento (ao t)3 rO v nas protni smeri hit rosti .

Slika 4 . Krajevni vektor, vektor hitrosti, vektor pospeška in vektor trzaja pri enakomerno
posp ešenem kro ženju in njihov e radiaine in tangentne kom pon ente. Izbrali smo trenut ka.
ko je ~ao t 2 enako ~7r in ~7r ter ao = t s-2 .

Za nimivo bi bilo obdelati še kako bolj zapleteno gibanje . Od mogočih

zgledov nam pridejo na misel gibanje po Arhimedovi spira/i, ko zvezruca
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točkastega telesa z izhodiščem enakomerno kroži , njena dolžina pa narašča

sorazmerno s časom : r = Vr t:

x = vrt COsWot ,

gibanje po eni od Lissajousovih krivulj:

x = xo cos nxwot ,

y = vr t sin wot ,

Y = Yo sin nywot ,

če sta nx in ny maj hni celi šte vili, gibanje planeta po elipsi. Vendar z
r ač u n a nj em ne kaže preti ravati.

Ne kaže zamol čati , kako občutimo pospešek in trzaj . Mislimo si, da
se peljemo v avtobusu po gladki in ravni cesti. Po poskusih v avtobusu ne
moremo ugotoviti , kako hitro se gib lje, dokler se giblje s konstantno hitrostjo.
Potn ik lahko določi hitrost le tako , da pogleda iz avtobusa , poskusi v njem
pa potekajo enako , kot če bi avtobus miroval. Opazovalni sistem , ki ga
vpelje potnik v avtobusu, je enakovrede n sistemu opazovalca s ceste . Oba st a
inercialna opazovalna sitema. To Galilejevo spoznanje, ki ga lahko imenujemo
zakon relativnosti, smo že omenili.

Druga če je , če se avtobus giblje s konstantnim pospeškom , ker pa č nanj
delujejo telesa iz okolice s konstantno vsoto zunanj ih sil. Potn ik v avtobusu
še naprej opazuje pojave s svojega st a l i šč a , zase on miruje. Vidi, da se
telesa ob cest i gibljejo s konstantnim pospeškom v nasprotni smeri vožnje ,
in upošteva t a pospešek kot sistemski pospešek. S tem pospeškom poveže
sistemsko silo. Sistemski pos pešek in sistemska sila imata enako velikost , a
nasp rotno smer kot pospešek avtobusa in vsota vseh zunanjih sil, s katero
delujejo telesa iz okolice na avtobus . Sistemski pospešek in sistemska sila
imata smer vožnje, če avtobus zavira . Po sistemskem pospešku in sistemski
sili sklepa potnik v avtobusu, da se gib lje pospešeno . (Glej še č l a n ek A.Likarja
Vrteči se opazovalni sis tem , Presek 6 (1979) 145.)

Mislimo si, da pospešek avtobusa enakomerno narašča, torej da je t rzaj
avtobusa konstanten in ima smer vožnje. Po tem , kar smo ugotovili , tudi
sis t em s ki pospešek in sistemska sila v na sprotni smeri vo žnje enakomerno
naraščata. Potnik v avtobusu vpelje sistemski trzaj , ki je enako velik kot t rzaj
avtobusa , a ima nasprotno smer. Ta sistemski trzaj občuti potnik , ki se giblje
z na raščajočim pospeškom .

V tem prispe vku se zadovoljimo z obdela nimi preprost imi zgledi za premo
gibanje in gibanje v ravnini. Na eni st rani smo se vad ili v odvajanju , na drugi
pa izračunali ne samo hitrost in pospešek , ampak tudi mnogo manj znani



trzaj. Prvi dvc kolitini moramo pornati, za trxaj pa i lahko mislirno, da sma 
ga dodali, ne da bi ga moraJi pornati. in ga lahko spustimo - kot tisti, ki se 
j c  od ?&a do ?%a udaril po prstu, zato da mu je  bilo boljt, ko se ni udaril. 

Qbravnavali srno sarno gibanje in st nismo spraftvali po vzroku tanj. 
Ni tefko vkljuEiti Newtonovega zakona, sarno p a p e b k  pomnoirirno z maso, 
pa dobimo silo, s katcro deluje na opaxovano tdkasto telo drugo tela in ki 
pavzroZZa opisano gibanje. Da bi spoxnali globlje ozadjt tnaja, pa bi mwali 
gnati razpravo b precej dIje.l 

Jane Strnad 

Braku, ki p to zanima, priporotamo Hanek StaMna H. Scotta, JHk: The time mte 
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tnaj tudi v t d j i  rdetiwnoeti. V Newtonon' mehaniki se t p j  pri pndrcdu k inercialnaga 
opa~nralnega sktema v drug tak J tem qloh na fprwneni. V podmi tcwiji relativnd 
pa je e n a h ,  ki opiia h o d  w L o  bolj repletarm. V nekem inercialnem apazovatnem 
sietemu je lahkrr tmj enek niE, pa je v drugem od niE rozl ih .  




