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Matematika I
MAN D ELBROTOVA IN JULlAJEVE MNOŽICE

Matematika si ljudje pon avadi predst avlj ajo kot zamišljenega in raztrese
nega človeka, oblečenega v zastarela ter m alce premajhna oblačila , kako
zgolj s kredo v roki na tablo izpeljuj e težavn e in navadnemu sm rtniku pov
sem nerazumljive matematične teo rije. Ko t ni dima brez ognja, je t udi v
tej predst avi kanček resni ce. Kljub te mu pa je večina sodobnih matem a
ti kov odkrila , da je sem in tja poleg krede in las tnega genija koristno pri
svojem delu uporabiti tudi mo de rnej ša sredstva, denimo računalnik. Hu
domušni bralec bi sicer pripomnil , da so do tega spo znanja pri šli le tis ti,
ki j im primanjkuje bo disi krede bodisi genija, vend ar ostaja dejstvo, da
so se s pojavom in raz voj em računalnikov pospešeno začela razvijati tudi
nekatera matematična področj a . Eno takšnih je tud i področj e fraktalov
in kaos a , kamor lahko uvrstimo tudi pričujoči prispevek.

Fraktali in kaos so se zelo hitro uveljavili tudi v nematematičnih kro
gih , saj jih ponavadi spremlj ajo presenetljivo lepe in zanimive slike, ki
lahko navdušijo gledalca zgolj s svojo est etsko vredn ostjo. Nekaj lepih
primerkov fraktalov se je pojavilo t udi že v Preseku (glej prispevek Ma
tija Lokarja o pr aprotih v 1. št evilki letnika 1995/96 in Milan a Ambrožiča

o Newto novi metodi v 5. številki ist ega letnikaj .! To krat bomo pr edsta
vili frak tale, ki se im enuj ejo po mate matikih Juliaju in Mandelbrotu . Ker
je P resek tudi list za ml ad e matematike, j e prav , da poskušamo mate
matično ozadje, ki se skr iva za lepimi barvnimi slikami, čim razumljiveje
predstaviti.

Naša zgodba se bo odvijala v množici kompleksnih števil IC , ki si jo
bomo predstavlj ali kot ravnin o - vsakemu kompleksnemu številu x + iy
pripada točka s koordinatami (x , y) v ravnini. S kompleksnimi števili
znamo računati:

(x+iy)+(u+iv) = (x+ u)+ i(y+v) , (x+ iy)(u+iv) = (xu-yv)+i(xv+yu)

in jim določiti absolutno vredn ost

lx + iy l = YIx2+ y2 ,

ki v resnici pre dstavlja oddalj enost slike kompleksn ega števila od koordi
natnega izhodišča.

1 Fraktale nahajamo tudi v naravi . Zanimiv primerek kažeta fotografiji na naslov
ni ci in II. strani ovitka .
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J u li ajeve množice
Za izbrano število c E ([; definirajmo kvadratni polinom

Takšen polinom nam pr eslikuje točke kompleksn e ravnine nazaj v komple
ksno ravnino , zato lahko za poljubno število Zo E <C opazujemo zaporedj e

Temu zaporedju rečemo arbi ta točke Zo, točki Zo pa sem e orbite.
Dogodi se lahko dvoje:

1. orbita lahko sčasoma pobegne daleč od izhodišča , ali z drugimi bese
dami , množica {Izol, hl, . . .} j e neomejena,

2. arbita ostane na nekem om ejenem področju kompleksne ravnine, kar
pomeni, da je množica {Izol, Izd,. ..} omejena.
Množico tistih semen, katerih orbite so om ejene, označimo z Je in j i

rečemo Juliajeva množica pri parametru c.
Za pokušino si oglej mo primer J ul iaj eve množice pri parametru c = o.

Tedaj je arbita po ljubnega semena Zo E ([; enaka kar Zo, z6 ,Z6, zg,.. ., torej
Zn = zr. Od tod sledi analogna formula za absolutne vrednosti IZnl =
= \zo l2 . Če za sem e izb eremo število znotraj enotskega kroga (I zo l < 1),
bo očitno tudi za orbito veljalo IZn 1= Izol2n :s 1, kar pomeni , daje t akšno
seme gotovo eleme nt J uliajeve množice, saj je njegova orbita om ejena.
Velja pa tudi obratno : če za seme izberemo št evilo Zo zunaj enotskega
kroga (Izo l> 1) , se bo orbita (zn) oddaljeval a od izhodišča pr ek vseh
mej z večanjem števi la n. To pa pomeni, da je Juliajeva m nožica Je pri
parametru c = Oenaka kar enotskemu krogu (s središčem v izhodišču in
po lmeram 1).

Nič posebnega , boste rekli , samo zelo zaplet en način definiranja enot
skega kroga . Mnogo bo lj zanimivo pa postane, če za paramete r cizberemo
kak šno drugo kompleksno število.

Sli ka 1. Slika 2.



Sli ka 3.

Matematika I

Slika 4.

Poglejmo si slike 1, 2, 3 in 4. Struktura teh Juliajevih množic je
že mnogo zaplet enej ša. Na sliki 1 imamo množico Je pri parametru
c = 0.15 + 1.25i, torej pri parametru, ki je relativno blizu izhodišču kom
pleksne ravnine . Tu je Juliajeva množica do neke mere še podobna krogu .

Precej drugačno situacijo im amo na sliki 2, kjer smo za parameter
izbrali c = 0.3+0 .5i . Tu je struktura že mnogo zapletenejša in rob množice
Je je dobil značilno fraktalno ob liko - če bi sliko povečevali v okolici kakšne
robne točke, bi odkrivali vedno finejše podrobnosti in strukture, ki bi na
pogled zelo spominjale na začetno sliko . Ko parameter c oddaljujemo od
izhodišča, postaja množica Je vse tanjša in nekje se zgodi , da razpade na
prah nepovezanih točk, ki se sčasoma skoraj popolnoma razkadi in izgine
z naše slike .

Če slike 1, 2, 3 in 4 pogledamo podrobneje, opazimo, da so vse Ju
liajeve množice omejene. Ali je to zgolj naključje ali velja splošneje? V
resn ici velja splošno. Prepričajmo se!

Naj bo c E Q:; parameter množice Je in z R označimo večje od št evil 2
in ic i. Vzemimo seme z lastnostjo Iza l > R. Dokazali bomo , daje njegova
orbita neomejena in da zato ne pripada Juliajevi množici Je. Tako se
bomo prepričali, da je vsa množica Je res znotraj kroga okoli izhodišča s
polmerom R .

Definirajmo q = Izal - 1. Ker velja Iza l > R?: 2, velja tudi q > 1. Za
poljubno naravno število k ocenimo

(1)

S pomoejo te formule in indukcijo dokažimo, da za polj ubno naravno
število k velj a

(2)
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Za k = O, nam (1) pravi :

IZ!I ici
~ 2: JzoJ- ~ > Izol- 1= q ,

in če zgornjo neenakost še množimo s št evilom Izol , že dobimo trditev (2)
za primer k = O. Vzemimo sedaj poljubno naravno števi lo n in pred
postavimo, da trdit ev (2) drži za števil a k < n. Če bomo s pomočjo te
pr edpostavke dokazali, da velja tudi za število k = n, nam bo princip
matematične indukcije zagotovil veljavnost formule (2) za vsa naravna
št evi la k. Po indukcij ski pr edpostavki velj a

Zato. velja tudi - Izcnl 2: - Izcol' Upoš te vaj mo še formulo (1) za k = n in
ocenimo

S te m je formula (2) dokazana za število k = n, in s tem za vsa naravna
števila k. Od tod sledi zveza

za vsako naravno št evilo n . Ker geometrijsko zap oredj e (qn)nE raste prek
vsake m eje za q > 1, j e orbita seme na Zo neomejena in za to takšno sem e
ne pripada Juliajevi množici . S tem smo omejenost J uli aj evih množic
dokazali.

To dejstvo nam zelo olajša risanj e množice Jc s pomočjo računalnika .

Če želimo za neko kompleksno število Zo preveriti , alije element J uliaj eve
množice, zaporedoma računamo elemente Zn njegove orbite in takoj, ko za
neko naravno število n dobimo oceno IZnl > max{2 , lel }, lahko zatrdimo,
d a Zo ni eleme nt Jul iaj eve mn ožice .

Mandelbrotova množica

Kot vidimo na slikah 1 do 4, niso vse Juliaj eve množice povezan e. Če
bi im eli na razpolago več primerov , bi opazili, da j e Juliajeva množica
povezana natanko tedaj , ko vsebuj e točko O. Na podlagi tega kriterij a
lahko ločimo parametre c E <C v dve družini :

1. na t iste c E <C , za katere j e OE Jc, in j e zato Jc povezana množica ,

2. na t iste c E <C , za katere Orf- Jc, in je zato Jc nepovezana množica.
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Mn ožico kom pleksnih števil c iz prve družine im enujem o Mandelbro
tova m nožica in jo označimo z M :

Če to rej želimo za dano kompleksno št evi lo c preveriti , ali pripada Man
delbrotovi množici , mor amo preveriti, ali j e orb ita sem ena ZQ = Opri po
linomu Pe omejen a . T akšna orbita j e oblike

O . 02 2 ( 2 )2ZQ = , Z l = + c = c, Z2 = C + c, Z3 = c + c + c,

Če ugotovimo, da absolutne vrednosti elementov talilne or bite ostanejo
omejene (ne ras tej o prek vsake m eje) , je št evilo c elem ent Mandelb rotove
množice. Po dobno kot pri Juliaj evi m nožici se lahko t ud i t u prepričamo ,

da takšna orbita gotovo ni omejena, če kateri od njenih elementov postane
po abso lutni vrednos t i večj i od števila 2. Zato j e v resni ci dovo lj preveriti,
ali so vsi elementi orb ite om ejeni s številom 2. Ker j e število c samo tudi
element orbite (*), lahko sk lepamo , da se Mandelbrotova množica nahaja
v krogu okoli izhodišča spoimerom 2.

Za zgled preveri mo , ali j e št evi lo -2 elem ent Mandelbrotove množice.
Oglejmo si orbito sem ena Opri c = - 2:

O, -2, (_2) 2 - 2 = 2, 22 - 2 = 2, 2, 2 ,

Orbita se ustali pri št evilu 2 in je za to omejena, to pa pom eni , da je
-2EM.

Og lejmo si sedaj sliko 5, kjer j e Mandelb rotova m nožica predstavljena
s črno barvo. Rob Mandelbrotove množice j e fra ktalen - bliže si ga ogle
dujemo , bogatejšo strukturo lahko opazimo . Na sliki 6 smo povečali del
slike 5 okoli točke -0.76315 - 0.08855i za pri bl ižno 1000-krat . Mno žica
M j e sicer povezana, a jo vendar lahko razbijemo na več kom ponent , ki
se med seboj dot ikaj o le v eni točki . Največj a kom ponenta ima obli ko
krivulj e srčnice , ostale pa so okrogle in so raz porejene ob robu največj e .

Konci posam eznih kom ponent so okrašeni še s tank imi laski , ki pa j ih na
sliki zaradi pr eslabe reso lucij e žal ni najbolje videti .

Kako llarisati Mandefbr-otovo a li Juliajevo množico ?

Od govor je prep rost - z računaln ikom . Kako? P resenetlj ivo enost avno,
le definiciji obe h množic j e t reba up ošt evati . Deni mo, da želimo na za
slonu pri kazati J ul iaj evo množico Je pri izbran em c E <C . Kot vemo , j e
zas lon razdelj en na m x n točk , ki j e vsa ka lahko obarvana z eno od barv
0, 1,2, . . . , b. Pon avadi pomen i O črno barvo in jo porabimo za barvanje



d c e  &) mtde pa %a b8N.Bqje ~ ~ 4 .  h v i i a  m , ~ ,  b so aevada 
odvign~ od nrmogljivosti r a i h d n h  in p r o g c w a  j&, v kaferem 
pmgrmiramo. Var& toCki &ma prlrdirno ugtmno tQEho dela kom- 
plelame ramhe, ki ga ielimo pdstgviti na redonu. Za wsgko od teh 
m x R COEk moreano preveribi, ali pripsdajo mnodiici & ali ne. V ta a+ 
men imsberemo neko dovoIj d i k o  nasamo &viIo N, ki bo preck~;vIjdo 
rndmimaho H W o  ihacij, ki jih bo r9EuaaMc b d e l .  

Za, veako od m x n to& kornpIbe ~ Z L ~ B ,  denim0 a, pri6nemo 
r&wati raporedje 

zm+l = 2:: + c .  

Doldmo $teviIu R taku, da bo veijalo R > 2 in R > let. Ce pri n h  
liitevila k dobimo ooen~ > R, to pomeni, da toEka t o  ni dement, 
mnd5c-e Ja in i n d e  nasldqjih 151-ov mporedje (a!*) lahkQ opu- 
stimo. Zanimive barvrie u & h  dowhno, te t h o  k&o obarvamo E 
aeko barn, Id je d h a  od ihevila B, d d m o  z harm (k madb) + 1, lahko 
p. pdnwimo tndi s o druw fGuflociio @mila k. 

& iitevlls &ejo omejena 8 i%iwiim R sa me k < N, lidrhko 
domnevamo, da toi%ka a ppripada mnoci &, in mb pripdajob tot% 
na rahilonu o h 0  s b m  0 [Cmo) . 

Podcrbntr predstavimo na rzhnalaiku Mmdbmtova mdico N. 
Veaki tc& d o n a  mpet priredimo wtrmo -0 kornphlm~ r d e  
in w v d m  ad q& denim0 c, pmverimo, ali astaja rapowdje 

omejeno po abdutni v r d m t i  e iitevilorn 2. C*e % a p ~ ~ d j e  pri n b  
8 t d n  k p o m e  h kmg% &li bho&b s poherom 2, pobm-mo us* 
rwo t& na zdonu nelm b m ,  Id naj bo odvidma od k ,  Es pa zcpm$e 
ostw rrm&no B 2 BZS v8a k .$: N, t&b p&m. 

Na t&en ngin dabimo t w d  h pribliibo &obo Mmdelbrotow? 
in Juliajevih mmdc, Veeje %do ihacij N isberemu, b b  j e  pod& 
msnid. W m  smo pri fllild 7 pasbvili B t d  im nzr 100, pri diki 8, 
Irjer so nas lrmimde h e j h  podrobno~ti, pa itas na 1000. 



Slika 5.

Slika 6.






