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Predgovor

Ucbenik je namenjen studentom drugega letnika razvojno raziskovalnega programa
pri predmetu Matematika 3 na Fakulteti za strojnistvo, Univerze v Ljubljani (F'S
UL), vendar avtorja verjameva, da bo koristen Studijski pripomocek tudi Studen-
tom drugih naravoslovnih studijskih programov. V tem uc¢beniku obravnavana snov
predstavlja pomembno matematicno orodje za reSevanje sStevilnih fizikalnih in in-
zenirskih problemov, ki so obravnavani pri mnogih predmetih na FS UL. Dobro
obvladovanje in razumevanje te snovi sodi v “osnovno opremo” vsakega inzenirja, ki
se zeli s taksnimi problemi ukvarjati na primerno visokem nivoju.

Ucbenik je nastal s pomocjo stevilnih virov. Viri, ki sva jih najbolj uporabljala,
so navedeni v seznamu literature. Ob tem se posebej zahvaljujeva prof. Mihaelu
Permanu, ki je predaval Matematiko 3 do leta 2013 in je nesebic¢no delil svoje zapiske,
kar je Aljosi Peperku ob¢utno pomagalo pri oblikovanju svojih predavanj in kasneje
tudi pri pisanju delov tega ucbenika.

Za osvojitev zahtevanega predznanja za dobro razumevanje tega ucbenika lahko stu-
dentje uporabijo uc¢benika [14] in [15], poseZejo pa lahko tudi po novejsem ucbeniku
[17]. Studentom toplo priporo¢ava tudi uporabo s primernimi teoreti¢nimi osnovami
razsirjeno zbirko nalog [10]. Nekatere naloge iz [10] so vkljucene tudi v ta ucbenik.
Del obravnavane snovi lahko studentje najdejo tudi v novih uc¢benikih [17] in [18].

Rokopis sta pregledala prof. ddr. Janez Zerovnik in doc. dr. Eva Horvat. Njune
komentarje in popravke sva po svojih moceh upostevala. Za morebitne nepopolnosti
in napake se bralcem opravicujeva. Hvalezna bova, v kolikor naju boste na njih
opozorili.

Ljubljana, december 2021 avtorja
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Funkcije veC spremenljivk

1.1 Uvod

Matematika predstavlja temelj za obravnavo in analizo stevilnih naravnih fizikalnih
pojavov. Ta obravnava temelji na natanc¢nih eksplicitnih predpostavkah in poenosta-
vitvah, s ¢imer dobimo model opisa obravnavanega pojava. Korektnost in ustreznost
modela je odvisna od tega, v koliksni meri privzete predpostavke sovpadajo z de-
janskimi naravnimi danostmi. Mnogo fizikalnih in geometrijskih problemov lahko
obravnavamo v kontekstu funkcij ve¢ spremenljivk (skalarnih polj) in vektorskih

polj.
Zacnimo s fizikalnim primerom za motivacijo.

Primer 1.1.1. Naj bo G obmo¢je v prostoru in [0,¢y] ¢asovni interval, kjer je
to > 0. S T'(z,y,2,t) oznac¢imo temperaturo v tocki (z,y,z) € G ob casu t € [0,t(]
in D =G x[0t] ={(x,y,21) | (z,y,2) € G, t € [0,tp]}. Potem je T: D - R
funkcija stirih spremenljivk.

Denimo, da na obmocju G opazujemo tudi fluid v ¢asovnem intervalu [0,to]. Z
U(x,y,z,t) oznacimo vektor hitrosti fluida v tocki (x,y,z) ob Casu t. Preslikava
F:D R

F(%y,z’t) = ﬁ(x,y,z,t) = (vl(x,y,z,t),vg(m,y,z,t),vg(x,y,z,t))

podaja (dinamic¢no) hitrostno vektorsko polje fluida. Vsaka izmed koordinatnih
funkcij v; : D — R za ¢ = 1,2,3 je funkcija $tirih spremenljivk.

1.1.1 Nekatere definicije in oznake

Dogovorimo se za nekaj oznak. Naj bosta A in B neprazni mnozici, ki sta podmnozici
dane (univerzalne) mnozice . Unija AU B, presek AN B, kartezi¢ni produkt A x B
in razlika mnozic A \ B so definirane z
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AUB={zelU |z e Aaliz € B},
ANB={rxelU |z e Ainx € B},
AxB={(zy)|xz€ A xe€ B},
A\B=A-B={zxecU|zx €A, = ¢ B}

Besedo ali pogosto oznac¢imo z V, besedo in pa z A. Besedo vsak oziroma besedno
zvezo za vsak oznacimo z V, besedo obstaja oznac¢imo z 4. Besedno zvezo natanko
tedaj zapiSemo z <=, besedo sledi oznac¢imo z —.

Zapisemo lahko torej na primer

AUB={zeld|x €A V xe€ B},
ANB={zelU|z€ A N z€ B} in
ACB<+= (Vz: (r € A = x € B)).

Z N, Z, Q, R, C oznacujemo zaporedoma mnozice naravnih, celih, racionalnih,
realnih in kompleksnih stevil.

Evklidska ravnina R? je definirana kot R x R, torej

R? = {(z,y) |z € R,y € R} = {(21,72) | 71 € R, 25 € R}.
Analogno je evklidski prostor R? enak
Rg = {(w,y,z) | YIS Ray € sz € R} = {($17$27x3) | Ty € R,[I)Q € R,l’g € R}

Splosneje definiramo n-razsezni (dimenzionalni) evklidski prostor R" kot mno-
zico n-teric realnih Stevil

Rn:{(x17x27“-7xn)|$i ER,i:l’,“,n}.

Zaprti krog v R? s sredis¢em (a,b) € R? in polmerom r > 0 je mnoZica {(z,y) €
R? | (z—a)?+(y—0)* < r?}. Odprti krog v R? s srediscem (a,b) € R? in polmerom
r > 0 je mnozica {(z,y) € R?* | (z —a)? + (y — b)? < r*}. Mnozica v A C R? je
odprta, e za vsak (a,b) € A obstaja tak odprti krog K s sredisem (a,b), da je
K c A. Ceje (a,b) € B C R? in e obstaja tak odprti krog K s srediséem (a,b),
da je K C B, potem mnozico B imenujemo okolica tocke (a,b). Okolico B tocke
(a,b), kjer je B tudi odprta mnozica, imenujemo odprta okolica tocke (a,b).

Definicija 1.1.1. Pravimo, da je preslikava f : A — B urejena trojica
(A, B,f), kjer sta A in B neprazni mnozici, f pa predpis, ki vsakemu elementu
x € A priredi natanko dolocen element f(x) € B.

Pogosto pisemo: f: A — B, x — f(z).
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Mnozico A imenujemo domena, mnozico B pa kodomena preslikave f : A —
B.

Zaloga vrednosti Zy C B preslikave f: A — B je mnozica
Zy={ye B| f(x) =y za nek x € A}.
Graf I'y preslikave f: A — B je

I'y={(z,y) e Ax B| f(z) =y za nek z € A}.

Pravimo, da je preslikava f : A — B injektivna, ¢e za vsak z,y € A iz f(z) = f(y)
sledi x = y. Pravimo, da je preslikava f : A — B surjektivna, ¢e za vsak y € B
obstaja tak x € A, da je f(x) = y. Preslikava f : A — B je surjektivna natanko
tedaj, ko je Zy = B. Preslikava f : A — B je bijektivna, Ce je surjektivna in
injektivna. Ekvivalentno, preslikava f : A — B je bijektivna natanko tedaj, ko za
vsak y € B obstaja natanko dolocen x € A, da je f(x) = v.

Ce je f : A — B bijektivna, lahko definiramo njej inverzno (obratno) preslikavo
f~': B — A na naslednji nacin:

f(x) = y natanko tedaj, ko f~(y) = z.
Potem je f71(f(z)) =xzavsex € Ain f(f~!(y)) =y zavsey € B.

1.2 Definicija realne funkcije ve¢ spremenljivk, limita
in zveznost

Definicija 1.2.1. Naj bosta D C R" in B C R poljubni neprazni mnozici.
Preslikavo f : D — B imenujemo realna funkcija n realnih spremenljivk.
Za vsak (x1,29,...,7,) € D torej obstaja natanko en z,.; € R, da velja
fz1, 20, . .., Tp) = Tpy1.

Spomnimo se, da mnozico D imenujemo domena, mnozico B pa kodomena funk-
cije f. Veckrat uporabljamo zapis:

f: D
(X1, ..., 2p)

— B

— f(il')h...,l'n).

Pogosto f podamo s predpisom. Potem najvec¢jo mozno mnozico D C R", na kateri
je predpis f “dobro definiran” (t.j., najvecja taksna D C R", daje f : D — R
preslikava) vcasih imenujemo (naravno) definicijsko obmocje predpisa (funkcije)
f in jo oznacimo z Dy.
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Primer 1.2.1. Za tocko (z,y) € R? je s predpisom d(z,y) = \/(x —3)24(y +4)2
definirana funkcija dveh spremenljivk, d : R*> — R, kjer d(z,y) predstavlja
razdaljo tocke (z,y) do tocke (3, —4). Splosneje, razdalja med dvema tockama

(z.y) in (p.q) je enaka d(z,y)=1/(z — p)>+(y — )2

Graf I'; realne funkcije n realnih spremenljivk f : D — B je mnozica

Fr={(z1,..., 20, Tn11) € R | (21,...,2,) €D, 11 € B, f(x1,...,20)=Tps1}
Zaloga vrednosti Z; funkcije f : D — B je mnozica

Zy={xps1 € B | (z1,22,...,2,) € D,  f(x1,29,...,2n)=Tps1}-

V posebnem primeru, ko je n =2, D C R?, za funkcijo dveh spremenljivk f: D —
B> (.Z',y) = f(ﬂi,y) =z, Velja

Pr={(z.y.2) eR*| (xy) € D, z € B, f(zy) ==z}

Graf I'y funkcije f : D — B dveh spremenljivk je pogosto (a ne nujno) neka ploskev
v prostoru R?, ki leZi nad obmoéjem D. Zaloga vrednosti je enaka

Zy={2€ B | (xzy) €D, f(zy) ==z}

Ponavadi (razen, ¢e obstaja tehten razlog, da se odlo¢imo drugace) izberemo B = R.
Tako je tudi v naslednjih treh primerih.

Primer 1.2.2. Pois¢imo definicijsko obmocje, zalogo vrednosti in graf funkcije

flzy) =2 —y—1.

Graf lahko hitro zagledamo, saj enac¢ba z = 2x — y — 1 doloc¢a ravnino, katere
enacbo lahko tudi prepisemo v 2x —y — 2 = 1.
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Graf funkcije f(z,y) =2z —y — 1.

V tem primeru je Dy = R* in Z; = R.

Primer 1.2.3. (a) Podobno analizirajmo predpis f(z,y) = /16 — 22 — y2. Vre-
dnosti f(z,y) so realna Stevila, le ¢e je 16 —x? —y? > 0, torej 2> +y* < 16. Zato
je definicijsko obmocje Dy = {(z,y) | 2* + y* < 16}, kar je krog s srediSéem
(0,0) in polmerom 4.

Za dolocitev grafa 'y zapiSemo z = /16 — 22 — y?, kar je ekvivalentno x? +
y? + 22 =16,z > 0. Torej je

Iy={(zy,2) eR*|2° +y° +2° = 16,2 > 0},

kar je zapis za zgornjo (severno) polsfero krogle s srediséem (0,0,0) in radijem

4.

Graf funkcije f(z,y) = /16 — 22 — 2.

Zaloga vrednosti je enaka intervalu Z; = [0,4].
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(b) Podobno predpis g(x,y) = —v/16 — 22 — y? doloc¢a funkcijo z definicijskim
obmocjem D, = {(z,y) | z* + y* < 16}. Graf T, je enak

Ty={(zy,2) € R® | 2® +y* + 2> = 16,2 < 0},

kar je zapis za spodnjo (juzno) polsfero krogle s sredis¢em (0,0,0) in radijem 4.
Zaloga vrednosti je enaka Z, = [—4,0].

Graf funkcije f(z,y) = —y/16 — 22 — y2.

V naslednjem primeru opravimo obratno nalogo. Danemu geometrijskemu telesu
dolo¢imo taksno funkcijo, da je plasc telesa graf funkcije (modelirajmo plasc telesa
kot graf funkcije).

Primer 1.2.4. (a) Zapisimo funkcijo dveh spremenljivk, katere graf je plas¢ S
(“sladolednega”) stozca z vrhom (0,0,0) z viSino h = 1 in polmerom osnovne
ploskve R =1 (osnovna ploskev stozca lezi v ravnini z = 1).

R

L (Ty)

Oznacimo z (x,y,z) poljubno tocko na S in z r oddaljenost tocke (z,y) od (0,0)

v ravnini z = 0. Iz podobnosti trikotnikov sledi 2 = g z = %r =r. Iz

Pitagorovega izreka sledi z = r = /2?2 + y?, torej dobimo predpis f(z,y) =
Vz2 + y2. Za domeno D funkcije izberemo krog D = {(x,y) : 2> +y? < 1} in za
kodomeno interval B = Zy = [0,1] (za kodomeno B bi lahko izbrali katerikoli

interval, ki vsebuje interval [0,1]). Torej je S graf funkcije f : D — B.
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(b) Podobno premislimo, da je plas¢ S stozca z visino h, osnovno ploskvijo v zy
ravnini, polmerom osnovne ploskve R in srediSéem osnovne ploskve v (0,0,0),
graf funkcije g : D — B, kjer je

g(xy) =h— %\/a:Q +y%, D, ={(z,y) : 2>+ y* < R*} in B = Z, = [0,h].

Primer 1.2.5. (a) Naj bo S(z,y) plos¢ina pravokotnika s stranicama dolzin
z,y > 0. Potem je S(z,y) = xy. Torej je S : D +— R funkcija dveh spremenljivk,
kjer je D = Dg = (0,00) x (0,00) in Zg = (0,00).

(b) Naj bo V(z,y,z) prostornina (volumen) kvadra z robovi dolzin z,y,z > 0.
Potem je V(z,y,z) = xyz. Torej je V : D — R funkcija treh spremenljivk, kjer
je D = Dy = (0,00) x (0,00) x (0,00) in Zy = (0,00).

Primer 1.2.6. Naj bo G C R? obmocje v prostoru in [0,ty] asovni interval,
kjer je to > 0. S T'(x,y,z,t) ozna¢imo temperaturo v tocki (z,y,z) € G ob ¢asu
t € [0,tp] in D = G x [0,ty]. Potem je T : D — R funkcija Stirih spremenljivk.

Spomnimo se Se primera iz uvodnega razdelka.

Primer 1.2.7. Naj bo G C R?® obmocje v prostoru in [0,to] interval, kjer je
to > 0. Na obmod¢ju G opazujemo fluid v ¢asovnem intervalu [0,to]. Z ¥(z,y,z2,t)
ozna¢imo vektor hitrosti fluida v tocki (z,y,z) ob ¢asu t. Preslikava F' : G x
[O,to] — R3,

F(xvyaZJ;) = ’U('Tay7zat> = (/Ul<x>y727t)aUQ(:anaZ?t)a/US(x?y)Zat))

podaja (dinamicno) hitrostno vektorsko polje fluida. Vsaka izmed koordinatnih
funkcij v; : G x [0,tg] = R za i = 1,2,3 je funkcija stirih spremenljivk.

Naj bo n naravno stevilo, R > 01in (ay,as, ..., a,) € R". Zoznako K((ay,as,...,a,), R)
ozna¢imo (n-dimenzionalno) zaprto kroglo v R" s sredis¢em (aq,as,...,a,) in ra-
dijem R > 0:

K((ay,az,...,a,), R) = {(x1,22, ..., 7,) € R": (11—a1)*+(z2—0a2)*+ - -+ (2p,—a,)? < R?}.

Podobno z O((ay,as, . ..,a,), R) ozna¢imo (n-dimenzionalno) odprto kroglo v R"
s sredis¢em (aq,as, ..., a,) in radijem R > 0:

O((a1,az, . ..,a,), R) = {(x1,29,...,7,) € R" : (11—a1)*+(v9—0a2)*+- - -+(v,—a,)* < R*}.

V primeru, ko je n = 2, je K((ay,az2), R) zaprti krog v ravnini (vkljuéno z robno
kroznico) in O((ay,as), R) odprti krog v ravnini (brez robne kroznice). Podobno je
v primeru n = 3 mnozica K ((ay,a2,a3), R) zaprta krogla v prostoru R? (vkljucno z
robno sfero) in O((ay,as, as), R) odprta krogla v prostoru R?® (brez robne sfere).

Pravimo, da je mnozica D C R™ odprta, ¢e za vsak (aj,as,...,a,) € D obstaja tak
r > 0 (lahko je zelo majhen), da je O((ay,aq,...,a,),7) C D.
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Definicija 1.2.2. Naj bo D C R" odprta mnozica in (aj,as,...,a,) € D. Pra-
vimo, da je L € R limita funkcije f : D — R v tocki (aj,as,...,a,), e za
vsak ¢ > 0 obstaja tak 6 > 0, da za vse (z1,...,2,) € O((a1,as,...,a,),0),
(1, ..., 2) # (a1,a9, .. .,a,), velja, daje f(x1,...,2,) € (L—e, L+¢) (oziroma

enakovredno, da je |f(z1,...,2,) — L| < ¢). Oznaka:
L= lim flzy,. ... x,).
(#150sn) = (a1,,0n)
Pravimo, da je f : D — R zvezna v tocki (aj,as, ..., a,) € D, ¢e limita
li o
(xlr"axn)ll)r%a’l?“'?an) f($17 ’ xn)

obstaja in je enaka f(ay,as,...,a,). Pravimo tudi, da je f zvezna na D, Ce je

zvezna v vsaki tocki (aq,...,a,) € D.
Intuitivno gledano ima f limito L v (aj,as, ..., a,) tedaj, ko se f(xy,...,z,) pribli-
zuje k L, medtem ko “se priblizujemo” k (ai,as, ..., a,) po tockah (z1,za,...,%,),
ki so razliéne od (ay,as, ..., a,).
Graf funkcije f, ki je zvezna v (ag,as, ..., a,) je v tej tocki “nepretrgan”.

Primer 1.2.8. Naj bo f : R? — R podana z

2zy
x? + y?

flzy) = za (z,y) # (0,0) in £(0,0) = 0.

oo

X
Graf funkcije f(z,y) = ;222

Potem f ni zvezna v (0,0), saj za vse x # 0 velja f(z,z) =1 in f(z,—2z) = —1.
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Torej
lim x,
(z,y)—(0,0) f(@y)

ne obstaja (v kolikor bi limita L obstajala, bi za dovolj majhne x vrednosti
f(z,x) in f(x, — x) morale biti poljubno blizu L).

1.3 Parcialni odvodi, gradient, diferencial, smerni od-
vodi, parcialni odvodi viSjega reda, verizno pra-
vilo, Taylorjeva formula

Definicija 1.3.1. Naj bo D C R" odprta mnozica, (ai,...,a,) € D, f: D —
R, (z1,...,2,) = f(x1,...,2,) funkcija n spremenljivk in ¢ € {1,...,n}.
Pravimo, da je f parcialno odvedljiva po -ti spremenljivki, ¢e obstaja limita

f((ll, R 7, 0 74 + h,aiﬂ, e ,an) — f(CLl7 ce ,an)

i
— h

V tem primeru to limito oznacimo z f,,(ai,...,a,) ali z %(al, .., Qy) in

jo imenujemo parcialni odvod funkcije f po i-ti spremenljivki z; v tocki

(Cll, 500 ,an).
Pravimo tudi, da je f parcialno odvedljiva na D, ce je parcialno odvedljiva
v vseh tockah (aq,...,a,) € D.

Opomnimo, da je parcialni odvod f,, (a1, ...,a,) = ¢'(a;), kjer je ¢'(a;) obic¢ajni od-
vod realne funkcije ene realne spremenljivke g : z; — f(aq,...,ai-1, i, Gigp1, ..., ),
definirane na neki okolici tocke a;. Res,

(ai + h) B g(a“L> _ gl(ai)‘

e d
fxi(a’lw"aan) = }LIE)% h

Torej za parcialne odvode veljajo vsa obic¢ajna pravila za odvajanje (pri primernih
predpostavkah).

Situacija za n = 2. Naj bo D C R? odprta mnoZica f : D — R parcialno odvedljiva
funkcija dveh spremenljivk. Parcialna odvoda po z in po y funkcije f v tocki (a,b) €

D sta enaka o/ Fathb) — fab)
. a ) - a,
fr(a’vb) = %(aﬂm = }Llil[l) h )

a J—
fya,b) = a‘;(a,b) = lim flab+ kli flab)
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Parcialna odvoda torej izracunamo tako, da odvajamo funkcijo po prvi spremen-
ljivki oziroma po drugi spremenljivki po znanih pravilih za odvajanje funkcij ene
spremenljivke, pri ¢emer “vzamemo preostalo spremenljivko za konstantno”.

Ker sta parcialna odvoda v toc¢ki (a,b) obi¢ajna odvoda funkcij ene spremenljivke
Fu(a,b) = 2(a), Kjer je z1(x) = f(w.b) in f,(ab) = #4(b), Kjer je 2(y) = f(ay), pri
primernih predpostavkah geometrijsko predstavljata smerna koeficienta krivulj, ki
ju dobimo kot presek ravnin y = b in x = a z grafom funkcije f.

Primer 1.3.1. Naj bo f(x,y) = 22% + 23y?. Potem je f.(z,y) = 122°y + 32°y>
in f,(x,y) = 22°% 4+ 223y .

Primer 1.3.2. Naj bo

2xy

Ry za (z,y) # (0,0) in f(0,0) = 0.

flxy) =

V prejsnjem razdelku smo ugotovili, da ta funkcija ni zvezna, bomo pa pokazali,
da je parcialno odvedljiva na vsem R%. Za (z,y) # (0,0) je

2 2 .2
) = 2000

" 2z (2% — y?)
fy(x»y) = m7

kar sledi iz pravila za odvajanje kvocienta funkcij. Odvoda v tocki (0,0) je
potrebno izracunati posebej:

o SO = FO00) L 0-0
Jal0.0) = Jimg == = iy =5~ =0,

_ o SOR) = f(0,0) . 0—0
L e L

Zgornji primer ilustrira, da pojem parcialne odvedljivosti za funkcije ve¢ spremen-
ljivk ni primeren analog pojma odvedljivosti funkcij ene spremenljivke, saj se lahko
zgodi, da obstajajo funkcije, ki so parcialno odvedljive povsod, a nimajo zZelenih
lastnosti, ki bi jih morda pricakovali (in potrebovali pri ustrezni analizi fizikalnih
pojavov). Ustrezna posplositev pojma odvedljivosti funkcij v kontekst funkcij ve-
¢ih spremenljivk je pojem diferenciabilnosti, ki ga bomo spoznali v nadaljevanju
poglavja.
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Primer 1.3.3. V primeru, ko T'(z,y,z) predstavlja temperaturo v tocki (z,y,2),
parcialni odvod T,(x,y,z) dolo¢a hitrost spreminjanja temperature (toplotni
tok) v tocki (x,y,z) vzdolz premice, vzporedne abscisni osi.

Primer 1.3.4. Naj bo f(x,y,2) = 2%y + zsin(z?®)2? + y/22 + 1. Potem je
fe(2,y,2) = 2zy + sin(2®) 2% + 327 cos(2?) 22,

fy(2,y,2) = 2?4+ 22+ 1,
Yy

V2241

fo(z,y,2) = 2z sin(2®)z +

Poglejmo si primer funkcije f, za katero f,(0,0) obstaja, f,(a,b) pa ne.

Primer 1.3.5. Naj bo

2x

Zi za (z,y) # (0,0) in f(0,0) = 0.

flzy) =

Potem za (z,y) # (0,0) velja

2(2% — y?)
fo(z,y) = —m7
dxy
M=
Nadalje je
L A
Toda

h h o h?
za vse h # 0 in zato funkcija f ni parcialno odvedljiva v (0,0) po spremenljivki
x, saj limita

h—0 h

f(h0) = £(0.0) _2/h—0 _ 2

ne obstaja.
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.. 2
Graf funkcije ﬁ

7, zamenjavo neodvisnih spremenljivk v zgornjem primeru dobimo primer funkcije,
kjer velja ravno obratno.

Primer 1.3.6. Naj bo

2
feg) =gy 7 @y) #00) i f00)=0.
Potem je f,(0,0) = 0 in funkcija f ni parcialno odvedljiva v tocki (0,0) po
spremenljivki y.

Kot smo ze omenili, obi¢ajna parcialna odvedljivost ni dovolj “mocan” matematicen
pojem. Primerna posplositev pojma odvedljivosti v kontekst funkcij ve¢ spremen-
ljiivk je diferenciabilnost, ki omogoca uporabo v praksi pomembnih matemati¢nih
orodij, kot je na primer pravilo za odvajanje sestavljenih funkcij (verizno pravilo),
ki ga bomo spoznali v nadaljevanju.

Definicija 1.3.2. (vir: [4]) Naj bo D C R" odprta mnozica, (ai,...,a,) € D,
f:D =R, (xy,...,2,) = f(x1,...,2,) funkcija n spremenljivk. Pravimo, da
je f diferenciabilna v tocki (ay,...,a,), ¢e obstaja tak vektor (Ay,..., A,) €
R™ da velja

f(a1+h1,...,an+hn)—f(al,...,an)—(A1h1+...+Anhn>

lim
(h1yeeshn)—(0,...,0) /h% oo dh h%

Funkcija f : D — R je diferenciabilna na D, ¢e je diferenciabilna v vsaki
tocki (aq,...,a,) € D.

=0.

Opomba (a) Ce je f diferenciabilna v tocki (ay,...,a,), potem je f tudi zvezna v
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(a1,...,an,), saj je

i hiv.o o an+hy) = fay, ... a).
(hl,...,h:)lg(o,...yo)f(al+ 1o o+ ) = fa )

(b) Funkcija f : D — R je diferenciabilna v tocki (a4, ...,a,) natanko tedaj, ko
obstaja taka zvezna funkcija g, definirana na neki okolici U tocke (0,...,0) v R, in
tak vektor (Ay,...,A,) € R" da je

flart+hy, ... an+hy) = f(ay, ... an)+(Arhi+. . +Ahy)+9(hy, ..o hy)y/hE + -+ h2
za vse taksne (hy,...,h,) € U, daje (ay + hy,...,a, + hy,) € D in

I hyo. . hy) =0.
i 00y I o ) =0

(c) Vektor (Ay,...,A,) € R" je enolicno dolocen in velja

(A1, .., An) = (fo (@, o oyan), ooy fo, (a1, ooy an)).

Res, ¢e postavimo v definicijo diferenciabilnosti hy = 0,...,h;—1 =0,h;x1 =0,..., h, =
0 in posljemo h; — 0, sledi A; = f,,(a1,...,a,) zavsei=1,...n.

Vektor (fu,(ai,...,an),..., fs,(a1,...,a,)) imenujemo gradient funkcije f v tocki
(ai,...,a,) in ga ozna¢imo z

grad f(ay,...,a,) = Vf(ay,..., a,).
Izkaze se, da gradient doloca smer najhitrejSega narasc¢anja funkcije f v tocki (aq, ..., a,).

Diferencial (totalni diferencial) D f,, . a.)(h1,..., h,) funkcije f v tocki (ay,. .., a,),
izraCunan na vektorju h= (hi,...,hy,), je definiran z

Dfiar.any(P1, - hy) = grad f(ay, ..., a,) - h,

kjer - oznacuje skalarni produkt. Torej je
Df(a1,...,an)(h17 R hn) = fxl(ab s 7an)h1 +e 4t fxn(a'h s 7an)hn-

Ce je f diferenciabilna, potem je “za majhne” hy, . .., h, diferencial Dfar,.an)(ha, ... hy)
“dober priblizek” za vrednost f(aj + hq,...,a, + hy,), torej za vrednost funkcije f v
tocki, ki je “blizu” tocke (a1, ..., a,). Pravimo, da je vrednost D f(, .. a,)(P1, ..., hy)
linearna aproksimacija vrednosti f(a; + hy,...,a, + hy).

V posebnem primeru, ko je n = 2 je gradient grad f(a,b) funkcije f v tocki (a,b) je

enak
grad f(a,b) = (g‘i@,b),gg@,b)) = (fu(ab), fy(a,b)),
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diferencial D f(,)(h,k) funkcije f v tocki (a,b), izracunan na (h, k), pa je enak

0 0
Dfun (k) = G ad) b + 5L (@d) k= b+ flabk

Ze znani primer pokaze, da iz obstoja vseh parcialnih odvodov funkcije f v neki
tocki ne sledi diferenciabilnost funkcije f v tej tocki.

Primer 1.3.7. Naj bo

2xy

s m (eg) #(00) i £00)=0.

flzy) =

Pokazali smo ze, da je f,(0,0) = £,(0,0) = 0 in da funkcija f ni zvezna v (0,0).
Ker pa f ni zvezna v (0,0), tudi ni diferenciabilna v (0,0).

Naslednji izrek pa pokaze, da v kolikor vsi parcialni odvodi funkcije f obstajajo
in so zvezne funkcije (v tem primeru pravimo, da je f parcialno zvezno odvedljiva
funkcija), potem je f tudi diferenciabilna.

Izrek 1.3.3. Naj bo D C R"™ odprta mnozica in f : D — R parcialno zvezno
odvedljiva funkcija na D. Potem je f tudi diferenciabilna na D.

Dokaz. Navedimo le idejo dokaza v primeru n = 2, ideja dokaza za splosen n
je zelo podobna.
Naj bo (a,b) € D. Potem za “dovolj majhne” h in k iz enakosti

fla+h,b+k)= f(ab)+ (fla+h,b+k)— fla,b+k))+ (f(a,b+k)— f(a,b)),
iz. Lagrangeovega izreka [14, 17] in zveznosti parcialnih odvodov sledi, da je
fla+h,b+k) = flab) + fola, b+ k)h + f,(a,b)k
~ f(ab) + foa,b)h+ fy(a,b)k = f(a,b) + D fiap(h.k).

O

Naj bo D C R? odprta mnoZica in f : D — R diferenciabilna funkcija v (a,b) € D.
Potem “za majhne” h in k velja

fla+hb+Ek)~ flab) + fo(a,b)h + f,(a,b)k.

Ozna¢imo a+h =z, b+k =y in f(a,b) + fu(a,b)h + f,(a,b)k = z. Potem sledi, da
je

f(a:,y) ~ f(aab) + fx(a> b)(ﬂf - CL) + fy(a>b)(y - b) =z

Slednje pomeni, da desna stran dobro aproksimira vrednost f(z,y) za (z,y) “blizu”
(a,b). Kaj je geometrijski pomen enacbe

fa.0) + fola,b)(x — a) + fy(a,b)(y — ) = =
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oziroma enakovredno enacbe

fe(a,0)(x — a) + fy(a,b)(y —b) — 2+ f(a,b) = 07

Gre za enacbo tangentne ravnine v tocki T'(a,b, f(a,b)) na graf I'; funkcije f, kar
navedimo na tem mestu brez izpeljave.

1.3.1 Smerni odvod

Definicija 1.3.4. Naj bo G C R” odprta mnozica, (ay,...,a,) € G in f :

G — R. Naj bo € = (ey,...,¢e,) enotski vektor (|e] = /e? + - +¢e2 = 1).

Definiramo funkcijo ene spremenljivke
F(t) = f(a1 + ter,as + tes, ..., a, + tey,)

na odprti okolici ¢ = 0. Ce je I odvedljiva v tocki ¢t = 0, potem F'(0) imenu-
jemo smerni odvod funkcije f v tocki (ay,...,a,) v smeri vektorja € in ga
oznacimo z g—’;(al, ..., ap). Velja torej

of .. F)—F(0)
L fars o) = F0) = iy T2
:Pn(l) flay +teq, ... a, —|—tten) — flay,--- ,an)'

Opomba. Iz zgornje definicije je razvidno, da smerni odvod posplosuje pojem
parcialnega odvoda funkcije f. Res, za enotski vektor €= (0,...,0,1,0,...,0)
(kjer je 1 na i-ti koordinati) velja

a—f(al, cey Q) = 88;1{

o€

(a1,...,an) = fu,(a1,...,a,),

torej je smerni odvod v tem primeru enak parcialnemu odvodu funkcije f po
i-ti spremenljivki.

Izrek 1.3.5. Naj bo G C R” odprta mnozica in (ay, ..., a,) € G. Ce je funkcija

f : G — R diferenciabilna v tocki (ay,...,a,), potem ima f smerni odvod v
smeri poljubnega enotskega vektorja € = (ey,...,e,) in velja
of _
a—é(al, cosan) = Df anler, ... e,) =grad f(ai,...,a,) €

= fu a1, ...;an)er + -+ fo, (a1,...,a,)e,.
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Dokaz. Naj bo f : G — R diferenciabilna v tocki (as,...,a,), naj bo & =
(é1,...,e,) poljuben enotski vektor in

F(t) = f(ap +tey,ag +tey, ... a, +te,).

Ker je f diferenciabilna v tocki (ay,...,a,), obstaja taksna funkcija g (defini-
rana na okolici tocke (0,...,0) v R"), da je

lim . g(hy,...,hy,) =0
in
F(t>_F(O):f<a1+t€1;--‘7a‘n+ten)_f(alv"'aan)
= Dfiay,..am)(ter, ... ten) + glter, ... tey)|t].

F(t) — F(0) = (fo,(a1,...,an)er + -+ fo, (a1, ..., an)en)t + g(teq, ... tey)|t]

in zato je

F(t)— F(0

()t() = fo,(a1,...;an)er + -+ fo, (a1,...,a,)e, £ g(teq, ... tey,).
Ko posljemo t — 0, sklep izreka sledi. ]

Posebej si poglejmo primer, ko je n = 2. Tedaj je

(;J;(a,b) = fu(a,b)er + fy(a,b)es

= Dfp(er,e2) = grad f(a,b) - €
= |grad f(a,b)||e] cos p = [grad f(a,b)|cos ¢,
kjer je ¢ kot med gradientnim vektorjem grad f(a,b) = (fz(a.b), f,(a,b)) in enotskim
vektorjem € = (e, e2). Smerni odvod je torej najvecji natanko tedaj, ko je cosp = 1,
torej ko je kot ¢ = 0 in je zato

grad f(a,b) = ke
za nek k > 0 (ko vektorja grad f(a,b) in € kazeta v isto smer). Torej gradient

grad f(a,b) kaze v smeri najhitrejSega naraséanja funkcije f v tocki (a,b) in smerni
odvod v tej smeri je enak dolzini gradienta

lgrad f(ab)| = \/fo(a,b)? + f,(ab)2.
Ce je grad f(a,b) neniceln vektor, je smer najhitrejSega naraséanja funkcije f v tocki
(a,b) dolo¢ena z enotskim vektorjem

1 1
F=— orad f(ab) =
e gra f(a, ) \/fx(a’b>2 + fy(a’b)Q

lgrad f(a,b)] (fe(ad), fy(a,b)).
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Smerni odvod je najmanjsi natanko tedaj, ko je cosp = —1, torej ko je kot p =7
in je zato

grad f(a,b) = ké
za nek k < 0 (ko vektorja grad f(a,b) in € kazeta v nasprotno smer). Analogno velja

v poljubni dimenziji n.

Primer 1.3.8. Vzemimo funkcijo s predpisom f(z,y) = z%y. Smerni odvod v
tocki T'(1,2) in v smeri vektorja €, = (1,0) je enak

0

8(;_],0(1,2) =grad f(1,2)-(1,0) = (4,1) - (1,0) =4 = f,(1,2).
1

Smerni odvod v tocki T' v smeri vektorja ¢ = (2, 3) pa je enak

of
oL

|9]

@y 1
DB ARV ERRRV/ES

(1,2) = grad f(1,2) -

Obrat izreka 1.3.5 ne velja (iz obstoja smernih odvodov v poljubni smeri v splosnem
ne sledi, da je funkcija diferenciabilna, niti ne zvezna). Za ilustracijo si poglejmo
naslednji primer.

Primer 1.3.9. (vir: [7]) Naj bo

2

fag) =y 7 @) #00) i f00)=0.

Potem f ni zvezna v tocki (0,0) in zato tudi ni diferenciabilna v tocki (0,0). Za
poljuben enotski vektor €= (e, e3), €2 # 0 pa velja, da je
of f(tei, tes) — f(0,0) e

e 0:0) = lim t T e

1.3.2 Parcialni odvodi visjega reda

Definicija 1.3.6. Naj bo D C R" odprta mnozica in f : D — R parcialno

odvedljiva funkcija. Parcialni odvodi drugega reda v tocki (ay,...,a,) € D
so definirani kot parcialni odvodi prvih parcialnih odvodov, torej
o0 f o (of
f:cz‘v’vj(ala 0o >an) - 81'38331 (alv Tt 7an> - 0733] <8:1:l (ala 0o 7an)

za 1,j = 1,...,n. Parcialne odvode visjih redov definiramo analogno (oz.
iterativno z nadaljnjim parcialnim odvajanjem). Pravimo, da je f n-krat parci-
alno odvedljiva na D, ¢e vsi parcialni odvodi do vkljuéno n-tega reda obstajajo
v vsaki tocki iz D.
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Krajse oznake za visje parcialne odvode, ki jih pogosto uporabljamo:

fxa fy7 fxm fyyy fzy, fyg;, fmzx, .

Parcialna diferencialna enacba je enacba, v katerih nastopa funkcija vecih (vsaj
dveh) spremenljivk in/ali njeni parcialni odvodi (prvega ali visjih redov). Poglejmo
si zanimiv fizikalni primer iz [5].

Primer 1.3.10. Valovna enacba. Modelirajmo vibrajo¢o struno. Zelimo iz-
peljati enacbo (parcialno diferencialno enacbo), ki bo modelirala majhne tran-
sverzalne vibracije elasti¢ne strune, kot je na primer violinska struna. Struno
polozimo na abscisno os, jo raztegnemo na dolzino L > 0 in pripnemo na koncih
pri x = 0 in x = L. Problem, ki nas zanima, je dolocitev vibracij strune, to
pomeni izrac¢un odmika u(z,t) v toc¢ki x € [0,L] in ob poljubnem ¢asu ¢ > 0. Od-
mik wu(z,t) je reSitev parcialne diferencialne enacbe, ki jo bomo v tem primeru
izpeljali. Ker ne zelimo, da bi bila ta enacba prezapletena privzamemo dolo-
cene fizikalne poenostavitve, kar pomeni, da bo izracunana resitev tako dober
model za dejansko naravno situacijo, kolikor je v konkretni situaciji tem poe-
nostavitvam zadosceno. Privzamemo naslednje fizikalne poenostavitve oziroma
predpostavke:

1. Masa strune na enoto dolZine je konstantna (“homogena struna”). Struna je
popolnoma elasti¢na in se ne upira upogibanju.

2. Napetost, nastala zaradi raztezanja strune pred vpenjanjem na obeh koncih,
je tako velika, da lahko vpliv gravitacijske sile na struno (“ki struno vlece
navzdol”) zanemarimo.

3. Struna izvaja majhna transverzalna gibanja v vertikalni smeri, to je, vsak
delcek strune se premika strogo vertikalno na nacin, da sta odmik in naklon v
vsaki tocki strune majhna po absolutni vrednosti.

U

Za izpeljavo valovne enacbe analizirajmo sile, ki delujejo na majhen delc¢ek
strune, kar je tipi¢en pristop v mehaniki in drugje. Levo krajis¢e majhnega
delcka ozna¢imo s P(z,y), desno pa s Q(x + h,y + k), h = Az in k = Ay
sta “majhni” pozitivni stevili. Ker se struna ne upira upogibanju, sila deluje
tangencialno na krivuljo, ki doloc¢a obliko strune v vsaki tocki. Naj bosta F}
gibljeta le vertikalno, torej ni gibanja v horizontalni smeri. Torej morata biti
horizontalni komponenti konstantni, to pozitivno konstanto oznacimo z oznako
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F. Na silo gledamo formalno kot na vektor in v izpeljavi primerjamo ustrezne
komponente sil v tockah P in ). Z « oznac¢imo kot med tangento in vzporednico
z abscisno osjo v tocki P, z 8 pa oznac¢imo kot med tangento in vzporednico z
abscisno osjo v tocki ). Sledi, da je

Ficosa=Fycos3=F.

Vertikalni komponenti sil sta —F} sina in Fy sin 3. Po 2. Newtonovem zakonu
je velikost vertikalne komponente rezultante priblizno enaka produktu mase pl
in pospeska uy (z1,t), kjer je x1 € [z, x+h|. Tu p oznacuje konstantno dolzinsko
gostoto in [ oznacuje dolzino delcka nepremaknjene strune (geometrijsko jasno
je, dal — 0 in (z1,t) — (x,t), ko h — 0, k — 0 in tedaj tudi % — 1 zaradi
fizikalne predpostavke, da je naklon strune majhen). Torej je

Fysin § — Fysina = plug(z1,t).
Po deljenju zgornje enacbe s I} cosa = Fycos f = F in z [ dobimo

tan § — tan «
_—— = ﬁutt(ml,t).

l F

Tangens kota, ki ga tangenta na struno v dani tocki oklepa z abscisno osjo, je

enak parcialnemu odvodu odmika po spremenljivki z. Ce oznadimo ¢ = /F /p,
sledi
Uz (T 4+ hyt) — ug(x,t)

l

Ce dodatno predpostavimo, da je u dvakrat parcialno zvezno odvedljiva, potem
iz Lagrangeovega izreka sledi, da za nek x5 € [z, + h| velja

= c2utt(a:1,t).

Ugpe (T, t)h
(l2> = Puy(x1,t).
Posljemo h — 0, k£ — 0 in dobimo

Uge (7,1) = Cug(2,1).

Ta enacba je znana kot enorazsezna valovna enacba in jo bomo v nadaljevanju
resili z D’Alembertovo metodo.

Primer 1.3.11. Naj bo f(z,y,2) = 2%y + wsin(z®)22 + yv/22z + 1 za 2,y € R in
z > —%. Potem je
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fo(z,y,2) = 2zy + sin(2?) 2% + 32° cos(2?)2?,
fy(z,y,2) = ® + 22+ 1,

)
fo(z,y,2) = 2z sin(2®)z + ﬁ,
foa(2y,2) = 23/ + 1222 cos(2°)2* — 92° sin(2?) 2%,
fo(@,y,2) =
fay(,y,2) = Qx
fyal@:y,2) = 22,
for(m,y,2) = 2z sin(a®) — y(22 +1)7%/2,
fyz( r,y, Z) (275 + ) 1/2
foylzy,2) = 22+ 1)1
foz(2y,2) = 2z sin(2”) + 6x3 cos(z%)z,
fee(y,2) = 22 5111(333) + 62° cos(z%)z,
fay=(2,9,2) =
faye(2,y,2) =
Jooz(2,y,2) = 3y(2,z +1)7%/2,

V zgornjem primeru opazimo, da se zgodi, da sta enaka mesana odvoda f;, in f,, in
da sta enaka meSana odvoda f,. in f.,, podobno velja tudi za mesana odvoda f,. in
f.2. Bralcu se je morda postavilo vprasanje, ali se to zgodi vedno, ko mesani odvodi
obstajajo. Odgovor na to vprasanje je negativen, kot ilustrira naslednji primer iz

[7].
Primer 1.3.12. Naj bo

Flaw) = 252 () # (00) i £(0.0) =0

Funkcija f je zvezna na R2. Za (z,y) # (0,0) je
aty + 4xyP — o5

x® — 4x3y? — oyt
fy<x>y) = (.TQ _'_y2>2 )
1:(0,0) = 01in f,(0,0) = 0. Funkciji f, in f, sta zvezni na vsej ravnini R?. Toda
f(0,h) — f.(0,0) —hd
fxy(o O) a ilz—>0 h ilz—>0 he =1
" h h®
Jy2(0,0) = }llil% fy(R,0) = £,(0.0) = lim — = 1.
—

h h—0 h®
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V zgornjem primeru sta fy,(0,0) in f,,(0,0) razlicna. Razlog za to je, da vsaj ena
izmed funkcij f,, in f,, ni zvezna funkcija v (0,0), kar sledi iz naslednjega izreka,
ki ga je mogoce dokazati z netrivialno uporabo Lagrangeovega izreka.

Izrek 1.3.7. (vir: [12], [16, str. 101]) Naj bo D C R™ odprta mnozica, f : D —
R dvakrat parcialno odvedljiva funkcija, (aq,...,a,) € D ini,j € {1,...,n},

i #j. Ce sta 65,25;, in 85%536, zvezni funkciji v tocki (ag, ..., a,), potem je
10T 5 9 )
P () = 2 (ar,.. . a0)
Ay, ..., 0,) = ai, ..., 0,).
O0x;0x; ! " Ox;0x; ! "

Opomba. Analogno velja tudi za visje odvode.

Opomba. Lahko bi se prepricali, da v primeru 1.3.12 limita v (0,0) funkcije
fzy (in tudi funkcije f,,) ne obstaja. Zato funkciji f,, in f,, v tem primeru
nista zvezni v (0,0) (kar sledi tudi iz izreka 1.3.7, kot smo Ze omenili).

1.3.3 Parcialno odvajanje sestavljenih funkcij (verizno pravilo).

Sestavljeno funkcijo dveh spremenljivk F(z,y) = f(u(z,y),v(x,y)) pri primernih
predpostavkah parcialno odvajamo na naslednji nacin:

Fo(zy) = fulu(z,y), v(z,y))u-(z,y) + fo(u(zy), v(z,y))v.(2,y),

Fy(@y) = fulu(zy), v(zy))uy(e.y) + folulz,y), v(z.y))vy ()
oziroma zapisano na kratko in manj natanc¢no:

F, = fuuz + fuv.,

F, = fuuy + fovy.
Naslednji natancen izrek o parcialnem odvajanju sestavljenih funkcij je znan tudi

kot verizno pravilo.

Izrek 1.3.8. Naj bosta n, m € N, naj bosta G C R" in H C R™ odprti mnozici
in naj bodo f: G — R in uy,...,u, : H — R diferenciabilne funkcije. Naj za
vse (21,...,Tm) € H velja

(ur(x1, .. Tm), ey (T1, . ) € G.
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Definiramo F': H - R s
F(zy, ... xm) = flur(z1, ..o, Tm), o yun(T1, ooy ).

Potem je F' : H — R diferenciabilna funkcija in za vse (z1,...,%,) € H in
vsak i € {1,...,m} velja

OF

o (X1, ) = kZ::l (9;; (ur(z1, oy ),y ooy Un(T1, ooy T)) B (X1, .y Tn)-
Ceso f:G—Rinwu,...,u, : H— R parcialno zvezno odvedljive funkcije,

potem je tudi F': H — R parcialno zvezno odvedljiva funkcija.

Dokaz. Navedimo le osnovno idejo dokaza za m = n = 2, ideja dokaza za
splosna n,m € N je podobna.

V ta namen naj bodo f : G - R, u: H — R in v : H — R diferenciabilne
funkcije in naj bo funkcija F': H — R definirana s F'(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)).
Za majhne h.k.t,s iz diferenciabilnosti funkcij sledi

w(x + h,y + k) = u(z,y) + u(z,9)h + uy(z,y)k,

v(z+h,y + k) = o(zy) +v.(z,y)h + v, (z,9)k,
flu+t,o+s) =~ f(uw)+ fuluw)t+ f,(u,w)s.

Sledi
Flx+hy+k)=fulz+hy+k),viz+hy+k))

~ fu(z,y) + ug(z,y)h + uy(x,y)k, v(z,y) + ve(z,y)h + v, (z,y)k)
~ flu(zy),v(@y)) + fululz.y), v(y)) (ue(zy)h + uy(z,y)k)+
+fo(u(@y), v(@.y)) (ve(@.y)h + vy (z,9)k)
~ F(z,y) + h(fulu(zy), v(z.y)us(z.y) + folw(@y), v(z.y))v.(z.y))
E(fu(u(@,y), v(zy))uy(z.y) + fo(u(@y), v(z.y))vy(z,y))-

Iz enoli¢nosti diferenciala DF, ,)(h,k) sledita Zeleni formuli
Fo(r,y) = fulu(z,y), v(@y)) ua(z,y) + folu(zy), v(zy))va(z,y),

Fy(x,y) = fulu(z,y), v(@y))uy(zy) + foluley), v(ey))v,(z,y).

Ceso f:G — Rinu,w: H— R parcialno zvezno odvedljive funkcije, potem
iz izpeljanih formul sledi, da je tudi F' : H — R parcialno zvezno odvedljiva
funkcija. ]

Primer 1.3.13. Naj bo f : R? = R, (u,v) — f(u,v) dvakrat zvezno parcialno
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odvedljiva funkcija in u(z,y) = zy in v(x,y) = x — y. Definirajmo

F(zy) = f(u(zy),v(z,y)) = f(ry,z —y)

in izracunajmo F,(z,y) (izrazimo ga s parcialnimi odvodi funkcije f in z u(z,y)

in v(z,y)).
Po veriznem pravilu je

Nadalje je

me(x,y) = (fuu(zy, v — )2 + fuo(zy, v —y)(—1))y
+ fulzy, ® = y) + foulry, © — y)2 + foo(vy, z — y)(—1).

Ker je pri zgornjih predpostavkah f,, = fo., je

ny(l’,y) = fuu(u(x,y), U(ac,y))u(x,y) + fm}(u('ray)ﬂ U(ac,y))v(m,y)
+ fululzy), v(zy)) = foo(ulz,y), v(z,y)).

Izracune, podobne zgornjemu, pogosto srecamo pri reSevanju razlicnih fizikalnih
parcialnih diferencialnih enach, ko z vpeljavo novih koordinat in uporabo veriznega
pravila enac¢bo preoblikujemo v preprostejso obliko.

Poglejmo si zanimiv primer uporabe veriznega pravila, znan tudi kot D’Alembertova
resitev valovne enacbe [5].

Primer 1.3.14. Naj bosta a in b realni stevili, L > 0, ¢ > 0 in v dvakrat parci-
alno zvezno odvedljiva funkcija, ki zado$¢a enodimenzionalni valovni (parcialni
diferencialni) enacbi

2

U (2,t) = Uy (1) za x € [0,L] in t > 0.

Spomnimo se, da u(x,t) lahko interpretiramo kot odmik strune v tocki x ob
Casu t. Privzemimo robna pogoja u(0,t) = u(L,t) = 0 za t > 0 (struna je
je f dvakrat in g enkrat zvezno odvedljiva funkcija na [0,L] (f(z) predstavlja
zaCetni odmik in g(x) zacetno hitrost v tocki x € [0,L]).

Vpeljemo novi “koordinatni funkciji” v = v(z,t) = x + ¢t in in w = w(z,t) =
x — ct (razlog za to se skriva v metodi karakteristik, ki je v sploSnem ne bomo
obravnavali v tem uc¢beniku). Definiramo tako novo funkcijo U, da bo veljalo
u(z,t) = U(v(z,t), w(z,t)). Torej izracunamo z = (v +w) in t = 5-(v —w)) in
dobimo 1 1

Uv,w) =u (2(1) + w), 2C(U w)) :

Uporabimo verizno pravilo, poenostavimo in dobimo:

ug(w,t) = Up(v(z,t), w(z,t)) + Uy (v(2t), w(z,t)),
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w(x,t) = Up(v(z,t), w(z,t))c+ Uy(v(z,t), w(z,t))(—c),
Uz (2,t) = Upp(v(2,t), w(,t)) + 2Up (v(2,t), w(z,t)) + Upw(v(x,t), w(z,t)),
ug (z,t) = & (Upo(v(@,t), w(w,t)) — 2000 (v(2,t), w(w,t)) + Upo (v(z,1), w(z,t))) .

2

[zracunano vstavimo v valovno enacbo uy(x,t) = ¢
dobimo, da je

Uge(2,t), poenostavimo in

Upw(v(z,t), w(z,t)) =0 za x € [0,L] in t > 0.

Zadosc¢a torej resiti parcialno diferencialno enac¢bo U, (v, w) = 0. Pri fiksnem
v integriramo po w in dobimo U, (v, w) = h(v). Pri fiksnem w integriramo po
v in po osnovnem izreku analize dobimo

Uvw) = / h(s)ds 4+ ¥ (w).
0
Oznacimo ¢(v) = [5 h(s)ds, od koder sledi
Ulv,w) = p(v) + ¢(w),
kjer sta ¢ in ¢ poljubni dvakrat zvezno odvedljivi funkciji, definirani na pri-
merni domeni. Z upostevanjem u(x,t) = U(v(x,t),w(x,t)) sledi, da je splosna
resitev valovne enacbe enaka
u(x,t) = p(x +ct) +(z — ct) za x € [0,L] in t>0.

Z upostevanjem zacCetnih pogojev u(z,0) = f(z) in w(z,0) = g(z) se lahko z
detajlnim, a ne pretirano tezavnim izracunom prepricamo, da je

u(ed) = 5 (et + f =)+ 5 [ gls)ds

2c —ct

N | —

zavse x € [0,L] in ¢t > 0. Ta resitev je znana kot D’Alembertova resitev valovne
enacbe. Pozoren bralec je opazil, da je ta resitev neodvisna od robnih pogojev

.....

.....

zaCetku opazovanja miruje), se lahko prepricamo v naslednje: resitev je oblike

u(z,t) = 5 (f(z +ct) + f(z = ct))

(NN

za vse x € [0,L] in t > 0. V kolikor razsirimo funkcijo f do funkcije f, ki je
definirana na vsem R, iz privzetih robnih pogojev sledi, da mora f biti liha
funkcija, ki ima periodo 2L.
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1.3.4 Taylorjeva formula

Poglejmo si Taylorjevo formulo za funkcije dveh spremenljivk, ki sledi iz Taylor-
jeve formule za funkcije ene spremenljivke ([14], [L7]). Taylorjeva formula je temelj
za Stevilne inzenirske racunske postopke in numeriéne metode. V praksi je tako
pogosto uporabljena za rac¢unanje primernih aproksimacij, poleg tega pa je tudi po-
membno formalno matemati¢no orodje. Na podoben nacin, kot bomo orisali spodaj,
lahko izpeljemo tudi Taylorjevo formulo za funkcije ve¢ spremenljivk ([7]), vendar se
tudi zaradi jasnosti in nazornosti omejimo le na primer funkcije dveh spremenljivk.

Naj bo D C R? odprta mnozica, (a,b) € D in f : D — R (n + 1)-krat zvezno
parcialno odvedljiva funkcija. Naj bosta h, k € R taksna, da je (a + h,b+ k) € D.
Na primerno majhni odprti okolici definiramo (n+1)-krat zvezno odvedljivo funkcijo
ene spremenljivke

F(t) = f(a+th,b+tk).

Opazimo, da je F'(0) = f(a,b) in F(1) = f(a+h,b+k) in da tocke (a+th,b+tk) za
t € [0,1] leZijo na daljici med toc¢kama (a,b) in (a+h,b+k) v ravnini R%. Uporabimo
Taylorjevo formulo za funkcijo F', razvito okoli tg = 0 ([14], [17]):

t2 t"
F(t) = F(0) + tF'(0) + 5F”(O) 4+t EF(”)(O) + R, (1),
kjer je ostanek R, (t) enak
R tn-‘rl F( )
n(t) = "
=G5 (©)

za nek c oblike ¢ = 7t za neko stevilo v € [0,1] (torej za nek ¢, ki lezi na intervalu
med 0 in ¢). Odvode funkcije F izra¢unamo s pomocjo veriznega pravila. Sledi

F'(t) = fo(a+th,b+th)h + f,(a +th,b+ th)k

in torej

F/(O) = fo(a,b)h + fy(a7 b)k.

Za visje odvode nadaljujemo analogno (nadaljujemo z odvajanjem, uporabimo veri-
zno pravilo in vstavimo t = 0 vse do n-tega odvoda, v (n 4+ 1)-vi odvod pa vstavimo
c¢). Dobimo na primer,

F"(0) = foo(a,b)h* + 2fu, (a,b)hk + fyy(a, b)k?,

kjer smo v izpeljavi tudi upostevali, da sta mesana odvoda enaka f,,(a,b) = f,.(a,b).
V Taylorjevo formulo za F' vstavimo izracunane vrednosti

F(0), F'(0),..., F™(0), F™* ().

Vstavimo tudi ¢ = 1 (saj nas zanima formula za F'(1) = f(a+ h,b+ k)) in oznac¢imo
at+h=zinb+k =y, torejjeh =ax—a, k=y—>bin f(x,y) = f(a+h,b+k) = F(1).
S tem smo orisali izpeljavo spodnjega izreka.



1.3. Parcialni odvodi, gradient, diferencial, smerni odvodi, parcialni odvodi visjega reda,
verizno pravilo, Taylorjeva formula 26

Izrek 1.3.9. (Taylorjeva formula) Naj bo D C R? odprta mnozica, (a,b) € D
in f: D — R (n+ 1)-krat zvezno parcialno odvedljiva funkcija. Za (z,y) € D
velja

f(z.y) = Ta(z,y) + Ru(zy),

kjer je
To(oy) = f(@) + fa(ab)@ = @) + fyfab)y =) +
[fm<a,b><x — a)*+2foy(ad)(z — a)(y — b)+ fyy(a,d) (y — b)’]
bt 3 (1) e (o - a0~ 0

L5~ <n+1> oy (o,p) (x — @)™ F(y — b)F,

Ry, ( ,y +1 l Z axnntlfkayk

kjer je (o,u) neka tocka na daljici med tockama (a,b) in (x,y), torej je (o,u) =
(a+v(x—a)b+v(y — b)) za nek v € [0,1].

Polinome T),(x,y) dveh spremenljivk imenujemo Taylorjevi polinomi, stopnje n
razviti okrog tocke (a,b). Oznaka (Z) oznacuje binomski simbol

<n> n! nn—1)---(n—k+1)

k] K=k k(k—1)---1

Binomski simboli tvorijo dobro znani Pascalov trikotnik in velja

()= ()= ()= (2 )+ G 20)= ()

Stevilo (Z) je enako Stevilu nac¢inov, na katere lahko iz mnozice n elementov izberemo
podmnozico s k elementi. Zakaj ta Stevila nastopajo v Taylorjevi formuli? Razlog je
v tem, ker ravno sovpadajo s stevilom enakih primernih mesanih parcialnih odvodov
funkcije f.

Ce je f poljubno mnogokrat zvezno parcialno odvedljiva in je nlgngO R, (z,y)=0 za vse
(x,y) iz neke odprte okolice tocke (a,b), potem recemo, da je na tej okolici funkcija
f analiti¢na funkcija, saj je enaka svoji Taylorjevi vrsti, razviti okrog tocke (a,b):

f(zy) = f(a,b) + fo(ab)(z —a)+ fy(a,b)(y — b)+
+21! oo (@,d) (2 —=0) 42 (D) (@ =) (y =0)+ fi (D) (y =)+ -

=1 (Z <k> m(a’b)@ —a)"*y - b)’“) ,

k=0
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1.4 Ekstremi funkcij vec¢ spremenljivk

Lokalni ekstremi primerne funkcije vec¢ spremenljivk so, intuitivno, “vrhovi” in “dna
vrtac” grafa funkcije, podobno kot pri funkciji ene spremenljivke. Gradient funkcije
ve¢ spremenljivk bo v teh tockah nicelni vektor. V primeru funkcije dveh spre-
menljivk je tangentna ravnina grafa funkcije v teh tockah vodoravna. V primeru
lokalnega maksimuma, bodo tocke v dovolj majhni okolici imele vrednost, ki je
manjsa ali enaka vrednosti, kot jo imajo v maksimumu samem (in obratno, ki je
veCja ali enaka vrednosti, kot v minimumu).

Vsekakor iskanje lokalnih ekstremov spada med najbolj uporabne aplikacije infini-
tezimalnega racuna.

« Recimo, da Zelimo optimizirati zra¢ni upor pri oblikovanju letala. Ce obliko
modeliramo kot funkcijo n parametrov in konstruiramo funkcijo, ki vrne sku-
pno upornost glede na parametre, nas zanimajo (lokalni) minimumi te funkcije.

o Pri strojnem ucenju, ki ima prostor spremenljivk tipi¢no izjemno velik, model
naucimo tako, da minimiziramo stroskovno funkcijo.

« Pri oblikovanju artikla imamo lahko ve¢ parametrov (spremenljivk) razli¢nih
pomenov (koli¢ina materiala, cas izdelave, operativni stroski,...), tipi¢no zelimo
minimizirati stroskovno funkcijo, ki je odvisna teh parametrov. Lahko pa nas
morda zanima tudi maksimum funkcije zanesljivosti izdelka.

V tem poglavju bomo spoznali, kako taksne ekstremne vrednosti dane funkcije iz-
racunamo in kako jih karakteriziramo.

Definicija 1.4.1. Naj bo D C R", (ay,...,a,) € D in f : D — R. Funk-

cija f ima globalni maksimum v tocki (ai,...,a,), Ce je f(z1,...,2,) <
f(ai, ..., a,) za vse tocke (z1,...,x,) € D.
Funkcija f ima globalni minimum v tocki (ay,...,a,), ¢eje f(z1,...,2,) >
flas,...,a,) za vse tocke (z1,...,x,) € D.

Definicija 1.4.2. Naj bo D C R" odprta mnozica, (ai,...,a,) € D in f :

D — R. Funkcija f ima lokalni maksimum v tocki (a4, ..., a,), ¢e obstajata
taksen r > 0 in taksna odprta krogla O((ay,...,a,),r), da je f(xy,...,z,) <
flai,...,a,) za vse tocke (x1,...,2,) € O((a1,...,a,),r).

Funkcija f ima lokalni minimum v tocki (aq, . .., a,), ¢e obstajata taksen r >
0 in taksna odprta krogla O((ay, ..., ay,),r), daje f(z1,...,2,) > f(a1,...,an,)
za vse tocke (x1,...,x,) € O((ay,...,a,),r).

Lokalne maksimume in lokalne minimume funkcije imenujemo lokalni ekstremi.
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Definicija 1.4.3. Naj bo D C R" odprta mnozica, (ai,...,a,) € Din f: D —
R zvezno parcialno odvedljiva funkcija. Funkcija f ima v tocki (aq, as, ..., ay)
stacionarno tocko, kadar so vsi prvi parcialni odvodi funkcije f v tej tocki
enaki nic:

fei(ar,a9,...,a,) =02zai=123,...n,

oziroma grad f(ay,as, ..., a,) = 0.

Izrek 1.4.4. (vir: [2, str. 388]) Naj bo D C R™ odprta mnozica, (a1, ...,a,) €
D in f : D — R zvezno parcialno odvedljiva funkcija. Ce ima f v tocki
(ay,...,a,) lokalni ekstrem, potem je (aq,...,a,) stacionarna tocka funkcije

f.

Stacionarno tocko funkcije f, ki ni lokalni ekstrem imenujemo sedlo funkcije f.
Stacionarna tocka je lahko torej ali lokalni ekstrem (lokalni maksimum ali lokalni
minimum) funkcije f ali pa sedlo.

Naj bo D C R? odprta mnoZica in f : D — R zvezno parcialno odvedljiva funkcija
dveh spremenljivk. Tocka (g, o) je stacionarna tocka funkcije f natanko tedaj, ko
je

of of

— =0 in — =0.

o (0,90) mn By (z0,%0)

Za stacionarno tocko (zg,y0) velja, da je tangentna ravnina na graf funkcije f v tocki
(20, Yo, f(T0,yo)) vodoravna, torej vzporedna zy ravnini. Stacionarne tocke dvakrat
zvezno parcialno odvedljive funkcije f klasificiramo s pomocjo drugih parcialnih
odvodov

0*f 0*f 0*f

Jea(,y) = @(:v,y), Jay(2,y) = axay(m,y), foy(2y) = asz(%y)

in z determinanto Hessejeve matrike

_ fm(%y) fzy(xay)
HIEO) = F @) fulzy)

funkcije f, kar pove naslednji izrek, ki sledi iz Taylorjeve formule.

Izrek 1.4.5 (klasifikacija stacionarnih tock funkcije dveh spremenljivk). (vir: [12])
Naj bo (xg, yo) stacionarna toc¢ka dvakrat zvezno parcialno odvedljive funkcije
f. Ceje

o detH f(xo,90) > 01in %(wo,yo) < 0, potem je (zo, yo) lokalni maksimum,

o detH f(xo,y0) > 0 in %(mo,yo) > 0, potem je (xg,yo) lokalni minimum,

o det Hf(xo,90) <0, potem je (zo,yo) sedlo,
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o det Hf(xo,50) = 0, potem je kriterij nesklepcen (tocka (z,yo) je lahko
lokalni maksimum, lokalni minimum ali sedlo funkcije f).

Za klasifikacijo stacionarnih tock funkcije ve¢ spremenljivk, moramo spoznati pojem
negativne in pozitivne definitnosti matrike.

Naj bo M kvadratna matrika. Z D, oznac¢imo poddeterminanto zgornje leve k X k
podmatrike matrike M. Stevilo D; imenujemo tudi glavni k-minor matrike M.
Simetri¢ni matriki pravimo, da je pozitivno definitna, ¢e ima vse glavne k-minorje
(poddeterminante) Dy pozitivne. Simetriéni matriki pravimo, da je negativno
definitna, ¢e so vsi lihi glavni minorji negativni, vsi sodi glavni minorji pa pozitivni,
Dy <0,Dy>0,D3<0,....

Za dvakrat zvezno parcialno odvedljivo funkcijo f n spremenljivk je njej pripadajoca

n x n Hessejeva matrika H f(x1,22,...,x,) enaka
fx1x1($17$27"‘7xn) fxlxz(xbe)"'axn) fxla:n(-rla-r%---axn)
fxle(mla*m?a--'aa:n) fmgzg(xlax%"'axn) fxgxn(ajlam%--'axn)
fmnzl(xhx?w”axn) f:cnzg(xbm%”';q;n) fmnzn(xhx%”-axn)

Izrek 1.4.6 (klasifikacija lokalnih ekstremov funkcije vec spremenljivk). (vir: [12])

Naj bo (aq,as,...,a,) stacionarna tocka dvakrat zvezno parcialno odvedljive
funkcije f.
o Ceje Hf(ay,as,...,a,) negativno definitna, potem je v tej tocki lokalni
maksimum,
o Ce je Hf(a,as,...,a,) pozitivno definitna, potem je v tej tocki lokalni

minimum funkcije f.

Primer 1.4.1. Funkcija f: R? — R naj bo dana z

flry) =y* — 2%y —ay.
Pois¢imo stacionarne tocke funkcije f(z,y). Izenac¢imo parcialna odvoda z 0
falzy) = —2zy—y=0,
fy(xay) - 2y - 'TQ — T = 07
izrazimo y iz druge enacbe in vstavimo v prvo. Dobimo

3, 1

—z(2® +2)— (2* +2)/2 = —2° - 2% T %= 0.
Stacionarne tocke so 71(0,0), T5(—1,0) in T5(—1/2,—1/8). 1z Hessejeve matrike
Hf(zy) = _2;23 1 _23:2_ L lahko ugotovimo, da je T3 lokalni minimum,

ostali dve tocki sta sedli, kot prikazuje slika.
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Graf funkcije f(z,y) = y* — 2%y — zy.

Primer 1.4.2. Za funkcijo s predpisom f(z,y,2) = e +(x+y+1)%+22 poiséimo
stacionarne tocke in dolo¢imo njihov tip. Za stacionarno tocko mora veljati

falwy,2) = 2™ +2(x +y+1) =0

fu(y,z) =2(x+y+1)=0
fo(zy,2) =22=0

Resitev sistema enacb je tocka zg =0, yo = —1, 2o = 0.
Izracunajmo Se Hessejevo matriko funkcije f:

foawy2) folvyz) foloyz)] [2¢7 +42% +2 2 0
Hf(xy,2) = | fra(®,9,2)  fru(®y,2) fu(zy2)| = 2 2 0
fzx('l'.?y?z) fzy(‘r?y?’z) fZZ(x7y7Z) 0 0 2
Izracunajmo Se Hessejevo matriko v stacionarni tocki:
4 2 0
HfO0,—1,0)=12 2 0
0 0 2
4 9 4 2 0
Glavni minorji so pozitivni, Dy =4, Dy = =4, D3=12 2 0| =8, torej
22 0 0 2
je matrika pozitivno definitna in imamo pri g = 0, yo = —1, 2o = 0 lokalni

minimum.
1.4.1 Vezani ekstremi

Postaviti Zelimo silos s polkroZzno streho, ki bo imel volumen 1000m?. Kaksne naj
bodo dimenzije silosa, ¢e zelimo porabiti kar se da malo materiala? V kolikor znasa
cena strehe (hemisfere) 50 EUR na kvadratni meter, cena navpicnih sten (valja) pa
20 EUR na kvadratni meter, koliksne naj bodo dimenzije, da bo cena ¢im nizja [1]7?
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Naj r oznacuje polmer silosa, h pa visino valja. PovrSina sfere je Py; = 4mr?,
volumen sfere je Vyy = %7”“3, sledi, da je povrsina silosa dana z enacbo

P(r,h) = 2rrh + 27702,

volumen pa je dan z enacbo

2
V(r,h) = nr’h + §7TT3.

Zelimo torej poiskati minimum funkcije P(r,h) pri pogoju V (r,h) = 1000. V drugem
primeru pa Zelimo poiskati minimum funkcije C(r,h) = 20 - 27rh + 50 - 2772, pri
istem pogoju V (r,h) = 1000.

Taksno nalogo najbolj elegantno resimo z metodo vezanih ekstremov (v literaturi
je znana tudi kot metoda Lagrangeovih mnoziteljev).

Metoda Langrangeovih mnoziteljev temelji na naslednjem izreku.

Izrek 1.4.7. (vir: [12]) Naj bo D C R? odprta mnoZica in naj bosta f : D — R
in g : D — R zvezno parcialno odvedljivi funkciji. Potem enacba g(z,y) = 0
doloca krivuljo v obmocju D.

Kandidati za lokalne ekstreme funkcije f(z,y) vzdolz krivulje (vezi) g(z,y) =0
so stacionarne tocke Lagrangeove funkcije

F(l‘,y,)\) = f(xvy) - )\g(l‘,y)

Izrek torej pravi, da je dovolj poiskati resitve sistema enacb grad F' =0 :

OF

%(%y;/\) = 07
OF
aiy('ruy?A) - 07
OF

5(1’7%)\) = _g('ray) = 07



1.4. Ekstremi funkcij ve¢ spremenljivk

32

za Lagrangeovo funkcijo F.

Funkcijo f : D — R iz zgornjega izreka vcasih imenujemo kriterijska funkcija.

V naslednjem poglavju bomo pokazali, kako za dano stacionarno toc¢ko Lagrangeove

funkcije pokazemo, da je tudi v resnici vezani ekstrem.

Primer 1.4.3. Pois¢imo vezane ekstreme funkcije f(z,y) = 2% — y? pri pogoju

2?2 +y? = 4.

Graf funkcije f(z,y) = 22 — y? in njegov presek s ploskvijo x? + y? = 4.

Na sliki vidimo, da pogoju ustreza sklenjena krivulja na grafu funkcije f. 1z
slike opazimo tudi, da imamo Stiri vezane ekstreme. Res, zapisimo Lagrangeovo

funkcijo

F(.’L’,y,A) = .’I2 - y2 - >\(x2 + y2 - 4)

in izracunajmo parcialne odvode funkcije F"

F
aagc(x,y,k) =2x —2\x =0,
oF
oF

oy @y == +y" - 4) =0.

O\

Iz prve enacbe sledi = 0 ali A = 1. Ce z = 0, iz tretje enacbe sledi y = 2.
Ce XA = 1, potem iz druge enacbe sledi y = 0, iz 3. enacbe pa nato dobimo
xr = £2. Imamo torej Stiri kandidate za ekstreme: T} 2(0, £ 2) in T54(£2,0).

Primer 1.4.4. Oglejmo si problem s silosom na zac¢etku poglavija. Zelimo torej
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poiskati lokalni minimum funkcije
P(r,h) = 2wrh + 2w,

pri pogoju
2
g(r,h) = 7r’h + §7T7°3 — 1000 = 0.

Napeljemo torej Lagrangeovo funkcijo
2
F(r,h,\) = 2mrh + 27r% — XN(mr?h + §7T7’3 —1000).

[S¢emo torej resitve sistema enach grad F' = 0:

F

%(r,h,A) = 27th + dar — A\(2nrh 4 271) = 0
.
F

gh(r,h,)\) =21r — A’ =0

OF

2
2 3
— 1 —
3 (r,h,A) = —(mr<h + 57T 000) =0

Dobimo resitev r = 5 % in h = 0. Vidimo torej, da najmanj materiala
porabimo, ¢e postavimo samo hemisfero brez sten valja.
V primeru minimizacije stroskov pa zelimo poiskati minimum funkcije C(r,h) =
407rh + 1007r? pri pogoju
2 2 3
g(r,h) = mreh + 3™ 1000 = 0.
Napeljemo Lagrangeovo funkcijo

_ 2
F(r,h,\) = 40mrh + 100w — A(7r®h + §7rr3 —1000).

Sistem enac¢b grad F = 0 nam sedaj da resitev

5/ 3000 . 5/ 81000
= —— =~ 44 h =] ~ 13.28.
r ix 43 n i 3.28

Polmer silosa torej znasa priblizno 4,43m, visina valja pa priblizno 13.28m. 1z

3000 ,/81000
ol J==7 ~ 1040
(\/ 117’ \/ 117 )

sledi, da znasa cena izdelave silosa priblizno 1040 EUR.
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Primer 1.4.5. Temperatura v tocki T'(z,y) na enotski kroznici (v ravnini R? s
sredis¢em v izhodis¢u) je podana z enacbo f(z,y) = 1 4+ xy. Poiskati Zzelimo
tocke z najnizjo in najvisjo temperaturo.

Na spodnji sliki je vidna enotska kroznica in nivojnice funkcije f.

15F ; !
[ 05 \ 2 ]
[ -05 X ]
1.0} \\ {

OO:»
-os}
s 2\ 0
10:> \
- [ \ 0.5
:. \
15l A -05 ]
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
[S¢emo kandidate za lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 1 + zy pri pogoju

2 +y?—1=0.
Napeljemo Lagrangeovo funkcijo

Resiti moramo sistem enacb

oF
or oy — 2\ —
oy GYA) =y =22z =0
F
oF
oy @y = —(@+y*=1)=0

Iz prvih dveh pogojev vidimo, da mora veljati A = j:%, iz Cesar sledi x =
1

+y. Ce x = vy, iz tretje enakosti dobimo tocki Tl,g(j:%, + ﬁ), ‘e x = —y,
iz tretje enakosti dobimo $e tocki T3,4(i%, T %) Iz slike lahko opazimo
tudi, da so vezani ekstremi ravno v tockah, kjer je tangenta na krivuljo, ki jo
doloc¢a pogoj, ravno vzporedna nivojnicam kriterijske funkcije, oziroma, kjer je

tangenta pravokotna na gradient kriterijske funkcije. To velja v splosnem.
Metodo vezanih ekstremov je mogoce posplositi tudi na funkcije ve¢ spremenljivk.
Izrek 1.4.8. (vir: [12]) Naj bo D C R™ odprta mnozica in g : D — R zve-

zno parcialno odvedljiva funkcija. Naj bo dana Se zvezno parcialno odvedljiva
kriterijska funkcija f: D — R.
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Kandidati za lokalne ekstreme funkcije f(z1,29,...,2,) vzdolz krivulje (vezi)
g(x1,x9,...,x,) = 0 so stacionarne to¢ke Lagrangeove funkcije

F(z1,x9,...,Zn, A) = f(x1,22,...,2,) — Ag(21,Z2, ..., Zp).

Primer 1.4.6. Dan je zavrten elipsoid z enacbo

4y +yt 422 = 1.

Poiscimo tocke, ki so najmanj in najbolj oddaljene od koordinatnega izhodisca.
Za poljubno tocko (z,y,z) velja, da je njena oddaljenost od izhodis¢a dana
z d(xy,z) = V2?2 +y?+ 22, Za kriterijsko funkcijo lahko vzamemo funkcijo
flzy,2) = d(z,y,2)*> = 2% + y*> + 22, saj doseZe razdalja minimum natanko
takrat, ko doseze minimum njen kvadrat.

Napeljemo Lagrangeovo funkcijo

F(‘,Evy?Z?/\) - ZL'2 + y2 + Z2 - A(xQ +zy + y2 + 22 — ]-)7

sistem enacb

F
gx(x,y,z,)\) =2r— A2z +y) =0,
OF
8—y(:v,y,z,)\) =2y — ANz +2y) =0,
F
Z(x,y,z,)\) =2z—)\2z) =0,
z
OF 2 2 2
a(m,y,z,)\) =—("+ay+y +taz+2—-1)=0

ima resitve Ty (41, F1,0), Ty 4(+%, +

75 £75,0) in T56(0,0, £ 1).
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[zracunamo lahko se razdalje od izhodisca:
2
d(Tl) = d(TQ) = \/5, d(Tg) = d(T4) = \/; 1mn d(T5) = d(Tﬁ) =1.

Sklepamo, da so polosi elipsoida /2, \/g in 1. Tocki T}, sta lokalna maksi-
muma, tocki 75 4 sta lokalna minimuma, tocki 75 ¢ pa sta sedli.
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1.5 lzrek o implicitni funkciji

Implicitna funkcija je osnovno orodje za proucevanje stacionarnih tock zvezno
parcialno odvedljivih funkcij. Enacba oblike

F(zy) =c (1.5.1)

lahko definira eno spremenljivko, na primer y, kot funkcijo druge spremenljivke x.
V tem primeru pravimo, da je y implicitno podana funkcija spremenljivke x.

Izrek 1.5.1 (o implicitni funkciji za dve spremenljivki). (vir: [4]) Naj bo F': D —
R, D C R?, zvezno parcialno odvedljiva funkcija in naj bo (x¢,yo) € D taksna
tocka, da velja

oF

F(xo,y0) = ¢ in @(x07y0) # 0,

potem obstajata odprta intervala U,V C R, kjer zq € U in yy € V ter taksna
enolicna zvezno odvedljiva funkcija f: U — V, da velja

F(z, f(z)) =c
F(z) = — g d @) (1.5.2)

—

z,f(x))

oy

za vsak © € U. V posebnem, velja tudi

oF
f/(xo) = —7%( ° yO)-
Ty(‘rmy())

Opomba. Ocitno velja analogna razliCica izreka za spremenljivko y, ¢e velja

9E (20,10) # 0. Pri tem se vlogi obeh spremenljivk zamenjata.

Opomba. V literaturi velikokrat zasledimo razlic¢ico izreka, kjer je ¢ = 0. Gre
za ekvivalenten izrek, saj lahko iz enakosti F'(x,y) = ¢ vedno skonstruiramo
funkcijo G(z,y) = F(x,y) — ¢, kjer sta pogoja F(z,y) = ¢ in G(z,y) = 0
ekvivalentna.

Ce odvajamo enakost 1.5.2, dobimo formulo za izrac¢un drugega odvoda v tocki z,
ki se glasi:

() — e 00) 255 o 0) ") 5 (o) (50)?
N F :

?Ty(xo;yo)
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Izrek o implicitni funkciji lahko posplosimo na funkcijo ve¢ spremenljivk. V spo-
dnjem izreku n-terico (z1,...,T,_1,2,) na kratko oznac¢imo z (z,y), kjer je x =
(X1, ..y Tpo1) IN Y = Ty

Izrek 1.5.2 (o implicitni funkciji za ve¢ spremenljivk). (vir: [4]) Naj bo F :
D — R, D C R", zvezno parcialno odvedljiva funkcija. Oznacimo (z,y) =
(r1,...,Tp_1,y) € R"™1 x R =R". Naj bo (x¢,yp) € D taksna tocka, da velja

OF

F(xo,y0) = ¢ in afy(ib’o,yo) # 0,

potem obstajata odprti okolici U C R™! tocke x¢ in V' C R tocke yo ter taksna
enoli¢na zvezno parcialno odvedljiva funkcija f : U — V, da velja

F(z, f(z)) =c
: o8 (1, (z)
3f Ox; T,J\T g
(@)=—-3——, t=1,...,n—1L (1.5.3)
I o (x,f())
za vsak © = (x1,...,x,_1) € U. V posebnem, velja tudi
of %(%;yo) .
To)=—F50——, t=1,...,n—1.
0$i( 0) %5(550,?/0)

Ce odvajamo enakost 1.5.3, dobimo formule za mesane parcialne odvode funkcije f
v tocki xg, ki se glasijo:

TS () = — g <a2F( T A A
0z;0x; To) = %(%,yo) 920z, Z0,Yo D0, Z0,Yo o1, o
+ Oz,02, (9307190)3761,(%0) + o1, 0, (wo,yo)awi (xo)axj(gyo))

Primer 1.5.1. Pois¢imo enacbo tangente na krivuljo stiriperesne deteljice na
spodnji sliki, dane z enacho

(2% +y*)? — da?y? = 0, (1.5.4)

S

v tocki T'(3, ¥%2).
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1L

Stiriperesna deteljica.

Oznacimo F(z,y) = (2 +y?)® — 42%y? in najprej preverimo, da tocka T(%, %)

res zadosca enacbi F'(z,y) = 0. Izracunajmo parcialni odvod %—Z(x,y) = 6y (22 +

y*)? — 82y, v tocki T je enak: %—5(%, %) = —93% # 0. Po izreku o implicitni
funkciji lahko sedaj sklepamo, da obstaja okolica U stevila % in funkcija f :
U — R tako, da velja F(z,f(z)) = 0 za vsak x € U. Ker je parcialni odvod
funkcije F' po spremenljivki = enak %—i(m,y) = 6x(2? + y*)? — 8xy?, lahko po
izreku izrac¢unamo tudi odvod funkcije f v dani tocki:

Zapisemo enacbo tangente na krivuljo v tocki 7"

5
y:ﬁx—\/g.

Primer 1.5.2. Implicitno podana ploskev, dolo¢ena z enacbo

2
(b— \/y2+z2> +2* = a?,

predstavlja pokoncen torus (torus si predstavljamo kot cev (ali plasé¢ valja), ki
smo jo ustrezno zvili in njena konca staknili skupaj). Tu je a polmer cevi in
b razdalja med sredis¢em cevi do sredisca torusa (natancneje, b je razdalja od
osrednje kroznice cevi (osi valja) do sredisc¢a te kroznice). Seveda mora veljati
0 < a < b. Preverimo, da ima izmed vseh tock na torusu tocka A(0,0,b + a)
najvec¢jo vrednost z-koordinate.
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Pokonéni torus.

2
Oznacimo F(z,y,z) = (b —Vy?+ 22) + 22, kjer se hitro lahko prepri¢amo, da
velja F(A) = a®. Izrac¢unamo parcialne odvode:

oF

il -9

ax ('r7yﬂz) x’

OF b

- — oyl — ———
OF b

- =22(1— ).
Dz (2:5.2) Z( y? + z2>

Ker velja 2£(A) = 2(a + b)(1 — a%b) > 0, lahko po izreku o implicitni funkeiji
sklepamo, da obstajata taka okolica U tocke (0,0) in taka funkcija f: U — R,
da velja F(zy,f(z,y)) = a* za vsak (z,y) € U. 1z $£(A) = 86—5(14) = 0 lahko
sklepamo, da ima funkcija f v tocki (0,0) stacionarno tocko. Izra¢unajmo Se
druge parcialne odvode funkcije f:

Pf 00) = B _ 1
dxox " LA d
21 o) _mD
dxdy 9E(4) ’

o2 f (00):_3582(14):_ 1
dyoy "’ 9E(A) a+b

Ker velja detH f(0,0) = a(aib) > 0 in 8‘125;(0,0) < 0, hitro ugotovimo, da ima
funkcija f v tocki (0,0) res lokalni maksimum, ki je tudi globalni maksimum.
Podobno se lahko prepricamo, da ima ploskev v tockah B(0,0,b—a) in C'(0,0,a—
b) sedli in v tocki D(0,0, — a — b) lokalni (in globalni) minimum.
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1.6 Naloge

Naloga 1.6.1. Dan je predpis

f(z,y) = In(2*® + y* — 7) arctan <;Z) .

Dolocite definicijsko obmocje funkcije f in izracunajte gradient funkcije f v tocki
(2, —2).

Resitev. Definicijsko obmodje je enako Dy = {(z,y) | 2* +y* > 7, = # 0}, gradient
funkcije f v tocki (2, — 2) pa je enak gradf(2, — 2) = (—mx, 7).

Naloga 1.6.2. Dana je zvezno odvedljiva funkcija f : (0, 00) — R ene spremenljivke.

Definirajmo funkcijo
1 (z + y)2>
F(zy) = -f (
(@) 2yr—y " \2(z—vy)

za x > y. Izracunajte
Fola,y) + Fy(zy).

Resitev. S parcialnim odvajanjem in uporabo formule za odvajanje sestavljene
funkcije ene spremenljivke izracunamo

- r+y Y (ZE + y)2
Fo(zy)+ Fy(zy) = (z — y)3/2 ! (2(:(: — y)) .

Naloga 1.6.3. Parcialno zvezno odvedljivi funkciji f in g dveh spremenljivk naj za
vse (x,y) zadosCata enacbi

f(x7y)g2(‘ray) - 3ef(x,y) = g(xay)
Izrazite g.(z,y) s f(x,y), g(z,y) in f.(zy) za vse tiste (x,y), za katere je
flzy)g(zy) # 5.
Resitev. S parcialnim odvajanjem enacbe po z izracunamo
folay) 3/ — g(ay)?)

Naloga 1.6.4. Dana je dvakrat zvezno parcialno odvedljiva funkcija treh spremen-
ljivk (s,t,v) — f(s,t,v). Definiramo funkcijo

ge(Ty) =

g($>y) = f(x?) - y37$2 - 3/2755 - y)
in oznacimo s(z,y) = x* — y°, t(z,y) = 2*> —y* in v(z,y) = v — y. Izrazite
9(2:y) + 9y (x,y)

s parcialnimi odvodi funkcije f ins s = s(x,y), t = t(z,y) in v = v(z,y).
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Resitev. Z uporabo veriznega pravila izracunamo

92(@y) + gy(x,y) = 3t fo(s,t,v) + 20 fi(s,t,0).
Naloga 1.6.5. Dana je zvezno parcialno odvedljiva funkcija treh spremenljivk
(u,v,w) = f(u,v,w). Naj bo

F(t) = f(cost,sin’t, e’ cost)
za vse t € R. Izracunajte F'(0) in F'(%) (izrazite ju z f, f, in fy).
Resitev. Z uporabo veriznega pravila dobimo

F'(t) = — fu(cost,sin®t, e cost)sint + f,(cost,sin’¢, e’ cost)2sint cost

+ fu(cost,sin®t, e’ cost)(e' cost — e’ sint).

Vstavimo:
F'(0) = fu(1,0,1)
F/(TF/Q) = _.fu(07 17 0) - fw(O,l,O)e“/z.

Naloga 1.6.6. Naj dvakrat zvezno parcialno odvedljiva funkcija dveh spremenljivk
(z,t) — u(z,t) zadoiCa valovni enacbi c2uy(z,t) = uge(7,t), kjer je ¢ realno Stevilo.
Za funkcijo

Ulz,y) = u(z, cy)
izracunajte Uy, (z,y) — Uys(2,y).

Resitev. Z uporabo veriznega pravila izracunamo Uy, (z,y) — U,z (x,y) = 0.

Naloga 1.6.7. Naj bo (s,t,u) — g(s,t,u) dvakrat parcialno zvezno odvedljiva funk-
cija treh spremenljivk. Za s(z) = 22, t(z,y) = v — y in u(x,y) = xe¥, kjer je x > 0
in y € R, definiramo funkcijo

F(xy) = g(s(x), t(z,y), u(z,y)).

Izracunajte Fy,(z,y) in ga izrazite s parcialnimi odvodi funkcije g ter s funkcijami
s, tin wu.

Resitev. Za krajsi zapis oznacimo s = s(x), t = t(z,y) in v = u(z,y). Z dvakratno

uporabo veriznega pravila izracunamo

F.rz(xay) :4sg88(87t7u) + 4\/§gst(satuu> + 4ugsu(87t7u) + 2\1/L—gut<87t7u)
S

2
u
+ 295(8,t,U) + gtt(87t7u) + ?guu(‘s)uu)'

Naloga 1.6.8. Naj bo s zvezno odvedljiva funkcija ene spremenljivke in (u,v) —
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g(u,w) dvakrat zvezno parcialno odvedljiva funkcija dveh spremenljivk. Definiramo

F(zy) = g(z,5(y)).

Izracunajte Fy,(z,y) (izrazite ga z g, s, parcialnimi odvodi funkcije ¢ in odvodom
funkcije s).

Resitev. Odvajajmo parcialno po x in nato Se po y:
Fo(2y) = gu(z,5(y)) + 90(2.5(y)) - 0 = gu(@,5(y))

Foy(zy) = guu(®,5(y)) - 04 guo(2,5(y)) - 8'(¥) = guo(@,5(y)) - 5'(y)

Naloga 1.6.9. Dana je dvakrat zvezno parcialno odvedljiva funkcija treh spremen-
ljivk (s,t,v) — f(s,t,v). Definiramo funkcijo

h(l’,y) = f(l' -y +yax2 - y2>
in oznacimo s(z,y) = = — vy, t(z,y) = v +y in v(x,y) = 22 — y>. Izrazite
ha(@,y) + hy(z,y) i hee(2,y) + hyo(2,y)

s parcialnimi odvodi funkcije f in s s(x,y), t(z,y) in v(z,y).

Resitev. Odvajajmo

he(zy) =fs(s(@y),t(z,y)v(@y)) + fels(z,y)tzy)0(z,y))
+ fols(z,y)t(z,y)v(@y))(s(z,y) + tz,y)),

hy(z,y) = — fs(s(z.y)t(zy).o(z.y)) + fils(zy).t(z.y)v(zy))
+ fo(s(@y),t(z,y)0(2,y))(s(zy) — t(z,y)).

Dobimo

hae(2,y) + hy(z,y) = 2fi(s(x,y),t(z,y)0(2,y)) + 2fu(s(x,y),t(z,y)0(2,y))s(2,y).

To enakost parcialno odvajamo Se po x in dobimo

hoa(2y) + hye(2,y) =2(fes(s(29)t(z,y) 0(2,y) + fuls(zy)t(z.y)v(z.y))
+ fr(s(z)t(z,y),0(2,9))(s(z,y) + t(z,y)))
+2(fos(s(zy)t(@,y),0(z,y)) + furls(z.y)t(zy)0(z,y))
+ foo(s(,y)t(x,y)0(x)) (s(2,y) + t(z,y)))s(2,y)

Naloga 1.6.10. Zapisite splosno resitev parcialne diferencialne enacbe

Fy.(z,y) +2F,(z,y) = 0.
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ReSitev. Vzemimo pomozno funkcijo g(z,y) = F,(x,y). Tedaj parcialna diferenci-
alna enacba preide v

9z(2,y) + 2g9(2,y) =0,

kar je homogena linearna diferencialna enacba 1. reda, ki jo lahko resimo z metodo
loc¢ljivih spremenljivk. Dobimo resitev

glzy) = Ci(y)e™”.
Zaklju¢imo
Fey) = [ glag)dy = Cal)e ™"+ Cufa).
Naloga 1.6.11. Zapisite splosno resitev parcialne diferencialne enacbe

fyyzz(x,y,z) + 4fyIZ($’yvz) + 3fx2($ay7z) = 0.

Resitev. Vzemimo pomozno funkcijo g(z,y,2) = fu.(z,y,2). Tedaj parcialna dife-
rencialna enacba preide v

Gyy(2,y, 2) + 4gy(z,y,2) + 39(z,y,2) =0,

kar je homogena linearna diferencialna enacba 2. reda s konstantnimi koeficienti, ki
ima resitev
9(z,y,2) = Ci(z,2)e + Cy(z,2)e ",

Oznac¢imo

/g(:v,y,z) dz = Cs(z,2)e ™ + Cy(x,2)eY + Cs(,y)
in zaklju¢imo
flzy,z) = //g(x,y,z) dz dx
= / (Cg(x,z)e*‘gy + Cy(x,2)e ™ + C’g,(x,y)) dx
= Cs(z,2)e™ + C7(x,2)e™ + Cg(x,y) + Cy(y,2).
Naloga 1.6.12. Poiscite in klasificirajte vse stacionarne tocke funkcije

flzy) = (2* +9%)* — 16wy.

Resitev.
Stacionarne tocke so reSitve sistema enacb

folzy) = 4(2* + y*)z — 16y = 0,
fy(z,y) = 4(2* + y*)y — 162 = 0.

Ce pomnozimo prvo enacbo z y in drugo z x ter enacbi odstejemo, dobimo resitev
x = £y. Enakost vstavimo v eno od enacb in dobimo resitve z; = 0,233 = +/2.
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Imamo torej tri stacionarne tocke, 71(0,0), To(v/2,v/2) in T3(—v/2, —v/2).

V stacionarnih tockah izracunamo determinanto Hessejeve matrike Hf(x,y) =
3z2 +y? 2xy—4
2oy —4 2 + 3y?
lokalna minimuma.

4 in sklepamo, da je tocka T} sedlo, tocki T, in T3 pa sta

Naloga 1.6.13. Dani sta funkciji treh spremenljivk
f(z,y,2) =2z in g(x,y,2) = 22° — 3y* + 2% — 22z

Poiscite vse mozne vezane ekstreme funkcije f pri pogoju g(z,y, z) = 3.

Resitev.
Vzemimo Lagrangeovo funkcijo

F(z,y,2,\) = 22 — A\(22% — 3y° + 2° — 222 — 3)

in resimo sistem enacb grad F'(z,y,z,A) = 0:

Fo(z,y,2,\) = =A(4z — 22) =0,
Fy(zy,2,\) = 6)\y =0,
F.(zy,z,\) = (22 —2x) =0,
Fi(z,y,z,\) = ( — 3y + 22— 222 —-3)=0.

Iz druge enacbe sledi y = 0 ali A = 0, slednja enakost pa je v protislovju s tretjo
enacbo. Ker je torej A # 0, iz prve enacbe izracunamo z = 2z. Iz zadnje enacbe nato

sledi x = ﬂ:\ﬁ MozZna vezana ekstrema sta torej tocki \[ 0,v6) in (— %, 0, —

V6).

Naloga 1.6.14. Izracunajte mozne vezane ekstreme funkcije treh spremenljivk
f(fE,y,Z) = xQ _y2

pri pogoju 2% + 2y? + 32% = 1.

Resitev. Vzemimo Lagrangeovo funkcijo
F(z,y,2,\) = 2% —y* — Ma? + 2y° + 32° — 1)

Resitve sistema enacb grad F'(z,y,z,A) = 0:

Fy

Fo(z,y,2,\) = 2z — 2)\x =0,

Fy(x,y,2,\) = =2y — 4y =0,

F.(z,y,2,\) = —6\z =0,
(

)
r,9,2,0) = — (22 +2y* + 32 — 1) = 0,

so tocke T 2(0,0, £ =

1), T3.4(0,

55,0 in Ty 6(+1,0,0).
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Naloga 1.6.15. (vir: [10]) Za dane pozitivne konstante a,b,c,d naj bo funkcija
F :(0,00) x (0,00) = R definirana s

F(z,y)=clnz—d-z+alny—b-y.

Za toc¢ko (z9,y0) = (zo,a/b) naj velja F(zo,y0) = « in xy > ¢/d. Pokazite, da
v okolici tocke yo obstaja funkcija g(y), da velja g(yo) = xo in F(g(y),y) = a.
Pokazite, da ima ¢ v tocki yo lokalni maksimum.

Resitev.
Parcialni odvod F' po spremenljivki x mora biti neniceln:

F.(xy) =c/z—d
F.(zo,a/b) = c¢/zog — d # 0.

Kar drzi, saj zo > ¢/d. Po izreku o implicitni funkciji taksna funkcija g obstaja.
[zra¢unamo Se

) Fy(zy) _aly—>b
YW= ~F oy T cfr—d
dlafh) = —Dlrea/t) 0,

Fy(zo.a/b) ¢/zg—d
Torej ima g v yg res stacionarno tocko. Izracunajmo se drugi odvod:

Fyy(2,y) + 2F, (2,9)9' () + Foa(x,y) (' (y)?)
Fo(7,y)

J') = -
v /a

— < 0.
c/xg—d <

9"(a/b) =

Zadnjo neenakost dobimo iz podatkov a > 0,b > 0,d > 0 in 2o > ¢/d = c¢/xy < d.

Naloga 1.6.16. Dana je funkcija treh spremenljivk
f(z,y, 2) = 329° — 2°e™ + 22°2.

Utemeljite, da obstaja taka okolica V tocke (1,—3) in taka funkcija h: V' — R, da
je h(1,—3) =01in f(h(y, 2),y,2) = 18 za vse (y, z) € V . Izracunajte tudi h,(1, —3).
Resitev.

[zracunajmo f,(z,y,2) = —z%e* +4zz2. Iz f(0,1,—3) = 18 in f,(0,1,—3) = =81 # 0
po izreku o implicitni funkciji sledi, da taksna funkcija h res obstaja. Izracunajmo

f-(My,2),y,2)

 falh(y.2)y.2)
8

~ 5

h.(y,2) =

hz(lv - 3) =
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1.7

Povzetek

Naj bosta D C R"™ in B C R poljubni neprazni mnozici. Preslikavo
f : D — B imenujemo realna funkcija n realnih spremenljivk. Za
vsak (x1,x9,...,2,) € D torej obstaja natanko en x,1; € R, da velja
f(wl,l'g, oo ,{L‘n) = Tp+1-

Naj bo D C R™ odprta mnozica in (a,as,...,a,) € D. Pravimo, da je L € R
limita funkcije f : D — R v tocki (aj,as,...,a,), e za vsak € > 0 obstaja
tak 0 > 0, da za vse tocke (x1,...,zy,) € O((a1,a2,...,an),0), (T1,...,%n) #
(a1,a2,...,a,) velja, da je f(x1,...,2,) € (L—e, L+¢) (oziroma enakovredno,
da je |f(z1,...,2n) — L| < €). Tu oznac¢imo limito L z

L= lim fz1,...,2n).

(21,0 sn)—> (a1, msan)

Pravimo, da je funkcija f : D — R zvezna v tocki (aj,as,...,a,) € D, Ce
limita
lim Tlyeeoy T
. SRR L
obstaja in je enaka f(aj,as9,...,a,). Pravimo tudi, da je f zvezna na D, Ce je
zvezna v vsaki tocki (ap,...,ay) € D.

Naj bo D C R™ odprta mnozica, (ai,...,a,) € D, f: D — R, (z1,...,2,) —
f(z1,...,x,) funkcija n spremenljivk in ¢ € {1,...,n}. Pravimo, da je f
parcialno odvedljiva po i-ti spremenljivki v tocki (aq, . .., a,), e obstaja limita

lim f(al, e, Q1,05 + h, Qigly- - ,an) = f(al, .. .,an)
h—0 h '

V tem primeru to limito oznac¢imo s fy,(ai,...,a,) ali s %(al’ ce.yQp) in

jo imenujemo parcialni odvod funkcije f po i-ti spremenljivki z; v tocki
(alv oo 0 7an)'

Pravimo tudi, da je f parcialno odvedljiva na D, ¢e je parcialno odvedljiva
v vseh tockah (aq,...,a,) € D.

Naj bo D C R™ odprta mnozica, (ai,...,a,) € D, f: D = R, (x1,...,2,) —
f(z1,...,x,) funkcija n spremenljivk. Pravimo, da je f diferenciabilna v
tocki (aq,...,ay), ¢e obstaja tak vektor (Ai,...,A,) € R, da velja

lim flar +hi,. .. an +hy) — fla1,...,an) — (A1hy + ...+ Aphy)
(h1,-.,hn)—(0,...,0) h2+ .-+ h2

=0.

Funkcija f : D — R je diferenciabilna na D, e je diferenciabilna v vsaki
tocki (aq,...,an) € D.

Diferenciabilne funkcije na D so zvezne na D. Zvezno parcialno odvedljive
funkcije na D so diferenciabilne na D.
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 Diferencial (totalni diferencial) Df(,, . a.)(h1,...,hy) diferenciabilne
funkcije f v tocki (ay,...,ay), izratunan na vektorju (hy,...,h,), je definiran
z

Df(al,,..,an)(hla~ o 5hn) = f.rl(a:h' o 'aan)hl TP eoe ¢ fmn(al,- o -aan)hn-

e Naj bo G C R" odprta mnozica, (ai,...,a,) € G in f : G — R. Naj bo

€= (e1,...,e,) enotski vektor (|e] = /€3 + - - + €2 = 1). Definiramo funkcijo

ene spremenljivke
F(t) = f(a1 +tey, a0 +tea, ... an + ten)

na odprti okolici t = 0. Ce je F odvedljiva v t = 0, potem F’(0) imenujemo

smerni odvod funkcije f v tocki (ay,. .., ay) v smeri vektorja €in ga oznac¢imo
z %’;(al, ..., ap). Velja torej
of : . F(t) - F(0)
%’(ala"'aan)_F(O)_%E}% t
_ lim flar +ter,...,an +ten) — flag, - ,an)'
t—0 t

« Naj bo G C R" odprta mnozica in (ay,...,a,) € G. Ce je funkcija f : G —

R diferenciabilna v tocki (ai,...,a,), potem ima f smerni odvod v smeri
poljubnega enotskega vektorja € = (eq,...,e,) in velja
of .
%,(al, coos@n) = Dfa, an)(e1, ... en) =grad f(ai,...,a,) €

- fxl(ala” . 7an)el S ooo +fl‘n(a17’ . '7an)€n7

kjer je gradient funkcije f v tocki (ay,...,a,) enak
grad f(a1,...,an) = (fe, (@1, .. apn), ..., fo, (a1, .. ap)).

e Naj bo D C R” odprta mnozica in f : D — R parcialno odvedljiva funkcija.
Parcialni odvodi drugega reda v tocki (ai,...,a,) € D so definirani kot
parcialni odvodi prvih parcialnih odvodov, torej

o2 f 8 (8F
fIin(alv'-')an) = axjawi(alw"aan) - 67% (6.%1) (al?"'7an)'

Parcialne odvode visjih redov definiramo analogno (oz. iterativno z na-
daljnim parcialnim odvajanjem).

e Verizno pravilo. Naj bosta n,m € N, naj bosta G C R™ in H C R™ odprti
mnozici in naj bodo f: G — R in uq,...,u, : H — R diferenciabilne funkcije.
Naj za vse tocke (z1,...,zy) € H velja

(u1(x1y ey @m), - yun (21, .., Tm)) € G.
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Definiramo funkcijo F': H - R s
F(xy,...,xm) = fur(z1, - Zm)s - o un (X1, -0y Tin) )

Potem je F' : H — R diferenciabilna funkcija in za vse (z1,...,2,) € H in
vsak i € {1,...,m} velja

OF o Of Ouy,
%(xl,...,xm) —kz::laUk(ul(ml,...,xm),...,un(xl,...,mm)) oz, (T1y. ey Tm).

Ceso f:G — Rinui,...,u, : H— R parcialno zvezno odvedljive funkcije,
potem je tudi F': H — R parcialno zvezno odvedljiva funkcija.

e Za primerno definirane diferenciabilne funkcije dveh spremenljivk f,u, v je tudi
funkcija, definirana z F'(z,y) = f(u(z,y),v(x,y)), diferenciabilna in velja

Fo(zy) = fulu(,y),v(@y))us (@) + folu(z,y), v(z,y))ve(z,y),
Fy(z,y) = fulu(z,y), v(@,y))uy(z,y) + folu(z,y), v(@y))vy(z,y)
oziroma zapisano na kratko in manj natanéno:
Fy = fuug + fovs,
[Ty = fali 3F J@0

« Taylorjeva formula. Najbo D C R? odprta mnozica, (a,b) € Din f : D — R
(n + 1)-krat zvezno parcialno odvedljiva funkcija. Za (z,y) € D velja

f(@y) = Tn(z,y) + Ru(z,y),
kjer je
To(ey) = flad) + folab)(@ — a) + f(ab)(y — b) +
b [Feal@b) (@ = 0V 2y ()& — )y — D)+ iy (ab)(y — b

1 (n\ 0f PR
in

n+1 n
<”+1> L (o) (z — a)" 1Ry — b)*,

1
Rn(a:,y)—m];) k) dznti-kpyk

kjer je (o,u) neka tocka na daljici med tockama (a,b) in (x,y), torej je (o,u) =
(a+v(z—a),b+~(y—>)) zanek vy € [0,1]. Polinome T,(x,y) dveh spremenljivk
imenujemo Taylorjevi polinomi stopnje n, razviti okrog tocke (a,b). Oznaka
() oznacuje binomski simbol

(n)_ n! n(n—l)---(n—k—i—l)'

k)~ Kln—k)! k(k—1)---1
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« Ce je f poljubno mnogokrat zvezno parcialno odvedljiva in je ILm R, (xz,y)=0
n o0
za vse tocke (x,y) iz neke odprte okolice U tocke (a,b), potem recemo, da je

f analiticna funkcija na U, saj je enaka svoji Taylorjevi vrsti, razviti okrog
tocke (a,b):

f(xay) = f(a7b) + fm(ayb)(-%' - a) = fy(a,b)(y — b)—|—
+l [fm(a,b)(w—a)2+2fmy(a,b)(a:—a)(y—b)+fyy(a7b)(y_b)2}+. ..

Z Z (”) Gt @)~ @ =)

o Stacionarne tocke funkcije dveh spremenljivk f : (z,y) — f(x,y) so tocke,
v katerih je gradient nicelni vektor (oziroma taksne tocke (xg,y0), da je tan-
gentna ravnina v (zo, Yo, f(xo,y0)) vodoravna, torej vzporedna zy ravnini).
Ekvivalentno, (z¢,y0) je stacionarna tocka funkcije f natanko tedaj, ko je

0 0
(w0 =0 in a£<xo,yo> 0.

Stacionarna tocka je lahko lokalni ekstrem (lokalni maksimum ali lokalni mi-
nimum) funkcije f ali pa sedlo. Stacionarne tocke funkcije f klasificiramo s
pomocjo drugih parcialnih odvodov

82 f 82 f 82 f

fmz(xay) = @(xay)a fmy(‘/an) = W@y(xay)a fyy(fnay) = aiyg(xvy)

in determinanto Hessejeve matrike

_ fzx(x7y) f:cy(x7y)
Hil@y) = [fyx(xvy) fyy(%?/)}

funkcije f.

o Klasifikacija stacionarnih tock funkcije dveh spremenljivk. Naj bo
(z0,10) stacionarna tocka dvakrat zvezno parcialno odvedljive funkcije f. Ce
je

— detHf

— detHf
— detHf

det H f(xo,y0) = 0, potem je kriterij nesklepcen (tocka (xo,yo) je lahko
lokalni maksimum, lokalni minimum ali sedlo funkcije f).

Zo,Yo) > 0in BQQ (xo,yo) < 0, potem je (z9, yo) lokalni maksimum,

)
x0,Y0) > 0 in axQ (xg,yo) > 0, potem je (xg,yo) lokalni minimum,
x0,y0) < 0, potem je (zg,yo) sedlo,

~—~ ~ —~

e Naj bo D C R" odprta mnozica in g : D — R zvezno parcialno odvedljiva
funkcija. Naj bo dana Se zvezno parcialno odvedljiva kriterijska funkcija

f:D—R.
Kandidati za lokalne ekstreme funkcije f(z1,x2,...,zy,) vzdolz krivulje (vezi)
g(z1,22,...,2,) = 0 so stacionarne tocke Lagrangeove funkcije

F(zi,x9,...,20,A) = f(z1,22,...,20n) — Ag(T1,Z2, ..., Tp).



1.7. Povzetek

e Izrek o implicitni funkciji za dve spremenljivki. Naj bo F' : D — R,
D C R2?, zvezno parcialno odvedljiva funkcija in naj bo (g, o) € D taksna
tocka, da velja

oF
F(x()?y()) =C in aiy(x()ay()) 7é 07

potem obstajata odprta intervala U,V C R, kjer x¢9 € U in yg € V ter taksna
enoli¢na zvezno odvedljiva funkcija f: U — V, da velja

Flo, f(@)) = c
" OF (4. f())
() = —Qz 2 77 7.
1) =~ (L7.1)

za vsak x € U. V posebnem, velja tudi

oF
f(wo) = —F&—"—= DY)

@(96072/0)

e Izrek o implicitni funkciji ve¢ spremenljivk. Najbo F': D — R, D C R",
zvezno parcialno odvedljiva funkcija. Ozna¢imo (x,y) = (z1,...,n-1,y) €
R"! x R = R™. Naj bo (x9,v0) € D taksna tocka, da velja

. oF
F(zo,y0) =c in afy(iﬂo’yo) #0,

potem obstajata odprti okolici U € R"™! tocke x¢ in V C R tocke yo ter
taksna enoli¢na zvezno parcialno odvedljiva funkcija f : U — V, da velja

Fz, f(z)) = ¢
in oF
af@):—@iﬁign,i:ann—l. (1.7.2)
oz, o (2, f(2))
za vsak = (x1,...,2p—1) € U. V posebnem, velja tudi
of gTZ(SUo,yo)

(z0) = —2 i=1,...,n—1.

8372‘ 875(‘%07y0) ,



Osnove diferencialne
geometrije in vektorske analize

2.1 Uvod.

Diferencialna geometrija in vektorska analiza predstavljata osnovno orodje za in-
Zenirja, ki zZeli realne fizikalne probleme resevati na analiti¢ni nac¢in. To vkljucuje
analiti¢ni opis krivulj in ploskev v prostoru ter racunanje pretokov vektorskih polj
po krivuljah in skozi ploskve. Lahko pomislimo na primer na gibanje delca po trajek-
toriji (ki doloca krivuljo) skozi gravitacijsko ali elektro-magnetno vektorsko polje ali
pa na pretok fluida skozi membrano (ki doloca ploskev). Osrednja rezultata vektor-
ske analize sta Gaussov izrek za racunanje pretokov vektorskih polj skozi sklenjene
ploskve in Stokesov izrek za racunanje pretokov vektorskih polj po sklenjenih krivu-
ljah, ki ju bomo spoznali v zakljucku tega poglavja. S svojimi posledicami tvorita
“obvezno opremo” za reSevanje problemov iz zgoraj orisanih podrocij.

Osnovno matematicno orodje v tem kontekstu predstavlja integral realne funkcije vec
spremenljivk, ki ga bomo spoznali v prvem razdelku tega poglavja. Integral realne
funkcije ve¢ spremenljivk bomo vpeljali z naravno posplositvijo idej, ki funkcionirajo
za integrale funkcije ene spremenljivke (glej npr. [15], [17]).

Naj bo f dovolj lepa (na primer zvezna) funkcija dveh spremenljivk, definirana na
dovolj lepem povezanem obmocju D v ravnini. V takem primeru graf funkcije f
doloca “neraztrgano” ploskev S, ki lezi v prostoru. Predpostavimo sedaj, da je
f > 0 na D, torej S lezi v zgornjem polprostoru, dolocenim s pogojem z > 0.
Integral

|, Fy) dedy

bomo definirali na tak nacin, da bo v tem primeru enak volumnu V' obmocdja G, ki
je omejen z grafom S, obmocjem D in vsemi navpi¢nicami nad robom obmocdja D.
V kolikor bi bila f < 0 na D, bi graf S lezal v spodnjem polprostoru, dolocenim s
pogojem z < 0. Integral [, f(z,y) dzdy je v takem primeru enak nasprotni vrednosti

52
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prej opisanega obmocja (to je —V'). Uporabljali bomo tudi oznako

| ) dedy = [[ fay) dedy,

s ¢imer poudarimo, da gre za dvojni integral.

7 integralom funkcij dveh ali ve¢ spremenljivk lahko opisemo tudi stevilne druge fizi-
kalne koli¢ine, kot so npr. masa nehomogenega telesa, tezis¢e nehomogenega telesa,
vztrajnostni moment nehomogenega telesa in deviacijski moment nehomogenega te-
lesa (glejte razdelek 2.2.3).

Naslednji netrivialen primer iz teorije fluidov bomo znova srecali v zakljucku tega
poglavja.

Primer 2.1.1. (vir: [6]) Naj bo

77<$7y72) = (Ul (x7y7z)7 U2(®’;Z/72>7 U3(x7y7z))

hitrostno vektorsko polje fluida, torej ¢(x,y,z) predstavlja vektor hitrosti fluida
v tocki (z,y,2). Naj bo p(z,y,2) gostota fluida v tocki (x,y,z). Naj bo ¢(z,y,2)
potencial vektorskega polja v(x,y,z), to je taksna funkcija treh spremenljivk, za
katero velja

7 = grad(p) = (¢u; Py, P2)-

Kineti¢na energija fluida v obmoc¢ju G je enaka trojnemu integralu

1 1
W = 7/ [0%p dedydz = ~ // |0%p dxdydz.
2 Ja 2 G
V zakljucku tega poglavja bomo s pomocjo Gaussovega izreka (enega osrednjih

izrekov vektorske analize) izpeljali, da je W enaka ploskovnemu integralu 1.
vrste (ki bo vpeljan v nadaljevanju)

1 Op
W:f/ 92 4s,
2 SpgoaN

kjer sklenjena ploskev & ograjuje obmocje G in je % smerni odvod potenciala

@ v smeri zunanje enotske normale N ploskve S.

2.2 Integrali funkcij ve¢ spremenljivk

V tem poglavju bomo obravnavali dvojni integral

/[ flay) dzdy,

kjer je D obmocje v zy ravnini, in trojni integral

[ $@.9.2) dwaya
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kjer je G telo v prostoru R3.

Naj bo f : D — R omejena pozitivna funkcija dveh spremenljivk nad pravokotnikom
D = [a,b] X [¢,d]. Dvojni integral

J[| ) dady

funkcije f bomo definirali na tak nacin, da bo enak volumnu (prostornini) telesa
pod grafom funkcije f, torej telesa

G ={(zy,2) eR®| (2,y) € D,z € [0,f(z,y)]},

kot je prikazano na spodnji sliki.

24

z = f(xhl/)

2.2.1 Dvojni integral

Definirajmo dvojni integral omejene funkcije f : D — R dveh spremenljivk nad
pravokotnikom D = [a,b] X [c,d].

Interval [a,b] razdelimo na n podintervalov, interval [c,d] pa razdelimo na m podin-
tervalov. Naredimo torej particijo (delitev) P, intervala [a,b]:

Q=T < T <Xy < " Tp1 <Typ=2"=
in particijo P, intervala [c,d]:

c=Yo <Y1 < To < Yn1<Ym=d.
Obmocje D smo tako razdelili na nm manjsih pravokotnikov, ki jih oznacimo z

Dij = [zi1,m] X (Y1, Y]

za i = 1,...,nin j = 1,...,m. Plos¢ina p;; pravokotnika D;; je enaka p;; =
(x; — wi—1)(y; — yj—1). Particijo pravokotnika D na pravokotnike D;; ozna¢imo s P.
Oznac¢imo naslednje natancéne zgornje in spodnje meje:

Mi‘ = Ssup f(.r,y), mg;; = inf f(l‘7y)
(z,y)€Di; (z,y)€D;;
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Definicija 2.2.1. Naj bo dana particija P. Zgornja (Darbouxova) vsota je
Sp = Z Z Mijpija
=1 j=1
spodnja (Darbouxova) vsota je
Sp = Z Z M5 Pij -
i=1j=1

Oznacimo
S =inf Sp, s=supsp,

kjer vzamemo infimum (natancno spodnjo mejo) in supremum (natancéno
zgornjo mejo) po vseh particijah P pravokotnika D.

Definicija 2.2.2. Pravimo, da je omejena funkcija f : D — R na pravokotniku
D = [a,b] X [c,d] (Riemanovo oziroma Darbouxovo) integrabilna, ce je S = s.
V tem primeru definiramo njen dvojni integral z

| faydrdy = [[ fay)dady=5=s.

Opomba. (vir: [4]) Omejena funkcija f : D — R je na pravokotniku D =
[a,b] X [c,d] integrabilna natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja taka particija
P pravokotnika D, za katero je Sp — sp < e.

Izrek 2.2.3. (vir: [4]) Vsaka zvezna funkcija na pravokotniku D = [a,b] X [c,d]
je integrabilna.

Zgornjo definicijo pripisujemo Darbouxu, spodnji enakovreden pristop pa je vpe-
ljal Riemann. V vsakem pravokotniku D;; izberemo tocko (x7,y;) in izracunamo

Riemannove vsote
n m
>0 fETypy.
i=1j=1

Z d;; ozna¢imo premer (dolzino diagonale) pravokotnika D;;, torej je

dij = \/(951 —xi1)? + (Y — yi-1)*

Z d(P) oznac¢imo maksimalni premer pravokotnikov D;; pri particiji P.

Izrek 2.2.4. (vir: [4]) Omejena funkcija f : D — R je na pravokotniku D =
[a,b] % [c,d] integrabilna natanko tedaj, ¢e obstaja taksno realno stevilo I(f),
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ki ima naslednjo lastnost: za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je

_Zz.f ’L’yj ng|<5

i=1j=1

za poljubno particijo P pravokotnika D z d(P) < ¢ in za poljuben izbor tock

(z7,9;) € Dij. Tedaj je
:// f(z.y) dz dy.
D

n m

I(f) = lim > > f(a},y5)pi

d(P)—0 ;=] =

Velja torej, da je

za poljuben izbor tock (z7,y;) € Dyj.

Opomba. Za katerokoli particijo in poljuben izbor tock (z, y;) torej Rieman-

nova vsota
n m
D> @ y)py

i=1j=1

predstavlja priblizek za izrac¢un integrala ([, f(x,y) dz dy. Numeri¢no metodo,
ki temelji na tej ideji, vcasih imenujemo Monte Carlo metoda za priblizen
izracun integrala.

Ce je D = Dy U---U D, unija konéno mnogo pravokotnikov (ki si paroma delijo
kvec¢jemu rob) in je f integrabilna na vseh pravokotnikih D;, potem definiramo:

//DJC(CC,Z/)dxdy://D1 f(x’y)dxdy“‘"'+//an(:1:,y)d:cdy,

Za dvojni integral velja naslednja lastnost.

Izrek 2.2.5. (vir: [4]) Naj bo D = [a,b] x [¢,d] pravokotnik v R? in naj bosta
f:D—R, g: D — Rintegrabilni funkciji. Potem za poljubni realni konstanti
a in [ velja linearnost:

// (af(xy) + Bg(z,y) dxdy—oz//f T,y dmdy+ﬁ// z,y) dx dy.

Fubinijev izrek pove, da lahko dvojni integral izracunamo s pomocjo enojnega
integrala.
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Izrek 2.2.6 (Fubinijev izrek). (vir: [4]) Naj bo D = [a,b] x [c,d] pravokotnik v
R? in f : D — R integrabilna funkcija. Tedaj velja

[, ftesraeas = [ [ ey ac) ay
[, tearaeas = [* ([ e av) ao

Opomba. Za splo$nejsa omejena obmodcja D C R? in omejeno funkcijo f : D —
R se integrabilnost in integral definira na naslednji nacin. Ker je D omejeno,
obstaja pravokotnik @), za katerega velja D C @). Definiramo (karakteristicno)
funkcijo g : @ — R z g(x,y) = f(xy) za (x,y) € D in g(x,y) = 0 za (x,y) €
Q \ D. Pravimo, da je f integrabilna na D, ¢e je g integrabilna na @ in v tem

primeru definiramo
// x,y) dmdy—// g(xy) dedy.

Izkaze se, da je zgornja definicija neodvisna od izbora pravokotnika () in da za
primerne (Jordanovo merljive) mnozice D veljajo analogni rezultati, kot smo
jih navedli zgoraj. Ve¢ podrobnosti si bralec lahko prebere v [4].

in

Poglejmo si na primer Se dva primera Fubinijevega izreka za nekoliko bolj splosna
obmocja.

Izrek 2.2.7. (vir: [4]) Naj bosta na intervalu [a,b] definirani omejeni zvezni
funkciji @1, 9 : [a,b] — R, za kateri velja p1(z) < po(z) za vsak = € [a,b].
Oznacimo se D = {(z,y) € [a,b] X R | ¢1(z) < y < ¢o(x)}. Tedaj za zvezno
funkcijo f : D — R velja enakost

[ s asay= [ ([ reaay) a

Analogno, naj bosta na intervalu [c,d] definirani omejeni zvezni funkciji ¢q, 15 :
[e,d] — R, za kateri velja 11(y) < ¥s(y) za vsak y € [c,d]. Na novo oznac¢imo
D = {(z,y) € Rx [ed] | ¥1(y) < x < u(y)}. Tedaj za zvezno funkcijo
f D — R velja enakost

//D f,y) dedy = /Cd (/1;2?) f(zy) d:c) dy.
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Primer 2.2.1. Izra¢unajmo volumen telesa GG, med paraboloidom z = 22 + y?
in trikotnikom 7" v xy ravnini, ki ga dolocajo tocke A(0,0), B(2,—1) in C'(2,2).
Natancneje lahko telo G zapisemo kot

G:{(«'anaz)€R3‘0§$§2a_%§y§%0§2§x2+y2}

Volumen obmocja G lahko sedaj izracunamo s pomocjo Fubinijevega iz-

reka 2.2.7:
2 T
= [fw s praan= [ ([ pra) a
T 0 \/-2

- [ (w0 )x—/“"’?’ -2

Pri bolj zapletenih obmocjih smo pogosto obmocje prisiljeni razdeliti na vec¢ delov.

Primer 2.2.2. Izra¢unajmo volumen telesa G' pod ravnino x +y + 2z = 4 in
trikotnikom 7" v xy ravnini, ki ga dolocajo tocke A(0,0), B(1, — 1) in C(2,2).
Trikotnik 7' lahko razdelimo na dva dela Ty = {(z,y) e R* |0 <z < 1,—z <
y<ztinTy={(zy) eR?* |1 <2 <2 —4+3x<y<uz}
Po Fubinijevemu izreku sledi:

://(4—x—y)dxdy

e [ (] ra) o

10 16

:/ ~22 + 8¢) da:+/ (60> — 24z + 24) do = - +2= =,
0 3 3

Vcasih je integral lazje izracunati, ¢e zamenjamo vrstni red integriranja, kot
nakazuje naslednji primer.

Primer 2.2.3. Izracunajmo vrednost dvojnega integrala

/;(/;mdy) dx

Notranjega integrala ne znamo izra¢unati, zato poskusimo zamenjati vrstni red
integriranja:

4 2 2 y 2 59
Vitgdy)do= [T [T 14yrde) dy= [T+ pray ==,
/0 (/\/5 Ty y> v 0 <0 Ty x> Y 0 Y Ty 9

pri zadnjem koraku smo si pomagali s substitucijo t2 = 1 4 3.

2
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2.2.2 Trojni integral

Naj bo G = [a,b] x [c,d] x [e,g] kvader in f : G — R omejena funkcija treh spre-
menljivk. Integrabilnost in trojni integral lahko z razrezom na manjse podkvadre
definiramo na podoben nacin, kot smo to storili v prejsnjem podrazdelku. Na pri-
mer, Riemannov pristop bi nas pripeljal do definicije

n m 1
=[] Fo) dndyds = [ty STSEST SGat 5
G d(P)=037 i 5 k1

za poljuben izbor tock (z7,¥7, z;) iz manjsih kvadrov Gij, ki dolocajo delitev P
kvadra G. Pri tem je d(P) maksimalna dolzina telesne diagonale kvadrov G;j;;, pri
delitvi P, p;r pa volumen kvadra Gjj,. Tudi razsiritev teorije integrabilnosti in
trojnega integrala na splosnejsa obmocja poteka na analogen nacin kot pri funkcijah
dveh spremenljivk. Podobno velja za funkcije n spremenljivk.

Podobno kot pri dvojnem integralu velja Fubinijev izrek (in posploseni Fubinijev
izrek) tudi pri trojnem integralu. Integral integrabilne funkcije f na kvadru G =
[a,b] X [c,d] x [e,g] lahko izra¢unamo kot vgnezdeni integral:

JJ[ fay.2) dwdyaz = [ (/d (/abf(x,y,z) d:v) dy) dz.

Pri tem vrstni red integriranja ni pomemben. V¢asih uporabljamo naslednji zapis

d g b
/// f(zy,z dxdydz-/ dz/ dy/ T,Y,2 dx—/ dy/ dz/ flz,y,z)dx
—/ dx/ dz/ xy,2)d
2.2.3 Uporaba dvojnega in trojnega integrala
Sledi nekaj zgledov uporabe dvojnega in trojnega integrala.
1. Plos¢ino obmoc¢ja D v ravnini lahko izracunamo s formulo
pl(D) :/ 1dx dy.
D

2. Maso ploskve, ki leZi na obmocju D C R? z gostoto p : D — R izra¢unamo

s formulo
mz// p(z.y) dx dy.
D

3. Tezisce (z7,yr) ploskve v xy ravnini dobimo s formulo

Hpxp(ey) de dy _ Jpypley) drdy
[Ipp(zy)dedy JIp p(.y) dedy

T =
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4. Prostornino telesa G C R? izra¢unamo s formulo
V(G) = // ldx dydy.
G

5. Maso telesa G C R? z gostoto p : G — R izra¢unamo s formulo

m:///cp(x,y,z) dx dy dz.

6. Tezisce (z7,yr, 27) telesa G dobimo s formulami

- g zp(zy,z) dv dy dz ur — e yp(xy,z)dedy dz
o Ml zplay.) dedydz

- Jlpp(zy.z)dedydz

7. Masni vztrajnostni momenti [,, (okrog x osi), I, (okrog y osi) in I,
(okrog z osi) telesa G so enaki

Lo = [[[ 2p(e.y. )6 + =) dady =,
G

Iy, = //Gyp(ﬂcyyz)(ﬂf2 + 2%) dr dy dz,
_ 2 2
.= ///G zp(@,y,2) (2" +y°) do dy dz.

8. Deviacijski momenti D,, (okrog z osi), D,, (okrog y osi) in D,, (okrog
osi) so enaki

Da:y - /// l’yp(l‘,y,Z) dx dde,
G

D,, = /// xzp(xy,z) de dy dz,
G

D, = // yzp(z,y,z) dx dy dz.
G

Primer 2.2.4. Izracunajmo maso kvadra, danega z 0 < = < 1, 0 < y < 3,
0 < 2 <2, ki ima gostoto p(z,y,z) = z%y. Maso dobimo s trojnim integralom

2 3 1 1 (2 3 1 1 /2 3
m:/ / / nydxdydz:f/ / (x?’y)‘ dydz:f/ / ydydz
o Jo Jo 3Jo Jo z=0 3Jo Jo

12 43 9 [? 9 2
76/0y‘y:0d276/0 dzféz‘ofi%.
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2.3 Splosna formula za uvedbo novih koordinat

Naj bo dan dvojni integral v kartezi¢nih koordinatah x,y zvezne funkcije f nad

obmocjem D,
// fayy) da dy,
D

ki ga zelimo zapisati v novih spremenljivkah u, v.
Bijektivna transformacija med spremenljivkami,
r = p(u,v) in y = ¥(u,v),

je dolo¢ena z bijektivno zvezno odvedljivo funkcijo (¢, ) : D' — D, kjer je D' C R?
obmocje novih koordinat.

Jacobijeva matrika te transformacije je matrika

;o) _ lgz %Z]

O(u,v)

ou

Izkaze se, da sta produkta diferencialov starih in novih spremenljivk tesno povezana
z determinanto Jacobijeve matrike. Velja enakost

dx dy = |det(J)| - dudv.

Natancneje, velja splosna formula za uvedbo novih koordinat dvojnega integrala

([4]):
//D flay)drdy = //D, fo(u,w), ¥ (u,w))| det(J)| dudv,

kjer je D' obmocje koordinat u,v.

Podobno ravnamo v primeru trojnega integrala. Naj relacijo med spremenljivkami
x,y,2z in spremenljivkami u,v,w doloca bijektivna transformacija

:C = Sp(u7v7 w)7 y = w(uﬂJ? w) in Z = X<U7U7 w)?
dana z bijektivno zvezno odvedljivo funkcijo (¢,¢,x) : G' — G.

Jacobijeva matrika te transformacije je

o0 0y Oy
O [ B %
O(u,v,w) & % o

ou ov  Ow

Trojni integral zvezne funkcije f v novih in starih koordinatah sta povezana preko
determinante Jacobijeve matrike ([4]):

//G fay)dedydz = //G I (o(uvw), ¥(u,v,w), x(u,0,w))| det(J)| du dv dw,

kjer je G’ obmocje koordinat u,v,w.
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2 2

Primer 2.3.1. Izracunajmo ploscino elipse F z enacbo — + Z—z < 1. Uvedimo
a

koordinate x = au,y = bv. Obmocje koordinat u,v je enotski krog E’. Deter-
a 0

minanta pripadajoce Jacobijeve matrike je det(.J) = 0 b

' = ab > 0. Plos¢ino

dobimo z integriranjem po obmocju elipse:

P:// dxdy:// abdudv:ab/ du dv = abr,
E ' E

kjer smo upostevali, da je plos¢ina enotskega kroga enaka .

2.3.1 Polarne koordinate

Kartezi¢ne koordinate vsake tocke (z,y) v ravnini lahko izrazimo s polarnima ko-
ordinatama (r, @), kjer je r razdalja tocke (z,y) od koordinatnega izhodisca (0,0),
¢ pa kot, ki ga daljica s krajis¢ema (0,0) in (x,y) oklepa z abscisno osjo.

v
(,9)

Torej je r = /22 +y? in tan p = £. Obratno je

T =7rcosp in y=rsine.

Determinanta Jacobijeve matrike te transformacije je

det J =

cosyp —rsinpl
sing rcosyp

Ce je obmodje, po katerem integriramo, krog ali del kroga, si pri integriranju pogosto
pomagamo z uvedbo polarnih koordinat. Npr., enotski krog
D= {(z,y) eR* | 2* +y* <1}
lahko v polarnih koordinatah zapisemo kot pravokotnik
D' ={(rp)|0<¢p<2m, 0<r <1}

Potem je
/ flzy) dx dy = / f(rcoso,rsing)r dr de,
D D’

kjer je v splosnem D’ obmocje, ki ga dobimo z bijektivno transformacijo obmocja
D v polarne koordinate.
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Primer 2.3.2. Izracunajmo plos¢ino obmocja, ki jo v ravnini omejuje srénica
(kardioida), ki jo doloca enacba

r(¢) = 2a(1 — cos p).

Dobimo

2w

2

2a° |

—2a2/ (1 —2cos ¢ + cos® ) dip
0
|

1
=2a® [ (1 —2cos¢p+ 2(1 + cos(2¢p)) dy

3 1 ™
2a? (2gp 2sin @ + 1 Sm(2gp)) ’2

2

2.3.2 Cilindriéne koordinate

Pri integraciji po valju (cilindru) ali podobnem telesu lahko uporabimo cilindri¢ne
koordinate (r, ¢, z), ki so posplositev polarnih koordinat

T=Trcosp, yYy=rsiny, 2=z,

kjer r € [0,00), ¢ € [0,27) in z € R.
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Determinanta Jacobijeve matrike ustrezne bijektivne transformacije je

cosp —rsing 0
det(J) = |singp rcose 0| =r.
0 0 1

Dobimo
/ f(zy,z) dx dy dz = / f(rcos,rsing.z)r dr de dz,
G el

kjer je G’ obmocje, ki ga dobimo z bijektivno transformacijo obmodcja G s cilindric¢-
nimi koordinatami.

Primer 2.3.3. Izracunajmo vztrajnostni moment okoli osi z preseka valja z
0sjo z, polmerom 2 in osnovnima ploskvama na ravninah z = 0 in 2z = 3, s
polprostorom y > 0, natanc¢neje, telesa, podanega z

G={(zy,2)|2*+y*<4,0<2<3,y >0}

Gostota naj bo podana s predpisom p(z,y,2) = V22 + y2.
V cilindri¢nih koordinatah je gostota torej p*(r,p,2) = r. lzracunamo

G

:/Oﬂ</03</02z-r-r2-rdr>dz>dg0

2213 o2 _ 144r

:7-(-5 .771:0 5

z=0
2.3.3 Krogelne koordinate

V primeru, ko integriramo po krogli, delu krogle ali podobnem telesu, lahko upora-
bimo krogelne (sfericne) koordinate. Karteziéne koordinate tocke (x,y,z) izrazimo
s sferi¢nimi koordinatami (r, @, ), kjer r oznacuje oddaljenost tocke (z,y,2) od ko-
ordinatnega izhodis¢a, 6 je kot, ki ga z os oklepa z daljico s krajis¢ema (0,0,0) in
(x,y,2), ¢ pa je kot, ki ga daljica s krajis¢ema (0,0,0) in (x,y,0) (projekcija tocke na
xy ravnino) oklepa z abscisno osjo.
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1z (5,52

Veljajo zveze
x=rsinfcosy, y=rsinfsiny, z=rcosb,

kjer r € [0,00), ¢ € [0,27) in 6 € [0,7].
Determinanta Jacobijeve matrike ustrezne bijektivne transformacije je
sinfcose rcosfcosp —rsinfsingp

det(J) = [sinfsingp 7rcosfsing rsinfcosyp | =r’sinf.
cos 6 —7rsinf 0

Trojni integral funkcije f na obmocju G je enak

/ f(zy,2) do dy dz =
G

= f(rsin 6 cos p,r sin @ sin o, cos ) r* sin 6 dr d6 dep,
G/
kjer je G’ obmocje, ki ga dobimo z bijektivno transformacijo obmocja G v krogelne
koordinate.

Primer 2.3.4. Izracunajmo maso dela krogle 22 + y? + 22 < 1, ki leZi v 1.
oktantu in ima gostoto podano s formulo p(x,y,z) = L

/22492422

Zanima nas torej masa telesa
G={(zy,2) |2 +y°+2°>1,2>0,y > 0,2 >0},

V krogelnih koordinatah je gostota torej podana z p*(r,p,0) = % [zracunamo

m:///Gp($,y,z) dz dy dz

w/2 pm/2 p1] 5 .

:/ / / — - r*sinfdrdf de
0 0 0o
s

w/2 2,1
25'(—0089) 4 =z

o=0 2l—0 4
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2.4 Skalarna in vektorska polja, vektorske funkcije

V tem podrazdelku bomo razsirili pojma realne funkcije ene spremenljivke in realne
funkcije ve¢ spremenljivk (glejte npr. [14], [15], [11], [16]). Obravnavali bomo namreé¢
vektorske funkcije in vektorska polja. Pojmi, kot sta zveznost in odvedljivost, se na
naraven nacin razsirijo v to splosnejSo situacijo (glej tudi [17], [18] za podobno
obravnavo snovi nadaljnjih razdelkov).

Najprej se dogovorimo za naslednje poimenovanje.
Definicija 2.4.1. Naj bo G podmnozica v R" in f: G — R
(T1,@9, ..., xy) = f(T1,29,...,2y)
funkcija, definirana na G. Taksno funkcijo f imenujemo tudi skalarno polje.

Skalarno polje je torej le drugo poimenovanje za pojem realne funkcije ve¢ spremen-
ljivk, ki je bil obravnavan v prvem poglavju tega ucbenika (glej tudi [16], [11], [17],

[18]).

Primer 2.4.1. Razdalja d v prostoru R?® med dano toc¢ko A(zg, yo, 20) in tocko
T(x,y,z), podana z

d(z,y,2) |ﬁ|—\/x—x0 )2+ (y—yo)? + (2 — 20)?

je primer skalarnega polja d : R® — R.
Bolj splosno, razdalja d v prostoru R™ med dano tocko A(ay,...,a,) in tocko
T(xy,...,2,) podana z

d(x1,29, ..., x,) = ’ﬁ| = \/(xl—a1)2+...+(xn_an)2

je primer skalarnega polja d : R — R.

Primer 2.4.2. Naj bo G C R? obmodje v prostoru in [0,ty] ¢asovni interval,
kjer je to > 0. S T'(x,y,z,t) ozna¢imo temperaturo v tocki (z,y,z) € G ob ¢asu
t € [0,tp] in D = G x [0,ty]. Potem je T : D — R skalarno polje.

Definicija 2.4.2. Naj bo G podmnozica v R". Vektorsko polje F na G je
preslikava F' : G — R™,

Fxy, ... x0) = (Fi(z1, ..., @), Folay, ..., x)),

kjer so I, F5, ..., F,, skalarna polja na G.

Primer 2.4.3. S predpisom F : R3 — R3, ﬁ(m,y,z) = (x,y, 2) je podano vek-
torsko polje, ki ga vcasih imenujemo radialno vektorsko polje. Lahko ga inter-
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pretiramo na naslednji nacin. Polje F vsaki tocki T(z,y,z) v prostoru priredi
njen krajevni vektor (ki ima iste koordinate kot tocka T').

Primer 2.4.4. Pomembna primera vektorskih polj sta npr. tangentno vektorsko
polje neke krivulje (ki ga tvorijo tangentni vektorji primerne krivulje) in pa
normalno vektorsko polje neke ploskve (ki ga tvorijo normalni vektorji primerne
ploskve).

Primer 2.4.5. Naj bo G C R?® obmodje v prostoru in [0,to] interval, kjer je
to > 0. Na obmocju G opazujemo fluid v ¢asovnem intervalu [0,t]. Z ¥(z,y,z,t)
oznac¢imo vektor hitrosti fluida v to¢ki (x,y,2) ob Casu t. Preslikava

—

F(xvyaz)t) = 17(%(%2775) = (U1<x7y727t)7U?(xuyaz7t)7v3<x7y7zat))

torej podaja (dinami¢no) hitrostno vektorsko polje fluida. Vsaka izmed koordi-
natnih funkcij v; : G x [0,tg] = R za i = 1,2,3 je skalarno polje.

Primer 2.4.6. (vir: [5]) Naj bo F(z,y,z) gravitacijska sila med razlicnima ma-
snima tockama To(xg, Yo, 20) in T(x,y, z). Z 7 ozna¢imo vektor ¥ = ToT in z r
njegovo dolzino

r= \/($—$0)2+ (¥ = 90)* + (2 — 20)*-

Potem je vektorsko polje F' enako

F(zy,z) = ——=7=—c R

= c T—To Y—Yo =2 — %0
r3 ( >

za ¢ = gmyims, Kjer je g gravitacijski pospesek, m; in ms pa masi tock Ty in T'.
Naj bo I C R. Preslikavo 7: I — R",
7ot (), 7(t) = (x1(t),. .., 2,.(t))

imenujemo vektorska funkcija.

Definicija 2.4.3. Pravimo, da ima vektorska funkcija 7° limito L v tocki to, de
je 7(t) definirana na punktirani okolici tocke %, in ¢e je

lim | 7 (t) — L| = 0.

t—to

Spomnimo se (glejte npr. [14]), da je punktirana okolica tocke to oblike (ty — d, to +
0)\ {to} za nek 6 > 0.

Definicija 2.4.4. Pravimo, da je vektorska funkcija 7 zvezna v tocki ty, ce je
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7(t) definirana na okolici tocke ¢ ter limita lim, ,,, 7(t) obstaja in zanjo velja

lim 7(t) = 7(to).

t—to

Vektorska funkcija 7(t) je zvezna na I C R, ¢e je zvezna v vsaki tocki iz 1.

Velja, da je vektorska funkcija 7(t) = (x1(¢),...,2,(t)) zvezna v tocki ¢ty natanko
tedaj, ko so vse koordinatne funkcije x1(t), ..., z,(t) zvezne v tocki t,.

Podobno pravimo, da je za G C R"™ vektorsko polje F:G— R™,

—

F(zy,...,xn) = (Fi(z1, .y x0), oo E(T1, ..o )

zvezno v tocki (zq,...,x,) € G, ¢e so vsa skalarna polja F,F;, ..., F,, zvezna v
tocki (z1,...,z,) € G. Vektorsko polje je zvezno na G, ¢e je zvezno v vsaki tocki
(x1,...,2,) € G.

Definicija 2.4.5. (vir: [5]) Vektorska funkcija 7’ je odvedljiva v tocki t, e je
definirana na okolici tocke t in ¢e obstaja naslednja limita
(t+ h) —7(t)

—/ N
T =

Vektor 7/(t) imenujemo odvod 7(t) v tocki ¢.

Vektorska funkcija je odvedljiva na intervalu I C R, ce je odvedljiva v vsaki
tocki ¢ € I. Vektorska funkcije je odvedljiva, ce je odvedljiva na celotnem
definicijskem obmocju.

Za odvedljivo vektorsko funkcijo 7(t) = (z1(t), ..., z,(t)) velja

() = (21(1), .-, 2, (1)
Primer 2.4.7. V prostoru R3, ki smo ga opremili s (pravokotnim) koordinatnim

sistemom, lahko gibanje tockastega delca od tocke A do tocke B opisemo z
mnozico krajevnih vektorjev (oziroma vektorsko funkcijo)

7(t) = (21(t),22(t),23(1)),

pri cemer je t € [a,b] C R (lahko si predstavljamo, da parameter ¢ oznacuje
cas),

t — x1(t) = x(t)
t o= w(t) =y(t)
t — x3(t) = 2(t)

so realne funkcije spremenljivke t, kjer je 7(a) = (z1(a),r2(a),r3(a)) krajevni
vektor tocke A in 7(b) = (z1(b),z2(b),x3(b)) krajevni vektor tocke B.
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Ce je vektorska funkcija 7 odvedljiva, potem je vektor hitrosti delca ob ¢asu

t enak
u(t) = 7(t) = (2(t),75(t),75(t))-

Ce je tudi vektorska funkecija 7 odvedljiva, je vektor pospeska delca ob ¢asu

t enak
a(t) =v'(t) =7"(t) = (27(t),23(t),25(t)).

Naj bo ¢ € R in naj bodo #, ¥ in W odvedljive vektorske funkcije. Potem veljajo na-
slednja pravila za mnozenje s skalarjem, vsoto, skalarni produkt, vektorski produkt
in mesani produkt ([5]):

ci) = ci’,
@+ 7)) = +7",
(@0 =@’ +a- i
(@x0) =u'"xv+uxv,
(¢, v,w) = (', v, ) + (¢,0", @) + (€, v,d")

2.5 Krivulje v prostoru

2.5.1 Parametrizacija krivulje

Naj bo
K= {(2(t).y(t), 2(1) |t € [a,b]} C R

krivulja v prostoru, pri Cemer je vektorska funkcija 7 : [a,b] — K, podana
z 7(t) = (x(t),y(t),2(t)), zvezna (vse koordinatne funkcije so zvezne funkcije).
Vektorsko funkcijo 7 : [a,b] — K imenujemo parametrizacija krivulje K, ce
je surjektivna preslikava. Ce so z(t), y(t) in z(t) zvezno odvedljive, potem je
7'(t) = (2/(t),y'(t), 2'(t)) tangentni vektor v tocki 7(¢) na krivuljo IC. Pravimo,
da je krivulja K gladka, ¢e so z(t), y(t) in z(t) zvezno odvedljive funkcije in je
7'(t) # 0 za vse t € [a,b]. Pravimo, da je krivulja odsekoma gladka, ¢e je gladka
povsod razen v konéno mnogo tockah. Krivulja je sklenjena, ¢e je 7(a) = 7(b).
Sklenjena krivulja je enostavna, ¢e nima samopresecis¢ (razen morebiti zacetne in
koné¢ne tocke, torej dovoljujemo, da je lahko 7#(a) = 7(b)). Sklenjena krivulja je
enostavna natanko tedaj, ko je zozitev njene parametrizacije [a,b) — K\ {7(b)},
t +— 7(t) bijektivna preslikava. Nesklenjeno krivuljo K imenujemo enostavna, ¢e
ima bijektivno parametrizacijo 7 : [a,b] — K.

V primeru, ko je parameter kar abscisna kartezi¢na koordinata x, je parametrizacija
podana s predpisom 7(z) = (x,y(x), z(z)).

Primer 2.5.1. Zapisimo parametrizacijo dela kroznice, ki je presek sfere, podane
z enacbo x? + y* + 22 = 9, ravnine z = 1 in prvega oktanta.

Izracunamo 22 + 4> +1 = 9 in y = /8 — 22. Torej je (ena moZna) parametri-
zacija izbrane krivulje podana z 7(z) = (r,v/8 — 22,1), z € [0,V/8].
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Primer 2.5.2. Naj bo R > 0. Parametrizacijo kroznice, podane z enacbo 2 +
y?> = R?, lahko podamo s pomodjo polarnih koordinat z(¢) = Rcos g, y(p) =
Rsiny za ¢ € [0,27). Torej je () = (Rcos ¢, Rsinp) za ¢ € [0,27].

Zgornji primer lahko posplosimo na naslednji nacin.
Primer 2.5.3. Naj bo a > 0 in b > 0. Parametrizacijo elipse, podane z enac¢ho

% + %; = 1, lahko podamo s pomocjo elipti¢nih koordinat x(¢) = acosy,
y(p) = bsing za ¢ € [0,27]. Torej je 7(¢) = (acosp,bsinp) za ¢ € [0,27].

2.5.2 Kirivulje v mehaniki, hitrost, pospesek

Krivulje imajo bistveno vlogo v mehaniki, saj sluzijo kot trajektorije (poti) premi-
kajocih (tockastih) teles. V tem kontekstu pogosto parameter ¢ pomeni ¢as. Pri-
vzamemo, da odvodi, ki nastopajo v nadaljevanju, obstajajo. Kot smo ze omenili
zgoraj, je tangentni vektor v(t) = 7'(t) = (2/(¢),y/(t), 2'(t)) v tem primeru vektor
hitrosti, njegova dolzina (hitrost) ob casu ¢ je enaka

T(t)] = [7/(1)] = /(@(£)2 + (4 (1))? + ((1))2.

Drugi odvod d(t) = v'(t) = 7"(t) = (2"(t),y"(t),2"(t)) je vektor pospeska ob
¢asu t. Njegova dolzino |@(t)| imenujemo pospesek gibanja ob Casu t.

Vektor hitrosti je vedno tangencialen na trajektorijo gibanja, vektor pospeska pa
ima lahko drugacéno smer. ZapiSemo @(t) = @an(t) + Gnorm(t), kjer je din(t) tan-
gencialna komponenta vektorja pospeska ob ¢asu ¢ in in @uom(t) normalna
komponenta vektorja pospeska ob casu t, ki je pravokotna na smer gibanja. Pri
tem upostevamo dogovor, da je nicelni vektor hkrati tangenten in pravokoten na
smer gibanja.

Iz formule za projekcijo enega vektorja na drugega sledi (- oznacuje skalarni pro-
dukt), da je

a(t) - vt a(t) - v(t

a(t) - v(t) a(t) U()U(t)

|C_itan(t)| = |’L7(t)| ) C_L‘tan<t> =

N Gnorm (t) = @(t) — Gran(t).
Naslednji primer govori o centripetalni in centrifugalni sili.

Primer 2.5.4. (vir:[5]) Naj bosta w > 0 in R > 0. Poglejmo si parametrizacijo
700,27 /w] — K, 7(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt)),

kroznice K s srediscem (0,0) in polmerom R, ki lezi v xy ravnini. Parametriza-
cija opisuje gibanje tockastega telesa po kroznici I v pozitivni smeri. Vektor
hitrosti je enak

d(t) = 7'(t) = (—Rwsin(wt), Rw cos(wt)),
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njegova dolzina (hitrost) pa je enaka |t/(t)| = Rw, torej je konstantna. Koli¢ino
w imenujemo kotna hitrost. Pospesek je enak

a(t) = 7'(t) = (— Rw* cos(wt), — Rw? sin(wt)) = —w?7(t).
Torej je pospesek usmerjen proti srediscu (0,0) in ga imenujemo centripetalni
pospesek gibanja. Njegova dolZina je konstantna: |@(t)| = Rw?, torej se vektor
hitrosti spreminja konstantno. Centripetalna sila je enaka mda(t), centrifu-
galna sila pa —md(t), kjer m oznacuje maso telesa. V vsakem trenutku sta

sili v ravnovesju. Ker je pospesek v tem primeru pravokoten na smer gibanja,
je tangencialna komponenta pospeska nicelna.

2.5.3 Dolzina loka krivulje

Dolzina loka [ gladke krivulje K, podane s parametrizacijo r(t) = (x(t),y(t), 2(t)),
€ [a,b] (t je parameter, za katerega ni nujno, da ga interpretiramo kot cas), je
enaka (glejte tudi [15])

z_/| 1) dt = /\/ ()2 + (2(1))? dt.

V primeru, ko je 7(x) = (x,y(z), z(x)), = € [a,b], je

1= [V @R+ @) e

Primer 2.5.5. (vir: [7]) Izra¢unajmo dolzino loka krivulje, podane s parame-

trizacijo
P(t) = (Ze ‘fj, te0,1].

27
Potem je

1 1
:f/\@%+€%+2ﬁ.
2 Jo

et_e—t
2

1 1
25/ \/2 cosh(2t) + 2 dt.
0

(14 cosh(2t)), je

e+e

in cosh(t) =

Spomnimo se hiperboli¢nih funkcij sinh(t) = . Torej

je

Ker je cosh?(t) =

1
2

[ = /01 cosh(t) dt = sinh(t)|y = sinh(1) = 1(e —e ).
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2.5.4 Locni parameter

Ce v formuli za dolzino krivulje zgornjo mejo integrala, b, nadomestimo s spre-
menljivko ¢, dobimo definicijo funkcije lo¢ne dolzine s ali, na kratko, definicijo
lo¢énega parametra s. Torej

stt) = [ 17w dw = [ @)+ (w)? + (&) do.

Integracijsko spremenljivko smo tu oznacili z w, saj je tu parameter ¢ zgornja meja
integracije. Geometrijsko gledano, je s(ty) za nek t; > a dolzina loka krivulje K
med tockama, dolo¢enima s parametroma a in ty. Izbira a je poljubna; zamenjava
a pomeni spremembo vrednosti funkcije s za konstanto. Funkcija s torej ni enoli¢no
doloc¢ena, temvec je dolocena le do aditivne konstante natancno.

Iz osnovnega izreka analize oz. osnovnega izreka integralskega racuna (glejte npr.

[15]) sledi, da je

S(t) = |F'(1)] = (@) + (y (1) + (='(1))2

Pogosto uporabimo s kot parameter krivulje. 1z zgornje enacbe sledi, da je |7/(s)| =

% = 1, torej je enotski tangentni vektor (s) krivulje K pri parametru s enak

u(s) =7"(s).
Primer 2.5.6. (vir:[5]) Vijacnica je podana s parametrizacijo
7(t) = (acost,asint, ct),

kjer je a > 0. Ce je ¢ > 0, potem govorimo o desni vijacnici, ¢e ¢ < 0 pa o levi
vijacnici. Z odvajanjem izracunamo

>/

7'(t) = (—asint,acost,c).

Torej je

PP =7'(t) 7() = @+

konstanta, ki jo oznac¢imo s K?. Natancneje, K = a2+ c2. Sledi, da je
s = s(t) = Kt. Torej je parametrizacija vija¢nice, podana z lo¢nim parametrom
s enaka

—

() = 7 () = lacos = asin . )
T’*S—TK = (a K,aan,K.

Ce je ¢ = 0, dobimo parametrizacijo kroznice s sredis¢em (0,0) in radijem a,
podane z lo¢nim parametrom:
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2.5.5 Ukrivljenost krivulj, upognjenost in zvitost

Naj bo (s) = 7'(s) enotski tangentni vektor na krivuljo K pri lo¢nem parametru s
(v tocki P s krajevnim vektorjem 7(s)). Upognjenost ali fleksijska ukrivljenost
k(s) krivulje K v tocki P je definirana s

r(s) = @ "(s)| = [7"(s)],

torej meri hitrost spreminjanja tangentnega vektorja u(s) v tocki P.

b(s)
Z;(S) \

u(s) }

Frenetova baza krivulje, podane z 7(s).

Zvitost ali torzijska ukrivljenost 7(s) krivulje I v P meri hitrost spreminjanja

ravnine O, ki jo napenjata u(s) in @ ’(s). Hitrost tega spreminjanja meri tudi odvod

b’(s) enotskega normalnega vektorja b(s) na O, ki je enak
1

()

=
—~
VA
N—
I
Sy
—
V)
SN~—
X
—

Ji'(s) = d(s) x p(s).

x

Tu smo oznacili

ki ga imenujemo enotski glavni normalni vektor krivulje I v tocki P. Vektor
b(s) pa imenujemo enotski binormalni vektor krivulje I v tocki P. Tu privza-
memo, da je k(s) # 0, torej je k(s) > 0. Absolutna vrednost zvitosti je definirana

z
[T(s) = 15" (s)].
Ker je upognjenost vedno nenegativna, je prakticno zvitosti “definirati predznak”,
za kar potrebujemo nekaj dodatnih izracunov. Binormalni vektor l;(s) je enotski,
torej ima konstantno dolzino 1, [b(s)|2 = b(s) - b(s) = 1. Z odvajanjem po s sledi,
2b(s) - b'(s) = 0. Ker je tore]
b(s) - b'(s) =0,
je b(s) pravokoten na b’(s). Podobno sta tudi vektorja @(s) in f(s) pravokotna. Po

definiciji vektorskega produkta je vektor g(s) pravokoten tudi na vektorja #(s) in
p(s) (torej po definiciji p(s) tudi na vektor 4 '(s)). Velja torej

0= (b(s)-@(s)) =b'(s) - i(s) +b(s) - i(s) = b'(s) - iis) +0,
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od koder sledi, da je b'(s)-i(s) = 0. Vektor b ( ) je pravokoten torej na vektorja
@(s) in b(s). Ce je b'(s) # 0, sta torej vektorja b’(s) in p(s) kolinearna, torej velja
b'(s) = —7(s)p(s) (negativen predznak je stvar dogovora). Ce enacbo mnozimo
skalarno s p(s) in upostevamo, da je [p(s)| = 1, sledi, da je

Minus v definiciji zvitosti 7(s) je izbran tako, da je zvitost desne vija¢nice pozitivna
in zvitost leve vijac¢nice negativna.

7 uporabo enakosti b(s) = @(s) x f(s) sledi, da je

Veljajo tudi Frenetove formule:
i'(s) = K()ls), §'(s) = —r(s)i(s) +7(s)b(s), b'(s) = —7(s)ils).
Ce je krivulja K podana s poljubnim parametrom ¢, potem sta upognjenost in zvitost
enaki
I O O GRO R ) X
() ’
- (7(0), 7" (), 7" (1)) |
() - (@) () - m(t) — (F(E) - ()2

V primeru ravninske krivulje, podane kot graf funkcije y = f(x), sledi

/" ()]
1+ (f'(2))?)**

k(z) =

2.6 Ploskve

2.6.1 Parametrizacija ploskve
Naj bo D C R? (obmocje parametrov) in
S = {(x(u,v),y(u,v), Z(U,’U)) S R?: (u,v) < D}

ploskev v prostoru, pri ¢emer je preslikava 7: D — S, podana z

(u,w) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)),

bijektivna in zvezna (vse koordinatne funkcije so zvezne funkcije) preslikava. Pre-
slikavo 7 : D — S imenujemo parametrizacija ploskve S. Ce so z(u,v), y(u,v)
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in z(u,w) zvezno parcialno odvedljive, potem sta vektorja (dobljena s parcialnim
odvajanjem)

T u(u,0) = (T (u,0), Yo (u,0), 24 (uw,0))
in

T_"U(U,U) = (LEU(U,,’U), yv(uav)a ZU(U,U))
tangentna vektorja v tocki (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) na krivulji, podani zaporedoma
s parametrizacijama u — 7(u,v) in v — 7(u,v).
V naslednjih dveh primerih bomo uporabili kar sferi¢ne in cilindri¢ne koordinate.

Primer 2.6.1. Naj bo R > 0. Zapisimo parametrizacijo sfere S, podane z
enacbo % + y? + 22 = R?, s pomocjo sferi¢nih koordinat:

z(p,0) = Rcospsind, y(p,0) = Rsinpsinb, z(p,0) = Rcosl
za @ € [0,2m) in 6 € [0, 7. Torej je D =1[0,27) x [0,7] in7: D — S,
7(p,0) = (Rcosgsinf, Rsin psinf, Rcosf).

Graf preslikave [0,27) — S, ¢ — 7(p,0) pri fiksnem 6y € [0,7] imenujemo
vporednik. Na primer, pri 6y = 0 je graf tocka (0,0, R) (severni pol), pri 0y = 7
je graf tocka (0,0, —R) (juzni pol) in pri 6y = 7 je graf kroznica v xy-ravnini,
podana z 2% + y? = R? (ekvator).

Podobno premislimo, da je preslikava

0 — (o, 0)

za 0 € [0,7] in pri fiksnem ¢ € [0,27), parametrizacija poldnevnika, ki poteka
od severnega do juznega pola.

Primer 2.6.2. Naj bo S plasé¢ valja (brez osnovnih ploskev) s polmerom R > 0
in viSino v > 0. Natancneje,

S={(zy.2) | 2* +y* = R* 2 € [0,0]}.
Parametrizacijo plasca S lahko podamo s cilindri¢nimi koordinatami
(¢, 2) = (Rcosp, Rsin, 2)

za ¢ € [0,27) in z € [0,v].
Kako pa lahko podamo parametrizaciji obeh osnovnih ploskev valja? Eno izmed
moznih parametrizacij spodnjega kroga

S ={(zy,0) | 2> +¢y* < R?}

smo ze omenili v primeru 2.6.1. Naravno parametrizacijo S; podamo s pomocjo
polarnih koordinat:

—

71(r, @) = (rcos p, rsinp,0)
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zar € [0,R] in ¢ € [0,27). Podobno je parametrizacija zgornjega kroga
Sz = {(zyv) | 2* +y* < R}

podana z
75(r, ) = (rcos g, rsinp, v),

r € [0,R] in ¢ € [0, 27).

Pravimo, da je ploskev S gladka, ¢e so koordinatne funkcije njene parameteriza-
cije z(u,v), y(u,v) in z(u,v) zvezno parcialno odvedljive funkcije in sta 7, (u,v) in
7»(u,v) nenicelna vektorja za vse (u,v) € D. Gladka ploskev S je orientabilna,
¢e je vektorski produkt 7, (u,v) x 7,(u,v) # (0,0,0) za vse (u,v) € D. Normalna
(pravokotna) vektorja na orientabilno ploskev S v tocki (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) sta
enaka

n(u,w) = £ 7y (u,v) X 74 (u,v),

torej sta enotski normali (enotska normalna vektorja) enaki

N(u’v> . Fu(“av) X FU(U,’U)

|70 (u,0) X 7y (u,0)|
Pravimo, da izbor predznaka v izbiri normale (normalnega vektorja) doloc¢a orien-
tacijo orientabilne ploskve S.

Pravimo, da je ploskev odsekoma gladka, ce je unija konéno mnogo gladkih plo-
skev z odsekoma gladkim robom.

Ce je ploskev S graf zvezno parcialno odvedljive funkcije f : D — R, (z,y) — f(x,y),
torej S = {(z,y,f(x,y)) | (z,y) € D}, lahko za parametra izberemo kar kartezi¢ni
koordinati x in y. Potem lahko njeno parametrizacijo podamo z 7: D — S,

() = (z,y, f(2,y)).

Tedaj je
Fx(iﬁ,?/) = (1a0afx<x>y))
Fy(xay> = (0717 fy(x7y))'

Ni tezko izracunati, da sta pripadajoc¢i normali v tocki (z,y, f(x,y)) enaki
ﬁ(x7y) = :t Fr(xay) X Fy(xay) = j: (_fm(‘ray)a _fy(xay)u ]-)

in zato sta enotski normali enaki

\7 (_fa:(x7y)7 _fy<$,y), 1)
N(x,y) ==+ .
o) V(@) + (fy(y))? + 1
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Ce je ploskev S podana implicitno z enacbo F(z,y,2) = 0, kjer je F zvezno par-
cialno odvedljiva funkcija, potem sta pripadajo¢i normali v tocki (x,y,z) podani
z

= £(Fu(2,y,2), Fy(2,9,2), Fa(2,9,2)).
Ploskvi, ki obdaja telo G C R? pravimo, da je sklenjena. Natanc¢neje, ploskev je

sklenjena, ce je kompaktna (jo lahko trianguliramo s konéno mnogimi trikotniki) in
nima roba (jo ne obdaja krivulja).

2.6.2 Povrsina ploskve

Povrsina P ploskve S, podane s parametrizacijo 7 : D — S,
F(uw) = (2(u0), y(u,0), 2(u.)), je enaka

P = / |7 (u,0) X 7 (u,0)| dudv.
D

Dolzina vektorskega produkta |7, (u,v) X 7,(u,v)| je enaka

7u(w0) X Fo(w,0)] = IFa(u0)? - [Fa(w,0)[2 = (Fulu0) - 7o (w,0))?

kjer je
E(u,) = [Fu(w,0)? = 7u(u,) - 7(u,0) = 23 (u,0) + i (u,0) + 25 (u,0),
G(uw) = [Fy(u,)]? = 7y (uw) - 7y (u,0) = 23 (u,0) + yi (u) + 25 (u,),
F(uw) = 7 (u,0) - 7y (u,v)
= Xy (U,0) Ty (1,0) 4 Yo (1,0) Yy (u,0) + 24 (u,0) 2, (u,0).
Torej je

P = / \/E(u,v)G(u,v) — F2(u,v) dudv.
D
Funkcije E(u,v), G(u,v) in F(u,v) imenujemo koeficienti 1. fundamentalne
forme.

Ce je ploskev S graf zvezno parcialno odvedljive funkcije f : D — R, (z,y) — f(2,y),
potem povrsino ploskve § izracunamo po formuli

P= [ Ry + fly) +1 dudy.

Primer 2.6.3. Naj bo R > 0. Izpeljimo dobro znano formulo, da je povrsina
sfere
S={(zyz2) 2" +y’ + 2" = R’}
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enaka P = 47 R%. Uporabimo parametrizacijo
(¢, 0) = (Rcos psinf, Rsingsinf, Rcos0)
za @ € [0,2m) in 6 € [0, 7]. Potem je
7o(,0) = (—Rsin¢sin b, Rcos ¢sin b, 0),

7o(p,0) = (Rcos ¢ cosf, Rsinpcosf, —Rsin )
in E(p,0) = R*sin?0, G(p,0) = R?, F(p,0) = 0. Torej je

2 i us
P= / dgo/ VR4sin? 0 df = 27TR2/ sinf df = 47 R?.
0 0 0
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2.7 Kirivuljni integral

Naj bo K odsekoma gladka enostavna krivulja, podana s parametrizacijo
7 lab] = K, () = (2(8), (1), 2(1)).

Naj bo g zvezno skalarno polje, definirano na neki okolici G krivulje K in naj bo F
zvezno vektorsko polje, definirano na G. Krivuljni integral skalarnega polja ¢
(krivuljni integral I. vrste) vzdolz krivulje K je definiran z

[Lads = [ g(et) 7o) .

Krivuljni integral vektorskega polja F (krivuljni integral II. vrste) vzdolz
krivulje IC je definiran z

/IC Fdr= /abﬁ(F(t))-F’(t) dt,

kjer - oznacuje skalarni produkt. Ce je krivulja K sklenjena, potem ta krivuljni
integral imenujemo cirkulacija vektorskega polja F’ vzdolz krivulje /C.

Primer 2.7.1. Izracunajmo krivuljni integral skalarnega polja g(z,y,2) =
/2 + 922, /yz in krivuljni integral vektorskega polja F( r,y,2) = (v — 2,2y, 2°)
vzdolz krivulje IC, podane s parametrizacijo 7(t) = (¢,t%t), t € [0,1]. Potem je

P(1) = (1,362, 1), |F'(t)] = V2 + 91, g(7(t)) = V2 F 9% in zato je
/gds—/ (2 +9tY)dt = 3.8.

Ker je F(7(t)) = F(t,£3,t) = (0,263, 12), je

1 4

/Fdr—/ (0,263, 1%) - (1,3t%,1) dt:/ (6t° +t%) dt = 5
0
Primer 2.7.2. Izracunajmo delo A sile F(zy) = (=322 2zy), ki deluje na
masno tocko, ki se giblje vzdolZz ravninske krivulje K, podane z enacbo y = —z2,
od tocke T1(1,—1) do tocke T5(2,—4). Parabolo K od tocke T} do tocke T5 lahko
parametriziramo kar s kartezi¢no koordinato x. Param_@trizacija je podana z
7(x) = (v, —2%), z € [1,2]. Potem je 7'(z) = (1, —2z) in F(7(x)) = F(x, —2?%) =
(=322, —22%). Delo je enako krivuljnemu integralu A = [, F' dF, torej je
2 2 ]9

A= / (—=32%, —22°) - (1, —22) dv = / (=32 + 42*) dor = 5= 17.8.
1

1

Pravimo, da je vektorsko polje F' : G — R3, G C R3 potencialno, ¢e je gradient
nekega skalarnega polja v : G — R, torej

- ou ou ou
F(ZE,y,Z) - gradu(m,%z) - VU(I7y7Z) - <&'L‘<x,y72)’ ay( Y Z) Oz ( x,y, Z))



2.7. Krivuljni integral 80

V tem primeru skalarno polje v imenujemo potencial vektorskega polja F. Tipic¢ni
primeri potencialnih vektorskih polj so gravitacijska polja, hitrostna vektorska
polja fluidov in elektromagnetna polja. Potencialna polja véasih imenujemo
tudi konzervativna, saj se v takem vektorskem polju energija ohranja, torej nic¢
energije se ne izgubi ali pridobi pri premikanju telesa od tocke T do neke druge tocke
in nazaj v T' (oziroma ni¢ naboja se ne izgubi v primeru elektri¢nih polj). Taksna
vektorska polja so osrednja polja v fiziki in inzenirstvu.

Primer 2.7.3. (vir: [5]) Naj bo F(z,y,2) gravitacijska sila med razlicnima ma-

snima tockama To(xg, Yo, 20) in T'(x,y, z). Z 7 ozna¢imo vektor 7= ToT in z r
njegovo dolzino

Potem je
= ¢ T—To Y— Y Z— <0
F(l’,y,Z) = _7‘73 = _C< r3 ) r3 ) r3 >
Velja
0 /1 0 _
e <T> = 9 (((l’ —20)> 4+ (y —v0)* + (2 — 20)°) 1/2)
(=) + (Y — w0+ (2 — 20232 3
in podobno

L)tk (1)
oy \r/) 3 Oz \r) rd
Od tod sledi, da skalarno polje

u(z,y,z) = € ¢
P e o+ )

zadoiéa F = gradu = Vu, torej je F potencialno (konzervativno) vektorsko
polje, u pa njegov potencial.

Izrek 2.7.1. (vir: [5]) Ce je F potencialno vektorsko polje, potem je krivuljni
integral [ F' dif odvisen le od potenciala v zacCetni tocki A(z(a),y(a), z(a)) in
v koncni tocki B(z(b), y(b), z(b)), in sicer

B dif = u(B) — u(4) = u(w(b),y(b), 2)) — u(w(a), y(a), 2(a)).

V primeru, ko je vektorsko polje potencialno, je torej krivuljni integral neodvisen
od krivulje K same, zato ga oznadimo z [§ F dF.
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Primer 2.7.4. Naj bo K gladka enostavna krivulja med tockama A(1,0,2) in
B(0,1,3) in naj bo F(xz,y,2) = (22,4?% 2%). Vektorsko polje F' je potencialno
na R®, saj je F(z,y,2) = gradu(z,y,2) za u(z,y,z) = 3(2® + y® + 2°) in vse
(z,y,2) € R? in zato je

28 9 19

— B—»
Fd”:/ Fdi=u(013) —u(1.02) = = _ 2 .
[ P ar= [T F dr=u(0.13) - u(102) = T - 2 = <

Primer 2.7.5. Naj bo K gladka enostavna krivulja med tockama A(1,0,2) in
B(e,1, — 3) in naj bo F(z,y,z) = (lnm,y?’z,% +4z)zax >0,y € R, z €
R. Izracunajmo [ F d7. Tudi v tem primeru bomo ugotovili, da je polje F

potencialno, vendar je potencial tezje uganiti kot v prejSnjem primeru, zato ga
izracunajmo. Iz enakosti

- ou ou ou
F(l’,y,Z) = gradu(%y%) = (M($7y7z)v @(xayaz)a az(gjayaz)>

dobimo dovolj preprost sistem parcialnih diferencialnih enacb

ou ou ou yt

—(zy,2) =lnz, —(z.y.2) =12, —(z,y,2) = = + 4z.

o (LoU2) 6y(y)y 5, (D7) = 7
Prvo enacbo integriramo po x, drugo po y in tretjo po z. Iz prve enac¢be (metoda
per-partes) sledi u(z,y,2) = z lnx—x+C1(y,2), iz druge u(x,y,z) = %Z+C’2(x,z)
in iz tretje u(z,y,z) = %jz +22% 4+ Cs(z,y). S primerjavo izra¢unanega dobimo,
da je skalarno polje

4
u(z,y,z) =xlnz —x + yzz + 222

potencial vektorskega polja F. Sledi

3 41
/ Fdr=u(e,l, - 3) = u(1,02) = - = 10.25.
K

Naslednja trditev sledi iz definicije gradienta in uporabe obic¢ajnih pravil za odvaja-
nje po koordinatah.

Trditev 2.7.2. Naj bosta u in v parcialno odvedljivi skalarni polji in n € R.
Potem velja
grad(u™) = nu" 'grad(u),

grad(uv) = ugrad(v) + v grad(u),

grad (Z) = 1}12(1) grad(u) — ugrad(v)).



2.7. Krivuljni integral 82

V formulaciji enega osrednjih izrekov vektorske analize (Stokesovega 1zreka) ki ga
bomo spoznali v nadaljevanju, nastopa rotor rot F vektorskega polja F:G— R3,
G C R3, ki je prav tako vektorsko polje. Rotor zvezno parcialno odvedljlvega
vektorskega polja F = (F1, Fy, F3) je definiran simboli¢no z vektorskim produktom

rotF(z,y,z) = (8- 0 0

%’@’%) X (F17F27F3)
_ (0F, OF, OF, OF, 0F, 0F
 \ oy 0z Oz ox ' Ox oy |

Velikost rotorja meri mo¢ vrtincenja vektorskega polja v neki tocki, smer rotorja pa
doloc¢a os najvecjega vrtincenja.

Izrek 2.7.3. (vir: [5]) Zvezno parcialno odvedljivo vektorsko polje F je poten-
cialno natanko tedaj, ko je rotF’ = (0,0,0).

Torej je rot(gradu) = (0,0,0) za vsako dvakrat zvezno odvedljivo skalarno polje u,
Cesar ni tezko preveriti z direktnim izracunom.
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2.8 Ploskovni integral vektorskega polja

Kako integriramo realne funkcije vzdolz ploskev v R3? Najbo M C R®ing: M — R
zvezna funkcija, skalarno polje. Ce je gladka orientabilna ploskev S C M, podana
s parametrizacijo 7 : D — S, je ploskovni integral I. vrste funkcije g vzdolz
ploskve S definiran z

/gdS / ) |Tu(u,0) X 7y (u,0)| dudo.

V primeru, ko je ploskev S podana eksplicitno z = f(x,y), (z,y) € D, je

Lads = [ gy fay) /(folp) + (fy@y)? + Ldody.

Naj bo F': M — R3,
(i[f,y,Z) = ﬁ(x,y,z) = (Fl(xayaz)a F2($7y72>7 Fg(l',y,Z)),

vektorska preslikava, vektorsko polje. V vsaki tocki (z,y,z) ploskve § ozna¢imo njeno
enotsko normalo z N(z,y,z). Ploskovni integral II. vrste vektorskega polja F
vzdolz ploskve S z enotskimi normalami N je definiran z

/ﬁd§:/ﬁ.z\7d5,
S S

kjer je na desni strani enacaja ploskovni integral I. vrste skalarne funkcije (z,y,z) —
F (,y,2) - N(z,y,2) in - oznaluje skalarni produkt. Ta integral se imenuje pretok
vektorskega polja F skozi ploskev S, ki opisuje, koliko polja F “stece” pravokotno
skozi ploskev §. V nadaljevanju bomo privzeli, da so F}, F5 in F3 zvezno parcialno
odvedljive funkcije.

Naj bo gladka orientabilna ploskev & podana s parametrizacijo
7D —S8, (u,v)—7(u,w).

Spomnimo se, da je

N(uv) = + iu(u,v) X iy(u,v) |
7w (u,0) X 7y (u,)]
kjer izbor predznaka v izbiri normale doloc¢a orientacijo ploskve §. Torej je pretok
vektorskega polja F' skozi ploskev S enak

/ FdS = i/ 7 u(u,0) X (7 (u,0)) dudv.

V zanimivem posebnem primeru, ko je S graf funkcije f : D — R, kjer je D C R?,
je parametrizacija, podana z 7(z,y) = (z,y, f(z,y)) in je njena normala enaka

Fﬂc(xﬂ) X Fy(l’,y) = (_fﬂc(x7y)7 _fy(xay)v 1)'



2.8. Ploskovni integral vektorskega polja 84

Torej je
| FaS =+ [ Py, fay) - (~fuley).~f o). 1) dudy =

j:/D(_Fl(ajaya 7y))fx( ) ( z,Y, f(l‘,y))fy(x,y)) + F3<x7y: f(x,y)) dl'dy

Izbor + zgoraj sovpada s pozitivho z koordinato normale in izbor — sovpada z
negativno z koordinato normale na ploskev S.

Primer 2.8.1. Izracunajmo pretok vektorskega polja

ﬁ(x,y,z) = (2z,x — y, z) skozi ploskev S, ki je presek ravnine 2z — 3y — z =4
in neskonc¢nega valja, podanega s pogojem z? + 3?> < 4. Normala na ploskev S
naj ima negativno z koordinato.

Enacbo ravnine preoblikujemo v z = 2z —3y—4. Torej je ploskev S graf funkcije
f:D =R, f(x,y) =2z — 3y — 4, kjer je D krog v zy ravnini s sredis¢em (0, 0)
in radijem 2, torej D = {(z,y) € R? | 22 + y? < 4}. Izracunamo

/ﬁdgz/(2x,x—y,2x—3y—4)-(2,—3,—1) dxdy:/(—x—l—6y—|—4) dxdy
S D D

V izracunu lahko uporabimo polarne koordinate in dobimo rezultat [ FdS =
167.

Divergenca divF vektorskega polja F:G— R3, G C R3, je skalarno polje defini-

e OF OF OF
1 2 3
%("Euy@() + @(xuyv?:) + Oz (x,y,z).

divE(z,y,2) =
Intuitivno, pozitivna divergenca meri moc¢ izvora vektorskega polja v dani tocki
(negativna divergenca pa mo¢ ponora). Bolj natan¢no, divergenca meri volumsko
gostoto pretoka vektorskega polja navzven iz infinitezimalno majhne (neskon¢no
majhne) okolice dane tocke.

Primer 2.8.2. (vir: [7]) Naj bo 9(z,y,z) = (vi(z,y,2), v2(x,y,2), v3(x,y,2)) hitro-
stno vektorsko polje fluida in naj bo (z,y,z) — p(x,y,z) skalarno polje gostote
fluida. Izrazimo divergenco div(p¥) vektorskega polja pt' = (puvy, pug, pus) z
gradientom skalarnega polja p in divergenco vektorskega polja .

Racunamo
Opvr) | Opva) | O(pvs)

div(pt) = ox dy 0z
_Op dvy  dp Ovy  Op vz
T TP Tyt P, T TP,

= gradp - 7+ pdiv(7),

kjer - v prvem ¢lenu pomeni skalarni produkt.
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Pravimo, da je vektorsko polje F:G— R3, G C R?, vrtin¢no (solenmdalno) ce je
F = rotR za neko zvezno parmalno odvedljivo vektorsko polje R. Zvezno parcialno
odvedljlvo vektorsko polje F' je vrtinéno natanko tedaj, ko je div(F) = 0. Torej je
dlv(rotR) — 0 za vsako dvakrat zvezno parcialno odvedljivo vektorsko polje R, Gesar
ni tezko direktno preveriti. Elektromagnetna polja so tipi¢ni primer vrtin¢nih polj.

Pravimo, da je vektorsko polje F Laplaceovo, ¢e je vrtincno in poten01alno Ceje p
potencial Laplaceovega vektorskega polja F (torej F = grad 0), ]

div(gradp) = 0= Ap = 922 + =+ 5.

Zgornjo parcialno diferencialno enacbo imenujemo Laplaceova parcialna diferenci-
alna enacba (njenim dvakrat zvezno parcialno odvedljivim resitvam pa re¢emo har-
monicne funkcije), torej je dvakrat zvezno parcialno odvedljivi potencial Laplaceo-
vega vektorskega polja harmonic¢na funkcija.

Nadaljujmo s primerom gravitacijskega vektorskega polja.

Primer 2.8.3. (vir: [5]) Naj bo F(z,y,z) gravitacijska sila med razlicnima ma-

snima tockama Ty(xg, Yo, 20) in T(x,y, z). Z 7 ozna¢imo vektor ¥ = ﬁ inzr
njegovo dolzino

r= (@ — @)+ (y— ) + (= — 20)*
Spomnimo se, da je

ﬁ . Cc T—=To Y—Yo =— 20
(I7y,Z) - _73T = —¢C r3 7 37 3

in F = grad u = Vu, kjer je potencial u enak
c c

B (e B PR e s

Vemo ze, da je

(- - -
or\r) T oy\r) 3 7 9z\r) 3

[zracunamo Se, da je

9> 1\ 1 3(z—m)?
)T
0 (1)_ L 3y =)
oy? \r r3 rd ’
9 1\ 1 3(z—2)?
022 (r) ] o
Sledi, da je .
A= ox2  Oy? 022 =9,

torej je gravitacijsko vektorsko polje F Laplaceovo.
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Naslednji izrek je eden osrednjih izrekov vektorske analize.

Izrek 2.8.1. (Gaussov izrek, [5])
Naj bo S odsekoma gladka, orientabilna, sklenjena ploskev, ki obdaja telo G
(pisemo tudi 8 = AG) in naj bo F = (Fy, Fy, F3) zvezno parcialno odvedljivo
vektorsko polje, definirano na okolici telesa GG. Potem je ploskovni integral
polja F vzdolz ploskve S, v smeri zunanjih normal (normala je v vsaki tocki
ploskve usmerjena navzven), enak trojnemu integralu divergence tega polja po
G:

/ Fds = / it el iz

S a

Ce je polje F' dodatno Se vrtincno (torej je div(F) = 0), potem je po zgornjem izreku
pretok [ F'dS enak 0 za vsako odsekoma gladko, orientabilno, sklenjeno ploskev S.

Primer 2.8.4. Naj bo & spodnja polovica sfere s sredisé¢em (0,0,0) in polmerom
R. Natancneje,

Si={(zy.2) | 2*+y*+2* = R* 2 <0},

Izracunajmo pretok [g, FdS vektorskega polja ﬁ(m,y,z) = (2%y, zy, 22+ 1), kjer
naj imajo normale na S; negativno z koordinato (kazejo navzdol).

Ker ploskev &; ni sklenjena, ne moremo direktno uporabiti Gaussovega izreka.
Zato dodamo krog S» = {(z,y,0) | 2* + y* < R?}, s katerim &; “zapremo”.
Unija obeh ploskev &1 U S, je sklenjena, zato lahko uporabimo Gaussov izrek:

/ FdS + / FdS = FdS = / divE dedydz,
S1 S2 S$1US2 G
kjer smo z G oznadili telo, ki je omejeno s ploskvijo §; U S, torej spodnjo

polkroglo
G={(zyz2) | 2* +y"+ 2" <R’ 2 <0}

Sledi

/ FdS = / divF dzdydz = / (2zy + x + 22) dxdydz =
S1US2 G G
T R 21
// de / dr / (2r? cos @ sin psin® @ + 7 cos @ sin § 4 2r cos §)r? sin Odyp,
/2 0 0
kjer smo uporabili krogelne koordinate. Racunamo dalje [s s, FdS =

T R 2
// de / dr / (2r* cos psin @ sin® 6 + r® cos psin® @ + 2r® cos 0 sin 0)dp,
=2 Jo 0

4

2 ™ 4
—0+0+R'27T/ cos@sin@de:—ﬂ.
4 /2 2
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Sedaj Se izracunamo [g, FdS, ki ga bomo nato od zgornjega rezultata odsteli.
Upostevamo, da S, lezi v ravnini z = 0 in da je normala na S, ki kaze iz telesa
G, enaka 77 = (0,0,1), torej na S, velja ﬁ(:c,y,O) i = (2%y, zy,0+1)-(0,0,1) = 1.
Sledi
/ FdS = 1 dedy = TR
Sa Ss

Torej je
Lo Lo L . R
| Fas = FaS— [ Fa§=-""_ xR

S1 S1US2 Ss 2
Primer 2.8.5. Izracunajmo pretok vektorskega polja F(z,y,2) = (22 — 22, 2y +
23, xy) skozi sfero S, podano z x? + y? + (2 — 1)> = 1, pri demer so normale
usmerjene navzven.
Sfera obdaja kroglo K, podano s 2% + y* + (2 — 1) < 1. Uporabimo Gaussov
izrek in v izracunu sferi¢ne koordinate:

/ FdS = / divF dedydz = / (22 + 2) dudydz
S G G

27 w/2 2cos b 8 ]
:/ d(p/ d@/ (2r3cosgosin29+2r231n0)dr:0_1_%:g_
0 0 0

Nadaljujmo s primerom iz teorije fluidov iz uvoda tega poglavija.

Primer 2.8.6. (vir: [7]) Naj bo ¥ = (v, vs,v3) Laplaceovo hitrostno vektorsko
polje fluida, naj bo ¢ njegov potencial in naj bo p : (z,y,2) — p(z,y,z) skalarno
polje gostote fluida. Pokazimo, da je kineti¢na energija fluida

1
W:f/ 132p dV
2 Jg

v obmocju G enaka

1 Op
W:f/ 9% 4s,
2 SpgoaN

kjer sklenjena ploskev S obdaja obmocje G in je % smerni odvod potenciala

@ v smeri zunanje enotske normale N ploskve S.
Naj bo Gy poljubno podobmocéje v G in &) sklenjena ploskev, ki obdaja Gj.
Iz kontinuitetne enacbe (glejte npr. [5]) in Gaussovega izreka sledi, da je
— Jo, 2 dV = [, pU dS = [, div(pD) dV. Iz % = 0 sledi, da je div(p¥) = 0 na
G.
V primeru 2.8.2 smo izracunali

0 = div(pv) = gradp - ¥ + p div(?)

in zato iz div(?) = 0 (polje je potencialno) sledi, da je gradp- v = 0 na G. Torej

je
1

1 1
sz/|{;’|2pdvz—/17-77pdvz—/pgradgp-UdV
2 Je 2 Ja 2 Je
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1 1
=— / (pgrady - U+ pgradp - ¥) dV = 7/ grad(pp) - 7 dV
2 Ja 2 Ja

1 1
=5 / (grad(py) - U+ pedive) dV = —/ div(ppv) dV.

Iz Gaussovega izreka, deﬁmcue ploskovnega integrala in iz

a—ﬁ = grady - N =7- N sledi

1 .1 . 1 O
w Q/Spgov S 5 s PPU S 5 SpgoaN S

kar smo zZeleli dokazati.

Koordinatna neodvisnost divergence.

Divergenca je definirana s pomocjo koordinat, a bomo s pomocjo Gaussovega iz-
reka izpeljali, da je neodvisna od izbora koordinat. Uporabili bomo tudi izrek o
povprecni vrednosti za trojni integral, ki pravi, da za vsako zvezno funkcijo f,
definirano na omejenem in enostavno povezanem obmodju (“povezano obmodje, ki
nima lukenj”) G' C R3, obstaja tocka Q(xg,%0,20) € G, da je

| fla.2) dadydz = F(ao,yo.20)V (G,

kjer je V(G) volumen telesa G. Oznacimo s S(G) rob telesa G (to je S obdaja G),
ploskev S(G) orientiramo v smeri zunanjih normal in postavimo f = divF' za neko
vektorsko polje F'. Potem iz zgornje formule in Gaussovega izreka sledi

B 1 . 1 Lo
divF (o, o, zi/d'Fddd:—/ FdS.
ivF(zo, Yo, 20) V@ Jo ivF dxdydz V@ Jso

Izberimo sedaj poljubno tocko T'(z1,y1, 21) € G in skr¢imo G proti tocki T" tako, da

se maksimalna razdalja d(G) toc¢k iz G do T priblizuje 0. Potem se tocke @ (ki so
odvisne od izbire telesa () priblizujejo tocki T'. Izpeljali smo naslednji izrek.

Izrek 2.8.2. (vir: [5]) Naj telo G zadosca predpostavkam Gaussovega izreka.
Divergenca zvezno parcialno odvedljivega vektorskega polja F' znotraj telesa G
je neodvisna od izbora koordinat. Za vsako tocko T' € G velja

divF(T) = llrgo VG / FdS.

Za Laplaceov operator A, definiran z Af = div(gradf), velja podoben izrek. Ce
je f dvakrat zvezno parcialno OdVGlelVO skalarno polje na telesu G, oznac¢imo s
F= gradf. Torej je Af = divF. Velja tudi

FN=N.-FeN gadf= 2L
ON
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kjer % oznacuje smerni odvod skalarnega polja f v smeri zunanje normale N plo-
skve §(G). 1z Gaussovega izreka sledi

of
Af dedydz = —=dS.
Jo A1 et = [ S

7 uporabo izreka o povprecni vrednosti za trojni integral na podoben nacin kot
zgoraj sledi naslednji izrek.

Izrek 2.8.3. (vir: [5]) Naj telo G zadosca predpostavkam Gaussovega izreka
in naj bo f dvakrat zvezno parcialno odvedljivo skalarno polje na telesu G.
Potem je Af neodvisen od izbora koordinat. Za vsako tocko T' € G velja

T
A = & Ve /S<G> N

kjer % oznacuje smerni odvod skalarnega polja f v smeri zunanje normale N
ploskve S(G).

V naslednjem primeru si oglejmo fizikalno interpretacijo izreka o neodvisnosti di-
vergence od koordinat.

Primer 2.8.7. (vir: [5]) Oglejmo si tok nestisljivega fluida s konstantno gostoto
p = 1, ki je stacionaren (se ne spreminja s ¢asom). Tak tok je doloCen s
hitrostnim vektorskim poljem fluida v, torej ¥(T") je vektor hitrosti fluida v
poljubni tocki T'. Naj bodo G, S(G) in N kot zgoraj. Potem je 7+ N normalna
komponenta polja @ v smeri N in |U- NdS | predstavlja maso fluida, ki zapusca
telo G (Ce je #- N > 0 v neki tocki T') oziroma vstopa v telo G (¢e je 7-N < 0 v
neki tocki T') na ¢asovno enoto v neki tocki 7" € S(G) skozi majhen del ploskve
S(G) s povrsino dS. Potem je celotna masa fluida, ki tece iz telesa G skozi

S(G), enaka
[ s
5(G)

Torej
1

— vdS
V(G) /S(G) !

predstavlja povprecni tok iz telesa GG. Ker je tok stacionaren in fluid ni stisljiv,
je tok navzven neprekinjen. Ce je povprecni tok neni¢eln, potem ima tok izvore
ali ponore v telesu G, torej tocke, v katerih tok izvira ali izginja.

V kolikor telo GG stisnemo v neko tocko T', dobimo

s 1 .
dive(T) = d(lé?io ) /S(G) vds.

Torej je divergenca hitrostnega vektorskega polja v stacionarnega nestisljivega
fluida enaka intenzivnosti toka fluida iz dane tocke.
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Naslednji izrek je Se eden od osrednjih rezultatov vektorske analize.

Izrek 2.8.4. (Stokesov izrek, [5]) Krivuljni integral vektorskega polja F
vzdolz odsekoma gladke, enostavne, sklenjene krivulje K, ki obdaja ploskev
S (pisemo tudi K = 9S§), je enak ploskovnemu integralu rotorja tega polja
vzdolz ploskve S, torej

/ﬁdF:/rotﬁdg.

K S

Pri tem smo predpostavili, da sta ploskev S in krivulja K orientirani tako,
da je gledano z vrha normale na ploskev S, krivulja K orientirana v pozitivni
smeri (nasprotni smeri urinega kazalca). Natancneje, urejena trojica vektor-
jev (tangentni vektor krivulje, normalni vektor krivulje, normala na ploskev)
doloc¢a pozitivno orientacijo prostora R3, kar lahko v praksi hitro preverimo s
pravilom desnega vijaka.

Za ravninske sklenjene krivulje in ravninska vektorska polja sledi iz Stokesovega
izreka pomembna posledica (Greenova formula). Ce je torej F ravninsko vektorsko
polje, ga lahko podamo v obliki F = (f,9,0). Z direktnim izracunom dobimo
rotFF = (0,0,g—i — %). Ce je K ravninska krivulja, ki je enostavna, odsekoma
gladka ter sklenjena (obdaja ravninsko obmocje D) in pozitivno orientirana, potem
iz Stokesovega izreka sledi

i — 99 _of _ [ (% 91
/’C Fdr—/D(O,O, e ay) (O,O,l)dxdy—/D <8x 8y> dxdy.

Izpeljali smo torej naslednji rezultat.

Posledica 2.8.5. (Greenova formula) Naj bo K pozitivno orientirana, eno-
stavna, odsekoma gladka sklenjena krivulja v ravnini, ki omejuje obmocje D.
Potem za zvezno parcialno odvedljivo vektorsko polje F'(x,y) = (f(z,y), g(x,y))

velja
= dg Of
Fdr = = — = :
/’C dr /D (89& 3y> dxdy

2.9 Naloge

Naloga 2.9.1. Izracunajte ploscino lika zunaj kroznice s polmerom r = 2 in znotraj
krivulje, podane z enacbo r = 3+ 2sin ¢ (v polarni obliki), kot je prikazano na sliki.
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0

(1
—~

Resitev. Enac¢imo parametricna zapisa obeh krivulj 2 = 3 4 2sin ¢, in ugotovimo,

da sta presecCisci pri resitvah ¢; = —% in py = %’T. [zracunamo
= 3+42singp 1 r= 11v/3 14
P:/b/ rdrdgpz/6((3+2sing0)2—22)dg0:\/_—i-W.
_% 2 2 —% 2 3

Naloga 2.9.2. Telo GG naj bo oblike valjastega silosa s polmerom R, visino h valja-
stega dela in streho v obliki pokonénega stozca z naklonom 7/4. V matemati¢nih
oznakah je

G={(ry2) | 2>+ SR0<2<h+R— i 42}
Izracunajte [ z(x? + y?) dz dy dz.

Resitev. Vpeljimo cilindri¢ne koordinate:

2t rR ph+R—r
/ z(x2+y2)dmdydz:/ / / 2r? - rdzdrdy
G o Jo Jo
R

1
=2n- [ (b R—r)dr
0

- 6107TR4 (15h2 1+ 6hR + R2)

Naloga 2.9.3. Telo G dobimo tako, da kroglo, s srediséem v (0,0, 1) in polmerom
1, izrezemo iz zgornje polkrogle s polmerom 2 in sredis¢em v izhodis¢u. Natancneje

G={(z,y,2) | *+9y*+ 22 <42 +y*+ (2 — 1) > 1,2 > 0}.

Izracunajte maso telesa GG, e je njegova gostota enaka p(z,y, z) = |z|, torej izracu-
najte

m(G) :/Gp(a:,y,z) dx dy dz.

Resitev. Z vpeljavo krogelnih koordinat najprej izracunajmo maso spodnje polkro-
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gle, kjer p(z,y,2) = —z = —rcosb:

T 2r 2
mS:—/ / / rcos@ - rsinfdrdedf
x/2Jo  Jo

T 2 2
:—/ cos@sin@d@-/ dgp-/ r3dr = 4r
2 0 0

™/

Neenacba 22 + ¢ + (2 — 1) > 1 ima polarno obliko 72 > 2r cos 6, torej za zgornji
del telesa velja 2cosf < r < 2in p(z,y,2) = z = rcosb:

w/2 2w 2
mZ:/ / / rcosf - r?sinfdrde df
0 0 2cos @

/2 2 8
:27r/ cosfsinf 7"3d7“d9:?7r
0

2cosf

Torej m(G) = mg + mz = 4r + 5 = 3¢,

Naloga 2.9.4. Naj bo K daljica v prostoru R? med tockama A(1,—2,3) in B(—1,2,4).
Izracunajte krivuljni integral [, F'dr’ za vektorsko polje F'(z,y,2) = (2 — vy, 2, 2y).

Resitev. Parametrizacija daljice je 7(t) = (1 — 2t, -2+ 4¢,3+1¢), t € [0,1], in

| Far= | VR - 78 dt = 133,

Naloga 2.9.5. Izracunajte pretok vektorskega polja ﬁ(x,y,z) = (z,y —z,2z — 2)
skozi graf S funkcije f : D — R, f(x,y) = 2% —y, kjer je D = {(z,y) | *> +y* < 1}.
Naj imajo normale na S pozitivno z koordinato.

Resitev. Po definiciji pretoka vektorskega polja izracunamo
/ FdS = / (2 —y,y — 2,20 — 2% + y)(—2z,1,1) dzdy
S D

= / (—22° + 22y + 2y + x — 2%) dvdy = —%,
D
kjer v izra¢unu uporabimo polarne koordinate.

Naloga 2.9.6. (vir: [10]) Ploskev naj bo dana s parametrizacijo

(u,v) = <uv,um,;(u2 - 1))

za 0 < u <1in —1 < wv < 1. Izracunajte egotsko normalo na ploskev v tocki
(v/2/4,7/2/4,—3/8) in pretok vektorskega polja F(z,y,2) = (y,x,xy) skozi to ploskev.
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Resitev.

7w = (v,V1 —v2u) in Ty = <u, __4v 0) )

Sledi

Ugotovimo, da je

Vstavimo tocko in dobimo (7, X Fﬁ(é,%) = (%, i, —?) . Dolzina tega vektorja je

v/10/4, tako da je v dani tocki enotska normala enaka

N — \/E\/l_O_Q\/g
10 7 10’ 5 '

Ker je

—

F(#(uw)) - (Fu(u,0) x 7y(u,w)) = 2ubv — u*v = v,

L 1 1
/F-dS:/ du/ wvdv=0.
S 0 —1
Naloga 2.9.7. (vir: [10]) Vektorsko polje naj bo dano z F(z,y,z) = (2,y,0). Ploskev

S naj bo graf funkcije
f(xay) = V 1 _y2

na pravokotniku —h < z < hin —1 < y < 1. Za normalo izberite vektorje s
pozitivno z-komponento.

sledi

a. Izracunajte pretok vektorskega polja skozi vsakega od polkrogov, ki lezita
v ravninah * = —h in z = h, imata sredis¢i v toc¢kah (—h,0,0) in (h,0,0),
polmera R = 1 in lezita nad zy-ravnino. Normala na prvi polkrog naj bo
(—1,0,0), normala na drugi polkrog pa (1,0,0).

b. Izratunajte pretok F skozi ploskev, ki je graf funkcije f (x,y).

Resitev.

a. Na polkrogu pri x = h je 7 = (1,0,0), torej je F -7 = h. Pretok je torej
enak integralu konstantne funkcije h po polkrogu s polmerom 1, torej h - /2.
Pretok skozi drugi polkrog pri = —h je prav tako enak h - 7/2.

—

b. Ugotovimo, da je div(F) = 2 in da je pretok skozi pravokotnik v zy-ravnini
enak 0. Ce polkrozni valj e “zapremo” s polovicama krogov na vsakem koncu,
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dobimo polovico valja V. Po Gaussovem izreku je
/ FdS = / div(F dx dydz = 2mh.
oV

Odstejemo se pretoka skozi polkroga, tako da je koné¢ni pretok enak 7h.

Naloga 2.9.8. Naj bo S zgornja polovica sfere s sredis¢em (0,0,0) in polmerom R.
Natancneje,
S={(zy2) |2 +y*+2*=R* >0}

Izrac¢unajte pretok [g FdS vektorskega polja ﬁ(x,y,z) = (y,z,z + 2), kjer naj imajo
normale na ploskev S pozitivno z koordinato (kazejo navzgor).

Resitev. Polsfero “zapremo” s krogom S; = {(z,y) | #* + y* < R?} in oznalimo
zgornjo polkroglo z G, torej

G={(zyz) |2 +y"+2* <R’ z>0}.
Izracunamo div(ﬁ ) =1 in uporabimo Gaussov izrek:

2R3
5

/a Fds = /dw d:cdydz—/ldxdydz—
G

Izra¢unamo Se pretok skozi krog &; (pri tem upostevamo, da krog lezi v ravnini
z=0):

/ ﬁdﬁ:/ ﬁ-ﬁdsz/ (y,2,2) - (0,0, — 1) dS = [ (—2)dS = —2nR?,
S1 S S1

S1

ki ga odstejemo od zgoraj izracunanega pretoka skozi 0G. Sledi, da je

~  97R3
/FdS R 4 orR2,

Naloga 2.9.9. Naj bo G stozec z visino h > 0 in osnovno ploskvijo, ki lezi v
xy—ravnini in ima sredisce S(0,0,0) ter polmer R > 0. Natancneje,

h
G={<x,y,z>rx2+y2§32,0sZ§h—§m}-

Z oznako S oznacimo plas¢ stozca G (brez osnovne ploskve). Izracunajte pretok
vektorskega polja F(x,y,2) = (y?, zy, 2) skozi S. Za normalo v vsaki tocki ploskve
S vzemite vektor, ki kaze iz telesa.

Resitev. StoZec “zapremo” s krogom S; = {(z,y) | % + y* < R?}. Izratunamo
div(F) = x 4+ 1 in uporabimo Gaussov izrek:

/ FdS = /le dxdydz—/(m+1)dxdydz.
oG @
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7 uporabo cilindri¢nih koordinat izra¢cunamo

S5 R h—Lp 2 Qh
/ FdS:/ dr/ " dz/ (TQCosgp—l—r)d@:WR :
oG 0 0 0 3

Na krogu &; velja

F-ii=(y% xy,0)-(0,0,—1) =0,
zato je pretok skozi krog & enak 0. Sledi, da je

2
/FdS: ety
S 3

2.10 Povzetek

o Vsaka zvezna funkcija na pravokotniku D = [a,b] X [c,d] je integrabilna.

o Omejena funkcija f : D — R je na pravokotniku D = [a,b] X [¢,d] integrabilna
natanko tedaj, ¢e obstaja taksno realno stevilo I(f), ki ima naslednjo lastnost:
za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je

=S5 fat il < €

i=1j=1

za poljubno particijo P pravokotnika D z d(P) < § in za poljuben izbor tock

(z7,y;) € Dij. Tedaj je
:// f(z.y) dz dy.
D

= lim Zz.f z7y] ng

P)—>0z L =l

Velja torej, da je

za poljuben izbor tock (x7,y;) € Dij.

e Najbo D = [a,b] x [c,d] pravokotnik v R? in f : D — R, g : D — R integrabilni
funkciji. Potem velja naslednja lastnost (linearnost):

|| (@) + o)) dody = o [[ f@gydzdy+5 [[ gty dudy,

kjer sta a in § realni konstanti.

e Naj bo D = [a,b] x [c,d] pravokotnik v R? in f : D — R integrabilna funkcija.

Tedaj velja
|| taw day= [ ‘ ( / ) dw) dy
|| tawdwdy= | ’ ( / g dy) da.

in
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Naj bosta na intervalu [a,b] definirani omejeni zvezni funkciji 1, 2 : [a,b] — R,
za kateri velja ¢1(z) < ¢a(z) za vsak = € [a,b]. Oznacimo Se D = {(z,y) €
[a,b] X R | p1(x) <y < pa(x)}. Tedaj za zvezno funkcijo f : D — R velja

enakost ,
famydsdy= [ ([ fom)d) do
D a p1(x)

Analogno, naj bosta na intervalu [c,d] definirani omejeni zvezni funkeciji ¢, 1 :
[c,d] — R, za kateri velja 11 (y) < ¥2(y) za vsak y € [¢,d]. Na novo oznacimo
D ={(z,y) € Rx [cd] | Y1(y) < = < 9Ya(y)}. Tedaj za zvezno funkcijo
f+ D — R velja enakost

fepidsdn= | 1 17 fog)i)) ap
I, f L

Ploséino obmocja D v ravnini lahko izracunamo s formulo

pl(D) = //Dldxdy.

Maso ploskve, ki lezi na obmodju D C R? z gostoto p : D — R izra¢unamo

s formulo
mz// p(z,y) dx dy.
D

Tezisc¢e (xp,yr) plosée dobimo preko formule

oy = Hpop@y)dzdy | JIpyp(z.y) dedy
Jp play) dedy Jp play) dedy

Prostornino telesa G C R? izra¢unamo s formulo

V(G) :///Gldxdydz.

Maso telesa G C R? z gostoto p : G — R dobimo preko formule

m = ///G p(z,y,2)dedydz.

Tezis¢e (x1,yr, zr) telesa G dobimo preko formul

_ Ulowrlew)dedydz _ [Tlaypleys) ddyd:
HIpp(zy,2) dedydz’ IfIp p(xy,2) da dy dz’

_ Mg zp(@y,2) dz dy dz
Ifpp(z,y,2) dedydz

T

T
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e Masni vztrajnostni momenti I, (okrog z osi), I, (okrog y osi) in I,
(okrog z osi) telesa G so enaki

Lo = [[[ ep(ei)4? + 22 dwdy dz,
G

oy = /// yp(@,y,2)(2” + 2%) da dy dz,
G

L. = /// z2p(z,y,2)(2” + y?) da dy dz.
G

« Deviacijski momenti D,, (okrog z osi), D,. (okrog y osi) in D, (okrog

osi) so enaki
Dy = /// zyp(z,y,2) dr dy dz,
G

Dy :/// z2p(%,y,2) dz dy dz,
G

D)y, = /// yzp(z,y,z) dx dy dz.
G

e Splosna formula za uvedbo novih koordinat dvojnega integrala:

//D flzy)dedy = //D/ f(o(uw), Y (u,w))| det(J)| du do,

kjer je D’ obmodje koordinat u,v.

o Formula za uvedbo novih koordinat trojnega integrala zvezne funkcije f kot
prej povezuje determinanta Jacobijeve matrike:

[ 1@y dodydz = [[ fetow),ptuom), x(uow)] det()| dudv du,
G G’
kjer je G’ obmocje koordinat u,v,w.

o Kartezi¢ne koordinate vsake tocke (z,y) v ravnini lahko izrazimo s polarnima
koordinatama (r, ¢), kjer je r razdalja tocke (z,y) od koordinatnega izhodis¢a
(0,0), ¢ pa kot, ki ga daljica s krajis¢ema (0,0) in (z,y) oklepa z abscisno osjo.

Torej je r = \/2? 4+ y? in tanp = . Obratno je
T =7rcosy in y = rsine.
Determinanta Jacobijeve matrike je

cosp —rsine

detJ = | .
sinp  rcosp

Potem je
/ flxy) doe dy = / flreosp,rsiny)r dr de,
D D’

kjer je v splosnem D’ obmodje, ki ga dobimo z bijektivno transformacijo ob-
mocja D v polarnime koordinate.
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« Pri integraciji po valju (cilindru) ali podobnem telesu, lahko uporabimo cilin-
dri¢ne koordinate (r, ¢, z), ki so posplositev polarnih koordinat

r=rcosp, y=rsing, z=2z,
kjer r € [0,00), ¢ € [0,27) in z € R.
Determinanta Jacobijeve matrike je

cosp —rsing 0
det(J) =|sing rcosp 0| =r.
0 0 1

Dobimo
/ f(zy,2) de dy dz = / f(rcosp,rsing,z)r dr de dz,
G G’

kjer je G’ obmodje, ki ga dobimo z bijektivno transformacijo obmodcja D v
cilindri¢ne koordinate.

e V primeru, ko integriramo po krogli, delu krogle ali podobnem telesu lahko
uporabimo krogelne (sferi¢ne) koordinate. Kartezi¢ne koordinate tocke (x,y,2)
izrazimo s sferi¢nimi koordinatami (r, 0, ¢), kjer r oznacuje oddaljenost tocke
(z,y,2) od koordinatnega izhodisca, 6 je kot, ki ga z os oklepa z daljico med
tockama (0,0,0) in (x,y,z), ¢ pa je kot, ki ga daljica med (0,0,0) in (z,y,0)
(projekcija tocke na xy ravnino) oklepa z abscisno osjo.

Veljajo zveze
x=rsinflcosp, y=rsinfsinp, z=rcost,

kjer r € [0,00),¢ € [0,27) in 6 € [0,7]. Absolutna vrednost determinante

Jacobijeve matrike je
| det(J)| = r?sin 6.

Trojni integral funkcije f na obmocju G je enak
/ f(zy,2) dz dy dz =
G
= f(rsin 6 cos @,r sin @ sin @,r cos ) r* sin § dr df dep,
GI

kjer je G’ obmodje, ki ga dobimo z bijektivno transformacijo obmocja G v
krogelne koordinate.

e Povrsina P ploskve S, podane s parametrizacijo 7¥: D — S,
Flu,v) = (@(u,0), y(u,0), 2(u,0)), je enaka

P :/ |70 (u,0) X 7y (u,v)| dudv.
D

Velja tudi

/P = /D \/E(u,v)G(u,v) — F2%(u,v) dudv,

kjer so funkcije E(u,v), G(uw) in F(u,w) koeficienti 1. fundamentalne
forme.
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e Naj bo K odsekoma gladka enostavna krivulja, podana s parametrizacijo 7 :
[a,b] — I, 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Naj bo g zvezno skalarno polje, definirano
na neki okolici G krivulje K in naj bo F vektorsko polje definirano na G.
Krivuljni integral skalarnega polja g (krivuljni integral I. vrste) vzdolz
krivulje K je definiran z

/,ngs = / " g 0) 17 () dt.

Krivuljni integral vektorskega polja F (krivuljni integral II. vrste)
vzdolz krivulje K je definiran z

— b —
/ Fdr— / F(#(e) - 7(t) dt,
K a
kjer - oznacuje skalarni produkt.

e Pravimo, da je vektorsko polje F:G>5R3 potencialno vektorsko polje,
¢e je gradient nekega skalarnega polja u : G — R, torej

- ou ou ou
F('T7yaz) = gradu(m,y,z) = vu($3y7z) = <ax($7yaz)7 873/(1‘,3/,2), &z(x’y’z)>

v (tem primeru skalarno polje v imenujemo potencial vektorskega polja ﬁ)
Tipi¢ni primeri potencialnih vektorskih polj so gravitacijska polja, hitro-
stna vektorska polja fluidov in elektromagnetna polja.

Ce je F potencialno, potem je krivuljni integral [i- F dF odvisen le od vrednosti
potenciala v zacetni tocki A in koncni tocki B, in sicer

/K F di = u(B) — u(A) = u(@(b), y(b), 2(b)) — u(x(a), y(a), 2(a)).

V tem primeru, ko je vektorsko polje potencialno, je torej krivuljni integral
neodvisen od krivulje K same, zato ga oznacimo z ff F dr.

« Rotor zvezno parcialno odvedljivega vektorskega polja F = (Fy, Fy, F3) je
definiran simboli¢no z vektorskim produktom

g 0- 0-

(&U’@y’@z) x (F, Fy, F3)

<8F3 _ 0F>, O0I _ OF5 0F» _ 8F1)
Ay 0z 0z 9Oz ox Oy )’

rotﬁ(w,y,z) =

Zvezno parcialno odvedljivo vektorsko polje F je potencialno natanko tedaj,
ko je rotF = (0,0,0).

e Najbo M C R3in g : M — R zvezna skalarna funkcija, skalarno polje. Ce je
gladka orientabilna ploskev & C M, podana s parametrizacijo ¥ : D — S, je
ploskovni integral 1. vrste funkcije g vzdolz ploskve S definiran z

/S gds = /D o) [Pl < Pl s
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V primeru, ko je ploskev S podana eksplicitno z enacbo z = f(x,y) za (z,y) €
D, je

o5 = [ g@u.s @) (fuw )+ (y@w) + 1dody.

e Najbo F: M — R3,
(!E,y,Z) = ﬁ($7y7z) = (Fl(l'ayvz)a FQ(I’,y,Z),Fg(ZE,y,Z)),

vektorska preslikava, vektorsko polje. V vsaki tocki (x,y,z) ploskve S ozna¢imo
njeno enotsko normalo z N (z,y,z). Ploskovni integral II. vrste vektorskega
polja F' vzdolz ploskve S z enotskimi normalami NV je definiran z

| Fas— [ F-Ras,

S S

kjer je na desni strani enacaja ploskovni integral 1. vrste skalarne funkcije
(x,y,2) — F(z,y,2) - N(x,y,2), kjer - oznacuje skalarni produkt. Ta integral se
imenuje pretok vektorskega polja F' skozi ploskev S.

Naj bo gladka orientabilna ploskev S podana s parametrizacijo
7:D— S, (u,w)— 7(u,v).

Tedaj je pretok vektorskega polja F skozi S enak
‘/ﬁﬁ:i/ﬁ@mmyWAWOXWWWNMM.
S D

V pomembnem posebnem primeru, ko je S graf funkcije f : D — R, kjer je
D C R?, je parametrizacija, podana z #(z,y) = (z,y, f(z,y)), in je normala
ploskve enaka

Fx(:l:’y) X ’Fy(xvy) = (_fx(x7y)7 _fy(xvy)’ 1)

Torej je
[ FiS =+ [ Py f@a)- (~fuley) —fy(ow),1) dudy = +
S D

| CR@y. feu)fey) - Bey. feu)y@w) + Prley, foy) dady.

Izbor predznaka + zgoraj sovpada s pozitivno z koordinato normale in izbor
predznaka — sovpada z negativno z koordinato normale na ploskev S.

« Gaussov izrek. Ploskovni integral vektorskega polja F = (Fy, Fy, F3) vzdolz
odsekoma gladke, orientabilne, sklenjene ploskve S, ki obdaja telo G (piSemo
tudi S = 0G), v smeri zunanjih normal (normala je v vsaki tocki ploskve
usmerjena navzven) je enak trojnemu integralu divergence tega polja po G:

/ﬁﬁ:/@fmww
S G
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e Stokesov izrek. Krivuljni integral vektorskega polja F vzdol# odsekoma
gladke, enostavne, sklenjene krivulje K, ki obdaja ploskev S (pisemo tudi
K = 08), je enak ploskovnemu integralu rotorja tega polja po S, torej

/ Fdi = / rot FdS.

K S

Pri tem smo predpostavili, da sta ploskev S in krivulja IC orientirani tako, da
je gledano iz vrha normale na ploskev &, krivulja K orientirana v pozitivni
smeri (nasprotni smeri urinega kazalca). Natancneje, urejena trojica vektor-
jev (tangentni vektor krivulje, normalni vektor krivulje, normala na ploskev)
doloc¢a porzitivno orientacijo prostora R3, kar lahko v praksi hitro preverimo s
pravilom desnega vijaka.

e Greenova formula. Naj bo K pozitivno orientirana, enostavna, odsekoma
gladka sklenjena krivulja v ravnini, ki omejuje obmocje D. Potem za zvezno
parcialno odvedljivo vektorsko polje F'(z,y) = (f(x,y), g(z,y)) velja

Far— [ (29 _9F
/}CFdr—/D(ax 3y> dxdy.



Literatura

[1] D. P. Cervone, F. J. Wicklin, Calc IIT Labs, Calculus III, Geometry Center,
1994.
http://www.geom.uiuc.edu/education/UMTYMP/CalcIII/1994/StudentLabs/.

[2] R. Jamnik, Matematika, DMFA, Ljubljana, 1994.

[3] T. Klinc, Predavanja iz matematike, 1. del, 3. izd., Fakulteta za strojnistvo,
Ljubljana, 1994.

[4] T. Klinc, Predavanja iz matematike, 2. del, 2. izd., Fakulteta za strojnistvo,
Ljubljana, 1997.

[5] E. Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, 10th ed.,Wiley, 2019.

[6] P. Mizori-Oblak, Matematika za Studente tehnike in naravoslovja, 1. del, Fa-
kulteta za strojnistvo, Ljubljana, 2001.

[7] P. Mizori-Oblak, Matematika za Studente tehnike in naravoslovja, 2. del, Fa-
kulteta za strojnistvo, Ljubljana, 1983.

[8] T. Novak, A. Peperko, D. Rupnik Poklukar, H. Zakrajsek, Matematika 1, Na-
loge in postopki resevanja, 2. dopolnjena izd., Fakulteta za strojnistvo, Lju-
bljana, 2019.

[9] T. Novak, A. Peperko, D. Rupnik Poklukar, H. Zakrajsek, Matematika 2, Na-
loge in postopki resevanja, 1. popravljena izd., Fakulteta za strojnistvo, Lju-
bljana, 2017.

[10] A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik Poklukar, Matematika 3, Naloge in postopki
resevanja, 2. dopolnjena izd., Fakulteta za strojnistvo, Ljubljana, 2020.

[11] A. Turnsek, Tehniska matematika, 2. dopolnjena izd., Fakulteta za strojnistvo,
Ljubljana, 2007.

[12] 1. Vidav, Visja matematika 1, 12. izd., DMFA, Ljubljana, 2008.
[13] 1. Vidav, Visja matematika 2, DMFA, Ljubljana, 1975.

102



Literatura 103

[14] J. Zerovnik, Matematika 1, 3. ponatis 1. izd., Fakulteta za strojnistvo, Lju-
bljana, 2020.

[15] J. Zerovnik, Matematika 2, popravljena in dopolnjena 1. izd., Fakulteta za
strojnistvo, Ljubljana, 2017.

[16] J. Zerovnik, Tehniska matematika 2, Fakulteta za strojnistvo, Ljubljana, 2010.

[17] J. Zerovnik, B. Gabrovsek, D. Rupnik-Poklukar, Analiza in navadne diferenci-
alne enacbe, Fakulteta za strojnistvo, Ljubljana, 2021.

(18] J. Zerovnik, B. Gabrovsek, T. Novak, A. Peperko, H. ZakrajSek, Linearna alge-
bra in vektorska analiza, v pripravi, Fakulteta za strojnistvo, Ljubljana, 2022.



Stvarno kazalo

centrifugalna sila, 71 gladka ploskev, 76
centripetalna sila, 71 globalni maksimum, 27
centripetalni pospesek, 71 globalni minimum, 27
cilindri¢ne koordinate, 63 gradient, 13
cirkulacija vektorskega polja, 79 graf preslikave, 3
definicijsko obmocje, 3 implicitna funkcija, 37
definitnost matrike, 29 implicitno podana ploskev, 77
delo sile, 79 infimum, 55
deviacijski moment, 60 integral
diferenciabilnost, 12 dveh spremenljivk, 54
diferencial, 13 trojni, 59
divergenca, 84 uporaba, 59
dolzina loka krivulje, 71 uvedba novih koordinat, 61
domena, 3 zamenjava vrstnega reda, 58
inverz, 3

ekstrem, 28, 39 izrek
enostavna, 69 Gaussov, 86
Evklidska ravnina, 2 o povprecni vrednosti, 88
Evklidski prostor, 2 Stokesov, 90
fleksijska ukrivljenost, 73 Jacobijeva matrika, 61
Fubinijev izrek, 56
fundamentalna forma, 77 kardioida, 63
funkcija kartezi¢ne koordinate, 61

bijektivna, 3 kodomena, 3

implicitna, 37 koeficienti 1. fundamentalne forme, 77,

injektivna, 3 98

integrabilna, 55 koordinate

kriterijska, 32 cilindri¢ne, 63

realna, 3 krogelne, 64

surjektivna, 3 polarne, 62

vektorska, 67 kriterijska funkcija, 32

krivulje v prostoru, 69

Gaussov izrek, 86 krivuljni integral I. in II. vrste, 79
gladka, 69 krog
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odprti, 2 potencial, 80, 99

zaprti, 2 potencialno vektorsko polje, 79
krogelne koordinate, 64 povrsina ploskve, 77, 98
krogla preslikava, 2

odprta, 7 prostornina, 60

zaprta, 7 prostornina telesa, 60
Lagrangeova funkcija, 31, 35, 50 Riemannova vsota, 55
Laplaceova parcialna diferencialna enacba, rotor, 82, 99

85

sedlo, 28

sferne koordinate, 64

skalarno polje, 66

sklenjena, 69

sklenjena ploskev, 77

smer najhitrejSega narascanja, 16
smerni odvod, 15

srénica, 63

stacionarna tocka, 39

limita funkcije, 8
limita vektorske funkcije, 67
lokalni ekstrem, 28
lokalni ekstremi
vezani, 31
lokalni maksimum, 27
lokalni minimum, 27
lo¢ni parameter, 72

masa ploskve, 59 stacionarne tocke, 28
masa telesa, 59, 60, 96 Stokesov izrek, 90
mnozica supremum, 55
odprta, 2, 7

tangentna ravnina, 15
odsekoma gladka, 69 tangentni vektor, 69
odsekoma gladka ploskev, 76 Taylorjeva formula, 25
odvedljivost vektorske funkcije, 68 Taylorjeva vrsta, 26, 50
okolica tocke, 2 Taylorjevi polinomi, 26, 49
orientabilna ploskev, 76 tezisce, 59

torzijska ukrivljenost, 73
totalni diferencial, 13
trojni integral, 59

parametrizacija krivulje, 69
parametrizacija ploskve, 74
parcialna diferencialna enacba, 23
parcialna odvedljivost, 9 ukrivljenost, 73
parcialni odvod, 9 upognjenost, 73
drugega reda, 17
visjih redov, 17
ploskev v prostoru, 74
ploskovni integral I. vrste, 83, 99
ploskovni integral II. vrste, 83, 100
ploscina, 59
polarne koordinate, 62
polje

skalarno, 66 ‘ )
vektorsko, 66 vezani ekstremi, 31

valovna enacba, 18, 23
vektorska funkcija, 67
vektorsko polje, 66
fluida, 1
Laplaceovo, 85
potencialno, 79, 99
vrtinéno, 85
verizno pravilo, 21
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volumen, 58, 60
vztrajnostni moment, 60, 97

zaloga vrednosti, 3, 4

zvezna funkcija, 8

zveznost, 68

zveznost vektorske funkcije, 67
zvitost, 73
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