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V prispevku pokazemo, da lahko s sledenjem okroglih plos¢ic, ki drsijo po gladki plos¢i
in med seboj elasti¢no trkajo, kar dobro resimo Navier-Stokesovo enacbo v dveh dimen-
zijah. Tak pristop je tako preprost, da ga lahko brez tezav obvladajo tudi srednjesolci, ki
so ves¢i programiranja. Poleg laminarnega toka brez vrtincev obravnavamo tudi vrtince
v vodotokih in vrtinec pri iztekanju vode iz kadi.

NAVIER-STOKES EQUATION AND ELASTIC COLLISIONS

We show that one can quite well solve the Navier-Stokes equation in two dimensions
by following discs which slide on a smooth plate and colide elastically. This approach is so
simple that it can be easily used by high-school students with some programming skills.
Beside laminar flows without eddies we deal with eddies in rivers and bathtub vortex.

Gibanje tekoc¢in obravnavamo z Navier-Stokesovo enacbo. Po postavi-
tvi temeljev matematicne analize v 18. stoletju so jo v 19. stoletju dognali
znani matematiki. Motiv pa ni bila nuja po opisu gibanja tekoc¢in, temvec
odkritje, da je svetloba transverzalno valovanje. Na zacetku 19. stoletja so
menili, da je svetloba valovanje etra, ki mora biti zato podoben trdni snovi,
po kateri se tako valovanje lahko &iri. Claude Navier je zapisal enacbo gi-
banja v trdni snovi, ki si jo je predstavljal kot mnozico delcev, ki so speti s
centralnimi silami. V njej sta edina parametra gostota snovi in njen strizni
modul. Augustine-Louis Cauchy jo je dopolnil z upostevanjem stisljivosti.
Simon Denis Poisson je reseval Navierovo enacbo in pokazal, da je poleg
transverzalnega valovanja mozno tudi longitudinalo valovanje. Za obe je
izpeljal izraza za njuno hitrost Sirjenja. Pri Sirjenju svetlobe v etru so se
morali izogniti longitudinalnemu valovanju, zato so etru pripisovali nenava-
dne lastnosti. Po njem naj bi se longitudinalni valovi pri visokih frekvencah
gibali vse hitreje. Pri nizkih frekvencah pa tak eter naj ne bi nudil odpora,
saj se po njem neovirano gibljejo planeti. Navier in Stokes sta po zgledu
enacb za gibanje trdnin zapisala enac¢bo za gibanje tekocin, ki danes nosi
njuno ime.

Izpeljava enacbe je prav preprosta. Na majhen deléek tekocine delujejo
tri sile, in sicer gradient tlaka, teza in viskozna sila. Ko poznamo sile,
izrazimo pospesek tega delcka z njimi, uporabimo torej 2. Newtonov zakon
in Ze imamo enac¢bo napisano, torej: masa krat pospesek je enako vsoti vseh
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sil na deléek. Zapisano malo bolj matemati¢no:

Dy

d -
"Dt

ngradp + ng + dFm'sk .

Viskozno silo lahko enoli¢no povezemo s hitrostnim poljem @, sila zaradi
gradienta tlaka je tudi odvisna od hitrostnega polja, le teza pride v enacho
kot vnaprej dana sila. Tlak v tekoc¢ini pa je povezan z njeno stisljivostjo,
ki jo pri vodi in tudi drugih kapljevinah navadno zanemarimo, pa tudi pri
plinih, ¢e ne gre za velike tla¢ne razlike v toku in s tem povezane razlike v
gostoti plina.

Na levi strani ena¢be moramo upostevati, da opazujemo gibajoci se del-
¢ek tekocine. Ce se postavimo na doloceno tocko prostora, se zavemo, da
tja vseskozi priteka tekocina od drugod, zato je treba odvod na levi strani
zapisati takole: [

U U .
DL o + (9V)v.
Prvi ¢len na desni spremlja spremembe hitrosti v dani tocki, drugi pa po-
skrbi, da se pospesek res nanaSa na izbrani delcek tekocine. In prav ta ¢len
dodobra zabeli reSevanje Navier-Stokesove enacbe. Enacba ni vec¢ linearna,
kar zmede tudi Se tako izurjene matematike. Prav ta ¢len predvidi tudi zelo
zamotano gibanje teko¢ine v turbulentnem toku. Brez njega bi bilo gibanje
tekoc¢in malce dolgocasno. Precej enachb matematic¢ne fizike nima takih osve-
zujocih ¢lenov, zato so resitve teh enacb v stilu »pa saj sem vedel«. Konéna
oblika Navier-Stokesove enacbe za tekoCine ima tole obliko:

Dv
—— = —Vp+ 0§+ pV3v.
oDy P+ o9+
Ker se gostota tekocine malo spreminja, mora veljati Se tale povezava med
tlakom in hitrostnim poljem:

p=krV 0.
Pri majhni stisljivosti tekocine je parameter x zelo velik in kar dobro velja:
V-7=0.

V malo primerih se jo posreci resiti v zakljuceni obliki, to je z znanimi
funkcijami kraja in ¢asa. Skoraj vedno smo vezani na numeri¢no resevanje
z racunalniki. Pri uporabnih in za industrijo pomembnih primerih moramo
poleg zmogljivega racunalnika imeti Se ustrezne programe, ki so obsezni in
terjajo veliko casa, da jih razvijemo. Zato jih v specializiranih ustanovah
za velik denar kupijo od priznanih razvijalcev. Za vajo jih razvijajo tudi
Studenti na tehniskih fakultetah, seveda za preproste Solske primere in v
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osnovni izvedbi brez zahtevnih grafiénih programov. Tudi na FMF se kdaj
pa kdaj studenti lotijo takih nalog pri predmetih, kjer obravnavajo nume-
riéno reSevanje parcialnih diferencialnih ena¢b. Ni upati, da bi se takih
nalog lotevali tudi srednjesolci, ¢eprav jim gre programiranje dobro od rok.

Presenetljivo uspesen pa je pristop, ki ga brez tezav razumejo tudi ti. Na-
mesto toka tekocine si zamislimo tok togih kroglic, ki se med seboj elasti¢no
odbijajo, prav tako tudi od sten cevi, po katerih se pretakajo. Taka zamisel
sledi iz kineti¢ne teorije idealnih plinov, kjer molekule pri dani temperaturi
elasticno trkajo med sabo in se prilagajajo gibanju sten. Poleg neurejenega
termicnega gibanja, kjer se vektor hitrosti dane molekule ¢asovno izpovpreci
v ni¢, imajo molekule v gibajocem se plinu tudi makroskopsko hitrost, ki
pa ima od ni¢ razli¢no povprecéje. Prav tako je pri kroglicah, ki jim sledimo
in sedaj predstavljajo delcke tekoc¢ine. Neurejeno termi¢éno gibanje kroglic,
kjer je njihova povpreéna hitrost enaka ni¢, spremlja tudi urejeno gibanje, ki
ponazarja njihov, recimo mu, makroskopski tok. S povprec¢enjem njihovih
hitrosti na danem mestu pridemo do hitrostnega polja tega toka. Pri tem si
ne belimo glave s tlakom, saj se ta vzpostavi sam od sebe in Zene kroglice
po toku, pac tako kot pri idealnem plinu, kjer je tlak posledica trkanja mo-
lekul na stene. Prav tako si ne delamo skrbi z viskozno silo, saj je idealni
plin sam po sebi viskozen. Brez tezav vgradimo dodatno viskoznost tako,
da ustrezno spremenimo trke, ki potem niso vec elasticni, saj upostevajo
viskozno trenje med kroglicami. S to moznostjo se tu ne bomo ukvarjali.
Vse, kar moramo torej narediti na poti do hitrostnega polja, je slediti kro-
glicam in na danih mestih povprecevati njihove hitrosti. To pa Se ni vse.
Pri trku s steno dodamo termic¢ni hitrosti kroglice Se hitrost gibanja stene.
Poskrbeti moramo za smiselno pritekanje kroglic v opazovani del prostora in
za njihovo odtekanje. Skratka, ne uide nam poskrbeti za dane robne pogoje
naloge.

V nadaljevanju se bomo ukvarjali le z dvodimenzionalnimi tokovi, ki so
preprostejsi in preglednejsi od tridimenzionalnih, poleg tega pa so tudi bolj
nazorni. Namesto kroglic bomo torej obravnavali ravninsko gibanje kakih
sto okroglih plosécic.

Delovni stroj tovrstnega resevanja tokovnih nalog je obravnava elastic-
nega trka ploscic. Le-ta je preprosta in jo obvlada veéina srednjeSolcev.
Vseeno si oglejmo ta stroj.

Na sliki 1 sta ploséici ravno v stiku, enotski vektor, ki povezuje njuni
sredisci, smo oznacili z €. Po trku se obema plos¢icama spremeni gibalna
koli¢ina. Prvi za, denimo, —G¢, pri drugi pa za Gé, pa¢ zaradi ohranitve
gibalne koli¢ine. Velikost G dolo¢imo iz energijskega zakona, torej

LOPUND S g Gﬁ2+1 quGq2
—mu —MvUVy = —M | VY1 — —€ —m | VU —e€ .
9 "1 T g 2 T 2 T

Na levi strani smo zapisali kineti¢no energijo plos¢ic pred trkom, na desni
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Slika 1. Razmere pri elasticnem trku dveh plosc¢ic takoj po trku.

pa po njem. Po krajSem racunu sledi:

G . .

— =€ (v —v3),
iz tega pa takoj dobimo hitrosti plos¢ic po trku. Enotski vektor € je lahko v
poljubni smeri, dolo¢iti ga moramo za vsak trk posebej. Pri sledenju ploséic
zaznamo trk, ko se srediS¢i priblizata bolj kot na razdaljo premera. Vmes
ploscice premikamo glede na njihove hitrosti in ¢as med zaporednimi koraki.

Sedaj se lotimo nekaj nalog. Najprej bomo ocenili uspe$nost nase me-

tode na primerih, kjer so resitve Navier-Stokesove enacbe natanéno znane.
Prvi tak primer je Poiseuillov tok po cevi, ki ga obravnavajo v osnovnem
univerzitetnem tecaju fizike. Ker obravnavamo le dvodimenzionalne tokove,
bomo pac obravnavali stacionarni laminarni tok med dvema vodoravnima
ravninama. Navier-Stokesova enacCba je v tem primeru preprosta:

Pu _ 0p
Hay2 ~ B
8p7
oy ="

Skladno s sliko 1 je tok le v smeri osi x, za vektor hitrosti pa velja ¥ =
(u(y),0)T, s éimer je enacbi majhne stisljivosti V- o = 0 zadoséeno. Tlak se
v smeri y ne spreminja, v smeri x pa je njegov gradient konstanten. Leva
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stran prve enacbe je namre¢ odvisna le od y, tlak pa od y ni odvisen, kar
pove druga enacba. Ce steni mirujeta, je u(y) podan kot:

_ 1o
© 2u0x

2

u(y) (y* — ay)

Na spodnji plosci je y = 0, na zgornji pa y = a. To je znani paraboli¢ni
hitrostni profil pri Poiseuillovem toku. Tega sedaj primerjamo z doblje-
nim povprecenjem hitrosti plos¢ic. Na sliki 2 je razvidno, da je ujemanje
dobljenega profila z eksaktnim zelo dobro.
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Slika 2. Hitrostno polje pri Poiseuvillovem toku med dvema ravninama. Prikazani so trije
hitrostni profili vzdolz toka.

Naslednja, eksaktno resljiva naloga terja doloc¢itev toka med dvema kon-
centri¢nima valjema, kjer se valja vrtita okrog skupne osi. Navier-Stokesovo
enacbo bomo resevali v cilindri¢nih koordinatah s hitrostnim poljem ¢ =
(u,v)T, kjer sta u in v radialni in tangencialni komponenti hitrosti, kot kaze
slika 3.

Enacbi za u in v sta [2]:
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Slika 3. Radialna in tangencialna komponenta hitrosti pri opisu toka s cilindri¢nimi koor-
dinatami.

Pri stacionarnem laminarnem toku je u = 0, tok je torej le v tangencialni
smeri, odvodi po ¥ pa so vsi ni¢, ker je stacionarno polje od ¥ neodvisno.
Zgornje enachbe se zato mocno poenostavijo, spet je enaCbi za nestisljivost
tekoc¢ine ustrezeno in dobimo:

a o2 ror r2)

Tangencialna hitrost v je odvisna le od r, zato je druga enac¢ba navadna
diferencialna enacba z resitvama Cir in Cg% in splosno resitvijo:

v(r) = Cir + 02% .

Konstanti C7 in Cy dolo¢imo tako, da dobimo na plaséih valjev predpisani
hitrosti. Naj opozorimo, da je reSitev neodvisna od viskoznosti tekocine,
kar je za primerjavo med naSo resitvijo in eksaktno Se posebej ugodno. Od
viskoznosti tekoc¢ine je odvisen le ¢as, v katerem se vzpostavi stacionarno
stanje. Pri zelo majhni viskoznosti je ta ¢as zelo dolg. Prva enacba pa ni
ve¢ diferencialna in je povsem razumljiva: tlaéni gradient v radialni smeri
obdrzi gibanje izbranega delc¢ka teko¢ine na krozni poti. Uporabimo jo, ¢e
zelimo dolociti tlak tekoc¢ine med valjema.
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Slika 4. Radialna porazdelitev hitrosti pri toku med dvema valjema, dobljena s povprece-
njem hitrosti plos¢ic pri danem radiju.

Na sliki 4 je prikazano povprecje hitrosti ¥ ploséic po daljsem casu v
odvisnosti od radija, kjer povprecje opazujemo. Primerjava z eksaktno re-
Sitvijo pokaze, da je nasa metoda zelo uspesna.

Po ovrednotenju pristopa s tema primerjavama se lotimo Se dveh nalog.
Opazujmo tok med ravninama, ki ga zmotimo z oviro. V tok povprek posta-
vimo plosco, da lahko tece tok le med plosco in ravninama. Ce opazujemo
tak tok v naravi, opazimo za oviro vrtinca. Pojavita se na gladini, tudi ko
skozi mirujo¢o vodo potegnemo ploscat predmet, morda lopatico ali Zlico.
Na sliki 5 je prikazano polje povpre¢nih hitrosti plos¢ic po daljSem ¢asu. Ja-
sno sta vidna vrtinca za oviro, ki se pojavita kmalu po zagonu programa in
sta postopoma vse bolj izrazita. Hitrostno polje smo primerjali z numeri¢no
resitvijo Navier-Stokesove enacbe. Ujemanje je zelo dobro, kar nas niti ne
preseneca vec.

Oglejmo si Se zadnji primer. Ko odmagimo odtok v kopalni kadi, za¢ne
voda odtekati. Kmalu se nad odtokom pojavi vrtinec, ki gladino moé¢no
upogne do skoraj navpi¢ne smeri. Veckrat sliSimo mit, da je smer vrtenja
vode v vrtincu posledica Coriolisove sile, ki se pojavi zaradi vrtenja Zemlje
okrog svoje osi. Zato naj bi se na severni polobli voda vrtela v nasprotnem
smislu kot na juzni polobli. Domiselni domagini, ki so doma blizu ekvatorja,
za turiste prirejajo celo demonstracijo tega mita. Na eni strani ekvatorja se
res voda v vrtincu vrti v nasprotni smeri kot na drugi strani. Pri tem sta
kadi le nekaj metrov narazen. Ceprav so turisti zadovoljni, pa Coriolisova,
sila nima znatne vloge pri vrtenju vode. Ta sila ima vpliv le pri zelo obseznih
vremenskih dogajanjih. Vrtinec se pojavi zaradi vrtilne koli¢ine, ki jo ima
voda pred vstopom v odtok. Zaradi neravnega dna na gibajo¢o se vodo
deluje navor, odvisen od ovire. Dobljena vrtilna koli¢ina, ¢eprav majhna,
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Slika 5. Vrtinca za oviro v toku.

blizu odtoka zaradi majhnega polmera vrtinca moéno pospesi vodo v njem.

7 metodo trkajoc¢ih ploscéic smo dolocili hitrostno polje pri iztekanju
vode. Valjasti posodi smo na sredi izrezali odtok. Ploscice, ki so poni-
knile v odtoku, smo ponovno prestavili na zunanji rob posode. Pri mirujoci
posodi je iztekanje in z njim povezano hitrostno polje po pricakovanju pov-
sem radialno, voda ne naredi vrtinca. Pri vrteci se posodi pa je vrtinec lepo
viden (glej sliko 6). Vrtinec se pojavi tudi pri mirujo¢i posodi, ¢e tok naleti
na oviro, ki mu z navorom podeli vrtilno koli¢ino (glej sliko 7).
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Slika 6. Vrtincasto iztekanje tekocine iz vrtece se okrogle posode.
Ceprav je pojav vrtinca pri praznjenju kopalne kadi na siroko znan, pa

natancne fizikalne obravnave dogajanja v vrtincu v literaturi ni bilo zasle-
diti. Septembra leta 2003 so v reviji Physical Review Letters objavili clanek

184 Obzornik mat. fiz. 67 (2020) 5



Navier-Stokesova enacba in elasticni trki

2.5 T T T T T T T T
2 T .
151 \‘,,,,,\/ T
R A
1+ ‘\“~~y;;4/t/ b u
NN e
SNNN NNy
05t AR 2 .
g TUNNNNA /s
Y e
NN -
0f <—-“‘\\‘>~*»\\ 4
ety A N\
osp oo AN .
,,,,, -
- AR
s ERAU R I T
-1 ORISR B
VAR N
RPERR
-15 1+ '/ i
1 4 1 1 1

Slika 7. Iztekanje iz mirujoce posode z oviro.

S

Slika 8. Fotografije vrtinca pri iztekanju iz okrogle vrtece se posode, iz [1].

z naslovom » Anatomy of Bathtub Vortex«, v katerem so s poskusi in ra¢uni
osvetlili ta pojav. Poskus so naredili z vrteco se valjasto posodo s sredinskim
odtokom na dnu posode. Posoda je bila prirejena tako, da so lahko opazovali
obliko vrtinca in hitrostno polje okrog njega. Na sliki 8 vidimo fotografije
vrtinca pri razliénih kotnih hitrostih posode. Hitrostno polje blizu vrtinca
je izredno zapleteno. Prikazali so ga tako, da so na povrsino vode in na dno
kanili fluorescentno barvo, na dno zeleno, na povrsino pa rdec¢o. Presene-
tljive so tokovnice na dnu, ki se v blizini vrtinca dvignejo in nato ukrivijo
navzdol (glej sliko 9). Opazanja so se ujemala z izracuni tokovnega polja.
Nas pristop seveda ne seze tako dale¢, da bi osvetlil podrobnosti v vrtincu
in blizu njega. Za kaj takega bi morali plos¢ice nadomestiti s kroglicami. O
tem pa morda kdaj drugic.
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(b) _V_

Slika 9. Hitrostno polje v vrtincu in blizu njega je zelo zapleteno. Deli vode na gladini
so obarvani rdece, deli na dnu posode pa zeleno. Pri iztekanju se voda z dna povzpne
navzgor, ko je blizu vrtinca. a) fotografija pri iztekanju, b) skica tokovnic; iz [1].
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ZANIMIVOSTI

Obcutljivost in specifiénost diagnosticnega testa

Ob¢utljivost in specificnost

Veliko populacijo V = a + b + ¢ + d pacientov, med katerimi je dolo¢en del
okuzen, testiramo. Testi imajo nekatere pomanjkljivosti. Tako test pri a
okuzenih potrdi okuzbo. Pri ¢ okuzenih pa test da negativen rezultat — to
so lazno megativni ali napacno negativni. To imamo ponazorjeno v spodnji
tabeli.

- —— H okuzen | ni okuzen

pozitiven test a b

negativen test c d

Povzemimo: a je Stevilo okuzenih s pozitivnim testom, c je Stevilo oku-
zenih, a z negativnim testom, torej lazno negativnih. In a+ c je stevilo vseh
okuzenih.

Koliénik

a
a+c

je obcutljivest ali senzitivnost testa [4]. To je torej delez pozitivnih (na
testu) med resni¢no okuzenimi.

Pri neokuzenih je test pri b osebah pozitiven — to so lazno pozitivni
neokuzeni. Pri d neokuzenih pa je test pravilno dal negativen rezultat.
Koli¢nik

0=

. d
- b+d

je specifi¢nost testa. To je torej delez negativnih (na testu) med tistimi, ki
resni¢no niso okuzeni.

Pomembno je, da vemo oba podatka; en sam je lahko moé¢no zavajajoc.
Imejmo populacijo, ki vsebuje tako okuzene kot neokuzene. Goljufivi test
T, ki da vsaki¢ pozitiven rezultat, ima stoodstotno obcutljivost, saj je ¢ =
d = 0. Ima pa tudi ni¢elno specificnost.

Nicévreden test U, ki da vsaki¢ negativen rezultat, ima ¢« = b = 0. Ni
lazno pozitivnih, zato je specificnost 100 % — obc¢utljivost pa nicelna.

PCR test za COVID-19 zahteva ve¢ ur obdelave v laboratoriju, kjer
pomnozujejo genetski material virusa in tako lahko zaznajo virus tudi pri
majhnih koncentracijah. Po Wikipediji [8] (vsi podatki so iz januarja 2021)
ima povpreéno obéutljivost okrog 95 %. Ce smo bolj podrobni, naj bi bila
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obcutljivost nekako 70- do 100-odstotna, odvisno od znamke testa in metode
odvzema vzorca.

Povprecna specificnost naj bi bila okrog 99 % (od 92 do 100 odstotkov).
Delez lazno pozitivnih med neokuzenimi je zelo majhen. V skromnem delezu
resni¢no okuzenih pa test neupraviceno kaze odsotnost bolezni. PCR test
velja za »zlati standard«: to je trenutno najbolj cenjen test na trziscu.
Je eden od tako imenovanih molekularnih testov; razvijajo pa tudi nove,
drugacne teste te kategorije.

Primer 1. Denimo, da imamo populacijo 10.000 ljudi, med katerimi je dva
odstotka, torej 200 ljudi resni¢no okuzenih. Pri obc¢utljivosti 95 % test da
pri a = 190 okuzenih pozitiven rezultat. Deset oseb (¢=10), torej en promil
celotne populacije, je lazno negativnih. Nekateri med temi bodo brezskrbno
hodili v sluzbo ali druzbo in morda okuzili druge. Med 9800 neokuzenimi
in pri specificnosti 99 % jih d = 9702 testira negativno, b = 98 pa lazno
pozitivno. Ti zadnji bodo imeli deset dni izolacije in skrbi, ¢eprav niso
okuzeni. Nekateri med lazno pozitivnimi bodo morda verjeli, da so brez
simptomov preboleli okuzbo in da so torej imuni, ¢eprav to ni res.

V opisanem primeru je b = 98 oseb od a+b = 288 vseh oseb s pozitivnim
testom v resnici brez okuzbe. Torej je priblizno vsak tretji, ki ga je test
oznacil kot okuzenega, brez okuzbe. Priblizno dve tretjini tistih s pozitivnim
rezultatom pa je res okuzenih.

Test je izlocil izredno velik delez okuzenih in ¢e bodo ti res v karanteni, bo
Sirjenje bolezni bistveno manjSe. Velika vetina neokuzenih bo vsaj zacasno
pomirjena.

Primer 2. Podatki naj bodo kot zgoraj, le da je 30 odstotkov populacije,
torej 3000 oseb okuzenih. Pri 95-odstotni obc¢utljivosti nam test pri ¢ =
150 ljudeh da lazno negativen rezultat, a = 2850 oseb pa dobi pravilno
diagnozo. Med 7000 neokuzenimi je pri specifi¢nosti 0,99 en odstotek, torej
b = 70 lazno pozitivnih, d = 6930 oseb pa dobi pravilno negativno diagnozo.
Med vsemi (a + b = 2920 osebami) s pozitivnim rezultatom je le 70, torej
priblizno 2,4 odstotka, lazno pozitivnih. Torej je med tistimi s pozitivnim
testom priblizno 97,6 % res okuzenih. Problem lazno negativnih pa je seveda
bistveno ve¢ji kot v prejSnjem primeru.

Hitri antigenski testi

Hitri antigenski testi reagirajo na dolo¢eno, za virus znacilno beljakovino
na njegovi povrsini. Zato mora biti za pozitiven rezultat v vzorcu dovolj
virusov. Casovni interval v poteku bolezni, v katerem test zazna virus, je

188 Obzornik mat. fiz. 67 (2020) 5



Obcutljivost in specificnost diagnosti¢nega testa

precej ozji kot pri PCR testu. Tako je obcutljivost manjsa kot pri PCR
testih in je ve¢ lazno negativnih. Specificnost pa naj bi bila enako visoka
kot pri PCR testih. Tako lahko hitro identificiramo zelo kuzne osebe. Ti
testi so veliko cenejsi in dajo rezultate ze v cetrt ali pol ure.

Svetovna zdravstvena organizacija (WHO) priporoc¢a, naj uporabljamo
hitre antigenske teste, ki imajo obcutljivost vsaj 80 % in specificnost vsaj
97 %. Evropska ustanova ECDC priporocilo za obcutljivost zviSuje na vsaj
90 %. V Franciji gredo korak dalje in priporocajo specificnost vsaj 99 %.

Problem je, ¢e se pri izbiri testa zanasamo na podatke proizvajalcev. Kot
pravi nedavni ¢lanek [2] v reviji The Lancet, je za izredno zacasno odobritev
testa v ZDA dovolj ze, da producent predlozi rezultate testiranja na 30
vzorcih. Preizkus je praktiéno zmeraj narejen na simptomatskih posamez-
nikih (torej ljudeh s simptomi covida-19), ki so bili pozitivni na PCR testu
(torej na osebah z visoko obremenitvijo z virusom). Kateri PCR test je bil
to, proizvajalci ne navajajo. Nekateri proizvajalci v navodilih pravijo, da so
hitri testi misljeni le za simptomatske posameznike. Ti testi so novost na
trzis¢u in zato ni veliko neodvisnih preverjanj obc¢utljivosti in specificnosti.
Poleg tega so pri danem testu rezultati precej odvisni od izvedbe.

Raziskovalci z Univerze Oxford so v $tudiji [11] za hitri antigenski test
I kalifornijskega podjetja ugotovili zelo visoko specificnost: 99,6 %. Med
vzorci, ki so bili na PCR testu pozitivni, pa je ta antigenski test v povprecju
le 77 % spoznal za pozitivne. Ce so teste opravljali laboranti, je bil ta delez
nekaj visji (79 %), ¢e priuéeno medicinsko osebje, pa 73 %. Ce so teste
opravljali laiki (kot je denimo pri uporabi testov doma), je vrednost padla
pod 58 %.

Kasnejsa analiza [9] istega testa I, opravljena med mnozi¢nim testira-
njem v Liverpoolu, je dala obcutljivost 40 % in specificnost 99,9 %. Med
asimptomatskimi osebami z veliko produkcijo virusa je bila obcutljivost
66 %.

Ameriska raziskava [5] hitrega antigenskega testa S na Studentski popu-
laciji (ki ni ravno odraz celotne populacije) je pokazala naslednje rezultate:
na simptomatskih posameznikih: obcutljivost 80 %, specificnost 99 %; na
asimptomatskih studentkah in studentih (brez znakov bolezni): obcutljivost
41 %, specifiénost 98,4 %.

V francoski studiji [3] za ta isti test S na asimptomatskih osebah navajajo
obc¢utljivost 70 % in specificnost 99 %. V dovoljenju za zac¢asno uporabo
testa S so navedeni rezultati iz proizvajalceve Studije: obéutljivost 96,7 %,
specificnost 100 %.

Kako se znajti v dzungli tako razli¢nih, veckrat nasprotujocih si rezul-
tatov za en in isti test? Kako izbrati dober test? Odgovor so primerjalne
raziskave, kjer neodvisni znanstveniki ve¢ testov uporabijo pod istimi pogoji.
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Nemski virologi in infektologi so v preprintu [1] preizkusali sedem anti-
genskih testov, ve¢inoma izdelkov velikih znanih podjetij. Pet jih je imelo
specificnost med 98,5 % in 100 %, eden je imel specificnost 95 % in eden
specificnost 88 %. Test z najnizjo specificnostjo je bil dobesedno premalo
specificen: zdi se, da je v¢asih reagiral tudi na viruse gripe in druge podobne
viruse. Vendar je bilo s tem mogoce razloziti le pol lazno pozitivnih rezulta-
tov. Namesto obcutljivosti so raje merili, kakSne koncentracije virusa lahko
test Se zazna.

Francoska primerjava [3] desetih (verjetno tam najbolj popularnih) hitrih
antigenskih testov je pokazala na asimptomatskih posameznikih obcutljivost
od 30 do 50 odstotkov pri devetih testih. En sam test (S) je tu dosegel
vrednost 70 %. Ta test je imel specificnost 99 %, preostali pa 100 %.

Seznam hitrih antigenskih testov, katerih rezultate so nedavno (15. janu-
arja) priznavali pri vstopu v Francijo, je daljsi in je na [10]. Med skoraj pet-
desetimi odobrenimi izdelki je tudi test podjetja Shenzhen Ultra-Diagnostics
Biotec. Ta test je kupila nasa drzava. Ni pa bil vkljuéen v gornji primerjalni
raziskavi. Kot razumemo, je pri nas ve¢inoma uporabljen na asimptomat-

skih osebah.

Primer 3. V populaciji V' = 10.000 asimptomatskih oseb je z = 10 %,
torej 1000 oseb okuzenih. Hitri antigenski test naj ima za to populacijo
obcutljivost 0,5 in specificnost 0,99. Med 1000 okuZzenimi jih test odkrije
500. Preostalih 500 okuzenih je lazno negativnih. Med 9000 neokuzenimi je
en odstotek, torej 90 lazno pozitivnih. Pravilno negativno diagnozo pa dobi
8910 oseb.

Test je torej izlocil 500 okuzenih in 90 neokuzenih posameznikov. Pre-
pustil pa je 500 okuzenih.

Hitri antigenski testi spregledajo precejsen delez okuzenih — predvsem
tiste, pri katerih se bolezen Sele razvija. Izlo¢ijo pa visok delez (trenutno)
zelo kuznih posameznikov. Ce tak test ponovimo po nekaj dneh, bomo
izlocili veliko tistih, pri katerih se je pri prvem testu bolezen Sele zacela.

V Beli hisi v ZDA so se zanasali na pogoste hitre antigenske teste, a je
vseeno pri§lo do izbruha bolezni. Treba je pa¢ upostevati tudi druge ukrepe
za preprecevanje okuzb.

Presejalni testi

Problem velikega deleza lazno pozitivnih imamo pri presejalnih testih za
nekatere redke, a resne bolezni. To niso diagnosti¢ni testi. Gre za sito,
uporabljeno na veliki populaciji, ki naj bi prepustilo kar se da velik delez oseb
brez problemov in zadrzalo prakti¢no vse s problemom. Tako je preostanek
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na situ (to so pozitivni na testu) bistveno manjsi od testirane populacije. Na
preostanku laze izvedemo drazja, zamudnejSa presejanja ali bolj agresivne
diagnosti¢ne postopke. Udelezencem takih testov je nujno treba pojasniti,
da pozitiven presejalni test Se ne pomeni diagnoze. (Tudi testiranje celotne
populacije s hitrimi testi spada med presejalne teste.)

Eden od presejalnih testov bazira na rentgenskih slikah. Razlike med
kakovostjo dela radiologov so lahko precejsnje. Branje komaj vidnih lis na
sliki ni enostavno in zahteva veliko pozornosti in izkuSenj. Tudi v literaturi
se podatki o senzitivnosti in specificnosti danega testa precej razlikujejo.

Ce se trudimo, da ne bi spregledali tudi najmanjse potencialno proble-
matiéne spremembe, se pravi, povecujemo obcutljivost, tvegamo ve¢ lazno
pozitivnih rezultatov, torej zmanjSanje specificnosti. Uravnotezenje obcu-
tljivosti in specificnosti je pogosto delikatna naloga.

Primer 4. Privzemimo, da obcutljivost in specificnost presejalnega testa
znasata 90 odstotkov, torej s = o = 0,9. Denimo, najprej, da je v popu-
laciji delez nediagnosticiranih problemov (kar ustreza okuzenim v prejsnjih
primerih) en odstotek. Pri V' = a + b+ ¢+ d = 10.000 testiranih ima le
a 4+ ¢ = 100 oseb problem. Med njimi bo a = 90 dobilo pravo diagnozo,
¢ = 10 pa lazno negativen rezultat. Od 9900 neproblemati¢nih pacientk
(pacientov) bi b =990 dobilo lazen pozitiven rezultat, 8910 pa pravilen ne-
gativen rezultat. Na situ je od 10.000 oseb ostalo 1080 ljudi. Med njimi jih
ima le 90 problem, torej le ena dvanajstina ali priblizno 8,3 odstotka. Lazno
pozitivnih je enajstkrat toliko, kot je resni¢no ogrozenih. Skozi sito je padlo
10 oseb s problemom in ti za zdaj ne bodo delezni nadaljnje obravnave.

Pozitivna in negativna napovedna vrednost

Iz primerov vidimo, da za uspeSnost oziroma uporabnost testa nista po-
membni le njegova obcutljivost in specificnost, temve¢ tudi delez oseb v
populaciji, ki imajo problem. Naj bo V = a + b+ ¢+ d celotna populacija.

Oznacimo z
a-+c

v
delez okuzenih (problemati¢nih) oseb v testu.

Torej jea+c =2V inb+d =V —2aV = (1 —z)V. Vemo, da je
a=ola+c)=o0xVind=sb+d) =s(1—z)V.Odtodjeb=b+d—d=
1-2)V-s(l-z)V=(x(s—1)+1-s)Vinc=a+c—a=aV —ozV =
(x —ox)V.

Vpeljali bomo dve novi merili. To sta pozitivna napovedna vrednost in
negativna napovedna vrednost. Obe lezita na intervalu od 0 do 1 in sta
mocno odvisni od deleza = okuzenih (problemati¢nih) oseb.

xr =

Obzornik mat. fiz. 67 (2020) 5 191



Vesti

Pozitivnha napovedna vrednost ali preciznost p testa je za naSo tabelo

enaka
a

T atb

p

Stevilo okuzenih s pozitivnim testom delimo s stevilom vseh, ki imajo pozi-
tiven test. Po gornjih racunih je

0T
sto—1)z+1-s

p(x) = (

Tako je p ulomljena linearna funkcija spremenljivke z. Pri fiksni obc¢utlji-
vosti o in specifinosti s je p mo¢no odvisen od deleza okuzenih, saj je
p(0) =0, p(1)=1.

Pri presejalnih testih je delez z problemati¢nih oseb v populaciji blizu
0. Ker je p(0) = 0, je pozitivnha napovedna vrednost p(x) majhna: na situ
ostane preve¢ oseb. To je velik problem tako za paciente (pacientke) kot
za javno zdravstvo. Ce so za napacne rezultate odgovorne slu¢ajne napake
(3um), pomaga ponovitev presejalnega testa. Recimo, posamezna doda-
tna digitalna rentgenska slika je glede izpostavljenosti sevanju malenkost v
primerjavi z rac¢unalnisko tomografijo (CT), ki je ekvivalent nekaj sto posa-
meznim slikam. Mogoce so dodatne nenevarne preiskave, kot je ultrazvok.
Vcasih pomaga, ¢e originalno sliko neodvisno pregledata dva strokovnjaka,
ki ob nestrinjanju pokliceta Se tretjega. Pomembno je, da zmanjsamo Stevilo
nadaljnjih bolj agresivnih diagnosti¢nih postopkov.

Negativna napovedna vrednost n testa za nasSo tabelo je Stevilo ne-
okuzenih z negativnim testom deljeno s Stevilom vseh, ki imajo negativen

test:
d

c+d
Kerjec=(x —ox)V ind=s(1—x)V, je

s(1—x)
s—(s+o—1)x’

n(z) =

Vidimo: n(0) =1, n(1) = 0. Ce je delez = problematicnih (okuzenih) maj-
hen, pricakujemo, da bo n(x) blizu 1 in torej negativna napovedna vrednost
visoka.

Oglejmo si Se enkrat primer 1. Pozitivno napovedno vrednost smo ze
izracunali: p = 190/288 ~ 66 %. To odraza dejstvo, ki smo ga ze povedali:
med pozitivno testiranimi je priblizno dve tretjini res okuzenih.

Med 9712 osebami z negativnim testom je 9702 res neokuzenih, torej je
negativna napovedna vrednost izredno visoka: n = 99,9 %. Za posameznika
je pri negativnem testu moznost okuzbe skoraj izkljucena.
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V primeru 2 je pri isti obc¢utljivosti in isti specificnosti kot v prvem
primeru: p = 2850/(2850 4+ 70) ~ 97,6 %. TolikSen delez je res okuzenih
med vsemi, ki so bili na testu pozitivni. Pozitivna napovedna vrednost je
zdaj visoka. Pozitiven rezultat na testu skoraj gotovo pomeni okuzbo.

Med 7080 osebami z negativnim testom je 6930 res neokuzenih, torej je
negativna napovedna vrednost prav tako visoka: n ~ 98 %.

Na sliki 1 imamo grafa za pozitivno in negativno napovedno vrednost

(értkano) pri o = 0,95, s = 0,99.

« . \
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1
1
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1
1
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1
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Slika 1. Pozitivna in negativna napovedna vrednost za o = 0,95, s = 0,99.

V primeru 3 (antigenski test) je med 590 osebami s pozitivnim testom
500 res okuzenih, torej je pozitivna napovedna vrednost 500/590 =~ 85 %.

Med 9410 ljudmi z negativnim testom je 8910 res neokuzenih, zato je
negativna napovedna vrednost 8910/9410 ~ 95 %.

V nasem primeru je bilo med 10.000 testi 590 pozitivnih, torej slabih

odstotkov. Tudi to ilustrira pomanjkljivosti testa.
Na sliki 2 sta grafa za pozitivno in negativno napovedno vrednost (ért-
kano) pri o = 0,5, s = 0,99.
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Slika 2. Pozitivna in negativna napovedna vrednost za o = 0,5, s = 0,99.

V cCetrtem primeru (presejalni test) smo Ze izracunali, da je pozitivna
napovedna vrednost zelo nizka in enaka 1/12 =~ 83 %. Kljub temu bi
lahko rekli, da je test opravil svojo nalogo: populacija, ki gre v nadaljnjo
obravnavo, je priblizno ena devetina prvotne.

Negativna napovedna vrednost pa je izredno visoka in enaka 8910/8920 =
99,9 %. To pac¢ pomeni, da si pri negativnem testu lahko oddahnemo: ver-
jetnost, da imamo problem, je izredno majhna.

Ce v Cetrtem primeru povecamo vrednost za = na 5 odstotkov, je pozi-
tivna napovedna vrednost enaka 450/(450 4+ 950) ~ 32 %. V tem primeru
ima priblizno vsaka tretja oseba s pozitivnim testom res problem. Pozitivna
napovedna vrednost je zdaj mnogo boljsa. Negativna napovedna vrednost
je enaka 8550/(8550 + 50) ~ 99,4 % in tako Se vedno izredno visoka.

Naloga. V raziskavi [7] je bilo testiranih 122 oseb. Izracunali so, da je bila
obcutljivost testa 97 %, specificnost 64,5 %, pozitivna napovedna vrednost
89 %. Priblizno koliko oseb je v resnici imelo problem?

Pisanje tega prispevka je spodbudilo branje odli¢ne poljudne knjige The

Maths of Life and Death, Why Maths Is (Almost) Everything [6]. Napisal jo
je Kit Yates, profesor in eden od direktorjev Centra za matemati¢no biologijo
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na Univerzi v angleskem mestu Bath. Ceprav je knjiga izsla pred sedanjo
pandemijo, je njena vsebina Se kako relevantna v danasnjih razmerah in nam
je bila za vzor, skupaj s predavanji [4] profesorice dr. Maje Petek Ster. Z
veseljem smo uporabili pripombe obeh recenzentov.

1]

[10]

[11]

(Resitev naloge: 91-92.)
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